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Der Druck des Lichts auf kleine Kugeln und die
Arrhenius'sche Theorie der Cometenschweife.

Von Karl Schwarzschild.

(Kinplauftn 6. Juli.)

Die eigentumlichen Formen der Cometenschweife lassen
sich erklaren durch Annahme einer abstossenden Kraft, die von
der Sonne auf die ausserst fein verteilte Schweifmaterie ausgetbt
wird. Wahrend friher diese Kraft nur ganz vage als elek-
trischen Ursprungs bezeichnet wurde, hat vor kurzem Herr
Sv. Arrhenius]) darauf hingewiesen, dass solche abstossende
Wirkungen dem Druck entspringen konnen, welchen nach
der MaxwelTschen Theorie die Sonnenstrahlung auf jeden
absorbierenden oder reflektierenden Korper ausibt. Ueber die
Existenz des MaxwelTschen Drucks der Lichtstrahlen kann
kein Zweifel sein, obwohl er experimentell mit hinreichender
quantitativer Sicherheit noch nicht nachgewiesen wurde. Er
muss bestehen, wofern die Grundauffassung MaxwelTs richtig
ist, dass in den Lichtschwingungen eben elektrische Kréfte
oscillieren, Kréafte, welche die geladenen Jonenpaare der pon-
derabeln Massen angreifen. Zudem haben sich die Folgerungen,
welche sich aus den Hauptsdtzen der mechanischen Warme-
theorie in Verbindung mit dem MaxwelTschen Druck ergaben,
an der Erfahrung glanzend bestatigt. Es liegt daher in dem
Druck der Lichtstrahlen eine causa realis, eine bei der Bil-
dung der Cometenschweife, wie auch bei anderen Himmels-

Physikalische Zeitschrift. Il. Jahrgang. Heft 6—7.
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erscheinungen, zweifellos in irgend einem geringeren oder
starkeren Grade mitwirkende Ursache vor. Die Frage ist nur,
ob dieser Druck quantitativ hinreichende Betrage erlangen
kann, und das ist ein Punkt, in dem die Darlegungen von
Arrhenius nicht ganz befriedigend sind.

Fallt eine ebene Welle normal auf eine vollkommen
schwarze Platte, so erleidet letztere einen Druck, der nach
Maxwell gleich der in der Volumeneinheit enthaltenen Energie
E des Wellenzuges ist. Auf eine vollkommen schwarze Kugel
vom Radius a, welche das Licht Uber eine Flache von der
Grosse n a%hin abfangt, wird daher ein Druck nalE wirken.

Die auf dieselbe Kugel wirkende Schwerkraft hat den Betrag
47

= g-s-a3 wo g die Schwerebeschleunigung, s das spezifische
Gewicht des Kugelmateriales ist. Je kleiner der Kugelradius a,
um so starker wird daher der Druck im Verhéltnis zur Schwer-
kraft. Unter Annahme der Solarkonstante 2.5 und des spezi-
fischen Gewichtes s gleich 0.8 (Kohlenwasserstoff der Cometen)
findet man mit Herrn Arrhenius, dass bei einem Kugeldurch-
messer von 1.9 fi der Druck gleich der Schwerkraft wird. Sinkt
der Kugeldurchmesser bis auf 0.1 fi herab, so Ubertrifft die
abstossende Kraft der Sonnenstrahlung die Schwerkraft um
das 18.5fache, und erreicht damit den Hochstbetrag, welcher
zur Erklarung der gestrecktesten Cometenschweife erforder-
lich ist.)

In dieser Berechnung des Drucks liegt nun eine Ungenauig-
keit. Der Druckwert jia? E gilt nur, solange die Kugel das
auffallende Licht ganzlich abfangt und in dem Raume hinter
ihr volliger Schatten ist, solange man also die Beugungs-
erscheinungen vernachlassigt. Das ist bei grossen Kugeln
gestattet. Bei Kugeln aber, deren Durchmesser von der

Grossenordnung der Wellenldngen des Lichts ist, — und ge-
rade solche kommen nach den eben angefihrten Zahlen fur
die Erklarung der Cometenschweife in Betracht — koénnen

1) Vgl. Bredichin, Annales de I'Observatoire de Moscou. 1886.
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durch die Beugung des Lichts die Verhaltnisse sehr wesentlich
geandert werden. Um ganz kleine Kugeln, deren Radius auch
gegen die Wellenlange sehr Kklein ist, schlagt die Lichtwoge
herum, ohne in ihrem Verlaufe merklich gestért zu werden,
und man kann sich hier durch einfache Ueberlegungen analog
denen, auf welche Lord Rayleighl) seine Theorie der blauen
Farbe des Himmels griindet, Uberzeugen, dass mit fortdauern-
der Verringerung des Kugelradius der Druck des Lichts sogar
wieder mehr und mehr unter die Schwerkraft herabsinken
muss. Das Verhaltnis des Lichtdrucks zur Schwerkraft wéachst
also nicht immerfort mit Verkleinerung des Kugelradius, son-
dern erreicht ein gewisses Maximum fur Kugeln wvon der
Grossenordnung der Wellenlange. Es ist erst noch zu unter-
suchen, ob das maximale mdgliche Verhaltnis von Lichtdruck
zu Schwerkraft wirklich den Wert 18.5 erreicht, den man,
wie erwahnt, zur Erklarung der gestrecktesten Cometenschweife
braucht.

Ohne auf die schwer diskutabeln Fragen einzugehen, in-
wieweit eine Anschauung, welche die Cometenschweife aus lauter
getrennten Tropfchen im leeren Raum bestehen lasst, sich
unseren sonstigen Kenntnissen von den Cometen anschliesst,
will ich hier versuchen, nur Uber diesen einen quantitativen
Punkt zu entscheiden. Irgendwo in der Welt muss es ja Vor-
kommen, dass ein kleines Teilchen im leeren Raum dem Druck
des Lichts ausgesetzt ist, und daher ist dem Resultate der
Rechnung in jedem Falle die physikalische Anwendbarkeit gewiss,
auch wenn sich aus andern Grinden etwa die Arrhenius’sche
Theorie der Cometenschweife nicht halten lassen sollte.

Bekanntlich ist der Begriff des vollkommen schwarzen
Korpers mathematisch nicht exakt zu fassen und es erscheint
auch physikalisch héchst zweifelhaft, ob ein Partikelchen irgend
eines gewohnlichen schwarzen Kérpers von 0.1 fi bis 1fi Durch-
messer noch im geringsten Eigenschaften aufweist, nach denen
man es als ,schwarz“ bezeichnen konnte. Zur exakteren Be-

J Philosoph. Magazine. 1871
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rechnung der Grosse des Lichtdrucks habe ich daher die kleine
Kugel, die wir in den Strahlenzug eingeschaltet denken, nicht
als vollkommen schwarz, sondern als vollkommen reflektierend
vorausgesetzt. Es ist anzunehmen, dass fur vollkommen reflek-
tierendes Material der Lichtdruck besonders gross wird und
man daher auf Grund dieser Annahme eben das Gewinschte,
namlich eine obere Grenze fur den Lichtdruck, erhalt.

Abgesehen von der Beziehung zur Theorie der Cometen-
schweife darf das Folgende vielleicht auch ein gewisses selbst-
stéandiges Interesse fur sich in Anspruch nehmen. Bevor der
Druck des Lichts auf eine Kugel berechnet werden konnte,
musste eine exakte Theorie der Reflexion und Beugung des
Lichts durch die Kugel gegeben werden. Es ist das ein
Problem, dem schon Clebsch in Bd. 61 des Crelle’schen Jour-
nals eine umfangreiche Abhandlung gewidmet hat.l) Indessen
hat Clebsch Grenzbedingungen benutzt, die wir heute nicht
mehr als gultig anerkennen. Er nimmt an, dass im Aether
neben den transversalen Wellen auch longitudinale auftreten
kénnen, verlangt, dass an der Oberflache der vollkommen
spiegelnden Kugel alle drei Componenten der elastischen Ver-
schiebung verschwinden, und wird dann notgedrungen zu der
Folgerung gefuhrt, dass aus einfallenden Transversalwellen
durch Reflexion an der Kugel Longitudinalwellen entstehen.
Clebsch hat ausserdem in die Behandlung dieses speziellen
Problems die Ableitung zahlreicher allgemeiner S&tze aus der
Theorie der Kugel- und Cylinderfunktionen eingeschachtelt, die
damals wohl noch weniger in den festen Wissensbestand Uber-
gegangen waren, und das belastet seine Darstellung, so wert-
voll jene Ableitungen an und fir sich sind. Daher ware eine
Neubehandlung des Problems schon von formalem Gesichts-
punkt aus wunschenswert gewesen, wenn sie nicht durch die
erwahnte Aenderung der Grenzbedingungen notwendig ge-
worden ware.

# Hierauf bin ich erst nach Ausfihrung dieser Arbeit durch eine
freundliche Mitteilung von Herrn Prof. A. Sommerfeld aufmerksam ge-
macht worden.
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8 1. Mathematische Formulierung des Beugungsproblems:

Das zunédchst zu behandelnde Beugungsproblem ist dieses.
Eine Kugel vom Radius a habe ihren Mittelpunkt im Nullpunkt
des Coordinatensystems. Eine ebene Welle falle in der Rich-
tung der x-Axe von ihrer positiven Seite her ein. Wir wollen
zundchst annehmen, dass dieselbe linear polarisiert sei und
zwar so, dass die elektrische Kraft in der y Ebene schwinge.
Far die Componenten X, Y, Z,L, M, N der elektrischen und
magnetischen Kraft gelten Uberall ausserhalb der Kugel die
MaxwelFschen Gleichungen:

JdL = dZ_d”~Y }LdX= dM _dN (F = Licht-
V dt dy dz Vv dt dz dy geschwindigkeit)

nebst den entsprechenden durch cyklische Vertauschung der
Coordinaten entstehenden. Die Kugel selbst soll vollkommen
reflektierend oder mit anderen Worten ein vollkommener Leiter
sein. Dann ist ihre Oberflache unter allen Umsténden eine
Niveauflache der elektrischen Kraft, die in die Oberflache
fallenden Kraftcomponenten muissen verschwinden, es mussen
die Beziehungen gelten:

Auf der Kugeloberflache:
Xy —YXx—Xz—Zx=Y z—Zy = 0.
Im Unendlichen muss die Componente Y der elektrischen
Kraft ein Glied der Form cos2n enthalten, welches

die ebene polarisierte einfallende Welle darstellt. Deren Wellen-
lange ist zugleich durch diesen Ansatz zu A ihre Periode zu
t und ihre Amplitude und Intensitdt zu 1 festgelegt. Sonst
darfen in X, YtZ im Unendlichen keine Glieder Vorkommen,
welche die physikalische Bedeutung -einfallender Wellenziige
haben.
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Wir setzen nun:

X = pars real (f ef*) L = pars real (A &%)
Y = pars real (fj &*) M = pars real (ji eiqt) 1)
Z = pars real (£ eiqgt) N = pars real (v eiqi)
27
2=T ,

wobei f, 1], f>A /*, v von der Zeit unabhangige komplexe Grissen
sein sollen, und erhalten an Stelle der MaxweU’'schen Gleich-
ungen die folgenden:

ikl=d —p- ikfx=~ —~ = —N 2)
oy 0z 0z 0X 0 X oy
6 fi Sv 6 v SX - dl Ofi n
= - — iJcf)=--—- — ikKE = | -me
0z oy 0 X 0z oy 0X
2nJ 2n ”
t V X
Durch Elimination der magnetischen Componenten i, Y
ergiebt sich daraus:
+ Jaf= 0 3B+ A*t)= 0 + = 5)

H +ii=o 6
Die Randbedingungen auf der Kugeloberflache gehen durch
Einfihrung von f, I7 £ Uber in:
fy—rjx= £z—Cx= t)2—fy= 0. 7
Fur das Unendliche folgt, dass 1j ein Glied:
= (?k* 8)

entsprechend der ebenen einfallenden Welle enthalten muss
und dass sonst in f, %, £ keine Teile Vorkommen durfen, welche
physikalisch die Bedeutung aus dem Unendlichen einfallender
Wellen besitzen. Unsere Aufgabe ist jetzt, drei *Wellen-
potentiale* (Lésungen der Differentialgleichung Ju-j-J*w = 0)
£ I7 f zu finden, welche durch die Bedingung (6) verknupft
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sind, auf der Oberflache der Kugel den Bedingungen (7) und
im Unendlichen der Bedingung (8) geniigen.

§ 2. Ansatz der L6sung in Form von Reihenentwick-
lungen nach Kugel- und Besserschen Functionen.

Man fihre Polarkoordinaten r, #, ¢p ein durch die Be-
ziehungen:

X = rcos# y= rsin#cos<p z = rsin# sincp. 9)

Es ist bekannt,l) dass die Differentialgleichung Jeu-f- A*u =<0
sog. ,Zerfallung”“ nach den drei Coordinaten r, #, (p gestattet,
d. h., dass ein partikuléres Integral gegeben wird durch den
Ansatz:

u=R-@-<P. 10)

Hierbei bedeutet O eine Funktion von < allein und zwar
in unserem Falle cos n < oder sinncp {n ganzzahlig), O ist eine
Funktion von # allein und zwar die n. Zugeordnete der Kugel-
funktion irgend einer Ordnung w, fur die wir Pmn(ct>si?)
schreiben werden. Schliesslich bedeutet R eine Funktion von
r allein und zwar eine Lésung Rmder Differentialgleichung:

11)

Nutzt man die Willkurlichkeit der beiden ganzen Zahlen
m und n aus und superponiert alle aus verschiedener Wahl
derselben hervorgehenden partikularen Integrale der Form (O),
so erhédlt man das allgemeinere Integral:

n= E £ 6r»,n Rm (r) Pm,n (COS #) COS fl O

12)
+ X X Hm, Rm(r) PQ, (cos tf) sinn ¢

worin die G und H willkirliche Constanten sind, und es lasst
sich zeigen, dass in Rucksicht auf die weitere Willkirlich-

I) Vgl. Pockels, Ueber die Gleichung Au-\- kZu = 0. Teubner 1891,
pag. 101) -111.
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keit der Integrationskonstanten in den Lésungen Rm der
Differentialgleichung (11) dieser neue Ansatz sogar die allge-
meinste Losung der Differentialgleichung h%au + A% = O giebt,
welche nebst ihren ersten Derivierten ausserhalb einer Kugel
um den Nullpunkt eindeutig und stetig ist.) Es folgt dem-
nach, dass jedes der drei Wellenpotentiale f, Ij £ die wir zu
bestimmen haben, sich durch eine Doppelsumme der Form (12)
darstellen lassen muss, und es erdbrigt nur, die darin auf-
tretenden willkurlichen Constanten so zu bestimmen, dass den
Bedingungen (6) (7) (8) gentgt wird.

Diese Aufgabe vereinfacht sich von vornherein betrachtlich
durch folgende Bemerkung: Der einzige Umstand, welcher be-
wirkt, dass die Lichtbewegung in unserem Problem nicht vollig
symmetrisch um die #-Axe herum, unabhangig von 9 wird,
ist der, dass die Polarisationsebene der einfallenden Lichtwelle
in gewisser Weise vor &andern durch die #-Axe gehenden
Ebenen ausgezeichnet ist. Es ist danach zu vermuten, dass
die Abhéngigkeit der Ldésung von <p immerhin keine kompli-
zierte sein wird, dass also Glieder mit Sinus oder Cosinus
hoherer Vielfacher von ¢ nicht Vorkommen werden. In der
That, versucht man zunachst fur f, r;, £ Ausdriicke der Form (12)
anzusetzen, so bemerkt man alsbald, dass die grosse Mehrzahl
der Constanten G und H verschwinden mussen, und wird zu
dem folgenden vereinfachten Ansatz gefuhrt:

f= acosp 1= ekx+ [?7+ }cos2 f=ysin2¢p 13)

wobei a, # und y drei von ¢ unabhangige, also nur r und #
enthaltende Grossen sind, die in Form folgender Summen dar-
gestellt werden konnen:

a= £m(2m+ 1) Am  (r) Pri (cos &
= £m(2m+ 1) BmRm(r) PmO(cos ) 14)
y = Em(2m+ 1) CmRm(r) Pmo (cos F)

J Vagl. Pockels (L c.), pag. 63 und 111



K. Schwarzschiid: Druck des Lichts auf kleine Kugeln etc. 301

Die Grossen Am B m Cmbedeuten hier noch zu bestimmende
Constante, denen aus Bequemlichkeitsriicksichten der Faktor
(2 m+ 1) beigefugt wurde.

Der Ansatz (13), (14) liefert fur f, I7 £ an und fur sich
Wellenpotentiale. Es erubrigt also, die drei Bedingungen (6)
(7) (8) zu erflllen. Die Einfuhrung der Ausdriicke (13) in die
Randbedingungen (7) giebt in Rucksicht darauf, dass eine der
Bedingungen (7) eine Folge der beiden anderen ist und weg-
gelassen werden kann:

Far r = a:

ekk RB—y= 0 asint?—2ycos#= 0. 15)

%

Die Bedingungen im Unendlichen verlangen — da das Glied
(8) im Ausdruck (13) fur rj schon abgesondert ist — einfach, dass
a, B und y im Unendlichen keine einfallenden Wellen entsprechen-
den Teile enthalten. Was die Bedingung (6) angeht, welche flr
den ganzen Raum gilt, so wollen wir zunéachst nur for-
dern, dass sie fur Punkte auf der Oberflache der
Kugel a befriedigt werde. Wir werden spéater zeigen,
dass sie dann auch fUr den ganzen Raum erfullt ist. Um
noch die Grossen a, [, y und Polarkoordinaten in die auf die
Oberflache der Kugel beschrankte Bedingung (6) einzufthren,
stelle man sich f, I £ fur einen Augenblick bildlich als Ge-
schwindigkeitskomponenten einer Flissigkeit dar. Die Gleichung
(6) bedeutet dann bekanntlich, dass in jedes Volumenelement
ebensoviel Flussigkeit ein- als ausstromt. Man betrachte ein
Volumenelement von der Form eines Kegelstumpfs, dessen Basis
ein kleines Stick dw der Oberflaiche der Kugel a, dessen
Decke ein Stuck dw' der Oberflaiche der Kugel a da sei
und dessen Mantel durch lauter Abschnitte von Kugelradien
gebildet werde. Da die Bedingungen (7) im Bilde besagen,
dass langs der Oberflache der Kugel a keine tangentiale
Stromung stattfindet, so kann durch die Mantelflache keine
Flussigkeitsmasse aus- oder einstromen (oder strenger: diese
Flissigkeitsmasse wird von hoéherer Ordnung klein). Es missen
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sich also nach (6) die Stromungen durch Basis und Decke
ausgleichen. Die radiale Stromungskomponente ist nun:

R= fcos#+ qsin#cosp+ £sin# sin P

= cos p{acos# + [e*k*+ B -f- y] sin #}. 16)

Durch die Basis stromt daher die Masse div-R ein.

Durch die Decke dw = dw_\(/a | stromt die Masse
i a
duf - ~22+ aus. Demnach verlangt (6), dass:

Rdw=(lt+ da-~jauf

oder nach einfacher Reduktion:

a or

ist. Fuhrt man hierin (16) ein, so erhdlt man als neue Ober-
flachenbedingung, welche als Ersatz der Bedingung (6) eintritt:

Far r = a:
0= cos# ~ -J2 -fsin$jr “PACH DR+ 7 k) -17)

Nunmehr ist unsere Aufgabe darauf reduziert, die
Groéssen Am, Bt Cm und die noch unbestimmten In-
tegrationskonstanten der Lésungen Rm der Differen-
tialgleichungen (11) so zu bestimmen, dass die Summen
(14) den drei Randbedingungen (15) und (17) genigen
und im Unendlichen keine Teile enthalten, welche
einfallenden Wellen entsprechen.

Zur Vorbereitung der Losung stelle ich einige Satze aus
der Theorie der Kugel- und Cylinderfunktionen zusammen,
welche zum Teil bekannt sind, zum Teil ohne grosse Miuihe
aus bekannten Stitzen folgen.
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8 3. Aus der Theorie der Kugelfunctionen.

Die gewdhnliche Kugelfunction m. Ordnung wurde durch
Pmoder Pmo bezeichnet. Die n. Zugeordnete der Kugelfunction
m. Ordnung lasst sich dann definieren durch den Ausdruck:

P..«@cos0)= Pm,(X)= 1- X'?1
1 , *+- 18)

Zwischen den verschiedenen Zugeordneten verschiedener
Ordnung bestehen die folgenden drei Rekurrenzen (vgl. F. Neu-
mann, Beitrdge zur Theorie der Kugelfunctionen, Leipzig 1878,
pag. 74):
2m+hcos#PM, =(m+I-n)PmH,,+(fH»+n)P,_i,w 19)
(2m+D)sin”*"PNH_i=PmHn-Pm-i,«« 20)
(2m+D)sin# P millH=(»n-1-tt)(n-»1)Pri . +(M+1 +»)(n-H»)P«-i,,,. 21)

Man findet mit Hulfe der eben angegebenen Beziehungen
leicht die nachstehende spéater zu verwendende Relation:

jP
@2m+ 1sin* ~ = m*Pm+l, - (m+ 1)*Pm,.,. 22)

Ferner lassen sich die folgenden Sétze mit Hulfe wvon
(18)—(22) aus den bekannten Integraleigenschaften der Kugel-
functionen ableiten:

Fd#sin#cos# PP = 0
0
ausser wenn m = m-f- 1 oder m = m— 1. 23)

P 1 o 7> 7> o + ! + 2
disinRcosRBmi,FM+i a0\ i I 3

j*d#sin# cos# PmoPmito = 0
0
ausser wenn m'= m+ 1 oder m— 1. 24)

| d&sm &cos0 PmoPm+T,0o= 2-2m+ \)~2m+ 3)
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§ 4. Aus der Theorie der Gylinderfunctionen.

Fuhrt man in der Differentialgleichung (11) fir r die
Variable g = rk ein, so schreibt sie sich:

2diC L—>(O»+ 1)1 o
dg* q dg L p* J
Versucht man diese Differentialgleichung durch einen Aus-
druck der Form e~ie-S zu befriedigen, wobei S eine nach
negativen Potenzen von g fortschreitende Reihe sein soll, so
gelingt dies durch die folgende mit einer endlichen Anzahl von
Gliedern abbrechende Reihe:

j “(»+1) 1 w(m-(-D[m(m+1)—1-2] 1
= T L+ 2 o« % 2 4

oi(m+ 1) [r(m-t-)—1-2] [m(f»4-)—2-3] 1 , ‘JGN

+ 2 4 Bt (iB)s+,")

Eine zweite Losung der Differentialgleichung, die wir K'h
nennen wollen, erhalt man naturlich, indem man in diesem
Ausdruck -f* & — * vertauscht. Die allgemeine L&ésung
wurde sich dann linear aus Kmund K m zusammensetzen.

Andrerseits kann man Ldsungen von (25) in Form auf-
steigender Potenzreihen darzustellen suchen und findet dadurch
die folgenden beiden Funktionen:

vﬁXI: (*g>* i Sie)* I 1)
I—3....(%m i-D\ ~ 2(2m+3) 2Z-420T+3)(2w-f-5) /
I-3...2m-Df  (ig) » (iBy _ _ 127)
tpmw (i \  2(2jm-1) 2-42»—A)2» 3) ")
wobei die Coeffizienten des ersten Gliedes in Rucksicht auf die
spatere Anwendung gewahlt sind.
Auch durch %m und gm muss sich jede andere Ldsung
von (25) linear darstellen lassen. Fuhrt man dies speziell fur
Kmaus, so erhalt man:

P> KMR)= (@) + (-1)-+ P1(d)

oder:



K. Schtoarz8chtid: Druck des Lichts auf kleine Kugeln etc. 305

imIK (0)—

fl — | gl \
1.3...2mFI\ —Z(Zm-h3)"~Z4[Zm+3XZm+5)  "J

1-3....(2m -1)f o n \
Qnl  \~2(2m-1)"r24(2w-1Xx2m-3) '} J

ein Ausdruck, der sich auch durch direkte Entwicklung von
Kmnach Potenzen von q gewinnen liesse. Umgekehrt kann
man aber auch z. B. linear durch Kmund K'm ausdrticken
und zwar findet man:

2iXxn®) = KL (s)- (- I)mKm(R). 29)

Ferner besteht zwischen irgend zwei Losungen Rm und
Rmvon (25) die Beziehung:

D dRm dRtn_C
m dRi mdQ ~ d'

wobei C eine Constante ist. Speziell fur Kmund %mn nimmt
die Constante den Wert 1 an, sodass also gilt:

JU d¥m dkm__ 1 .
KmdQ XndQ ~ ~ 30)

Die verschiedenen Km stehen durch folgende Rekurrenzen
mit einander in Verbindung:

@2m-f- 1)Km= i (KmHL — Kmi) 31)
g 20 = mKm- iQKmHd= - M+ I)Km- ieZlm,
32)
- f(m 1) mg -il
te] 2m + | J:

Schliesslich gilt nach Heine, Hdb. d. Kugelfunctionen,
2. Aufl., I, pag. 82 die Entwicklung:

giecos* = m:gz m + 1)~m(@iQ PmO(cos #). 33)

1901. Sitzungsb. d. math.-phys. CI. 21



306 Sitzung der math.-phys. Glosse vom 6. Juli 1901.

8§ 5. Explicite Darstellung der Gomponenten der
electrischen Kraft.

Wir beginnen damit, die Entwicklungen (14) fur a, 7,y
zuvorderst* so zu spezialisieren, dass dieselben im Unendlichen
keine Teile enthalten, welche einfallenden Wellenzigen ent-
sprechen. Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, dass
Rm sich linear aus Km und K'm zusammensetzt, sodass man
etwa schreiben kann:

= oxKmt+ ¢cKm= cxer S+ cse+”™ S\ (<, ct Konstante.)
8 und S' sind beide nach absteigenden Potenzen von g

fortschreitende Reihenentwicklungen, welche sich in sehr grisser
Entfernung vom Nullpunkt, fUr grosses g auf ihr erstes Glied

— reduzieren. Demnach wird z. B. ein Glied der Entwicklung

(14) von a in grosser Entfernung vom Nullpunkt lauten:
2m+ 1) Am(cj -f ct J’'mi (cos m&).

Um den daraus entspringenden Beitrag zur #-Componente
der elektrischen Kraft zu finden, hat man nach (1) mit e*gt zu
multiplizieren und vom Resultat den reellen Teil zu nehmen.
Setzt man:
2m+DAncl= i1, 2m~I)Amct=diei\ dvdr dv reell,

so wird dieser reelle Teil gleich:
cos<l+ gqt—q) + ’écos <+ gqt+ q)} Pmi (cos t?)

oder:

fdx (x 2nt 2nr\ d% (x .2nt 2°~r\]™ f
——————— rj+ rfco8(li*+ -r + — jjp-'<cOs#)

Man sieht sofort, dass das erste Glied eine zu grésserem r
fortschreitende, das zweite hingegen eine aus dem Unendlichen
einlaufende Welle darstellt. Laut der Bedingung fur das Un-
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endliche muss also das zweite Glied verschwinden, es muss d%
und c2 gleich null sein und Rmsich auf die einfache Form:
Rm= cxKmreduzieren. Die Constante ct wollen wir noch so
bestimmen, dass Rmauf der Kugeloberflache r = a gleich 1
wird. Ist zur Abklrzung:

Jor= g Ja= o0 34)
so soll also sein:

Hiermit ist jede Willkurlichkeit in den Rm beseitigt und
die Bedingungen im Unendlichen sind erfullt.

Nachtragliche Bemerkung zu § 2. Der Ausdruck
*A>*H |
dx~dy~de
ist ein Wellenpotential, welches im Unendlichen keine ein-
fallenden Wellenztige enthalt — sobald f, rj, £ Wellenpotentiale
sind und unseren Bedingungen fur das Unendliche gentgen.
In Ricksicht auf die eben durchgefiihrte Betrachtung der Funk-

tionen Rmwird also o nach (12) und (35) in folgender Weise
entwickelbar sein:

0= S S Pmncos #) [GmMos n<p + fim~sinw/?].
m n HmM\QO0)

Fir x = a geht diese Entwicklung Uber in:

a= SmS* Pm,-.(cosd) [6mM),,cos» B+ Hm;, sinn<p].

Fordert man jetzt, dass O fur r = a verschwinde, so folgt,
dass alle Coeffizienten G und H null sein muissen, und damit,
dass o Uberall identisch verschwindet. Hiermit ist der oben
benutzte Satz erwiesen, dass es gentigt, die Bedingung
a= 0 auf der Oberflache der Kugel zu erfullen, um das
Verschwinden von o im ganzen Raum herbeizufihren.

Wir suchen weiter durch geeignete Wahl der Constanten
4wy Sm, Cmin (14) die Randbedingungen (15) und (17) zu

21~
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erfullen. Setzt man die Entwicklungen (14) in diese Rand-
bedingungen ein, bertcksichtigt (35) und ersetzt etk* = e?@B*
durch die Reihe (33), so erhadlt man die drei Gleichungen:

Em(2m+ 1 [P*o{Bm+ Xn(Q)- Pm2C.] - 0 36)
Em( 2m+ |)[-4» -Pmisin0 — 2 CmP»* cos#] = 0  37)
£ 2m+ 1) [AmSmPmlcos t?

4" sin?{BmSmPmO+ QnSmPm2+  P«o0}] = 0. 38)

In der letzten dieser Gleichungen habe ich noch folgende
Abklrzungen eingefihrt:

r dkml

39>

PRI 4

Man multipliziere (36) mit sin 2. Dann kann man nach
(20) und (21) sowohl sin# Pmo> als sin#P nmi2 mit Hiulfe
der ersten Zugeordneten Pmi ausdricken, sodass die ganze
Summe dann nur noch erste Zugeordnete enthalt, und zwar
findet man:

I?n(Sm ‘' Xn(Qo)) (Pm+11  Pm-1l)
— [— Pm+i-f (m+ 1)(w + 2) Pmi,i] = 0.
Ordnet man hier in der Weise, dass man Glieder, welche

Grossen Pmi mit gleichem Index m enthalten, zusammenfasst,
so folgt:

Eum,l[(*»+ 2)(m+ 3) Cm+l + Bn-1+ ZmH
—(MmM—1)(mM—2)Cm\— Bml — *m-i] = 0. 36"

Aehnlich kann man in der Summe (37) mit Hulfe der
Rekurrenzen (19) und (20) sowohl sin”~P” i als cost?Pm2
allein durch zweite Zugeordnete Pm2 ausdricken und nach
diesen ordnen. Man erhalt dann:
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EPm2[4 .-i—2(m—2)C(l_I—4 m+d—2(m-f 3)Cm+] = 0. 37)

Schliesslich lassen sich in (38) die drei Produkte cos # P«,i,
sin#Pmo und sin#P m2 alle nach (19)—(21) durch erste Zu-
geordnete Pmi ausdriicken. Wiederum nach letzteren ordnend
erhalt man:

Es ist zu beachten, dass, wie aus (18) sofort ersichtlich,
die drei Grossen Po.i, Po,2 und Pit2 gleich null sind. Daher
beginnen die Summen (36" und (38) mit m= 1, die Summe
(37) mit nt= 2.

Wir haben hier nun drei Entwicklungen nach zugeord-
neten Kugelfunktionen, die zur Summe die Null haben sollen.
Dies ist aber nach einem bekannten Satze nicht anders mdglich,
als indem jeder einzelne Entwicklungkoeffizient verschwindet,
und damit ergeben sich die folgenden Gleichungen zur Be-
stimmung der Am Bm Cm

(m+ 2)(w -J-3)Cm+1l+ Btn+l 4" Xm+l

= (m— 1)(m — 2) Cm-\ + jBm_i + *m_i m > 1 41)

Am+14-2 (m + 3)Cm+x= Atn-1— 2 (m — 2)Cm-1 m > 2 42)

$»+1 [(Ww 4% 2) Am+1— -Bm+id4* (w 4-2)(m 4-3) Cm+{] — Tm\
4- SmA[(w — 1) 4- -Bm-i — (w — 1) (m — 2) <rm_,]
4- Tm-i= 0 m "I, 43)

Zur Auflésung dieses unendlichen Gleichungssystems er-
weist es sich als nitzlich, die folgenden Groéssen als
Unbekannte einzufibren:

Am4-2(m4-2) Cm=pm
Bm4" 4“1)(m+ 2)Cm= gm 44)
22m4-1)Cm= rm

Es ist hier voraus zu bemerken, dass man, da Po.i, Po,2
und P]f2 verschwindet, in den Entwicklungen (14) von vorn-
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herein auch AQ CO und Cx gleich null setzen darf, woraus
dann folgt:
J>o0=ro=ri= 0 45)
Durch Einfuhrung dieser neuen Unbekannten verwandeln
sich die Gleichungen (41) bis (43) in die nachstehenden:

2m+l+ Zm+l= Qm-l + Xm-l — ~tn-l W 1 46)

P+l =Pm-\ — rm.i tn">2 47)

E»+i[(m+ 2)pmki- gmH]+ Smi [(m—I)pmi + gm X—wrm i]
+ TA—TAA"0 m> 1 48)

Subtrahiert man hier zunachst (47) von (46), so folgt:

@rd + ZmH —Pm+1= 2ml+ Xm-I---Pm 1 2
und daraus ergiebt sich, dass fur
gerades m: gm+ *m= pm+ g% m> 2j
ungerades m: + *m= bm+ 9i

sein muss, wobei gx und g%zwei vom Index m unabhangige
Constante sind.
Schreiben wir (47) noch in der Form:
rm=Pm—Pmt2 wp> 1, 50)

so sehen wir, dass die Bestimmung der gmund rm auf
die der pm zuriuckgefuhrt ist. Ersetzt man jetzt in dem
Gleichungssystem (48) die gmund rmdurch die Ausdriicke (49)
und (50), so erhalt man nicht etwa Rekurrenzen zwischen den
pm vielmehr fallt merkwirdiger Weise aus jeder Gleichung
pml heraus und es ergiebt sich zur unmittelbaren Bestim-
mung von J>mHi:

P+ 1[#* + 1) Sk 1+ m Sm-I] 4* A»+l (gm+l — g)

— Amim1—9) 4“2md—2m+l= 0 W 2,
wobei g gleich gx oder gleich g%zu setzen ist, jenachdem m
gerade oder ungerade ist.

Die erste fur m= 1 entstehende Gleichung des Systems (48)
konnte hier noch nicht ausgenutzt werden und man darf in
dem vorstehenden Systeme erst mit m = 2 beginnen, weil 0
nicht nach Art der Formel (49) aufpOzurickgefuhrt werden kann.

51)
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Ueberblickt man das bisher erlangte Resultat, so lassen
sich nach (51) alle p von pz an berechnen. Nach (45) ver-
schwindet pO. Ferner folgt aus r, = 0 und der ersten (fir m= 1
entstehenden) Gleichung des Systems (50):

Pi — P» 52)

Von allen Grossen p bleibt daher allein noch pt unbe-
kannt. Sowie man auch p% hatte, erhielte man aus (45) und
(50) alle r und aus (49) alle g — abgesehen von g0. So bleiben
einerseits im Grunde nur die beiden Unbekannten qQund pv
andererseits enthalt das System (46) bis (48) aber auch noch
zwei unbenutzte Gleichungen. Bei der Subtraktion der Gleich-
ungen (47) von (46) konnte die erste (fur m= 1 entstehende)
Gleichung (46) nicht mitbenutzt werden, weil die entsprechende
Gleichung (47) fehlt, und ahnlich lag es mit der ersten Gleichung
(48). Die beiden Testierenden Gleichungen lauten daher:

Aus (46) fur m— 1:
is“~X»= 10“HXo ro
Aus (48) fur m= 1:
s, [BPi— 2,] + Soio+ ~0— Tt= O.

In Rucksicht auf (45) und (49) erhdlt man aus diesen
beiden Gleichungen:

@+ Xo=Pt+ 9t
Pt[23+ ol + s,@G—g)-S QO- W)+ TOTt=q 5@

Damit sind denn alle Gleichungen befriedigt und alle
Unbekannten gefunden — bis auf eine eigentimliche durch-
gehende Unbestimmtheit, die in der Willkirlichkeit der beiden
Constanten gx und gt liegt. Es ist schwer zu ersehen, woher
die Fixierung dieser beiden Constanten noch kommen soll,
nachdem sich bei ganz beliebiger Wahl derselben alle Rand-
bedingungen im Endlichen und Unendlichen haben erfillen
lassen, und doch ist physikalisch evident, dass unser Problem
nur eine Losung besitzen kann.
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Der Schlissel zur Ueberwindung der Schwierigkeit und
zur Bestimmung von gxund g%liegt in Folgendem: Man nehme
einmal an, dass keine einfallende Welle vorhanden sei. Dann
verschwinden in unseren Gleichungen alle Grossen und Tm
welche aus der Entwicklung des die einfallende Welle dar-
stellenden Ausdrucks eikx entsprangen. Es bleiben daher in den
Gleichungen (51) die Glieder ubrig:

PTA [* 4 1) SmH + MSm-l] — g (An+1—-$m-I) = 0. 55)

Es soll hieraus pm+ i berechnet werden fur den Fall,
dass der Kugelradius a gegen die Wellenlange sehr klein ist.
FuUr sehr kleines g wird Kmnach (28) naherungsweise darge-
stellt durch:

I-Jg.fe)?1. 8. . A— A 9
und daraus folgt nach (34), (35) und (39):

iC ()= (])mr= (“)MHISm= 1- m. 57)

Dies giebt in (55) eingesetzt:

Pm+'= m(2m— 1) 58)
Nunmehr kann man nach (50) rm nach den Gleichungen:
gm= Pm+ g

die aus (49) durch Weglassung der ~-Glieder entstehen, die
gm und, nachdem pm gmund rm bekannt sind, aus (44) die
Am, Bnmi Cmberechnen. Es genugt, das Resultat fur Bman-
zufuhren:

Bm= g\ A-"2m—3)(2m -j- )*]'

Damit erhalt man nach (14) folgende Entwicklung von R:

R=Sg[2»+1- (2,,_882M i)]A.Wiv. (O f)m
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Fir r= a und #= 0 wird Rm= 1 und Pmo= 1 und
damit wird R:

also unendlich. Mit anderen Worten: Aus den Grdssen
( entspringen Ausdricke fir die Componenten der
elektrischen Kraft, welche mit Unstetigkeiten be-
haftet sind. Die Bedingung, welche zur Fixierung der
Grossen g fuhrt, ist daher die, dass die Componenten
der elektrischen Kraft stetig bleiben sollen, und zwar
verlangt sie, dass gx und g%null sind.

Lasst man jetzt alle Glieder g aus den Gleichungen (49)
bis (54) weg, so kann man sie so zusammenfassen:

Fr ) m A

+ ($m+l Em+1— Tm+i) — (Sm_, Xm-\— ~m-1) = 0 W> 1 59)

gn= Pm— Xm 1 rm= pm—pm2 m>2 60)

JPo=0 Px= Pz ffo* A—X ro=ri= 0- 61)
Die Gleichungen (59) gestatten noch eine betréchtliche
Vereinfachung.
Nach der Definition (39) war:

Daher ist:

oder nach (30)*
62)

Ferner wird:
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Nach (31) und (32) bestehen die Rekurrenzen:

e~TT = ~ (m+ 2)Zm+Hl “ 16 Km
Q = (m- 1)Km - i QKm
2m+ 1)Q = -» e[+ 1) Xm+x+ m
(2« + 1) Km —iq[iTmH—2Im J. 63)
il
Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit L

die zweite mit _ — , die dritte und vierte je mit — - ~
JHmri 1Khn+1

und addiert, so erhalt man:

(m+1) dKnmH m dKm\
-E»+. 6 de de

Km
—(2m+ 1)

und damit:

Fidhrt man jetzt (62) und (64) im Ausdruck von pm+\ ein,
so folgt:

_ Km\Km\ 1

+1 (2»i+1)I5Tm dKUGmH eK<n-)mTe e~
-Km+e do

oder in Rucksicht auf (63)
P\ — - 65)
Es bleibt nur noch Ubrig, mit Hilfe der pmnach (60) und

(61) die gmund rmund dann nach (44) die Am 2?m Cmab-
zuleiten, um nach einer leichten Zwischenrechnung die voll-
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standige Lo6sung des Beugungsproblems zu erhalten,
welche, wenn man alles zusammenstellt, durch folgende For-
meln gegeben wird:

Der Kugelradius sei a. Man setze:

g=Jcr g0= Jaa k= 2.

Man berechne die endlichen Ausdriicke (26):

c-'er. im(m+l) 1 . m(m+l) m(m+D-1-2 1 , 1
K-= ~[1+ ~2 B 2 4 (W + "-J 66)

und v oo K * (— 60) + (— )" K » (e«) rf7N
und bilde damit:
eme— TCIISI N
de -Ukg,

SOWie: Rm{r)= ~ f\ . e9)
“Sm (X

Dann gelten die Entwicklungen:

a= £ (2xm+ 1) Amidm(r) Pmi (cos t?)
m=I

P= E (2m-(- 1) B,nRm(r) PMO(cos 0) 70)
n¥0

y= £ (2m4- 1) < i?m(r) P«,* (cos i>)
nF2

mit den folgenden Entwicklungskoeffizienten:

w-f-I)-4ne (m —Djpmk (M+ 2)"\mi2
2(2m+1) 22 (m+1) (w+2)jp,,,*2-M(m-1)"m2 (2w+1) fr« 71)
2(2m +1) Gm=
und die Componenten der elektrischen Kraft fur die durch die

vollkommen reflektierte Kugel gestorte Lichtbewegung werden
erhalten aus:
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X = pars real (e?0t a cos o)
Y = pars real ("gt" ikx-j- [B -F*ycos 2 97) 72)
Z = pars real tysin2 9.

§ 6. Bemerkungen uber die Verwendung dieser
Darstellung.

Die Reihen, durch die wir hier die Verteilung der elek-
trischen Kraft und damit der Lichtintensitat dargestellt haben,
sind zwar unter allen Umstanden konvergent, indessen wird,
wie leicht zu sehen, die Convergenz um so langsamer, je grosser
die Kugel ist, welche das Licht reflektiert. Dies Verhalten
liegt insofern glnstig, als man fur grosse Kugeln die Licht-
verteilung in rohen Zigen aus der geometrischen Optik, mit
grosserer Scharfe aus der Kirchhoff'schen Beugungstheorie ab-
leiten kann. In den Fallen, wo diese beiden Hulfsmittel ver-
sagen, namlich fir Kugeln, deren Durchmesser nicht CUber
wenige Wellenlangen hinausgeht, wird aber gerade die nume-
rische Rechnung nach obigen Formeln durchfihrbar und man
kénnte sich an ihrer Hand Uberzeugen, wie sich mit dem
Kleinerwerden der Kugel z. B. der Schatten hinter ihr all-
mahlich auflést. Ich will mich hier begniigen nur die Grenz-
werte anzuftihren, in die £ 1, f Ubergehen, wenn der Kugel-
radius &usserst klein auch gegen die Wellenlange wird:

£ = — JFra3sin# cos Kx(®r) + cos # (&r)

] = e"*x+A:3a*JLOAr)-j-| ISrico8#+iC | (N —sin*#cosV) 73)

jaa%

+ —g—cos # (sin* $ cos* p— )

[ K™Jer) —‘Fga (L3(jfcr)cos#
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wobei:
K- e~ihr jr_ e~ikr(i i M
a~ kr kr \ + ikr)
_ e~ikr .3 , 3\ —
* kr \ + ikr + {ikr)*) n

.6 4- 15 4- 15 \
S kr \ NMikr” (ikr)*'> (ikr)*)'
In grosser Distanz r von der Kugel gehen diese Formeln
Uber in:

f= Jﬁ%?r'?# cos 9)(1 + 2 cos t?)-----------
. Y
= ek*+ k¥mz —£I -f- Cg—— sin*# cos* 75)
g
f = — Aa8—— sin*# sincp cos cp.

Lord Rayleigh hat gefunden (L c.), dass bei sehr kleinen
Kugeln aus durchsichtigen Medien die Intensitat des zer-
streuten Lichts umgekehrt proportional der vierten Potenz der
Wellenlange wird und dass in Richtungen, die einen rechten
Winkel mit der Richtung der einfallenden Welle machen, voll-
standige Polarisation des zerstreuten Lichts eintritt. Ersteres
Verhalten gilt nach den Gleichungen (75) (da k umgekehrt
proportional zur Wellenlange ist) offenbar auch fir das von
einer kleinen vollkommen reflektierenden Kugel zer-
streute Licht, hingegen erfolgt in keiner Richtung vollstéandige
Polarisation. Man erhalt fur # = 90°:

k%az e~ikr

. . 71 fior .. .
| = s coscp rj— er**= kra8--—-——-—- Sin* ¢
77 p 1 a p p

R—ikr
= — k¥%®m3- — sincp cos p
und daraus fur die Intensitdt der #-Componente:

Mod £5= \ COS™ (p
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und flir die Intensitat der senkrecht zur x-Axe stehenden
Componente des zerstreuten Lichts:

Mod [fo —e*" **+ £ = -Jr sin*9Om

Ist das einfallende Licht nicht, wie bisher vorausgesetzt
wurde, polarisiert, sondern natirliches Licht, so muss man in
diesen Ausdriicken alle méglichen Werte von @ einsetzen und
das Mittel nehmen und findet dann:

k*a*
fur die Schwingungskomponente parallel zur #-Axe:

* . senkrecht ,, "

d. h. ,das von sehr kleinen vollkommen reflektieren-
den Kugeln in Richtungen senkrecht zur Normale der
einfallenden Welle zerstreute Licht ist zu drei Vier-
teln polarisiert.”

Schliesslich sei noch ein Umstand hervorgehoben. Da die
Intensitat des zerstreuten Lichts von der Wellenlange abhéngt,
so wird, wenn das einfallende Licht weiss ist, das zerstreute
eine andere Farbe zeigen. Nur bei sehr grossen Kugeln
kommt die Abhangigkeit von der Wellenlange nicht in Be-
tracht und das reflektierte Licht bleibt farblos. Bei sehr
kleinen Kugeln entsteht, wie Lord Rayleigh gezeigt hat, das
tiefe Blau des Himmels. Bei Kugeln von der Grdssenordnung
der Wellenlange bilden sich noch andere Farbenntiancen aus,
die sogar ein wenig von der Richtung des reflektierten Lichts
abhangen und die sich alle aus den obigen Formeln ableiten
liessen.

Nach diesen Andeutungen Uber die anderweitige Ver-
wendbarkeit der Ldsung des Beugungsproblems gehen wir an
unsere eigentliche Aufgabe, die Berechnung des Maxweirschen
Drucks, welchen das Licht auf die Kugel austbt. Hierzu ist
zunéachst erforderlich die
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8§ 7. Ableitung der magnetischen Kraftcomponenten
aus den electrischen.

Man wahle irgend einen Punkt O der Kugeloberflache zum
Nullpunkt eines neuen rechtwinklichen Coordinatensystemes
XV yvzv dessen #-Axe in den durch 0 gehenden Radiusvektor
falle, dessen y-Axe den durch O gehenden Meridian tp = const.
und dessen z-Axe den durch 0 gehenden Parallelkreis t? = const.
tangiere. Es werde yx zu wachsendem #, zx zu wachsendem
(p positiv gezdhlt. Die Kraftcomponenten (oder genauer die
komplexen Grodssen, aus denen sich nach (1) die Kraftcom-
ponenten ableiten) in Richtung der neuen Axen mdgen heissen
£, v £v Xv piv vx FUr v £x erhalt man durch Coordinaten-
drehung die Ausdriicke:

fx= £ cos PO+ yjsin ©0cos tp0- f sin ¥0sin g0
fx= — £sin + (iycos 90+ £sin g0 cos i?0 76)
ii = — f]sin(p0+ £cos 0.

Die magnetischen Kraftcomponenten in Richtung der neuen

Axen sind aus den Gleichungen, welche den (2) entsprechen,
abzuleiten:
i]cbl(: dEi_ JS"-I- 7 <Et df |'I7c Sri. <E

vV = o 77)7
1 0ZX O0XX 1 1a;, 1Y]

Wir wollen diese Gleichungen verwenden, um speziell die
magnetische Kraft im Punkte 0 zu bestimmen. Im Punkte O
sind rjx und f, gleich null, weil auf der Oberflache der Kugel
keine tangentialen elektrischen Kréfte existieren, und es gilt,
da die yx und zxAxe die Oberflache tangieren, auch:

ANi==Ni= Ui = Hi=
dyl bzt byx 8zx

Ferner ist geometrisch evident, dass im Punkte O:

3 b 0 16 d 1 b
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ist. Damit geht (77) Uber in:

1-0 i« jis
1 1 rsin# J9 6r 1 6r r
Wir erfahren also zunachst, dass der magnetischen Kraft
die radiale Componente fehlt, dass sie in der Kugelober-
flache liegt.

Driuckt man nach (13) f, rj, f durch a, /?, y aus, so folgt
ferner:
= cos Pp{a cos# 4"sin t? [eikx+ B f- y]}
cos p{— asint?+ cos# [ekx+ [?2+7?]}
—sin{Mx+ B — y\

Auf der Kugeloberflache wird in Folge der Relationen (15):

Al

11 1 cos Vv sm #

und damit:
n m{>+ " ‘- +R-
ihr, = N[-NBw.«+ «»»ETIXW +8 +).)_ |1

Nun gilt weiter an der Oberflache der Kugel die Gleich-
ung (17):

0= cos# “I- + sin#|rn;(ei*l+ /i + y) + 2(e'ke-\-B+ y)j
welche sich in Rucksicht auf (15) auch so schreiben lasst:

= | A 1 N -
0 ror(r)cos'o \rsmdrors&kx+ B+ y) fcos#

und damit lassen sich die Ausdricke von fxx und vx in die
folgenden verwandeln:

f ia , n 3a
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oder:
sin# da n, 3a Sy

“.mH =riem>b+ISH+2 » sr

= co.»(r™~ +2a)+8«B»(rJi +8).)+ ~ J 79)

I _sin#_ da4.2n ; o 6 A
— I Qs Mord-2a T osmMIPh uN\CosE

wobei die frihere Abktrzung Jca= @0 benutzt ist. Da wir es
ubrigens fortan nur mit Punkten auf der Kugel selbst zu thun
haben, werden wir nicht mehr eigens auf diesen Umstand hin-
weisen mussen und dirfen uns erlauben, den Index O wegzu-
lassen, sowie beliebig r und a zu vertauschen.

Hier fihren wir nun unsere Entwicklungen (70) fur a, B,y
ein, die wir aber zunadchst ein wenig umformen. Es ist auf
der Kugeloberflache:

_ SACIVA : _ ) '
a= »%:1(2'»4 1)~ mPmi(cos#), y= rﬁzl(zm f 1) 6mP,,,,2(cosd)
und nach der Bezeichnungsweise (39):

2a-fr™~ = E 2m+ 1)A, SmP,,i (cos &
80)
2y+r or- rrEI:I (2m+ 1) CmSmP.,2(cos #)

Setzt man fir A, und Cmdie Ausdricke (71) durch die
pmein, so wird:

00

0— E [(»— Dpe<+ (m+ 2j*42] P, | (cos &
m=

oder durch eine leichte Umstellung der Summe:

00
a= IrTI§Fr1Pm+I [*»P*fl.t (S + (m+ 1) Pm-11(COS#)].
Da aber nach (19):
@m-f Dcos# Pwi= wPmM+ (m+ 1) -Pe«i,i
ist, so erhalt man das einfache Resultat:

—A~5=E 2w+ 1)pmi P cos #). 81
Cos ir m:\( ” )P W ) )

1901. Sitzungsb. d. math.-pbys. CI.
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Hieraus folgt noch mit Hulfe von (22):

sin*U (iS&) =m, J*+1[m P"+11 (w+ 14 02
- n|§: P (00— P, — (m+ 2T

Ferner notieren wir die nach (80) folgende Formel:
r~ + 2a= L?.i(cos&)SmM(m—1)pm+ (m+ 2)pm+i]. 83)

Wir bilden weiter die in dem Ausdruck (79) fir /ix auf-
tretende Grosse:

cos# (r™~ + 2a) + 2sin -f 2y)
= EI(2»»-fI)S*[’\4»cos#P»,i(cos#)+ 2Crrsin#P)YN2(cos#)].
m=

Drickt man sowohl cos#Pnfi, als sin#Pm2 nach (19)
und (21) durch Pn¥aus, so geht diese Summe Uber in:

2JI SmM\Am{m Pm+11 + (w -f- 1) P nmd,I}
m=
+ 2Cm{(m+ 1) (Mm+ 2) Pmi,i— m(m— 1) P»+i,i}]

und wenn man Amund Cmdurch die pm ausdriickt, in:
®
E | Sm [tnpm+2Pm+1,1+ #*+ I)I>m Pm-1,1]
m=

oder nach den PMi geordnet:

costf(r™ + 2a) + 2sin#(r] | -f 2y\

. 84)

= £ 1P*-,lim+1 [("W-j- 2) Y41+ (m — 1) Smi].
m=

Die Einfuhrung der Entwicklungen (81) bis (84) in (79)
liefert jetzt:
— i qjixsin#

=sinE | P« id>*+i[2m + 1 -f-(m -f2)5*+! -f (m — 1)Sm_i]
m=
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—iev,sinf= cosBE I Pwl [(m — — (m -f 2)*pm+3
m=

+ SM(Mm— Dpm+ (m + 2)#-+*}]-

Hiermit sind die Grossen juksin t? und vxsin# nach Kugel-
funktionen entwickelt. Fur das folgende werden wir aber
noétig haben, jul und vx selbst in Form solcher Entwicklungen
zu besitzen, und das wird erreicht durch folgenden Ansatz. Sei:

(Gm+i- Cm-\)=p mi[2m+1 + (w-(-2)Sm¥\+ (m-1)Sm_i] 85)
(Dm_i-Dm_i)= (m-)pn{tn-1+SmM+(m-]-2)pm2(Smm-2). 86)
Dann wird:
i gfixsint? = sin PS i»,i ipmi— Cm)
—sin <pnrsi°F| CM(P*+,1 — P*i,i).
Es gilt aber nach (20):
2m+ 1)sind Pmo= Pm+i.i— Pm-11
und damit:
o
ig smgrr%:o(z m + 1) mP 0, 87)
Genau ebenso folgt:

00
iBr,= cospPE 2mm 1) DmP . 88
PE ) )

Das sind die gewlnschten Entwicklungen von px
und vx nach Eugelfunktionen.

Es erdbrigt nur noch, die Cmund Dmaus den Rekur-
renzen (85) und (86) zu bestimmen.

Zunachst lassen sich die rechten Seiten derselben verein-
fachen. Die Gleichung (59) schreibt sich in Rucksicht auf (62):
PMA [Pw 4“ 1) AnH 4- m Sm-1] - jr——1—= 0 89)
und damit folgt:

Cm+i — Cm\ = q_A:r_ﬁc__i""&_AT\fv__"i"\ pn+l [2m4'14“$»+ i~&»-i]-
22
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Ferner wird nach der Definition (39) von Sn:

2m+ 1+ &vH— Smi= 2m-f 1)—2 - e —

und dieser Ausdruck lasst sich mit Hulfe von (32) reduzieren auf:

JLm+1l - A m_1
Demnach:

CM,- CmH= 1 @m+ Dj)c+,

Bildet man diese Gleichung fur m+ 1, m+ 3, m+ 5 u.s. w.
und addiert alle entstehenden Relationen, so ergiebt sich zur
Bestimmung von Cm:

Cm= —=-T2—ij(2mM 4-4v-}-3) Ko-m-mz oo Pm+2y+2. 90
o G V33) KA ntav Y )
Die Convergenz der hier auftretenden Summe I&sst sich
ohne Schwierigkeit erweisen.

Um die Grossen Dm zu finden, ersetze man in (85) m
durch w 4' 1 und addiere die entstehende Relation zu (86).
Es ergiebt sich:

(DWHL“t* ~m+2) ---(Djw-I 4" = (W--— Dji?m (W -- 14“ A«
4” A2 [2 (w 4“ 1) A» 4 (m 4% 3) Smf2— (w-(- D1.
Subtrahiert man hiervon die Gleichung (89), nachdem man
in ihr m durch m4- 1 ersetzt und mit 2 multipliziert hat,

so bleibt:
(DM+1 4" ~o+2 — (Dm\ 4" Cm)

= (Mm— 1) p,n(m— 14" Sin) — (f» 4” 1) i>»20» 4”7 14" $»+2)
2

QKM+l  QKm-\
und man sieht, dass dieser Gleichung gentigt wird, wenn flr
jeden Wert von m gilt:

O — (m— 1) pm(m — 14" AJ
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Fihrt man wiederum fir Sin seinen Wert (39) ein und
druckt den Differentialquotienten von Km nach (32) durch die
Km selbst aus, so erhalt man leicht:

Dm- 14“ Cm= PR h(m—1)iQPm Jf\r- 1. 91)

Nachdem die Cm aus (90) gefunden sind, giebt
diese Gleichung unmittelbar die Dmund damit kann man
die Entwicklungen (87) und (88) fir die Componenten der
magnetischen Kraft wirklich bilden.

Es ist fur die weitere Anwendung noch erforderlich, von
den bisher verwandten komplexen Gréssen zu den reellen
Schwingungskomponenten Uberzugehen. Zu dem Zweck setze
man:

fi= F cosD px= Gexysmep vx= Hefhcos @
22mH = Fme'fn Cm= iQGmR9* Dm= %QHmM ,
wo samtliche Buchstaben auf den rechten Seiten reelle Grossen
sein sollen.
Dann erhédlt man einerseits:

Xi = pars real (Feff ~qtcos<p)= F cos(/*4" tfO008 "
ebenso: Mx= Gcos(g4-qt)sin®, JM=i3rcos(A4’ {?0cosaT
und hierbei bedeutet X, die radiale Componente der elektri-
schen Kraft, Mx und Nx die tangentialen Componenten der

magnetischen Kraft. Andrerseits folgt aus (78), (81), (87) und
(88), indem man Uberall Reelles und Imaginares trennt:

Fcosf=jt{2tn+)PmF m:osfmFsmf:'E,‘2m+I)Pm,Fm;mf,,
m=l m=

() ®
Gcosg=1Ei(2m+I)PM,Gntosgm (rsin<7=E (2m+1) P m(Qllsin</n}.93)
iit=0 tnssO
® ®

U IcosA=5j 2m+I)Pn:_EinnmosAw,irsinA;%ZwH)Pfriaﬂi»sinAﬂ

Damit ist derUebergang zu reellen Schwingungskomponenten
vollzogen und die Berechnung der an der Oberflache der
Kugel wirkenden elektrischen und magnetischen Krafte
ermoglicht,
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§ 8. Der MaxwelTsche Druck.

Nach Maxwell herrscht im Aether ein Druck senkrecht
zu den elektrischen Kraftlinien und ein Zug in Richtung der
elektrischen Kraft, beide numerisch gleich der in der Volumen-
einheit enthaltenen elektrischen Energie, also gleich

0(X*4- 7»+3»),

wo a ein Proportionalitatsfaktor ist, der von der Wahl der
Einheit der elektrischen Kraft abhangt. Ein ebensolcher Druck
und Zug herrscht senkrecht und parallel zur magnetischen Kraft
und ist wiederum numerisch gleich der in der Volumeneinheit
enthaltenen magnetischen Energie o (L*-f MP + N*)- Um die
vollen Drucke im Aether zu erhalten, hat man das elektrische
und das magnetische Drucksystem zu superponieren.

Nun steht die elektrische Kraft Gberall senkrecht auf
unserer Kugel. Demnach wirkt auf jedes Oberflachenelement
derselben zunéchst ein senkrechter Zug, dessen Grgsse gleich
o X1 ist, weil hier die elektrische Kraft nur aus ihrer Normal-
komponente X, besteht. Die magnetische Kraft hingegen liegt
in der Oberflache unserer Kugel. Daher erfahrt jedes Ober-
flachenelement derselben zweitens einen senkrechten Druck gleich
a(MIl + NI). Der Gesamtdruck auf ein Oberflachenelement
wird daher: 0( ™ 4%~ — XJ) oder nach (92) gleich:

of(?acosaNM+g”)sin*91?4“ -ffico8* (A+/)cosV —F*cos*(/4- iOcosV }-

Der Druck andert sich hiernach periodisch mit der halben
Schwingungsperiode des Lichts. Der uns allein interessierende
Durchschnittswert fur Zeiten, welche viele Perioden umfassen,
wird:

N (GYsin* p4- 1P cos* p— F %cos* ).

Bildet man durch Multiplikation mit cos # die in die
a;-Richtung fallende Componente dieses Drucks und integriert
Uber die ganze Kugelflache, so erhalt man fur den in liichtung
der einfallenden Welle auf die Kugel wirkenden Druck D\
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D=~ -f- IPco$*<p — F %gos*<p),

wobei, wie friher, a den Kugelradius bedeutet. Da -F, G und
H nicht von @ abh&ngen, lasst sich die Integration nach <
ausfuhren und das Integral auf folgende Form bringen:

D= j*d# sin# cos # [(G cos Q)%+ (G sing)%f- (H cos h)%
o]
+ (H sin h)%—(F cos f)%—(F sin/**].

Hier sind nun die Summen (93) einzusetzen. Beginnen
wir beispielsweise mit der Summe fir Gco&g, so folgt:

j*d &sin # cos # (G cosg)%
o]

(V) n
= »EOmI'E—O(Z M+1X2tn+1)GinGmcosg nmosgm}gl{fam{>cos&Prrﬂ PMQ
Die in der vorstehenden Formel rechts auflretenden In-
tegrale sind null, ausser wenn m'=m + 1 ist. Daher reduziert
sich die Doppelsumme auf die einfache:
(D N
2nE]:0(2m+IX2m+3)6r,BBI\AFiCos’\rrmos"w+iJ0'iii?8in#cosi?PBoPM+ib

und wenn man hier fir die Integrale nach (24) die Werte

2(m+ 1)
@2m+ 1)@2m+ 3)
einsetzt, so wird:

n a
jgdo sin0 cos#(Crcos0)*=4 nIiso(m 1)(?,Gmricoscos#*+1

Ganz &hnlicher Umformungen sind die Ubrigen Glieder des
Ausdrucks von D fahig (bei den Gliedern mit F hat man die
Integralformel (23) zu benutzen) und man erhéalt schliesslich
durch Addition der sechs entstehenden Summen die Schluss-
formel fur de» Druck des Lichts;
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D= 207ia}\f ém(w + 1) Gm6rmi cos (gMm— rimrH)
l. m=0

+ S (w -f" 1) -Sin -ffm+1 COS (Am ——-AmJ-) 94)
m=0

— S(D m(irn+ 1)(m +2)F rrFm+icos(/m—/’m+i)il-
el

Der Proportionalitatsfaktor o lasst sich leicht aus der
durchschnittlichen Energie pro Volumeneinheit E der einfallen-
den Welle berechnen. Die elektrische Schwingung der ein-
fallenden Welle war Y = cos(kx + SO» dementsprechend ihre
elektrische Energie gleich oY % o cos* (kx -f- qt). Der Mittel-
wert dieses Ausdrucks fur Vielfache der Schwingungsperiode ist

Es ist bekannt, dass in ebenen Wellen die Energie der
magnetischen und die Energie der elektrischen Schwingung
gleich sind. Daher habe ich noch einmal hinzuzufiigen,

um die ganze Energie pro Volumeneinheit zu erhalten, und
linde damit:
o= E. 95)

8 9. Formeln zur numerischen Rechnung.

Um eine etwaige Controlle der spateren numerischen An-
gaben zu erleichtern, will ich die Formeln angeben, die ich
zur numerischen Berechnung des Drucks benutzt habe und die
aus den oben abgeleiteten auf die einfachste Weise hervor-
gehen, indem man von vorneherein fur Trennung des Reellen
und Imaginaren sorgt.

a Kugelradius. q= -

Man bilde die endlichen Ausdricke:
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- — + +
**%r 1i (» I)m(2m4 1) (w 2)&*

M—3)(mMm—2)  (m+ 3)(m4*4) 1

+ 2:4-6-8 e*"
7 . _Im(m-f-1)  1(mM—2)(w— 2)(w-f-3)
mSin fr'-» 2 27N 6
sowie:

o5 L I mOr+l) ix(m +1)+1*2
=1 e 4
1 (M—2)(m —1)...(i» + 2)(m-1-3) »»(»»+1)4-3-4

+ 2 2-4-6 8

- Ion(tr+1) 1 (w-L)w(w+1)(«t+2) in(w+1)+2-3
tsinyv«--— a-—----- n n e + -

und berechne hieraus &n In, x,,n fur eine Reihe von Werten
des Index m.

Winscht man fir den Druckwert etwa eine zweistellige
Genauigkeit, so gehe man dabei bis zu einem Index m, fur
welchen hmund Im grésser als 100 werden, und vernachl&ssige
auch in den spateren Formeln alle Glieder, in welchen kmoder
Im mit hdherem Index als m Vorkommen. Fur bei
einem Kugeldurchmesser gleich etwa IH6 Wellenléange, gentgt
es, m= 3 zu nehmen, so dass die Berechnung des Drucks sehr
leicht auszuftihren ist; fur g — 4 hingegen, wenn also der Kugel-
durchmesser die Wellenlange schon um einiges Ubertrifft, muss
man bereits bis zu m= 7 oder 8 gehen und fir Kugeln, deren
Durchmesser mehrere Wellenlangen betragt, wird die Rechnung
praktisch undurchfiihrbar, aber, wie sich unten zeigen wird,
auch nicht mehr erforderlich.

Man berechne weiter die Hulfsgrossen:

1 2w + | h I m km 1 F
ghm gHmM dmikmHd Sn QimiamH gHmM m

und die Hulfswinkel;
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I . | AN n I 1\
Xm:Xm+Q ______ Vm:2_(_»)>+ ]_)—Q—\/)fn
Tm= 4" #m  >mfl Qn=—£m— Tm-

Dann gilt:

6rm0S(/i>+ 6 mMH2COS</i,+2=fmCOSEM+ - 2COSM+2+ S+l QBOr+i
Gneingimt+ Gw+2sin™Mm+2= sin + rm2sinx*+ s+ 1 SinowHi .

Man kann aus diesen beiden Gleichungssystemen die Gm
und gm durch Rekurrenz berechnen, indem man mit einem
hinreichend hohen Wert des Index m= m beginnt und 6r,,+i
sowie 6rm+-2gleich null setzt. Ist das ausgefuhrt, so findet man
Hmund Hmnach den Formeln:

Hmcos Hm= tmcos tto— 2 rmsin %m+ 6rmi cos £*+1

fl« sin = tmsin rm— 2 rmcos %m— Qi sin gm1 .

Die -F* Gmund -Sin stimmen Uberein mit den im vorigen §
so bezeichneten Grossen.

Das Verhéltnis des Drucks der Strahlung D zu der Strah-
lungsenergie in der Volumeneinheit wird dann erhalten aus
der Summe:

®
E 0» + 1) GmGmA\sin (d,>—
m—0

+ (in + 1) H,niin+i sin (Am+i — Ai,)

-m(»+ 1) (m-f 2) FmMFm+l sin (y>m— v>m-+i)j -

8§ 10. Grenzwerte des Drucks.

In den beiden Fallen, dass die Kugel entweder sehr klein
oder sehr gross gegen die Wellenlange ist, lassen sich einfache
geschlossene Ausdriicke fur den Druck angeben.

Wenn der Kugelradius und damit g sehr klein ist, kann
man sich in der Entwicklung (28) von Km
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g+ }o2@2m-1)'2.402m-)(2m-

n f £ |

y gm U
I-3..2m+1] 2@t»+3) 2-42m+3)(2m+5)" J

auf die paar ersten Glieder beschranken. Wo dann in den
obigen Formeln ein Faktor oder Divisor K moder ein Differential-
quotient dieser Grossen auftritt, kann man stets nach Potenzen
von g entwickeln und enthalt schliesslich den Druck D selbst
in Form einer Potenzreihe nach g, deren erstes Glied den ge-
suchten Grenzwert darstellt. Die Rechnungen, die hierzu fihren,
sind ziemlich umstandlich, aber ganz elementar; man muss sich
nur hiiten, zu frih héhere Glieder wegzulassen, da sich zum Schluss
solche niederer Ordnung herausheben. Man erhéalt als Grenz-
wert des Drucks fur sehr kleine Kugeln:

D 14 4 224 5aA
E~ Il & e 3~ I+ 96)
Fir sehr grosse Kugeln findet man den Druck folgender-
massen. Fallt eine ebene Welle unter einem Winkel y) auf
eine vollkommen reflektierende ebene Platte auf, so erleidet
letztere einen senkrechten Druck: P = 2 E cos*y;> wobei E
wiederum die Energie pro Volumeneinheit der einfaHetfden
Welle bedeutet. (Vgl. fur die einfache Ableitung dieser Regel
aus Maxwell’'s Druckannahmen Goldhammer, Annalen der Physik,
Bd. 4, 1901, pag. 844 und Boltzmann, Wied. Annalen, 22).
Betrachten wir die Oberflachenelemente unserer Kugel als
eben, so folgt, dass Uberall auf dieselbe ein senkrechter
Druck gleich 2 E cos1& — in unserer Bezeichnung — wirkt.
Die #-Componente dieses Drucks ist 2 E cos37? und der Gesamt-
druck auf die Kugel wird durch Integration Uber die Vorder-
flache gewonnen, da die beschattete Hinterflache naturlich
keine Einwirkung erleidet. Es ergiebt sich daher:
2t 2
$ d(P$
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Es ist im ersten Augenblick auffallig, dass dieser fir eine
vollkommen reflektierende grosse Kugel geltende Wert genau
Ubereinstimmt mit dem von Herrn Arrhenius benutzten fir
eine vollkommen schwarze Kugel giltigen. Doch lasst sich
dieses Resultat leicht aufklaren. An der Stelle, welche von
der einfallenden Welle zuerst getroffen wird (# = 0), erleidet
eine vollkommen reflektierende Kugel allerdings einen doppelt
so starken Druck, als eine vollkommen schwarze. Indessen
nimmt nach den Seiten hin bei der vollkommen reflektierenden
Kugel der Druck viel rascher ab, weil bei flachen Incidenzen
die Druckwirkung der reflektierten Welle die der einfallenden
zum Teil wieder aufhebt.

§ 11. Ergebnis.

Nachdem der Druck fur sehr grosse wie sehr Kkleine
Kugeln aus den Formeln des vorigen Paragraphen bekannt war,
erubrigte noch die Berechnung fur Kugeln von der Grissen-
ordnung der Wellenlange. Ich will zur Bequemlichkeit das
Verhéltnis von D zu na%E mit V bezeichnen. Die Berech-
nung von V habe ich nach den Formeln § 9 fir einige Werte
des*Kugelradius numerisch ausgefiihrt mit folgendem Resultat:

2na
= £ '[* . VYt 1 V2 2 4

2a 0.08 X 0.161 0.22k 0.32 X 0.45 X 0.64 X 1.27 X

v — , 0.018 035 107 242 216 131 122
na'kE

14 ¢ 0018 029 117 467

Zur Vergleichung wurden die Werte von F, wie sie aus
der Naherungsformel (96) folgen, mitangesetzt. Man sieht:
.Beschrankt man sich auf eine Genauigkeit von etwa

. 1 .
20°/o, so genigt die Formel: D = ~04\nd|gAE zur Be-

rechnung des Drucks von unendlich kleinen Kugeln



K. Schwarzschild: Druck des Lichts auf kleine Kugeln etc. 333

an bis herauf zu Kugeln von ein Viertel Wellenlange
Durchmesser.” Andrerseits muss nach (97) fur sehr grosse
Kugeln das Verhaltnis von D zu na} E gleich 1 werden. Man
sieht aus der Tabelle: Bei derselben Genauigkeit gilt die
Formel D = na*E bis herab zu Kugeln von etwa andert-
halb Wellenlangen Durchmesser.

Das Verhalten des Drucks fur dazwischen liegende Werte
wird durch Curve Fig. 1 veranschaulicht. Um dieselbe etwas
sicherer zeichnen zu konnen, habe ich einige Punkte zwischen
den oben berechneten bestimmt, indem ich die einfach ver-
laufende Grosse log F — 4 log g als Funktion von log g nume-
risch interpolierte. Das Verhalten des Drucks lasst sich hier-
nach etwa so beschreiben: ,Das Verhaltnis F des Drucks
zur ,auffallenden Energiemenge”“ na} E steigt von dem
fir grosse Kugeln gultigen und auch von Herrn
Arrhenius benutzten Werte 1 zunachst langsam an,
wenn man den Kugelradius verkleinert. Ist der Kugel-
durchmesser auf etwa *3Wellenlange herabgesunken,
so erfolgt ein merkwdulrdiges rapides Anwachsen von
F, welches bei etwa ljz Wellenlange Durchmesser zu
einem Maximum gleich 2.5 fuhrt. Bei weiterer Ver-
kleinerung des Kugeldurchmessers sinkt Fnoch pldtz-
licher ab, als es vorher angestiegen ist. Fur2a= 1"
ist es bereits wieder unter die Einheit zuriickgegangen
und nimmt alsbald verschwindend kleine Werte an.”

Vergleichen wir nun den Druck des Lichts mit der Schwer-
kraft. Ist G die auf die Masseneinheit, also z. B. das Gramm,
wirkende Schwerkraft der Sonne, $ das spezifische Gewicht des
Kugelmateriales, so hat die auf die ganze Kugel wirkende
Schwerkraft den Betrag:

S=%$na*s- G,
wobei a in Centimetem zu messen ist.

Der Druck des Lichts hat den Wert na%E - F und das
Verhaltnis beider wird:

D Tr aE V
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Nimmt man die Solarkonstante zu 2.5 (Grammkalorien
pro Minute und Quadratcentimeter) an, so findet man mit
Herrn Arrhenius (L c. pag. 83) die Energiedichte der Sonnen-

Fig. 1
Verhéltnis des Drucks zur auffallenden Energie.

Fig. 2.
Verhaltnis des Drucks zur Schwerkraft fir X= 0.6/« und s = 1

Strahlung an der Oberflache der Sonne zu 27.5-10-4gcm“8
(g bedeutet das Grammgewicht). Andrerseits ist die Schwere
auf der Sonnenoberflache 27.5 mal grisser als auf der Erde,

daher:
G = 275¢g
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und damit:

S T 275 as as

wobei immer noch a in cm zu messen ist. Zieht man es vor,
a in Tausendstel mm §a) zu messen, so gilt:

1F= D 0.75X.
S as n
Wir wollen zunéchst den Normalfall betrachten, dass die
ganze Sonnenstrahlung aus Wellen der Lange 0.6 fi bestehe,
wie sie der hellsten Stelle des Spektrums entsprechen, und'das
spezifische Gewicht s gleich 1 sei, und wollen das diesem Fall
entsprechende Verhéltnis von Druck zu Schwere mit WO be-
zeichnen.
Dann ist:

Wo-ir-*T %)

Die Werte des Verhaltnisses WO, welche aus Formel (98)
hervorgehen, sind in Fig. 2 graphisch dargestellt. Fir grossere
Werte von a, als die Figur giebt, kann man einfach F=1 und:

V%= 7a

setzen. Aus dieser Formel und der Figur entnimmt man
folgendes: Im Normalfall wird der Druck des Lichts
gleich der Schwerkraft, sobald der Kugeldurchmesser
bis auf 2.5A = 1.5/i herabsinkt. Bei weiterer Verklei-
nerung der Kugel wéachst der Druck uUber die Schwer-
kraft hinaus, bis er sie bei einem Kugeldurchmesser
von 0.3 A= 0.18/i um das 18-fache uUbertrifft. Von die-
sem Maximalwert sinkt er schnell wieder ab und wird
bereits fir den Kugeldurchmesser 0.12 X= 0.07 /Ll wieder
der Schwerkraft gleich, um sich sodann rasch der
Null zu n&hern.

,Ein Ueberwiegen des Drucks der Strahlung uUber
die Schwerkraft findet also nur fir gewisse zwischen
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verhaltnisméssig engen Grenzen liegendeKugelgréssen
(0.07 — 1«5&0 statt, innerhalb dieses Bereichs wachst
aber der Druck bis auf das 18-fache der Schwer-
kraft an.“

Bei der practischen Anwendung des vorstehenden Ergeb-
nisses hat man vor allem zu berucksichtigen, dass die Strah-
lung der Sonne in Wirklichkeit nicht auf die Wellenlange
0.6 fi konzentriert, sondern Uber alle mdoglichen Wellenlangen
verteilt ist. Setzt man die Intensitat der Sonnenstrahlung
zwischen den Wellenldngen A und A-J-cZA gleich EJ(X)dKk,
wobei:

fd'(X)dI =1 99)

sein muss, damit der richtige Betrag der Gesamtenergie heraus-
kommt, so hat man strenge den Druck zu berechnen nach der
Formel:

D= na'E$OJ{I) vdX

und erhalt fur das Verhaltnis von Druck zu Schwerkraft:

£E-dbJ>>™ . 10«)

Die genauere Kenntnis der Funktion J (A4), der Intensitat
der Sonnenstrahlung fur die verschiedenen Wellenlangen vor
ihrer Absorption durch die irdische Atmosphére, ist noch ein
Desideratum. Um einen beildufigen Anhalt zu gewinnen, setze
ich fur J (A) die nach Wien fir den vollkommenen Radiator
geltende Formel an:

Jw=sk (irjen. 101)

wobei der willkirliche Faktor, mit dem J (A) im allgemeinen
multipliziert ist, gleich so bestimmt ist, dass die Gleichung (99)
erfallt wird, und wobei fir An die Wellenlange maximaler In-
tensitéat, also bei der Sonne 0.6fi einzusetzen ist. Die Mes-
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sungen von Langley]) zeigen, dass man durch diesen Ansatz
den wirklichen Verlauf der Funktion J (A) jedenfalls im Groben
trifft. Ich habe nun den Ausdruck (101) fur J (A in (100)
eingefuhrt und den Wert des Integrals durch mechanische
Quadratur abgeschatzt. Dabei hat sich herausgestellt, dass
durch die Verteilung der Sonnenenergie auf verschie-
dene Wellenladngen der Maximalwert des Verhéaltnisses
von Druck zu Schwerkraft etwa auf die Halfte des
fir den obigen Normalfall gultigen Wertes, also bei-
laufig auf 10 reduziert wird.

Auf der andern Seite sind aber auch Umstédnde in Be-
tracht zu ziehen, welche die Druckwerte vergréssern. Es ist
erstens moglich, dass die Materie der Cometenschweife ein ge-
ringeres spezifisches Gewicht hat als 1, etwa das spezifische
Gewicht 0.8 der Kohlenwasserstoffe. Zweitens ist die Solar-
konstante mit 2.5 fir die Strahlung der Atmosphéare ausserhalb
der Sonne zweifellos zu gering angesetzt und nach neueren
Versuchen etwa auf 3.5—4 zu vermehren. Beides zusammen
bewirkt eine Vergrosserung des Drucks auf nahezu das Doppelte,
sodass man schliesslich auf einen Maximalwert von W in der
Nahe von 20 zuriickkommt.

Dass die Teilchen eine Constitution besitzen sollten, bei
welchen gréssere Drucke auftreten, als bei vollkommen reflek-
tierenden Kugeln, ist, wenn nicht unmdglich, so doch unwahr-
scheinlich. Fasst man alles zusammen, so kommt man daher
zu folgendem Schluss: ,Die Theorie der Cometenschweife
von Arrhenius erféahrt insofern eine Bestatigung, als
eine Zuruckfihrung der grossten beobachteten ab-
stossenden Krafte auf den Druck der Sonnenstrahlung
eben noch mdoglicherscheint. Noch griéssere derartige
Kréafte, welche die Schwere um mehr als das 20- oder.
30-fache Ubertreffen, wurde man aber nicht erklaren
kénnen, ohne unwahrscheinlich kleine spezifische Ge-
wichte far die Schweifteilchen anzunehmen.

* Memoirs of the National Akad. of Science. Washington Vol. IV.
1901 Sitznngsb. d math.-phys. Q. 23
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Schliesslich noch eine Bemerkung uber einen Punkt der
Sonnenphysik. Herr Arrhenius fihrt auch das radial gefaserte
Aussehen der Sonnenkorona auf den Druck der Sonnenstrah-
lung zurick, indem er annimmt, dass der aus der Sonne bei
Eruptionen emporgeschleuderte Staub unter seinem Einfluss
nahezu radial von der Sonne wegstromt (L c. pag. 85). Ein
Zurucksinken der Teilchen in mehr parabolischen Curven, wie
sie schon beobachtet worden sind, kann nach der Ansicht von
Herrn Arrhenius dadurch bewirkt werden, dass zwei Teilchen
sich zufallig treffen und zusammenbacken, mit dem Effekt, dass
die Schwerkraft nun den Strahlendruck Uberwindet. Nach dem
oben festgestellten rapiden Absinken des Drucks fur sehr kleine
Kugeln ist es einfacher, anzunehmen, dass die emporgeschleu-
derten Korperchen sich durch Verdunstung verkleinern und
sich dadurch dem Strahlendruck mehr und mehr entziehen,
sodass sie schliesslich samt ihren gasférmigen Verdunstungs-
produkten unter dem Einfluss der Schwerkraft zur Sonne
zuruckfallen.



