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Ueber das Newton’sche Gravitationsgesetz.
Von H, Seeliger.

(Eingelaufen 7. November.)

Vor etwa zwei Jahren!) habe ich auf Schwierigkeiten
aufmerksam gemacht, welche auftreten, wenn man die Giiltig-
keit des Newton'schen Gravitationsgesetzes auf unermesslich grosse
Riume ausdehnt. Die angestellten Ueberlegungen ergaben die
Nothwendigkeit, zwischen den beiden Annahmen eine Wahl zu
treffen: 1) die Gesammtmasse des Weltalls ist unendlich gross,
dann kann das Newton'sche Gesetz nicht als mathematisch
genaner Ausdruck fiir die herrschenden Anziehungskrifte gelten,
2) das Newlon'sche Gesetz ist absolut genau, dann kbnnen nicht
unendlich grosse Riume des Weltalls mit Masse von endlicher
Dichtigkeit erfiillt sein. Da ich fiir die zweite Annahme
irgend welche in’s Gewicht fallende Griinde nicht finden kann,
habe ich mich a. a. O. fiir die erste Annahme entschieden.
Seitdem ist mir bekannt geworden, dass Carl Neumann?) schon
frither auf Schwierigkeiten dhnlicher Art aufmerksam gemacht
hat, die sich als specielle Fiille der von mir vorgebrachten
Argumente darstellen diirften. Die Zustimmung eines so hervor-
ragenden Forschers und auch der Umstand, dass sich die von
mir angestellten Ueberlegungen zwar auch in anderer Form
aussprechen lassen, dass hierdurch aber ihr wesentlicher Inhalt
nicht sich dndert, konnte es tiberfliissig erscheinen lassen, auf
diesen Gegenstand zuriickzukommen. Andererseits scheint mir

1) Ueber das Newton'sche Gravitationsgesetzs. Astron. Nachr, No.5273.
%) Vergl. Carl Nenmann, Allgemeine Untersuchungen ither das
Newton'sche Prineip ete. Leipzig 1896, S. 1.
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aber die ganze Frage von einiger Tragweite fiir die gesammte
theoretische Astronomie zu sein und deshalb eine eingehende
Beleuchtung zn verdienen. Auch kann ich leider nicht be-
zweifeln, dass meine fritheren Bemerkungen offenbaren Miss-
verstindnissen ausgesetzt gewesen sind, wie ich u. A. aus dem
Zusammenhang schliessen muss, in dem mein Aufsatz citirt
worden ist. Aus diesen Griinden scheint es mir nicht unniitz
zu sein, die angeregten Fragen noch einmal zu besprechen.
Es soll dies im ersten Theil vorliegender Abhandlung geschehen.

Das vorliegende Problem hat mit einem andern sehr be-
kannten eine gewisse Aehnlichkeit. Cheseaux und spiiter Olbérs
stellten sich die Frage, wie es komme, dass die mittlere Flichen-
helligkeit des Himmels eine sehr geringe ist, wiihrend sie der
Sonnenhelligkeit vergleichbar sein sollte, wenn man die Anzahl
der leuchtenden Weltkorper unbegrenzt gross annimmt. Es
schien mir nun um so wiinschenswerther, auch dieses Problem
eingehender, als es frither geschehen ist, zu besprechen, als
man hierdurch zu der Einsicht gelangt, dass die Schlussfolge-
rungen von Olbers keineswegs einwurfsfrei sind. Olbers erklirt
das anscheinende Paradoxon bekanntlich durch die Extinction
des Lichtes im Weltranme. Die Zulissigkeit dieser Annahme
kann natiirlich nicht bestritten werden; ihre Nothwendigkeit
aber folgt keineswegs aus einer vorurtheilsfreien Betrachtung
der Frage.

L

Fir die Berechnung der Anziehung, welche die im Uni-
versum vorbandenen Massen auf irgend einen Punkt ausiiben,
wird man mit Vortheil diese Massen durch eine continuirliche
Massenvertheilung ersetzen, welche beliebig grosse zusammen-
hingende Raumtheile ausfiillt. Dies kann in der einfachsten
Weise geschehen, wenn man die einzelnen Weltkirper als Kugeln
ansieht, deren Dichtigkeit in concentrischen Schichten ange-
ordnet ist. Die Anziechung einer solchen Kugel auf einen
ausserhalb gelegenen Punkt wird nicht geiindert, wenn man
ihre Masse in concentrisch angeordnete Kugelschichten von be-
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liebig grossem Durchmesser auseinanderzieht, solange nur der
angezogene Punkt ausserhalb aller dieser Schichten bleibt. Mit
den einzelnen Theilen dieser Schichten kann man aber &hn-
lich verfahren und so ergiebt sich, dass man auf unendlich
viele Arten eine continuirliche Massenvertheilung erhilt, die
einen ausgedehnten Raum ausfiillt und die gleiche Anziehung
auf den betrachteten Punkt ausiibt, wie der urspriingliche Welt-
kirper. Hat der Raum eine endliche Ausdehnung, so hat auch
die erhaltene Massendichtigkeit tiberall einen endlichen Werth;
man kann aber, wie leicht zu sehen, stets die Substitution so
ausfithren, dass die Dichtigkeit eine abtheilungsweise stetige
Function der Raumcoordinaten ist. Integrationen iiber solche
Massenvertheilungen bieten aber weder Schwierigkeiten noch
Bedenken dar,

Thatsiichlich sind freilich die Himmelskdrper nicht con-
centrisch geschichtete Kugeln; sie sind es aber sehr nahe, so
dass die erwiihnte Substitution die vorhandenen Anziehungs-
kriifte bis auf einen sehr kleinen Procentsatz genau zum Aus-
druck bringen wird und dies geniigt vollkommen, weil es sich
im Folgenden nur darum handeln wird, das Unendlichwerden
oder die Unbestimmtheit der Ausdriicke fiir die Anziehungs-
krifte zu besprechen. Im Uebrigen lisst sich auch ganz streng
die Finfithrung der continuirlichen Massenvertheilung recht-
fertigen.

Die Anziehung also, welche irgend ein Punkt 4 thatsich-
lich erfihrt, wird dieselbe sein, wie die, welche ein iiberall mit
einer Masse von der Dichtigkeit 6 belegter Raum auf ihn
austibt. Der Raum P wird im Inneren einen von Masse freien
Hohlraum enthalten, in welchem sich 4 befindet und seine Hussere
Begrenzung wird alle vorbandenen Weltkérper umschliessen.
Innerhalb P, der durch die beiden Radienvectoren R, und R,
bestimmt ist, kann 6 als abtheilungsweise stetig verlaufend und
iiberall endlich und von Null verschieden angenommen werden.
Im Uebrigen kann anch in endlichen Theilen von P, ¢ Null
sein, ohne die weiteren Schliisse ungiiltig zu machen, doch ist
es wohl kaum nothig hierauf Riicksicht zu nehmen.
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In der Niihe von A4 und zwar in der Entfernung 40==¢a
mag der Anfang eines rechtwinkligen Coordinatensystems liegen.
}s seien o und » die Entfernungen eines Massenelementes dim
von A4 bezw. O, y der Winkel dm 04, ¢ der Winkel zwischen
der Ebene dm OA4 und einer durch o gehenden festen Ebene.
[st dann das Potential der Anziehungskriifte zwischen dm und 4
allgemein durch

f(o)
gegeben, so wird das Gesammtpotential der auf A ausgeiibten
Anziehung :

‘2.:T Jr 4 ];"
V= J dy [sin ¥ (.[;'jl) o)y - rtdr
:J ﬁ ;"n

. . . © A oV a2V
Hieraus ergeben sich leicht die Grissen X = —— und 7 =
E 2a da?

fiir @« = 0. Fihrt man zur Bequemlichkeit die Laplace-le-
gendre’schen Functionen:

: 1
D1l — 1 Y == O v D2 "
Pt = Pl(cos y) == cosy; P = _ cos'y 5

oo
8

ein, so ist:
27 Iy
—fd¢ jl“\m y (7er3f(o)7 <dr I
A
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Z= &Jvdrpfcm vdy fér or { - (l)+‘) 1 () }-1)2[/'"(;-)_:‘/"(;.)]}
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X ist die Beschleunigung, welche der Punkt O in der Richtung a
erfihrt. Die Griosse Z habe ich a. a. O. die Zerrung genannt,
denn Z-4a ist die Beschleunigung, mit welcher sich zwei in
der sehr kleinen gegenseitigen Entfernung Aa befindlichen Punkte
von einander zu entfernen streben. s soll gleich der specielle
Fall, in welchem

- i
f(’) = s

ist, angemerkt werden. Fiir diesen ist:
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By
V,= fd(pfcmyd;f fé i dy
By
1
_~(1—{—a)fdt77JVP1 sm/(lyfé (1)
bs iy
. " dr
Z, = fdfff[(t—}— 23+ a)- P]smydvfé KB
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Fiir das Newton’sche Gesetz ist a = 0, also:

27 T 7y
= J‘(qu f sin y dy f(s -7
0 i I
£y
X, -—J‘(/(p [1“ sy dy [(3 dr (2)
97 @ I
Z, = J‘drffP‘ - sin y dy j & -
& Iy

Diese Aunsdriicke sollen zuniichst nither betrachtet werden.
B, ist eine gewisse endliche Grsse, R, dagegen wird immer
grosser und grosser, je mebhr wir von dem Universum zu um-
fassen suchen. Es wiichst also iiber alle Grenzen und wird
schliesslich schlechtweg unendlich. Dann aber konnen die in
Bezug auf » genommenen Integrale in (2) sinnlos werden, in-
dem sie vollkommen unbestimmte Unendlichkeiten darstellen.
Bs tritt dies ein, wenn 4 innerhalb unendlich grosser Strecken
endliche und von Null verschiedene Werthe hat. In diesem
Falle sind aber im Allgemeinen auch V,, X, und Z, sinnlos,
die den Punkt A afficirenden Krifte und die Beschaffenheit
der Materie in ihm, welche durch die Zerrung mitbestimmt
wird, sind durch sinnlose, vollig unbestimmte Ausdriicke gegeben.
Sie sind also fiir uns ebenso unerkennbar, wie die Grenzen des
unendlich ausgedehnten Universums uns unfassbar sind. Etwas
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anders gestaltet sich die Sachlage, wenn man R, in vorge-
schriebener Weise von y und ¢ abhiingen lisst, worin der einzige
Weg besteht, wie man durch fortwihrendes Vorwirtsschreiten
sich der Vorstellung eines unendlichen Raumes niihern kann. Man
lisst dann einen Raum mit bestimmter Begrenzung dadurch in's
Unendliche wachsen, dass man diese Begrenzung nach ganz
bestimmten Gesetzen sich unaufhérlich ausdehnen lisst. Man
kann z. B. eine Kugel annehmen und ihren Radius wachsen
fassen oder ein Ellipsoid zu Grunde legen und zu den immer
grosser werdenden confocalen Illipsoiden iibergehen. Welche
Fliche wir zu Grunde legen und nach welchem Gesetze wir sie
wachsen lassen, ist offenbar unserer Willkiir anheimgegeben,
d. h. R, ist eine ganz beliebige I'unction von y und ¢, die mit
wachsendem 7 auf beliebigem Wege unendlich grosse Werthe
annimmt. Wenn dann ¢ durch bekannte Functionen darge-
stellt ist, kann man R, immer so wihlen, dass nach Belieben
X, und Z, einen bestimmten Sinn behilt und bestimmte Werthe
annimmt oder nicht. Man kann das erstere z. B. leicht er-
reichen, wenn die Integrale

Iy Ity
’ o dr
f O-dr und fh e
. 7
Ry Ly

nach Kugelfunctionen entwickelbar sind und wenn die Kugel-
functionen erster Ordnung im ersten Integrale und die Kugel-
functionen zweiter Ordnung im zweiten Integrale endliche Coef-
ficienten haben. Als einfachstes Beispiel kann die Annahme
aufgefasst werden: 6 = Const. und R, = Radius einer immer
grosser werdenden Kugel. Dann sind X, und Z, stets gleich
Null, wie auch aus der Theorie der Anziehung homogener
Kugeln bekannt ist. Die Anzahl solcher Annahmen ist aber
offenbar unendlich klein gegeniiber der aller méglichen und
wie nachdriicklich hervorzuheben ist, gleich berechtigten. Man
kann also sagen: Wenn 6 als Function des Ortes gegeben ist,
kann man im Allgemeinen R, als Function von y und ¢ so
withlen, dass V,, X, und Z, jede beliebige Grosse annehmen
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und umgekehrt bei jedem vorgeschriebenen R, kann man & so
wiihlen, dass die genannten Grossen wiederum beliebige Werthe
erlangen, also z. B. unendlich werden.

Wir hatten soeben beispielsweise 6 = Const. angenommen.
Ist dann R, der Radius einer um A als Centrum gedachten
Kugel, so ist, wie bereits erwihnt, X, = Z, = 0 und diese
Grossen bleiben jedenfalls endlich, wenn R, irgend eine be-
liebige Fliche definirt, da diese jedenfalls im Endlichen verliuft.
Nimmt man aber das Centrnm der unendlich grossen Kugel in
der Entfernung ¢ von 4, so wird der Punkt nach dem Centrum
mit der Kraft 4 # 6 - ¢ angezogen, wihrend die Zerrung in der-
selben Richtung gleich einer stets endlichen Constanten multi-
plicirt mit 6 1st. Ist nun ¢ beliebig gross, schliesslich unend-
lich gross, so wird also auch die Beschleunigung grosser als
jede noch so grosse Zahl und ihre Richtung ist ganz willkiir-
lich unbestimmt, da man das Centrum der Kugel in ganz be-
liebiger Richtung gegen A legen kann. Dieses Beispiel ist
dasjenige, welches Carl Neumann anfiihrt. Er bezeichnet dann
mit Recht die dargelegte Consequenz des Newton'schen Gesetzes
als absurd und schliesst daraus, dass das Anziehungsgesetz bei
homogener Massenvertheilung auf Widerspriiche fihrt. Es sei
gestattet fiir constante ¢ noch ein zweites Beispiel vorzufiihren.
Es 1st nach (2)

344 a

X, =20 [‘dt/’f].)l (cos y) siny (R, — R,) dy
0

0

27 T
Zy =2 6f(lcpfl’2 (cosy) siny log <£{1> dy
» I{ /
0 0 2
Nimmt man nun fiir das Grosserwerden von R an, dass m
eine gleichmissig ins Unendliche gehende Grisse sei und a eine

. . 1.
Zahl, die grisser als 5 1st, und setzt man
o~

R
log }Tl = am + m P?(cos y)
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so wird:

X, =270 Ryet™-

(

7T
sin y cos y - e (Feos?r—1). gy — ¢
)

fRad

talbes A4

Ly=-_— M
3}

d. h. also es bleibt stets X, = 0 und die Zerrung wird mit m
unbegrenzt gross.

Ebenso leicht liessen sich andere Beispiele wihlen, in
denen & eine andere Function des Ortes ist. KEs unterliegt aber
keinem Zieifel, dass die aufgedeckten Widerspriiche fiir
jede mogliche und denkbare Massenvertheilung be-
stehen bleiben, wenn nur ¢ die stets hervorgehobene Eigen-
schaft hat, dass es in unendlich grossen Raumtheilen endliche
von Null verschiedene Werthe besitzt.

Diese unlosharen Widerspriiche lassen sich natiirlich nach
verschiedenen Seiten hin beleuchten und in anderer Form dar-
stellen. JIch will dies hier nicht thun, vielmehr nur eine
Folgerung ziehen, die sich. auf die Grundsiitze der Potential-
theorie stiitzt.

Das Newton’sche Potential V erfiillt im ganzen Rawme

die Bedingung:
4 4 vV .
Wir denken uns, entsprechend der gewohnlichen Vorstellung,
im Weltall lauter isolirte keineswegs homogene Weltkdrper
my, My ... my, mit den Dichtigkeiten d,, d,.... Indessen
sollen die & gewisse Bedingungen der Stetigkeit erfiillen und
auch die Oberflichen der Weltkorper diirfen bestimmte Singu-
larititen nicht besitzen, da (3) und auch der Green'sche Satz
zur Anwendung kommen soll. Es ist also 4V = — 474,
innerhalb e, etec. und ausserhalb aller Massen ist AV = (.
Nennt man dr,, dr,... die Volumelemente, ds,, ds,... die
Oberflichenelemente, n,, n, ... die nach innen gerichteten Nor-
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malen der Oberflichen der Weltkdrper miy, my ..., so giebt
der Green'sche Satz

f»lV- dr, = — fgr cdsy = —4na -fé(lrl = — 4dam,
L 1

f’]V-(ZT2 = ——f8”—2 ds, = — 4= fé(lrg = —4dam,

Nehmen wir eine geschlossene, sonst willkiirliche Fliche F,
welche die Massen m,, m,, ... m, umschliesst, so ist

2 v
"1ﬂ(”11+’712+---+’7ln)=f‘a: (13,—!—...—’,—] ds,

A 91,,

Wendet man denselben Green’schen Satz auf den Raum
an, der durch F' und die Oberflichen der Massen m, ... m,
begrenzt ist, innerhalb dessen also AV = 0 ist, so kann man
die letzte Gleichung auch schreiben:

f’a\f—j ds=da{m, 4 ... 4 m)
l=

Nennt man M <z :)) den arithmetischen Mittelwerth aller

2V
= laings der Oberfliche S von F, wo also fds: S ist, dann

erhiilt man :
a1 (3 V) - da(m 4 ...+ m)
In S
Denkt man sich simmtliche Massen innerhalb des Raumes I,
welchen I wmschliesst, und dessen Volumen R sei, gleichmiissig
vertheilt, so erhilt man die gleichférmige Dichtigkeit 0,, wo

Roy = m, -+ ...+ my

Man kann dann die zuletzt gefundene Gleichung schreiben:

14 R
A
/8 \a”> 474, 3




























































