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Ueber die Anzahl der cogredienten und adjungirten
Transformationen einer hilinearen Form in sich selbst.

Von A. Yoss in Wiirzburg.

(Eingelaufen 2. Mail)

In meiner Arbeit iiber die cogredienten Transformationen
einer bilineaven Iorm in sich selbst!) habe ich den Satz be-
wiesen, dass jede nicht singulire (eigentliche) Transformation
dieser Art, welche eine Form S von nicht verschwindender
Determinante?) in sich therfithrt, mit Hiilfe des Systems linearer
Gleichungen

D) SY+S'Y =0

bestimmt werden kann, und dass die Anzahl der willkiirlichen
Parameter, welche in den Coefficienten der Transformation auf-
treten, gleich der der linear vnabhiingigen Losungen dieses
Systems ist.

Setzt man in 1)

IrS =X, Sl 17/ == XI,
so folgt daraus
1" SX4+XS=0
und das System I') ist dem System I) vollig fiquivalent.

1} Ueber die cogredienten Transformationen einer bilinearen Form
in sich selbst, Abh. d. k. bayer. Ak, d. Wiss. 1I. €L, Bd. XXVII, desgl.
Sitzgsb. d. k. hayer. Ak, CL II, Bd. XXVI, Heft 1, 1896.

2) Unter S soll im Folgenden immer eine Form von dieser Eigen-
schaft verstanden werden, Fiir den blossen Zweck der Transformation
ist allerdings, wie ieh schon a. a. 0. 8. 73 bemerkt habe, diese Voraus-
setzung nicht erforderlich, wohl uber fir die hier vorliegenden Unter-
suchungen,

14*
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Den cogredienten Transformationen U, d. h. denjenigen,
welche bewirken, dass die symbolische Gleichung

)

USU==8
erfiillt ist, kann man eine andere Klasse von Transformationen
zuordnen, welche ich adjungirte nenuen will. Unter einer
adjungirten Transformation verstehe ich denjenigen
Substitutionsprocess, welcher durch die Gleichung

rt -

(U)'sU=38

ausgedriickt ist. Die adjungirten Transformationen sind da-
her die Losungen des Systems linearer Gleichungen

Ir) SU—US=0
oder, wenn U= Y S gesetzt wird,
1I) SY—8Y =0,

dessen nahe Beziehung zu I) unverkennbar ist. Dass es in
der That Substitutionen, welche die Gleichung 11
befriedigen, giebt, d. h. Formen U, deren Determinante
nicht verschwindet, ist leicht einzusehen. Hat niimlich die Glei-
chung II) im Ganzen ¢ linear unabhiingige Lisungen

Y\, .... ¥,
(unter diesen befindet sich die evidente Losung

)‘71 =IS’—1,
so dass ¢ mindestens gleich 1 ist), so hat sie auch ebenso
viel von einander unabhiingige Lisungen, deren De-
terminante nicht verschwindet. Denn setzt man

Z=Y,—g S5 i=1...q

H

so kann man immer dem Parameter ¢, einen solchen Werth
geben, dass die Determinante

» Yl. — 0 S

nicht verschwindet. Und zwischen den Z; kann keine lineare
Relation
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2Z.a,=0

hestehen, da sonst

i=q i=q

Yoa, Y, A S e, — Y a0)=0

=2 i=1
verschwinden miisste, was wegen der vorausgesetzten Unab-
liingigkeit der ¥, nur moglich wiire, wenn alle a verschwin-
den, da man ¢, immer als von 1 verschieden annehmen kann.

¥

Fine symmetrische (alternirende) F'orm S wird z. B. durch
alle Formen U = M S, wo M eine symmetrische (alternirende)
willkiirliche Form ist, adjungirt in sich transformirt, und es
existiren auch ausser den angegebenen Formen U keine andern.
Denn setzt man [J = M S, so folgt unter der Voraussetzung

S'=al, a=+41
aus der Gleichung II')

SMS—=aSMS,
oder M=all,

also ist I entweder symmetrisch oder alternirend.

Die Anzahl der Parameter in den Coefficienten der Trans-
formationen, welche die Form S adjungirt in sich transfomiren,
ist gleich der der linear unabhingigen Losungen der Glei-
chungen II) oder II'). Die beiden Gleichungen I) und II) sind
von der Art, dass sie n? Gleichungen fiir jene n* Coefficienten
liefern, also durel hesondere Eigenschaften ihrer Unterdetermi-
nantensysteme auszeichnet, —

Im Folgenden soll nun die Anzahl der linear unabhiingigen
Lisungen des Gleichungssystems I (1) bestindig mit P, die ent-
sprechende Zahl fiir die Gleichungen 11 (II') mit @ bezeichnet
werden. Die Aufgabe, diese beiden Zahlen in allen Fillen zu
bestimmen, scheint ohne specielle Untersnchungen iiber den
Charakter der Form S, wie z. B. Reduktion der zu S gehdrigen
l*“m‘menschaar S+ 08" auf ein System elementarer Formen ete.
nicht moglich zu sein; eine directe Untersuchung der Unter-
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determinautensysteme von I) und II) ist mir wenigstens trotz
vielfiiltiger Versuche nicht gelungen.

Aber es giebt einen ausgezeichneten Ifall, in dem die
Werthe von P und @ unmittelbar angegeben werden kinnen.
Wenn niamlich die zuden Wurzeln o= 1 der charak-
teristischen Function?)

1S+ ok

gehbrigen Elementartheiler siimmtlich einfach sind,
withrend {iber die Beschaffenheit der iibrigen Wurzeln nichts
voransgesetzt zu werden braucht, ist

P4 Q=N
P—Q“—"T’—[(,

wo u () die Anzahl der Wurzeln — 1 (4 1) der charakterischen
Function, N die Zahl der mit der antisymmetrischen Form
(8)~1 S vertauschbaren Formen bezeichnet.

Auf diesen Fall, in dem es also gelingt, die Untersuchung
der Determinante von »? Rethen auf die der charakteristischen
Function zuriickznfithren, wozu nur rationale Operationen nithic
sind, beziehen sich die folgenden Untersuchungen; nur im letzten
Paragraph finden sich einige weitergehende Betrachtungen.
Charakteristisch ist aber fiir den Gang der Untersuchung
die Art und Weise, wie die vorliegende Frage in Zu-
sammenhang mit der Aufgabe gebracht wird, die An-
zahl der symmetrischen und alternirenden Formen zu
finden, welche einer gewissen aus 1) abgeleiteten
Gleichung geniigen, die in dem obigen Falle hier zugleich
ihre Erledigung findet.

1) Die Determinante ciner Form U= X @, soll durch

| @, | oder Ul

;|
bezeichnet werden; unter demselben Symbol kann man dann anch jede
Partialdeterminante gter Ordnung verstehen, wenn den Indices ¢, k g von

cinander verschiedene Werthe ertheilt werden.
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§ L

l3in allgemeiner Satz iiber die cogredienten und ad-
jungirten Transformationen einer Form in sich selbst.

Unter Voraussetzung der Gleichung
1) SX+X'S=0
folgt durch Uebergang zu den conjugirten Formen:
X'8+8X=0
oder X'=—S X (S).

Setzt man diesen Werth in 1) ein, so ergiebt sich

2) (S)1SX—X(8)1S=0
oder
2a) S-18" X — X815 =0.

Jede Form X, die der Gleichung 1) geniigt, ist
also mit der antisymmetrischen Form
¢ F
(SY 1S oder S-S
vertauschhar.

Aus der Gleichung 2a) folgt noch

o

3) XS (b")—] — S(Sl)_l X = 0,
so dass jedes X' die Gleichung 3) befriedigen muss. Aber aus
der Gleichung 2a), die man auch in die Gestalt

S-18 8-1(SXS-1)— X815 8 1=0

oder
(SX8-1)8(S)1 —8(8) 1 (SXS) =0
bringen kann, folgt ferner:
Ist X eine Lisung der Gleichung 2), so ist SXS-!
eine Losung der Gleichung 3).
Ieh bezeichne nun mit N die Anzahl der linear unab-
hiingigen IPormen, welche der Gleichung 2) geniigen. Sind ferner

S

Y
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diese Iormen selbst, so ist
X=23ea X, E=1...N

die allgemeinste dieser Gleichung geniigende Form, falls man
wmit ¢ willkiirliche Parameter hezeichnet. Es handelt sich duher
jetzt um die Bestimmung derjenigen Werthe der «, durch die
zugleich die Gleichung 1) befriedigt wird. Triigt man zu diesem
Zwecke den Werth von X in 1) ein, so ergiebt sich
1) 2, SX, 87T+ e, X =0

Nun sind aber zufolge der Unabhiingigkeit der X, unter
einander auch die X, unter einander unabhiéngig. Demnach

ist nach dem vorhin angefiihrten Satze
421.) SXI:‘V—I = >_l: [)’/'_l X;

Lk=1...N,
so dass aus 4) folgt:
|4 DY I )
D) Sa f,+a=0.

Die Coefficienten 3, aber lassen sich nither definiren. Sie

gehdren einer Form

N e

A4=20,zy,

von N bilinearen Variabeln an, deren Quadrat gleich
der Form

E=uz oy +.. 2oy,

ist. In der That folgt ans 4a) durch Uebergang zu den con-
jugirten Formen

(81 X8 =28, X
oder durch geeignete Multiplication

S(8H)1X, 88 1=38,5X 8!

{

woraus vermige 3) folgt:
s A p e
Xp= 20,8, X]
ls
kil,s=1,...N.
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Hieraus aber ergiebt sich wegen der Unabhingigkeit der
i) D DD
Formen X das System von Identititen

6) 28 B = J/cs

{alls unter (5ls das Kronecker’'sche Zeichen
d,=1, l=s
d, =0, Lis

verstanden wird. Die Coefficienten f,, bilden also ein
System, dessen charakteristische Function

" ‘
Prr +0 ()kl

nur die einfachen Elementartheiler ¢ = -1 hat.!) Ist
nun ¢ == 1 eine P fache Wurzel der Gleichung

Bt ed, =0,
so giebt es auch genau P linear unabhiingige Grossenreihen

1 2 id
ol o, ... ¢q,

— N

l=1,... N,

und ebenso gross ist daher die Anzahl der linear von einander
unabhiingigen Formen

X,=Ya?X, e=1...P

welche die Gleichung 1) befriedigen.

Gine ganz analoge Untersuchung lisst sich aber in Bezug
auf die Gleichung
' .

td 7o

1 ) S X—X S=0
fihren, Denn auch diese ergiebt zur Bestimmung von X
zunichst wieder die nothwendige Gleichung 2). Und
setzt man aus den Lisungen X, jetzt die Ldsung von 1)

G e
=<7 ‘\k
zusammen, so folgt zur Bestimmung der Coefficienten y das System

7) v

] - Y —
<Pty —7=0

i

1

) Dieser Satz findet sich bereits in meiner friiheren Arbeit a. a. O.
\
3. 101, aber unter Voraussetzung einer unnithigen Beschriinkang.
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mithin dem Q=N — P-fachen Wurzelfactor (¢4-1) der
charakteristischen IFunction entsprechend ein System
von ¢ linear unabhiingigen Formen, welche der Glei-
chung 7) geniigen.

Nun kann man freilich die simmtlichen Formen, welche
mit einer gegebenen Form vertauschbar sind, wie ich in einer
in diesen Sitzungsberichten erschienenen Notel) gezeigt habe,
verhiltnissmissig einfach bestimmen. Aber die Ermittelung der
Coefficienten ,, und damit der Zahlen P, @ scheint auf Schwie-
rigkeiten zu fithren. Aus dem Vorstehenden ergiebt sich daher
zuniichst nur der Satz:

Die Summe der Anzahlen der Parameter, durch
die eine Form von nicht verschwindender Determi-
nante S cogredient und adjungirt in sich transformirt
werden kann, ist gleich der Zahl N derjenigen For-
men, welche mit der antisymmetrischen Form S-15
vertauschbar sind.

Man kann diesem Satze auch die folgende Form geben:

Die siimmtlichen N linear unabhiingigen Formen
X, welche der Gleichung 2) geniigen, lassen sich in
zwel Klassen von P und @ Formen theilen, von denen
die eine die Losungen der Gleichung 1), die andere
die der Gleichung 1') darstellt.

Die Determinante

|

o - Uy

i

af u’\', f

D=| . o
o 7y |

o (
_/1/ R

I} Ueber die mit einer bilinearen Form vertausehbaren VFormen,
Sitzgsber. d. k. bayer. Ak, d. Wiss., 1889. Vgl. auch die folgende Note
iiber symmetrische und alternirende Lisungen der Gleichung S X NS* 0.
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kann nimlich nicht verschwinden. Wiire dies der IFall, so gibe
es P Zahlen 12 und ¢ Zahlen k°, fiir die

2@ -2k =0
0 G
PTI S

ist, fiir alle Werthe von % von 1 his N. Dann ist aber auch
zafolge der Gleichungen 5) und 7)

Y 0 0 n ___
2oy, taf =0

2 By— =0
mithin, wenn man die vorstehenden Gleichungen mit den %2, £°
multiplicirt und addirt,
2R — 2y =0,

was mit der vorhin aufgestellten Gleichung unvertriiglich ist,
da alsdann die «f schon unter sich von einander linear ab-
hiingig wiiren. Mithin sind jene P’ 4 @ Formen von einander
unabhiingig.

8 Ik
Ueber alternirende und symmetrische Formen.

Die Gleichung 2) des § I ist von einer gauz eigenthiim-
lichen Gestalt, Es ist daher zu vermuthen, dass auch ihre
Lsungen durch besondere Eigenschaften aunsgezeichnet sind.

Setzt man

X == ZS’,
so sind, da die Determinante von S nicht Null ist, die Formen
4, ebenso von einander unabhiingig, wie die Formen X, sie
geniigen aber der durch ihre ansgezeichnete Form be-
merkenswerthen Gleichung?):

1) SZS' =S8"Z8&.

1) Sie hat die fiir das Folgende wesentliche Eigenschaft, dass ent-
sprechend der Gleichung

USvUTtZzi v s u=rsvUTt Zz(uy 1 s U,
bei jeder cogredienten Transformation von S auch die Li-

sung.en Z cogredient transformirt werden, was bei Gleichung 2)
§ 1 nicht der Fall ist.
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Und da aus 1) zugleich folgt
SZ' 8 =878,
so hat man den Satz:
Die Gleichung 1) wird durch alternirende und
symmetrische Formen Z befriedigt, nimlich durch die

Formen

Z,+ 7, EF=1....N,
welche den Formen X, zugeordnet sind.

Die symmetrischen Formen Z, 4 7, sollen im Folgenden
mit dem Symbol S,, die alternirenden Formen 2, — Z mit 4,
bezeichnet werden. Die S, sind im allgenieinen nicht von ein-
ander unabhiingig. DBestehen aber p linear unabbiingige Rela-

tionen zwischen den S, ist also

2 Sk =10, I=1...p,
k

s0 1ist
¥ ST« =
- Zk akl + = Zk al:l 0.

Es sind also von den N Formen S, N — p von einander
linear unabhiingig. Und zugleich existiren dann genau p alter-
nirende Formen

A =27«
(3 k

k1’

welche von einander unabhiingig sind. Denn eine lineare Re-
lation kdnnte zwischen den A, nur dann stattfinden, wenn die
Coefficienten «,, weniger als p unabhiingige Systeme darstellten,
— gegen die Voraussetzung., Man hat also den folgenden Satz,
welcher die Erginzung zn dem am Ende des § I ansgesprochenen
Theorem hildet :

Die Gesammtzahl der unabhiingigen alternirenden
und symmetrischen Formen, welche die Gleichung 1)
hefriedigen, ist gleich N, oder auch:

Es existirt immer ein vollstindiges Losungssystem
der Gleichung 1), welches aus lanter alternirenden
und symmetrischen Formen zusammengesetzt ist.
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In der That, bezeichnet man die symmetrischen von ein-
ander unabhingigen Formen durch
\ 1 f
Si8y oo Sy,

die alternirenden mit

A4, ... A

so kann auch zwischen diesen keine lineare Relation bestehen.
Wiire niimlich

p?

S8+ 2P

m

A‘m = O’
so witre durch den Uebergang zu den conjugirten Formen auch

S, —23 A, =0,

m m

d. h. es wiiren schon die S, (4,) unter sich nicht linear un-
abhiingig.

Die Aufgabe, diese alternirenden und symmetri-
schen Formen direct zn hestimmen, fithrt nun auf eine
ganz dihnliche Untersuchung, wie die des § L.

Bezeichnet mun wie oben die sinmmtlichen von einander
unabhiingigen Lisungen von 1) durch Z, =1, . . . N, so ist

4=37,
die alleemeinste Losung.,  Soll Z symmetrisch oder alternirend
seln, =0 uss

\1 ’, — \v - ’—1
"'leulc_"'"l:s @

S =+ X5 X g,

o

oder

AN \g N~ N Y —_
- S‘\k<‘b )7y, :{"“ AI: ¢, == v
sein. - Nun geniigt aber, wie leicht zn sehen, die Form
' =1
SX, (S)
derselben Gleichung 8) § 1, wie X', es ist also
'V (SYV1 = N, ¢
SN ()T =2y, X,

und somit folgt zur Bestimmung der Coefficienten « das System
der Gleichungen

l'yltlalc:l_:al—__()’ ]= 1, P .Z\T.




























































































































































