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Die konfluente hypergeometrische Funktion 

(0+) 

(1) W(a,c,x)= r{a){ei\ia_{) J « xtF '(1 +t)‘ a Xdt 

l ^ cp < û = arc x <   9b — 71 <. (p = arc t < 

(Tricomi [26], S. 57), die von zwei komplexen Parametern 

a = a' -j- za", c = y' + z'y" (a', a", y', y" G R) abhängt, ge 

nügt der Funktionalrelation 

(2) !F(a, y) = x1~c XP(a — c + 1,2 — c, x) 

([26], S. 67) und gestattet für x —* 00 in | arc x | < bei 

festen a und c die Poincarésche asymptotische Entwicklung 

(3) 0, D x) 
V» (— i)*1 {a)v (a — c+ i)v x-*—a 

([26], S. 106) bzw. die asymptotische Darstellung 

(4) W (a, c, x) = -—1}"(a)" (r—^’,-a + RA*) 
v = 0 

mit dem Rest 

(5) RN(x)= 0{x~N~°). 

Die Fälle a = — k und (a — £ + 1) = — k (1 + Æ £ iV), in 

denen die asymptotische Entwicklung (3) abbricht, führen auf 

folgenden Zusammenhang mit Laguerreschen Polynomen: 

München Ak. Sb. 1974 



92 Ludwig Neckermann 

(6) 

W (— k, a + l, x) = (— i)* Æ! Lf (x) 

(a 0 C) 
ÎF (a — k, OL 1, x) — (— if k\ x~a (x). 

Von den vielen weiteren, durch spezielle Wahl der Parameter zu 

gewinnenden Sonderfällen von ¥{a, c, x) (vgl. z. B. Tafel in [28], 

S. 510) seien hier nur zwei genannt, die für die historische Ent- 

wicklung der Theorie der Restgliedentwicklung bedeutsam sind, 

nämlich die unvollständige Gammafunktion 2. Art 

(7) r (OL,X) = e~x xaxF( 1,0c + i,x) = e~xW{ 1 —a, 1 —«,r)(a£ C) 

und das Exponentialintegral 

(8) = r(o,x) = e~x W(i, i,x). 

Abschätzungen des Fehlers (5) im Komplexen geben Olver 

[16] (in der Whittakerschen Schreibweise) und Hille [8] für 

^ —>- 00 in I arc x | < durch Herleitung einer Integrodiffe- 

rentialgleichung für den Rest, Verfasser [12] durch direkte 

Abschätzung der Integraldarstellung (12) nach einer Methode 

von Whittaker-Watson [27], wo aber keine numerische 

Schranken angegeben werden. 

Der Fehlerbetrag kann demnach hier — wie auch ganz allge- 

mein für asymptotische Darstellungen auf Grund einer Relation 

des Typs (5) — bei festgehaltener Anzahl N der berücksichtigten 

Glieder (und im Komplexen: nach Auswahl eines geeigneten 

Winkelraums der Zahlenebene), zwar für \x\ > Xe unter eine 

beliebige Schranke e > o heruntergedrückt werden, aber für 

]x\ < Xe ist damit nichts gewonnen. Man wird daher versuchen 

bei gegebenem x durch passende Wahl von N = N(x) eine 

möglichst gute Annäherung zu erzielen, wenn diese auch nicht 

notwendig beliebig gut gemacht werden kann, wie es bei kon- 

vergenten Reihen der Fall ist. Es liegt nahe, zu versuchen, 

N(x) so zu wählen, daß das letztberücksichtigte Glied möglichst 

kleinen Betrag hat, so daß bei Überschreitung desselben die Be- 

träge wieder anwachsen; in vielen Fällen ist dann auch der Feh- 

ler höchstens von diesem Betrag, oder er läßt sich mit seiner Hilfe 

abschätzen; vielfach ist N(x) 0(|;r|). (Mit der Existenz und 
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Größe solcher Minimalglieder beschäftigt sich Pittnauer [18]). 

Allgemein kommt man auf die Aufgabe, den Fehler RN(x) in 

Abhängigkeit von beiden Veränderlichen x, N (£ N) zu studie- 

ren; bei passender Kopplung zwischen diesen wird es dann um 

das asymptotische Verhalten von RN(x)(x) bzw. RN(X(N)) gehen. 
Allgemeiner wird man dann einen geeigneten Grenzübergang 

im Sinn von Herrn. Schmidt [20] durchzuführen haben, man 

kommt zu asymptotischen Fragen bei Abhängigkeit von mehre- 

ren Parametern, wofür die folgende Untersuchung ein Muster 

ist. 

Die Frage nach N = N(x) ist wohl zuerst von Stieltjes [24] 

aufgeworfen, seither öfters auf mehr heuristischem Wege be- 

handelt worden, wie durch formale Summation der nicht berück- 

sichtigten Glieder der asymptotischen Entwicklung (Airey [1], 

[2]), bzw. durch Weiterentwicklung solcher Reste, z. B. mit Hilfe 

von miteinander gekoppelten (zum Teil nur näherungsweise er- 

füllten) Differential- und Differenzengleichungen (Miller [11], 

Slater [22], [23]) bzw. mittels formaler Entwicklung von Inte- 

graldarstellungen nach „basic convergent factors“, die bis auf 

einen Faktor mit unvollständigen Gammafunktionen 2. Art über- 

einstimmen (Dingle [4], [5]). 

Exakte Fehlerschranken für Restgliedentwicklungen finden 

sich wohl erstmalig im Fall r(c/.,x) bei Rosser [19]. Neuhaus 

[13], [14] knüpft an die Originalarbeit von Stieltjes [24] an, 

bringt u. a. dort fehlende Beweise für den Fall des Exponential- 

integrals und ordnet die Stieltjessche Restgliedentwicklungen in 

die Theorie asymptotischer Potenzreihen mit beschränkten Koef- 

fizientenfunktionen (vgl. Herrn. Schmidt [20]) ein; auch stellt 

er, etwa im Fall Ex(x), einen Zusammenhang zwischen den von 

ihm gefundenen „Konvergenzfaktoren“ und denen von Airey 

her. Auf eine im folgenden entscheidende Beziehung der Neu- 

hausschen Konvergenzfaktoren zu Faguerreschen Polynomen 

(vgl. z. B. (36)) und auf eine Verallgemeinerung auf unvollstän- 

dige Gammafunktionen 2. Art für Rc:r —> -f- 00 in einem Parallel- 

streifen zur reellen Achse machten Herrn. Schmidt und Ver- 

fasser [21] aufmerksam. In der vorliegenden Arbeit wird 

ebenfalls von einer Integraldarstellung des Restes RN(x) ausge- 

gangen, die hypergeometrische Funktion im Integranden von 
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RN(X) in (12) — analog zur Neuhausschen Entwicklung von 

(1 -)- t)~1 um 1 - um t = e,lp ( 19? | < 7t) weiterentwickelt und der 

neu entstehende Rest DN m (xe"f) in (33) als dreifach iteriertes 

Integral dargestellt, das schrittweise abgeschätzt werden kann. 

Dieses Verfahren stellt eine Fortentwicklung des vom Verfas- 

ser in [12] benutzten Beweisverfahrens dar und führt ohne die 

bei asymptotischen Untersuchungen sonst meist üblichen Hilfs- 

mittel, wie Laplacesche Methode, Watsonsches Lemma oder Sat- 

telpunktsmethode, zum Ziel. Uber eine genauere Untersuchung 

von Laguerreschen Polynomen des Typs L(/+î) (y) (vgl. Hilfs- 

sätze 3-6) mit beschränktem f oder Ç = Ç (y) = 0 (y) für y —»■ 00 

gelangt man zur, oben schon erwähnten asymptotischen Unter- 

suchung des Restes RN(x) in Abhängigkeit von beiden Variablen 

x und N, u. zw. bei komplexen Parameter a und c im Winkel- 

raum |arcar| < —— (vgl. Satz); die im Satz auftretenden Ent- 

wicklungskoeffizienten werden explizit dargestellt und asym- 

ptotisch untersucht für Al —>■ 00 (Hilfssatz 1). 

Abschließend sei hier noch erwähnt, daß bei formalen Reihen- 

lösungen von Differentialgleichungen bzw. bei der asymptoti- 

schen Untersuchung von Laplacetransformationen eine numeri- 

sche Verbesserung für den Rest RN(x) asymptotischer Potenz- 

reihen dadurch erzielt werden kann, daß - entgegen der Stieltjcs- 

schen Auffassung - N festgehalten wird und weitere Koeffizien- 

ten durch eine Minimalforderung bezüglich einer geeigneten 

Norm modifiziert werden (Mainardus [10], Pittnauer [17], 

Luke II ([9]). 

1. Konvergenzfaktor: Eine für die Herleitung von Restglied- 

entwicklungen (in den nicht auf Laguerresche Polynome füh- 

renden Fällen: 1 — a N, c — a (J IV) geeignete Integral- 

darstellung für den Rest RN(x) in (4) gewinnen wir, indem wir 

in den Integranden des Schleifenintegrals (1) die Taylorsche 

Darstellung 

(1 + tf-“-1 

N— 1 y 
— 
» = 0 

(—1Y (g—c + i)„ 
v\ 

f + 

+ (— 1)iV(a — c + 1)w^ LvOO 



Restgliedentwicklungen Stieltjesscher Art 95 

mit 

(9) = N J (i — vy-1 (i + tvy~a~N-x dv 
o 

= F(ci — c + Al +1,1; Al + 1 ; — /) 

einsetzen, wobei sich im Sonderfall a = c der unvollständigen 

Gammafunktion (7) die hypergeometrische Funktion ([9], I, 

S. 57) auf 

(9') rJf(£) = (i +0“1 

reduziert. Zur Gewinnung des Näherungspolynoms der rechten 

Seite von (4) wird dabei auf die bekannte Integraldarstellung der 

/Funktion 
(0+) 

(10) r(6) x~
6 = (g2„,^l} f eTxt t

i~1
 dt (i -b$N) 

ooe'V 

/ ^ — cp < arc x < — 9?; — n <. (p = arc t < 7tJ 

zurückgegriffen. Aus Konvergenzgründen wählen wir 

(11) N > y' — oc' — 1 und N > — a'. 

Für den Rest RN(x) in (4) erhalten wir damit die Darstellung 

W) R„(*) = 

(l — Æ ^ IV) 

I — 9? < # = arcx — Ç5 ! — 71 < cp = arc Z < rrj 

als Laplacetransformierte längs arc t = <p. 

Diese läßt sich nun vermöge 

t = : u eirp 

unter Benutzung von F (æ + A") = (V+ F (<2) auch als Laplace- 

transformierte längs arc u — o in die Form 

(12') RN{X) = (~0y («)«+»-*+!)* r-*-v ^ 

(— y — <P < & <-j — <P\— n <cp <71^ 

7 München Ak. Sb. 1974 
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umschreiben. Der Faktor CN(x e'<p) wird im Anschluß an Airey 

([l]), [2]) - den zugrundeliegenden Sachverhalt nicht ganz 

treffend kennzeichnend - ,,Konvergenzfaktor“ genannt; er ist für 

z = x e,lp durch 

(13) CN(z): = 1^mLz[u°+N-' rN(ue<*)\ (1 -a-N$N) 

in der rechten Halbebene Re z > o erklärt. 

Da in Spezialfällen, z. B. beim Exponentialintegral, der Sattel- 

punkt des Integranden bei u = liegt und die Wahl N = 

= [M] + const, sich als günstig erweist, liegt es nahe, auch im 

Allgemeinfall (13) den Faktor rN{ue"e') im Integranden nach 

Potenzen von (u — 1) zu entwickeln. Dieses Verfahren wird dann 

auch zu den gesuchten Restgliedentwicklungen führen. Wegen 

der Darstellung (9) von rN(u e"r) als hypergeometrische Funk- 

tion sind allerdings zuvor gewisse Hilfsuntersuchungen über 

hypergeometrische Funktionen vonnöten. 

2. Hilfsformeln über hypergeometrische Funktionen: Mit Hilfe der 

Ableitungsformel für hypergeometrische Funktionen ([9], I, 

S. 44) ergibt sich für rN(u e"f') die Taylorsche Darstellung um 

u = 1 mit Integralrest 

(14) rN(u e"f) = A(ß — c + N -f- 1, 1 ; W + 1; — u e"p) = 

m — 1 

= I A, (a — ; + 1, N, cp) é" (1 — uY + 6m(u Ô 
^ = 0 

mit 

(15) Aß{a~ c + 1, N, q>): = 

: = -—F (a—c -f-jV+i-f/t, i+/t;W+i fi]—e,r) 

und 

(16) : = 
m(a— c + N+ i)n 

{N+ i)m 

ei<rm
 (1 — u)” 

1 

Kl — d)m 1
 F (a — c + N + 1 + m, 1 -f- m ; N + 1 + m ; 

— e,lp
 (1 a [u — 1])) da. 
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Hierin ist wiederum ([9], I, S. 57) 

(17) F(a — c + N + 1 + m, 1 + m\ N + 1 + m\ 

— e"p (1 — a + auf) = 

J A"(i A)Ar_1(i -f a + au))c~a~N~1~mdX, 

0 

worin nach (11) 7' — a' — N— 1 — m <0 ist. 

In (17) ist nun für o<ff<i,o<A<l und u > o stets 

(18) r : = X (1 — a + <722) > o 

und 

(19) |(i + xefpy—N-x~m\ = 

  I ^ I —a’—jV—1 — ™ g(a" — y") arc (1 + T«
1
^) 

Da gleichmäßig für alle r > o 

11 + Tê’
,

’| > 1 für |<T>I < und 

11 -f- re,lf\2 = (r + cos cp)2 + sin2 cp > sin2 cp 

für —■ < I Ç? I < 7t ist, folgt für den ersten Faktor der rechten 

Seite von (19) wegen der Wahl von N > y' — <x' — 1 in (11) mit 
772+1 G TV die Abschätzung 

(20) |l + < 

1 (w ^ T) 

I sin 97 y'—'L'—N—i—m < |ç,| < Jïj 

gleichmäßig für alle r > o. 

Für den zweiten Faktor der rechten Seite von (19) gilt offenbar 
gleichmäßig für alle r > o die Abschätzung 

e<a"-/')arc(i + Td>) < K2(cp): = Max {1, e(a"-y")<r}. 

7* 
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(21) 

gilt dann nach (18) — (21) für (17) die Abschätzung 

(22) 

I F(a — 1c-\-N1, i -f- m ; N-\- 1 -\-m \ — et<r( \ —er -f- ou)) | < 

< K{cp){N+m) 

— m\(N— 1) #J>(i -Xf-xdX = K{<p), 

mit der dann sofort aus (16) die für uns entscheidende Abschät- 

zung 

(23) 

folgt. 

\Q,Aun\<K^) 
1(<3—c N 4- 1)771! 

(N + l)m 
— u ttt 

In diesem Zusammenhang sei hier noch wegen des später erfol- 

genden Grenzübergangs N —> 00 näher auf das asymptotische 

Verhalten der durch (15) erklärten Entwicklungskoeffizienten 

Aß (a — c + 1, N, (p) für N —> 00 eingegangen. Aufgrund einer 

Funktionalrelation für hypergeometrische Funktionen ([9], I, 

S. 67) gilt mit 

(24) /?: = 

e'f 

1 -(- e'f 

zunächst 

(25) F (a — c + N -f- 1 fl, 1 d- fl] N -f- 1 fl— e,ip) — 

= e-«M + i)* ßr + ip(c — a, 1 + fi-, NA- 1 + fl] ß) 

11 cp [ < Ti bzw. Re ß = ; 

weiter gilt für die hypergeometrische Funktion rechts die Tay- 

lorschc Darstellung mit Rest ([9], I, S. 235) 

(26) F (c-— a, 1 + ; V + 1 A- fl-, ß) = 

i—1 

y (c — a)x(i+fl)K 

-A-J {N fl-1 fl-n)xx\ ßx + Sk (N- ß) 
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(27) 
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SAN) ft: 

1 1 

{N-\- fx) ! r(c — a + k) 
ßk 

J'J- 
0 0 

n + k 
(1 

(N—\)\n\(k—i)\r{c — a) 

x)N~x (1 — ßra)a~c~k (1 — a)k~1 dx da 

(Re/?=^; 1/3] < 00). 

Hierfür gilt, da längs Re ß = — für \ß \ < 00 

11 — ß x a I > — (gleichmäßig für o < T < 1, o < <7 < 1) und 

o < — (sg 9?) arc (1 — ß xa) < ~ ist, mit 

(28) K* (cp) : = Max ji, 7
s^} 

für k > a! — ÿ die Abschätzung 

(29) ! (N\ ß) I < K* (cp) \ß\k 2*-’ + 

Für festes |/3| < 00, d. h. 19?| <C n, stellt somit die hypergeome- 

trische Reihe (26) als Funktion von W(£ N) eine asymptotische 

Entwicklung nach der Skala {%X(N) } mit %x (AQ = (N -f- pc -f- i)„ 

(x — o, 1,2,...) dar, die durch Skalentransformation (vgl. [20]) 

leicht in eine solche nach Potenzen von M-1 übergeführt wer- 

den kann; wegen (29) ist es zweckmäßig, 

(30) N > 2 \ß\ 

zu wählen. Für festes \ß\ < 1, d. h. für ]921 <-~> stellt übrigens 

(26) sogar eine absolut und für große Werte von N schnell kon- 

vergierende Fakultätenreihe dar. 

Als Zwischenergebnis halten wir fest 

Hilfssatz 1: Die durch (15) erklärten Entwicklungskoeffizien- 

ten A /( (a — c -}- 1, N, cp) lassen sich durch 

(31) Atl(a — c 1 ,N, cp) (a   C + TV + l)ß _ «(>! + 1) Ç> 0^ + 1 
(F+1), p 

F (c — a, 1 -R /t ; N -f- 1 + /u ; ß) 

C'<P 

(i + z'tg-trj (lg? I < mit ß = 
1 -f e'<P 

1 
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dar stellen. Das asymptotische Verhalten dieser Koeffizienten wird 

für N —> co (bei festen ß, jx, a, c) mit Hilfe von (2$)-(30) be- 

schrieben. 

Zusatz: Im Sonderfall der unvollständigen Gammafunktion 

2. Art (vgl. (y) für a = c = l — <x) wird 

(31') Aß(i,N,<p) = e-i^ + 1^ß't + 1, 

insbesondere 

(31") Aß( i,N,o) = 

3. Herleitung einer Restgliedentwicklung für den Konvergenzfaktor 

CN{z): Setzen wir (14) — (15) in (13) ein, so erhalten wir für den 

Konvergenzfaktor CN(z) die Darstellung 

m — 1 

(32) CN(z) = + "jÿy 2J Av (a — c + *. N’ <P) ^ 
V /i = 0 

D K + 1 (1 - Uf] + Dn% m (z) (Re * > o) 

mit dem noch abzuschätzenden Rest 

(33) D„ _ (z) = Lz [tf + w-1 ^ (M N> J —
 r {a + N) 

die sich im Sonderfall a = c vereinfacht zu 

tn — 1 

(32O C„ » = Kfifir 2 <“•’ (1 + «'T'-1 

(!-«)"] + £>*.(*)• 

Für die Laplaceintegrale in (32) ergibt sich mit Hilfe des binomi- 

schen Satzes und mittels Benutzung der Integraldarstellung von 

r (ß) x~b (nach (10)) unter Berücksichtigung von (3) und (6) 

za+N 

r(a+JV 
Lz [«' 

2 
x = 0 

,a+N— 1 
(!-«)"] = 

(—/x)K (a + N)x.z—a—w—* 

= (— 1 fi z 11 W (— ix, 1 —• a —• N — /x, —z) — 

= fX ! (_z) (Re * > o), 

(34) 
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also ein Zusammenhang mit gewissen Laguerreschen Polynomen, 

die wir bald noch näher untersuchen werden. Machen wir die 

Substitution 

(35) 2 = xeiv = \x\ei(6 + ,f) 

rückgängig, so erhalten wir für (32) die Darstellung 

(36) 

u. zw. nun 

 cp 
2 

T 

CN(x e,v) = 21 i“! 0 — * + i,N,<p) 
ß = 0 

(- * *») + DNtm {x O, 

im Winkelraum j |   < j ^ ■ cp <_ü = arc ^ < 

71 < (p < m. 

Für arc x — ■& mit |#| < 71 erweist sich offenbar die Wahl 

cp = —§ als zweckmäßig. Die Darstellung (36) geht dann über in 

m — 1 

(36') Gr (|*|) = Zlu\Ati(a-c+ 
n = o 

(-\x I) + Dn> m ( \x I) (I â I < TT). 

Als nächstes schätzen wir hier den Rest (33) ab. 

Nach (33) ist 

\£) (Y) I < +N g— a"arcs 1 ^ ' 1 — |r(a + iV)| 

I Lk, . [«“'
+ Ar

“1 I em (« Ô I ] I (Re z > o). 

ZA Jtfz von nun an m stets gerade. 

Wegen (23) ist dann 

\n / \ I <' AT(y) l(g — c + -AT + i)w| 
1 |r(a + M)| (JV+i)m 

^Re.[«a' + JV_1(l— »)"] (Re 2 > o); 
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Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (34) die Abschätzung 

I -öjy (z) I <1 K(<p) I (a—c + N + l)m 1 r (a' + -A) 
(JV+ i)m \T{a + N)\ 

Ml (Re *)“" a'+lVe-a"arcz 

m)(— Re z) (Re z > d) 

oder mittels (35) die Abschätzung 

I /-) i<p\ I K(<p) |(«— c-{-N-\- i)m| r(a
1
 + N) 

(37; I VN,rnKxe JlS {N+i)m \r{a + N) I 

m ! (\x [ cos (ß + <p))~m (cos (ß + <p))—“ ~N 

g-a"(0+ *)£(-<*--ir-m) (<_\x\ cos ß + Ç,)) 

I— Y — cp < & < — Y + <p; — 7r<9<jrj. 

Für arc x = d mit 119 | < n folgt hieraus speziell wiederum durch 

die Wahl cp = —$ die einfachere Abschätzung 

(37') DN,m(\x |)| < 
K{— ■&) |(g—c + jy+i)w| 

(7V + 1)m 

r(oi'+N) 
\r(a + N)\ 

I— m T{- ’— oc' —N— m) 

(—1*1) 

m ! 

(|#| < 71). 

Abschließend sei hier noch darauf aufmerksam gemacht, daß es 

für numerische Zwecke manchmal nützlich ist, den Quotienten in 

(37) bzw. (37') 

r(oc' + N) 

r<,a + N) 
= B (a' + N, 1 + i a") 

a + N 

r(i+*a") 

mit 
1 

B (a' + W, 1 + 2 a") = J 22“' + Ar-1 (1 — «)•'“" du 
0 

wegen 

und 

5 (a' + N, 1 + za") | < 
1 

a' 

r(i «") 
7t 

a" sh 71 a" 

([28], S. 256) durch 
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(38) 

abzuschätzen. 

r(a' + N) a + N I /shrra"\-i 
\r{a + N)\ — «.' + N\ \ na." / 

Zusammenfassend ergibt sich 

Hilfssatz 2: Der durch (13) definierte Konvergeiizfaktor 

CN (x e,v) (N G IV) läßt sich im Winkelraum «7,71 \ 71 n 71 I 3 71 

 'T<)—- — <p<ö = *rc x<--cp[<— ; 

 71 < Cp < 71 J 
durch (36) als Linearkombination von —e) (—x 

(ß = o, 1, . . m — 1) darstellen ; die Güte der Approximation 

ist bei geradem m durch (37) beschrieben. 

4. Hilfssätze über Laguerresche Polynome lßf~mfy) mit b = b(y): 

Die in der Entwicklung (36) des Konvergenzfaktors CN (x el<t) 
auftretenden Laguerreschen Polynome des Typs L^~~m) (y) 

(b G C, y G C; m -f-1 G IV) besitzen nach (6) und (1) die Integral- 
darstellung 

(0+) 

(39) (y) = -£■ J (1 + tß t1 dt- 

sie sind also Entwicklungskoeffizienten der erzeugenden Funk- 

tion 
OO 

(40) f{t-y,b) = e->‘{i +0*= XL.y-»fiy)t» (|/| < 1) 
/* = 0 

und hängen für y > o und b > o mit den in der Statistik vor- 

kommenden Poisson-Charlierschen Polynomen 

Pm (fi) ■ = b~^ (ml)T Ll~m) (y) 

(vgl. z. B. Szegö [25]) zusammen. 

Mittels logarithmischer Ableitung der erzeugenden Funktion (40) 

nach t ergibt sich der (auch für numerische Zwecke nützliche) 

Hilfssatz 3 : Die von y G C und b G C abhängigen Laguerreschen 

Polynome (y) genügen der Rekursionsformel 
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(41) (;» + 1) (y) = (b y m) Z*—> - 

-yL«~? + 1) (y) 

mit den A nfangswerten 

(m > 1) 

(41') 

Z<«(y)= = 

2Z<i~2>(y) = (3-y)2-^ 

6 Z3 —3)(y) = (b — yf — 2(Z — y)2 — (£ + 2y)(Z — y) + 
+ 2b, .... 

Durch vollständige Induktion nach dem Grad folgt aus (41) mit 

(41') im Sonderfall b = y für L^~m) (y) als Polynom in y 

Hilfssatz 4: 

(42) Grad L^~m) (y) <[^\, 

(42') Grad 'lk'> (y) = k (m = 2 k). 

Für 

(43) b — \y — C 

ergibt sich aus (40) 

/(t\ y — Ç,y) = e~yt (1 + y (1 + t)~( = 
= f(t\y, y) (1 + t)~l 

und hieraus durch Reihenmultiplikation die für die nachfolgen- 

den Aussagen grundlegende Beziehung 

(44) LG~C-m) (y) = f 

Aus (44) und Hilfssatz 4 zusammen folgt sofort 

Hilfssatz 5 : Für beschränkte f gilt für y —► 00 

(45) ^-c“">(y) = o(^) 

und 

(46) y = o (zk-^^cy)) (« = 2A), 

zz. zw. gleichmäßig in Ç. 
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Im folgenden sei nun Ç = £ (y), und es werde mit Konstanten 

Q (o < ß < l) und M > o in einem Winkelraum IF der y-Ebene 

(47) ç = f (y) = I (y) +1 v (y) '■ = ® O') y® (£. »/ G 

gesetzt mit 

Iw (y) I < il/ (ß = o) 

(48) ■ o) (y) 4= O für \y \ > y0 (o < ß < 1) 

tu (y) = o (l) für y —> 00 (o < ß < l). 

Dann läßt sich (44) für |£ | > <5 > o umschreiben in die Form 

c-") oo=y"e r I b)] 
/i = 0 1 

(44') 
[C co-'y-T' y-T (2e-1) 

4/ v2 L2J >-  
(m—n)\ 

Aufgrund von Hilfssatz 4 und den Voraussetzungen über die 

Hilfsfunktion <x> = co (y) ist der Ausdruck in der geschweiften 

Klammer für y —* 00 in W beschränkt, falls 

IC (y) I = I w (y) yQ | > <5 > o 

ist. Ferner gilt für 1 < (i < m — 1 

y~ (2 I-TJ) (CO (yj)m~^ = o (1) (4/ —*■ 00; y £ IF). 

Dies und Hilfssatz 5 führen auf 

Hilfssatz 6: In der Bezeichnung von (47) und (48) gelten für 

y -*• 00 (y G W) : 

4rt-2i) (y) = <?(/) 
(49) 

(50) Ztv-C-2^-1! (j) = 

y* = o(^re_2*)(y)), 

o (y4) 

(° < e < i 

(9 = o) 

o(yk+e) (o <5<T) 
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und 

(50 4rc—000 = 0(yme [«o00]") (-7 < e < *)■ 

Diese Wachstumsaussagen sind entscheidend für die nun folgende 

Herleitung asymptotischer Entwicklungen für den Konvergenz- 

faktor CN (x e'*). 

5. Asymptotische Entwicklungen für CN(xd*): Für die nachfol- 

gende asymptotische Untersuchung ist es vorteilhaft, die Dar- 

stellung (36) des Konvergenzfaktors CN (xd*) bei geradem 

m = 2 k in die Form 

(SO CN(xeiv) = Z {(2 x)[ A2X (a — c+ l,N, (p) x~~x 

x = 0 

L^x
a-N-ZK) (— xd*) + 

(2y. + i)! A2tl+1 (a — c+ 1, N, 90) x~~x~1 

L(
2KX\

N
~^~

X) (- + DN^k (xd*) = : 

= : Z — c + 1 ,<p; N, —xd*) + DN2k (xd*) 
x=0 

umzuschreiben; dabei bezeichnet in Bx(a, a — c -p 1,95; N, 

— xd*) das erste Argument den Parameter a der Laguerreschen 

Polynome und das zweite den Parameter (a — c -j- 1) der Koeffi- 

zienten A (a — c + 1, N, cp). Weiter setzen wir in der Restab- 

schätzung (37) für DN 2k (xd*) 

(53) y : = — \x\ cos (& + cp) (|#|<-^; 

(54) N: = —y + £* — a, 

wobei I C* I < I C| und £ = £ (y) die Forderungen (47), (48) er- 

füllen soll. 

Die Abschätzung (37) geht in dieser Bezeichnung mit einer ge- 

eigneten von y, ■& und 9? unabhängigen Konstanten Sk über in 
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(55) IDNt th (xS*) I < Sk y-** I (y) \ 

(l# + 91 < -j- <5; y ^y<> < o). 

da ja, wie die Ersetzung von £ durch £* in (44') zeigt, die Aus- 

sagen der Hilfssätze 5 und 6 auch für £* statt £ gelten, wenn 

I C* I I C I = |£(_y)| ist. Hiernach ist dann bei dem nachfolgend 
beschriebenen Grenzübergang 

(56) DN ok{xe"e') 

0(y ') (o < e <4) 

o &-«•-«'(» wn (4 <e <1), 

wobei der Fall des Hilfssatzes 5 durch Q = o miterfaßt wird. 

Im folgenden wird nun für (x, N) —* (00, 00) ein verallgemeiner- 

ter Grenzübergang (vgl. Herrn. Schmidt [20], S. 631, und Nö- 

beling [15]) in F X N, wo F die Riemannsche Fläche von 

log x bezeichnet, bezüglich des Rasters 

(57) R: = {Ua\a> o} 

in F X IS durchgeführt. Es sei 

a) für I ô [ < si 

N= \x\ — a + £*, |£*| < I C I, 

ß) zur Erfassung von [ # [ < mit einem in | cp | < n zu wählen- 

den Parameter cp — y (ff) 

N = \x I cos (& -\- cp) — a -\- £*, [ £* [ < | £ |, 

-^+ô-<p<ff<^-ô-'P[o<ô< if), 

wobei C äfe« F07'derungen (47), (48) genügt und 

i\x\ i7n Fall a) 

I [,r I cos (# -f- 99) im Fall ß) 

£/0= {(1*1««,^)!—J/XT}. 

dann ist 

(57') 

zh/,- 



io8 Ludwig Neckermann 

Ferner sei für y —*■ 

die Definition 

(58) 0*00 : = 

— 00 eine Skala {@x(y)} vorgegeben durch 

(» = 0,1,2,...) 

(üj(y)Y* < e < 1). 

(56) besagt dann: 

(59) DN 2x(xeiv) = O (0* (y)) bezüglich R. 

Zusammen ergibt sich aus (52) und (59): Der Konvergenzfaktor 

CN(xe"p') gestattet bezüglich des Rasters R und der Skala 

{0X(y)} die verallgemeinerte asymptotische Entwicklung (vgl. 

Herrn. Schmidt [20], van der Corput [4], Erdélyi - Wyman 

[7]) 
OO 

(60) CN{xe,r) ~ Bx(a, a — c + 1, q>\ N, — xe,ip) 
x = 0 

|j#| = |arc.r | < ~ , | qo j < n, |# + <p | < ^ — (5, 

o<ö<~) (Fall ß)) 

bzw. 
OO 

(60') Cjf(\x\) ~ 27 Bx(a, a — c + 1 , — D]N, — \x\) 
x = 0 

(|0| < n) (Falla)). 

Im letzteren Fall gilt auch für die Funktionen Bx (a, a — c -f- 1, 

—N,—\x\) aufgrund der Hilfssätze 5 und 6 für \x\—*00 

eine zu (59) analoge Wachstumsaussage, nämlich 

(61) Bx(a,a — c + l, — ■&] N, — |*|) = O (0„ (— |*|)). 

Die asymptotische Entwicklung (60') geht somit speziell in eine 

asymptotische Entwicklung mit beschränkten Koeffizientenfunk- 

tionen (vgl. Herrn. Schmidt [20]) der Form 

(62) dV(M) 

00 

~ Z B* (a,a — c 
X = 0 

+ 1, — ■&; N, — [ x |) <PX (— | x |) 
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mit 

(63) B* (a, a — c + l, — N, — \x\) — 

= «&*(—\x\))-' Bx(a,a-c + x,~V-N,-\x\) 

über, u. zw. bezüglich des durch (57) im Fall a) definierten 

Rasters R und der durch (58) erklärten Skala {&x (—|*|)}. 

Hierin läßt sich übrigens im Fall o < Q < — wegen (42') und der 

Hilfssätze 5 und 6, wenn der Koeffizient A2x (a — c -f- x, N, —■&) 

4= o ist, mit einer geeigneten Konstanten M* auch eine Ab- 

schätzung nach unten 

o < M* < I B* (a, a — cf- 1, — N, — | * | ) | 

angeben. 

Abschließend sei hier noch darauf aufmerksam gemacht, daß 

sich auf Grund der Funktionalrelation (2) neue asymptotische 

Entwicklungen für den Konvergenzfaktor ergeben, die aus den 

hier abgeleiteten (60) und (62) durch Ersetzung von a durch 

(a — c -j- 1) in den Laguerreschen Polynomen ) 

(—xe,r) und von (a — c -j- 1) durch a in den Koeffizienten 

— c + 1, N, cp) hervorgehen; diese sind demnach bezüglich 

des Rasters R und der Skala {0X (_y)} durch 

OO 

(64) CN(xe,,f) ~ £ Bx (a — c + 1, a, cp; N,—xeiv) 
x = 0 

( I $ I < > I^ ^I < Y — <5. \<p \ <n, o < ô < y) 

und 

(65) CN(\
x\) ~ X (a — c+ 1 — |jt|) 0X(—1*|) 

(|l?| < TT) 

gegeben. Auch sind dann in den jeweils zutreffenden Restab- 

schätzungen, wie etwa in (37), a durch (a — c -j- 1) und (a — c -f- 1) 

durch a zu ersetzen. 

Zusammenfassend haben wir als Ergebnis erhalten: 

Satz: Der dtcrch (12') für |$| = |arc*| < definierte 

Konvergenzfaktor CN (xe"f') (mit \ ê -j- cp | < und |q?| < n) 
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im Rest RN(x) gestattet bezüglich des durch (57) erklärten Grenz- 

übergangs imd bezüglich der durch (58) gegebenen Skala die 

asymptotischen Entwicklungen (60) und (62). Diese führen spe- 

ziell im Fall | $ ] < n auf die asymptotischen Potenzreihen (62) 

und (65). 

Zusatz : Fehlerabschätzungen für aus (66) bzw. (62) folgende 

asymptotische Darstellungen k-ter Ordnung ergeben sich aus (37) 

bzw. (37'); entsprechendes gilt für (64) bzw. (65) bei Ersetzung 

von a durch (a — cf- 1) in den Laguerreschen Polynomen und 

von (a— cf- 1) durch a in den konstanten Faktoren von (37) 

bzw. (37'). N und x sind dabei passend durch eine der Bedingmt- 

gen (54) zu koppeln. 

6. Bemerkungen : 1. Bei unserem Grenzübergang ist in der 

Darstellung (12') des Restes RN(x) nach dem soeben hergeleite- 

ten Satz der Konvergenzfaktor CN(xe"p) beschränkt; weiter gilt 

auf Grund der Stirlingschen Formel bei der Wahl N = 

\x\ (cos (ß + ?>) + ö( 1)) für \x\ —> co in (54) für den in (12') 

auftretenden Faktor 

(ä)N(a c Ar l)y ^„ — N _ Q —[1 + log(cos(0 + ç>))]iV^ 

für Al —*■ co. Es ist also in diesem Fall 

(66) RN(X(N)) = 0(e~11
 + I°S(^(ö+?>))LV) 

für Al —00 ; (66) ist numerisch brauchbar, sofern 

(67) O < 1 + log(cos(# + <p)) < 1 

ist. 

Der Vergleich von G?[1 + loe<cos(<> + <P))]2V^ (jn (66)) unter der 

Bedingung (67) bei unserem Grenzübergang mit 0(x~N~~“) 

(in (5)) bei festem N für x —* 00 zeigt den Vorteil gegenüber der 

Ausgangsentwicklung. 

2. Die konfluenten hypergeometrischen Funktionen 

y1 — ¥(a, c, x) und y2 = ex lF(c — a, c, e~871 ' x) 

(mit e = 4- 1 oder e = — 1) sind linear unabhängige Lösungen 

der Kummerschen Differentialgleichung 
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xy" -j- (c — x) y' — ay = o 

bei beliebigen a und c\ für die Kummersche Reihenlösung gilt 

c, x) = 
eeani f (C) 

r (c—a) Vi + 
«>(«—r (c) 

—J\ä) 
y2 (i — c <$iV). 

Zur asymptotischen Untersuchung dieser in ;r ganzen Funktionen 

jFi(a, c, x) für x oo in einer Vollumgebung von co (speziell 

schon für reelle x) mit unserer Methode ist offenbar die Kenntnis 

von asymptotischen Darstellungen im obigen Satz in Winkelräu- 

men |arc;r| <27t-f-ö|o<(3<; vonnöten. 

Übrigens stellt der Rest RN (x) aus (4) eine partikuläre Lösung 

der inhomogenen Kummerschen Differentialgleichung 

dar, hängt also mit einem Sonderfall der von Babister ([3], 

S. 121 ff.) untersuchten Klasse von Lösungen inhomogener Kum- 

merscher Differentialgleichungen zusammen. 

3. Nach Fertigstellung der Arbeit ist das Buch von F. W. J. 

Olver über „Asymptotics and Special Functions“ (Acad. Press, 

New York-London, 1974) erschienen, in dem er sich im letzten 

Kapitel auch mit Restgliedentwicklungen im Fall des Exponen- 

tialintegrals und der konfluenten hypergeometrischen Funktion 

F(a, c, x) bei reellen a (> o) und c in | arc x\ < zr — <5 (o< ö<.n) 

befaßt, wobei er N — \x\ — £ mit beschränktem £ wählt. 

Abgesehen von diesen Einschränkungen für a, c, £ und arc ;r 

entspricht sein Verfahren zur Gewinnung von Restgliedentwick- 

lungen für einen zu (13) verwandten Konvergenzfaktor metho- 

disch anfangs dem hier benutzten. Bei Olver finden sich nicht 

die für die vorliegende asymptotische Untersuchung entscheiden- 

den Zusammenhänge der Entwicklungskoeffizienten mit hyper- 

geometrischen Funktionen und Laguerreschen Polynomen 

L{b
m~

m){y) (samt der hier stets angegebenen expliziten numeri- 

schen Fehlerabschätzungen) und die hier wichtige Untersuchung 

von m) (y) im Fall b = b(y) = y + o(y) (einschließlich der für 

numerische Zwecke nützlichen Rekursionsformel (41)). Statt 

8 München Ak. Sb. 1974 
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dessen werden in diesem Zusammenhang auftretende Integrale 

zumeist mit der Laplaceschen Methode bzw. dem Watsonschen 

Lemma asymptotisch untersucht. 
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