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Zur Konkretisierung kompakter Riemannscher Flächen 

Von Andrei Duma in München 

Vorgelegt am 6. Juli 1973 

§ 0. Einleitung 

Sei X0 eine kompakte Riemannsche Fläche vom Geschlecht 

g ^ 3 und / : X0 —► P1 eine Konkretisierung von X0 mit d Blät- 

tern, d. h./sei eine auf X0 definierte meromorphe Funktion, die 

jeden Wert genau d-mal (mit Vielfachheit) annimmt. Zwei Kon- 

kretisierungen /und h von X0 heißen äquivalent, falls auf X0 gilt: 

/ — ~)l^
b

d mit a, b, c, d £: ü, ad-bc 4= o. 

Im Jahre 1874 haben A. Brill und M. Noether |3| gezeigt, daß 

eine Riemannsche Fläche ,,im allgemeinen“ eine Konkretisie- 

rung mit m (g) Blättern besitzt, wobei 

m(g) = 

£ 3   falls g ungerade 

er _j_ 2 
—-— falls g gerade 

ist. 

Th. Meis hat i960 in seiner Dissertation \ ’] \ diese Behauptung 

präzisiert, indem er bewiesen hat: Jede Riemannsche Fläche vom 

Geschlecht^ besitzt eine Konkretisierung mit m(g) oder weniger 

Blättern; ferner ist die Menge der Punkte t des Teichmüller- 

Raumes Tg, deren entsprechende Riemannschen Flächen Vg t 

keine Konkretisierungen mit genau m^g) Blättern besitzen, in 

einer von Tg verschiedenen analytischen Menge enthalten. Für 

ungerades g besitzt Vg t sogar unendlich viele nichtäquivalente 

Konkretisierungen mit m(g) Blättern, wenn t außerhalb einer 

bestimmten analytischen Menge (=j= Tg) liegt. 

Wir ergänzen diese letzten Aussagen (Satz 38 und Satz 38 bis 

bei Th. Meis), und zwar geben wir eine Charakterisierung der 

analytisch-dünnen Menge Ag C Tg(t Ag dann und nur dann, 

wenn Vg t eine Konkretisierung mit m(g) Blättern hat). Ferner 
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88 Andrei Duma 

zeigen wir: Wenn g ungerade ist, ist T — Ag genau die Menge 

aller Punkte t £ T mit der Eigenschaft: Vg , besitzt uncndlich- 

viele nichtäquivalente Konkretisierungen mit m(g) Blättern. 

Offen bleiben die Fragen, ob A analytisch ist oder nicht und 

ob A für jedes g ^ 3 nicht leer ist. 

Ich möchte Herrn Professor Dr. K. Stein für die Anregung zu 

diesem Thema danken. 

§ 1. Bezeichnungen 

Sei W = (X —T* S) eine holomorphe Familie von Riemannschen 

Flächen vom Geschlecht g (in der Bezeichnungsweise von |7|) 

oder eine ,^-Kurve (in der Bezeichnungsweise von |5|). Xs be- 

zeichne die Faser von n über j £ A. Weiter bezeichne W = 

(K~^* Te) die universelle Familie von Riemannschen Flächen 
d 

über dem Teichmüller-Raum Tg (s. 12 J, 141, [5J). Mit ® IT be- 

zeichnen wir die d-fache Whitneysche Summe. 

Das Diagramm : 

d d 
® w—- ix ... x x = nx 11 i- 
AJ(S)—-Sx ... X 5 =ns 

ist dann kartesisch; dabei sei AJ (S) die Diagonale des d-fachen 

Produktes S' X ... X S'. Es ist 

A\S)=P,D‘j,(S) 

mit Dt, (S) : = |(J1, . . . , sj) £ n S : s, = s, 

d 

© W —> Ad
 (S) ä; S ist eine eigentliche und lokal lokaltriviale 

1 
Abbildung; wir werden deshalb im „Kleinen“ einen Punkt aus 
d 

© Wdurch (s, Plt . . . , Pd) beschreiben, wobei J © S und Plt . .., 

d+ 1 d 

PjE: Xs sind. Die Projektion II X —► II X, die die z-te Koordi- 
1 1 
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d +1 d 

nate „vergißt“, induziert eine 5-Abbildung cpi d : © W —► ® W. 
1 1 

Statt m(g) (bzw. 9’,-,*(*)) schreiben wir kurz w (bzw. 

Jeder Riemannschen Fläche A ist (trivialerweise) eine^-Kurve 

über einem einpunktigen Raum assoziiert, die wiederum mit X 

bezeichnet wird. 

0> Pt,... pd) e 0 w-, 
1 

d \ I d 

JF PA = r\, wobei mit — JF p. der Divisor bezeichnet 
i/l 1 

wird, der in den Punkten P- den Wert — 1 annimmt und sonst 

Null ist, und G(W, d,r):= (J F(JE, ^ r)- 
p r 

Da dim D ^ grad D -J-. 1 für jeden Divisor D gilt, ist 

Y[W, d,r) = 0 für r ^ d +2. 

Sei Aw die Menge aller Punkte î£5, derart, daß Xs keine 

Konkretisierung mit m Blättern hat. Statt Aw schreiben wir 

einfach A . 
Wir halten uns im übrigen an die „klassischen“ Bezeichnungen 

(s. z.B. 111, I5j, j71), z.B. bezeichnen wir für jeden Divisor D 

auf der Riemannschen Fläche X0 mit P (X0, &D) den Vektor- 

raum aller meromorphen Funktionen auf X0, deren Divisor grö- 

ßer oder gleich D ist. 

§2. Das Theorem 3.1 |5, I| zeigt, daß jede Behauptung loka- 

len Charakters über £•-Kurven nur für W bewiesen werden muß. 

Insbesondere sind Behauptungen lokalen Charakters über A 

F(W, d, r) und G(W, d, r) nur für W — Wg zu beweisen. 

Bemerkung. Es gilt für alle d und r: 

G(Wg, d,r)2\J <p~j G(Wg, d— 1, r). 
i = 1 

Satz 1. Ein Punkt liegt genau dann in A , wenn für alle 

2 r ^ m -f- 1 die Mengengleichung gilt: Im 

U vT1 G{Wg, m — 1, r) 
1=1 

Wir setzen F (IV, d, r) : = 
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90 Andrei Duma 

Beweis. Sei (j,Px, . .. , Pm) £G(Wg, m,r)mit dim |—- /hj = 

= r ^ 2. Falls dim (— £ F,) < r für alle k = i, ,m gilt, 
» + * 

ist die Inklusion 

m 

U r(Vf,s< 0-^)cr(F,„ 0_s*) 
.6 = 1 i * /S 

1 = 1 

strikt und deshalb gibt es eine meromorphe Funktion auf V 
m 

mit genau — £ P{ als Polstellendivisor, d. h. eine Konkreti- 
i = i 

sierung von V mit genau m Blättern. 

Umgekehrt sei s A \ dann gibt es eine Konkretisierung 

(Vg'S, h) mit m Blättern. Seien Plt . . . , Pm die Polstellen von h 

j;/>,.), d. h. (s, Pr,..., Pm) £ G(Wg, m, r). 

m 

Behauptung: (s, Px, . . . Pm) G 2," VT1 G(JVg,m — i, r). Sonst 

wäre z. B. (s, Ply . . ., Pk, . . ., PJ G G(Wg, m — l, r), d. h. 

dim r (Vgtl, ©_£/,,) = dim F (Vg l, <9_SPl) = r. Wegen 
* ■“ 1 * =4= Æ 

r (Vgt, Ç r (Vg't, 0_2P,) würde folgen: h hat keinen 
i'=M ’ ‘=i 

Pol (oder einen Pol kleinerer Ordnung) im Punkte Pk. Wider- 

spruch ! 

§3. Es stellt sich auf natürliche Weise die Frage, ob die Menge 

Ag für gewisse g leer ist. Ist m(g) ungerade (d. h. g — 4k oder 

g = 4>é — 1), so besitzen die hyperelliptischen Riemannschen 

Flächen vom Geschlecht g keine Konkretisierung mit m (jg)- 

Blättern, d. h. A4j(. =f= 0- Al4i_1 4= 0 (k > 1). Th. Meis gibt 

ein Beispiel (das analytische Gebilde von W3 = (Z — 1) • 

(Z—2) • (Z — 3) • (Z —4) • (Z — 5) ■ (Z — 6) • (Z — 7)), das 

zeigt, daß auch A6 =)= 0 ist. 

In diesem Zusammenhang beweisen wir folgenden Satz als 

Weiterführung : 

Satz 2. Es gibt eine kompakte Riemannsche Fläche vom 

Geschlecht^ (g = 6k ± i)> die eine 3-blättrige Konkretisierung, 

aber keine m(g)-blättrige Konkretisierung besitzt. Insbesondere 

ist Ag für g = 6k G 1 nicht leer. 

und r : = dim 
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Beweis: Man betrachte die kompakte Riemannsche Fläche 

R, die als analytisches Gebilde der algebraischen Funktion 

W3 = 
(Z 1) (Z— 2) {Z— r —2) (Z — r — 3) , ^ * 

(Z—r — 4)(Z—r—5) {Z— 2r— 2){Z— ir—3) ^ "" ' 

definiert ist. Die Verzweigungspunkte von R liegen über 1,2,..., 

2r + 3 und alle sind von zweiter Ordnung; mittels der Riemann- 

Hurwitzschen Formel errechnet man das Geschlecht von R : 

2r 4- 3 
g = - 2 — 3 + 1 = 2r+ 1. 

d Z 
Man setze: co0: = und für alle k = l, . . r: 

1 ^Z 2 TI / 1 dZ 
: _ (Z — r— 3 — A)- IV2’ œ*: = W ' a>i = (Z — r — 3 — k) IV 

Die folgende Tabelle zeigt die Null-(bzw. Pol-)stellenordnun- 

gen in den kritischen Punkten der für uns interessanten Funktio- 

nen und Differentiale: 

Fkt/Diff 1 < * < r + 3 

dZ 2 

Z—r—\—k o 

W 1 

co0 o 

w\ o 

1 

r + 3 + k r + 3 + / 

2 2 

3 o 
— 1 — 1 

4 
1 

o 

4 
4 

3 

00 

— 4 

— 3 
— 3 

2 

5 
2 

Es folgt, daß co0, , co^ für (/è = 1, . . r) holomorphe Diffe- 

rentiale sind. Sie bilden sogar eine Basis des Vektorraumes aller 

holomorphen Differentiale 1. Ordnung, da aus einer Relation: 

Z ’ "I + Z ßk ■ ul + y • co0 = 0 
i= 1 t=1 

folgt: ßk = o, weil m3 das einzige unter den betrachteten Diffe- 

rentialen ist, das über r + 3 + k keine Nullstelle hat. Da co0 

in 00 eine Nullstelle 2. Ordnung besitzt und alle co^ Nullstellen 
r 

5. Ordnung haben, folgt : y — o. Schließlich folgt aus Z at ‘ col = °> 
i = 1 

daß alle a.t verschwinden, weil co^ in r + 3 + ^ eine einfache 
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Nullstelle besitzt, die übrigen œ) aber in demselben Punkt eine 

4-fache Nullstelle besitzen. 

Wir zeigen, daß die Annahme der Existenz einer Konkreti- 

sierung f \ R —> Px mit m(g) = 2r 1 ^ = r -f- 2-Blättern 

einem Widerspruch führt. Sei « G ^ so gewählt, daß folgendes 

gilt: 

a) Über a liegen r -f- 2 paarweise verschiedene Punkte 

■^li • • • > Pr + 2 > 

b) {dZ{Pt), Z(/*,.), fE(P,.); * = l, . . ., r + 2} fl {o, oo} = 0. 

Man bezeichne mit <u(/>
1, . . ., Pr + 2) die (r + 2) X (2r -f- l) 

Matrix: 

il 1 1 

Ivf (Zx — r- 4) W\ ■ ' ■ (Zl-2r-3)Wl (Z1 — r — 4)W1 ' ' ' 
1 

(Z1 — 2r — 3)W1 

1 1 1 

w\ + 2 (Zr + 2 ^ 4) Wr + 2 (Zr + 2 3) ^r + 2 

1 1 

(■^r + 2 — 
r

 — 4) ^r + 2 (-^r + 2 
2,r
 3) ^r + 2 

wobei : = W(P^)> : = Z(P>) bedeutet. 

Die Existenz von /impliziert: 

(i) Rang . . . Pr+2) < r + 1. 

Wir erinnern auch an die aus dem Satz von Riemann-Roch 

abgeleitete Gleichung: 

dim £ A,aj = q + 1 — Rang co (Pti, . . ., PJ. 

Lemma 1 Rang 00 (Pv . . Pr + 2) ist gleich zu dem Rang 

folgender Matrix: 

1 Zj z* ... zrx w1 w1 z1 ... w1 zp1 

aA - 

1 Z2 Z^ 

1 ^r + 2 Zr+ 2 

ZZ W9 W9 Z9 

zr
2
+2 w;+2 fPr+2zr+2 

—1 w2 zr
2 

wr+2z-r+\ 
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Beweis : Für i = 1, 2, . . r + 2 multipliziere man die Zeile i 

mit Wf. Für jedes j = 3, . . r + 2 (bzw. k = r -j- 4, . . 

2r + 1) subtrahiere man aus der y'-ten (bzw. /Ften) Spalte die 

(j—i)-te (bzw. (k—i)te) Spalte. Für jedes 7 = 4,. . ., r + 2 (bzw. 

k = r 2r+ 1) subtrahiere man aus der 7-ten (bzw. 

k-tzn) Spalte die (J—i)-te (bzw. (k— i)-te) Spalte und jede 

neuerschienene Spalte teile man durch 2, usw. Man erhält nach r 

solchen Schritten die äquivalente Matrix: 

!  I i  W,  —  
Zx — r — 4 (Zx — r — 4) (2i — r— s) " 

1 Zy—r — 4 

   
(Zi — r — 4) ■ • ■ (^1 — 2r — 3) 

,  !   1  u/ ^ 
Z2—r —4 (Z2 — r — 4) (Z2 — r — 5) 

2 Zï—r — 4 

   
(Z2 —r —4) . . . (Z2 —2z-—-3) 

, 1 1  IZ  ,Kr + g  
Zf+2 — r 4 (Zr+2— ?" 4) (Zr+2 r 5) Zf+2 r 4 

 IFf+ü  
(Zf+ 2 — r — 4) . . . (Zf+ 2 — 2r-3) 

r 

Durch Multiplikation der z'-ten Zeile mit IT {Zl — r — 3 — /) 

und durch geeignete spaltenweise Subtraktionen erhält man das 

gewünschte Ergebnis. 

Wir untersuchen jetzt die allgemeine Verteilung*) der Werte 

Zlt . . ., Zr + 2. Unter diesen Werten mögen die folgenden, aber 

keine weiteren Gleichungen bestehen: 

■^f+i — Zs+2, -^J+3 — Zs+i, . . ., Zs + 2p_1 — Zs + 2p 

7 — Z — Z Z — Z=Z 
^s + 2p+l — ^s+2p+2 —'■^'J+2^+3’ • ' ■> -^r — -^f + 1 2.**) 

Der Rang der Matrix eA ist zunächst gleich 2p plus dem Rang 

der Matrix: 

* bis auf eine Permutation! 

** Die Fälle: a) J = r + 2 b) j + 2/ = r + 2 c)p = o sind nicht ausge- 

schlossen. 
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1 Z, 
1 z2 

Zr~p W1 

zrfi w2 

W1 . Zp^-1 

Wa . Zp^-1 

Z, 

Z. J+2/J+1 

1 Z s + 2fi+2 

1 Z, r+2 

zr W' 

w. 7'—fi 

^J + 2J> + 1 "J + 2J> + 1 

7r—P W 
'-'1 + 2P+2 tys+2p+2 

y—P 
^r+ 2 W. r+ 2 

W, 

w. s + 2p + 1 

W. s+2p + 2 

W. r+2 

Zr-p-l 

y—fi—1 
z's+2fi+l 

7 
^ s + 2p—1 

7r P 1 
Zjr+ 2 

Ferner ist er gleich zu 2p -}- — (r 4~ 2 — s — 2p) plus dem 

Rang der Matrix: 

1 Z, 

1 z2 

Zr^ p (1/3) ’ (r ”t 2 1 2p) 

7'—p—(1/3) • (r + 2 — s — 2 p) 

27—p — (1/3) * (r + 2—s — 2 p) 

W2 Zrpp~p ~<1/3) ' (r + 2 — j — 2^) 

1 z. 
Zr—p — (1/3) • (r + 2 — s — 2p) 

J7 Z'~ p — (1/3)-(r + 2 — s — 2p) 

a) Ist^> P l, so folgt: r—p—(1/3)-(>4-2—•? — ip) ^ 

j— 1 und dadurch enthält unsere letzte Matrix eine Vander- 

mondesche Determinante j-ter Ordnung, d. h. 

Rang oZL — 2p 4--j-(V+2 — j — 2p) -f- J = 

daraus folgt : 
3 
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dim (— 'z = r + 2 + 1 — Rang co (Px, . . ., Pr + 2) = 

r + 2 — 2/ — j. , 
=    h 1 ; aber 

1, 2 — Z, S + 2P + 1 Z- I-2P + 1 z—z. S + 2P+7 ’ Z—Zr ’ /— ß 

I 
r+Z
 \ ■ 

sind dim I— Z P,J + 1 linear-unabhängige Funktionen auf R, 

die höchstens in Plt . . Pr+1 Polstellen i. Ordnung haben! (Ist 

s = o, so verläuft unser Beweis genauso, nur wird ein Schritt 

weggelassen.) 

bx) Gelten^ — o und s =j= r -j- 2, so folgt: 

r—p — (1/3) 
-
 (r+ 2— J — 2p) = r— (1/3) (r+ 2—s) > J- — 1 

und wiederum ist der Rang von “B gleich J, d. h. Rang oA = 

= Rang co (Plt Pr + 2) = y • (r + 2 — s) + Rang 2 = 

= y (2^+4 + J)- Es folgt: 

(2) dim (-1%) = r + 2 + x - 2r+P±s- = Ï±Z=L + r. 

Die Existenz von 

1 1 

r -f 2 - 
+ 2 Funktionen 1, 

Z — Zg+i 

-Zs + 4 ’ Z — Z,+ 7 ’ • • •’ Z — Zr ’ / —— widerspricht (2). 

b2) J = r -(- 2 ist die letzte Möglichkeit (d. h. alle Zt sind paar- 

weise verschieden). Wir zeigen, daß Rang oA — r-f-2 gilt, was 

jedoch (1) und Lemma 1 widerspricht. Wäre Rang cA ungleich 

r -\- 2 (d. h. Rang oA = r -j- 1), so gäbe es a0, . . ., ctr E <1 mit 

wi = Z v-j Z1i für i = 1, 2, . . ., r -f 2. 
j = 0 

Es gibt zwei Möglichkeiten: 

I. a2 = . . . = ar+2 = o, d. h. Wt = ccg + cc^i für i = 1,2,.. ., 
r +2. Dann hat die Funktion ^ = JE—(a0 -f- axZ) eine Ord- 
nung ^ r -(- 2 ; aber über 00 liegen vermöge h nicht mehr als 

3 Punkte, weil gilt: {Q: h (Q) — 00} = {Q : w (0 == 00 oder 

Z(0 = oo} = {Q: W(0 = 00}. 

Widerspruch ! 
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II. Es gibt ein v ^ 2 mit aB =j= o. In diesem Fall ist der Rang 

von aA gleich r -f- 2, da durch elementare Transformationen eine 

Vandermondesche Determinante erscheint. 

§4. In I 7 I sind verschiedene Ergebnisse über G(Wg, d, 2) 

enthalten. Viele von ihnen lassen sich verallgemeinern für 

G(IV, d, r) (2 ^ r ^ d + 1); die Beweise laufen oft analog; auf 

einige von ihnen werden wir verzichten. 

Satz 3. Sei X0 eine kompakte Riemannsche Fläche vom 

Geschlecht^ und d eine natürliche Zahl zwischen 2 und g. Dann 

enthält G(X0, d, r) keine isolierten Punkte. Außerdem liegt die 

Menge der Punkte von F(X0, d, r) mit paarweise verschiedenen 

Koordinaten dicht in G(X0, d, r). 

Der Beweis ist denen der Sätze 29 und 34 | 7 | ähnlich und 

stützt sich im wesentlichen auf die Tatsache, daß jede konkrete 

Riemannsche Fläche nur endlich viele Verzweigungspunkte be- 

sitzt. 

Sei Q das Geradenbündel der relativen Differentiale der uni- 

versellen Familie Wg, dessen Beschränkung auf V s für jedes 

j G Tg das Geradenbündel der holomorphen Differentiale über 

V darstellt (in | 5, VII | mit bezeichnet). Nach | 6 | 

existieren zu jedem Punkt s (P Tg eine Umgebung U © s und 

U-Schnitte wlt . . . , w des Geradenbündels üg, so daß für 

alle s' G U die Beschränkungen von wx, . . . , wg auf jedes Vg y 

eine Basis des Vektorraumes der auf V, ,■ holomorphen Diffe- 
d 

rentiale bilden. In jedem Punkt (s, Plt . . . , Pd) aus © Wg gibt 
1 

es eine Umgebung U © |© P)|, so daß w{ = f^d 1y gilt, wo- 

bei Xj die Koordinate auf U, und f- eine auf Uj holomorphe 

Funktion ist. 
d 

Sei Dr d die Teilmenge des Raumes © W , die aus allen 
1 

Punkten (s, Plt . . . , Pd) mit folgender Eigenschaft besteht: Es 

gibt eine Zerlegung der Menge {Pv . . ., Pd): P}i l = . . . = 

■■■’ Pj„! = ...= Pj„k, mit PJgfX =j= PjßA für alle « 4= ß und 

E ki = r + q — 1. 
i=\ 
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Sei G'(Wg, d, r): = G(lVg, d, r) ©j Dr d. Dann gilt wie im 

Hilfssatz 1 I 7, S. 37 I : 

Lemma 2. Der Punkt (s, Q) = (s, Qlt . . . , Od) liegt genau 

dann in G'(Wg, d, r) P © |© f/ jj, wenn die Matrix 

F (s, Q) '■ = (fij (s> Qj))ij höchstens den Rang d — r + i hat. 

Unmittelbar folgt: 
d 

Korollar. G'(Wg, d, r) ist eine analytische Menge in © IVg. 
1 

Satz 4. G(Wg, d, r) ist eine analytische Menge. 
d 

Beweis. Man beweist (s. | 7, S. 40 |), daß G(Wg, d, r) in © Wg 
1 

abgeschlossen ist. Sei G" (Wg, d, r) die Vereinigung der irre- 

duziblen Komponenten von G'(W , d, r), die in keiner der 
d 

Mengen DL (Vg) P (© Wg) enthalten sind. Nach Satz 3 folgt 
1 

G" (Wg, d, r) 2 G(Wg, d, r). Da die Punkte aus G"(Wg, d, r), 

die in keiner Menge Dfj(Vg) P |© w\ liegen, in G(Wg, d, r) 

enthalten sind und eine dichte Menge in G"(W , d, r) bilden, 

folgt nach der obigen Bemerkung: G"(W , d, r) Ç G(W' , d, r), 

d. h. G(JVg, d, r) = G" (Wg, d, r). Q. E. D. 

Bemerkung. Aus G(W , m, m)s — 

folgt: G(Wg, vi, m + i), = 0. 

m 

U V?G(Wg, i — 1)! 

/ Denn sei (s,Plt . . Pm) aus © lVgmh dim I 

O.E.d.A. kann man alle P£ verschieden voraussetzen. Man 

wähle k so, daß dim |— £ /bj = ?n gilt. 

E p,\ = 
m+ 1- 

Sei gv . . .,gk, . . -,gm + 1 eine Basis von T (Vg s, ö_ £ A und 
' i*i I 

gt erweitere dieses Basis zu einer von r £ P(j. Für ge- 

eignete . . ., At, ■ ■ ., AOT + 1 hat die Funktion £ gk nur 

i 4= k 
einen Pol (und zwar in Pk). Aber g ist ^ 3. Widerspruch! 
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Aus dem Beweis des Satzes 34 | 7 | erhält man den folgenden 

Satz: 

Satz 5. Die Punkte von F(X0, d, r), die nicht auf einer der 

Menge 7?L(W0) liegen, bilden eine dichte Teilmenge von 

G(X0, d, r) für alle 2 ^ r ^ d -f- 1. 

Wegen G(Wg, d, r) = G(Vgs, d, r) folgt aus den Sätzen 

3 und 4: ,Er' 

Satz 5.* G(W , d, r) enthält keine isolierten Punkte; die 

Punkte aus F(Wg, d, r), die nicht auf Ddj (Vg) P |® Wgj liegen, 

bilden eine dichte Teilmenge von G(Wg, d, r). 

In dem nächsten Satz bringen wir eine Abschätzung der Di- 

mension der Mengen G(Wg, d, r) (vgl. | 7, Satz 36 | für den Fall 

r = 2). 

Satz 6. Sei W = (X -F+ S) eine ^-Kurve, 2 ^ d ^ g und 

2 ^ r ^ d + 1. Wenn T reduziert und reindimensional ist, gilt 

in jedem Punkte (s, Pv . . . , PJ) aus G(W, d, r): 

dim G(IV, d, r) ^ d— (r— 1) (g -f-r— d— 1) -f- dim A. 

Insbesondere gilt für die Riemannsche Fläche X0 vom Ge- 

schlecht^ in jedem Punkte: 

dim G(X0, d,r)'^- d — (r — 1) (g -\-r — d — 1). 

Beweis. Wegen Satz 5* müssen wir diese Ungleichung nur 

für die Punkte (s, Pv . . ., Pd) aus F(JV, d, r) zeigen, die auf 

keiner Menge Dd
{j (Vg) P j© Wj liegen. Sei U © j© £/j eine 

Umgebung von (s, Plt . . Pd) wie im Lemma 2, derart, daß 

für jeden Punkt p Q) = p Qlt . . ., Qd) aus F(W, d, r) P 

© I ® pjj , der nicht auf einer der Mengen Dd
{j (Vg) P 

I© Wj liegt, gilt: 

r = dim /— ö,j = d + 1 — Rang f p Q). 
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Es folgt: Es gibt eine Unterdeterminante A von J* (s', Q) 

mit d + 1 — r Zeilen und Spalten, die im Punkte (j( Q) nicht 

verschwindet. Die Menge aller Punkte (s', Q) aus U © (® £/,-) 

mit dim (— Q{) ^ r stimmt mit der Menge der Punkte 

(s', Q) mit Rang (s', Q) ^ d -f l — r überein und weiter mit 

der Menge der Punkte, in welchen alle Determinanten ver- 

schwinden, die aus Zl durch Erweiterung mit einer der übrigen 

Zeilen und Spalten gebildet sind. Diese Anzahl ist aber (r— 1) 
d 

(g -\-r—d— i). Die Whitneysche Summe 0 W hat in jedem 
1 

Punkte die Dimension d -)- dim A. Nach einem elementaren Satz 

folgt: dimG(W, d, r) > d + dim M— (r— l) (g -j- r — d— l). 

Bemerkung. In jedem Punkte von G(W,d,r) ist die Di- 

mension > 1 ; deshalb bringt der Satz 6 eine tatsächliche Ab- 

schätzung nur für d — (r — l) (g + r — d — l) ^ 1, d. h. nur 

mr 2 <, < VEES±I2Eh=i±sL + 

§ 5. Sei g ungerade; für jedes s G Tg außerhalb einer analyti- 

schen Menge (=(= T) besitzt V unendlich viele nichtäquiva- 

lente Konkretisierungen mit m Blättern | 7 |. Eine Verschärfung 

dieser Aussage ist: 

Satz 7. V besitzt unendlich viele nichtäquivalente Kon- 

kretisierungen mit wz-Blättern dann und nur dann, wenn s nicht 

in Ag liegt. 

Beweis. FürxG Ag gibt es keine Konkretisierung von Vg s 

mit »z-Blättern. Wenn r nicht in A liegt, gibt es mindestens 

eine Konkretisierung mit m-Blättern, z. B. h \ Vg s-+P1. Laut 

Satz 5* kann man o.E.d.A. annehmen, daß der Polstellendivisor 

von/z—{P1,. . . , Pm} — nicht auf einer Menge D^(V^) P] |® fuj 

liegt, also sind Plt ... , Pm paarweise verschieden. 

Dann ist (s, Px,. .., Pm) aus G(Vg s, m, 2), und in diesemPunkte 

ist dim G(Vg s, m, 2) > 2 - —g— 1 = 2. Sei U ® | ® u\ 

eine Umgebung von (s, Px, . . . , Pm), die keine der Mengen 



lOO Andrei Duma 

K- (Vg) trifft. Dann ist die Menge {(>', Q± QJ £ ^ ® 

0 : h{Q\) = ... = = : B eindimensional, und des- 

halb gibt es für jedes (s', Qlt . . ., Qm) aus G(Vt, m, 2) P| 

i= 1 

U 0 0 WAl — B eine meromorphe Funktion f mit Polstellen- 

divisor Qlt . . ., Qm. Dann ist eine Gleichung: h = ^ mit 

ad — be ^ o unmöglich, da nicht alle g(QA mit gleich sein 

dürfen usw. O.E.D. 
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