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Einbettung des relativen Wolffhardt-Raumes 

Von Klaus-Werner Wiegmann in München 

Vorgelegt von Herrn Karl Stein am 4. Februar 1972 

Es sei X ein fester komplexer Raum, reduziert oder nicht, Ox 

die Strukturgarbe von X. Eine Unter Struktur auf X ist eine 

Garbe Ö C Ox von Unteralgebren, so daß auch (\X\, Ö) ein 

komplexer Raum ist. Supp(0_y/Ö) heißt der Träger von Ö, das 

ist eine analytische Menge in (|JV|, Ö), weil Oleine kohärente 

Ö-Modulgarbe ist. Die einfachsten Unterstrukturen auf X sind 

solche mit einpunktigen Trägern. Ist etwa # £ X und m(x) C Ox 

die volle Idealgarbe der analytischen Menge {x} C X, so erhält 

man für jedes r £ N eine Unterstruktur C + tn(x)r (Z Ox mit 

Träger {x}; denn ist der Halm m(x)x = f\ • 0Xx + . . . + 

+ A-ox,x, so definieren in einer Umgebung U vonr die Funk- 
tionskeime. . ,fie (ix, . . ., ie E {1, • ■ -, k}, g£{f,..., 2 r— 1}) 

einen Isomorphismus des geometrischen Raumes (U, C + m(;>r)r| U) 

auf einen abgeschlossenen Unterraum eines Polyzylinders im 
2 r—1 

C”, n \ = v ^ + 
e = r 

Andererseits folgt aus dem Hilbertschen Nullstellensatz, daß 

zu jeder Unterstruktur Ö auf X mit Supp (Ox/Ö) = {x} ein 

r G N existiert, so daß C + m(x)r C Ö C Ox gilt; denn a : — 
- AUTIQ (Ox\Ö) C Ox ist eine kohärente Idealgarbe mit {x} als 

Nullstellenmenge; außerdem hat man a C Ö. Deshalb definiert Ö 
einen endlich-dimensionalen komplexen Vektorraum Öx/C + 

+ tn(x)x C 0X'JC + tn(^. Es gibt sogar eine bijektive Bezie- 

hung zwischen den Unterstrukturen Ö von Ox mit Supp (Px/Ö) = 

= {x} sowie dimc(0XiJÖx) = k und den ^-codimensionalen 

Unteralgebren von : = 0Xx/C m(x)2i, d. h. man erhält 

eine analytische Menge in der Graßmann-Mannigfaltigkeit 

Grass^CiP2^) aller /Gcodimensionalen Untervektorräume von A(2i). 

Diese Tatsachen hat WOLFFHARDT [8] benutzt, um für reduziertes 

X die Menge aller Unterstrukturen mit festem Träger {x} zu 

einem universellen komplexen Raum W zu machen. Die Zu- 
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sammenhangskomponenten dieses Raumes sind die angegebenen 

reduzierten Unterräume solcher Graßmann-Mannigfaltigkeiten 

Grass^ZP2**), also projektiv-algebraisch. 

In [7] wird für beliebiges X mit Hilfe eines Satzes über Zwi- 

schenstrukturen [5] ein Modulraum Vx aller Unterstrukturen 

auf X mit Träger {x} konstruiert und gezeigt, daß für reduzier- 

tes X die Reduktion von Vx mit dem Wolffhardt-Raum überein- 

stimmt: Wx = Vx red w {Ox}. (Der trivialen Unterstruktur Ox 

entspricht ein isolierter und reduzierter Punkt in Wx.) Diese Kon- 

struktion wird in [6] verallgemeinert, relativiert bzgl. x E X. 

Nach [6, Satz 1] gibt es einen universellen komplexen Raum V 

mit einer surjektiven holomorphen Abbildung q : V —*■ X, so daß 

I V\ übereinstimmt mit der Menge aller Unterstrukturen Ö C Ox, 
für die gilt card Supp (OxjÖ) = 1 ; für Ö E | V\ ist Supp (Ox/Ö) = 

— {ÿ(Ô)}. Der Faserraum Vx von q : V —* X (bei festem x E X) 
stimmt mit dem Raum aus [7] überein. Die Konstruktion in [7] 

und [6] gibt keine Auskunft, ob Vxwieder projektiv-algebraisch ist. 

In dieser Arbeit wird nun gezeigt, daß jede Zusammenhangskom- 

ponente von Vx in eine Graßmann-Mannigfaltigkeit GrassiS(C'/) 

eingebettet werden kann. Diese Abbildungen Vx
c—> Grass*((X) 

hängen holomorph vom Punkt x E X ab. Es gilt : 

Satz. Es gibt eine abgeschlossene Einbettung über X von V in 

eine direkte Summe von relativen Graßmann-Mannigfaltigkeiten 

Gk (k E N), d. h. die Fasern Gkx von Gk—+Xsind von der Ge- 
stalt Grass4(C</). Insbesondere sind alle Vx, x E X, projektiv- 

algebraisch. — 

Beweis des Satzes 

Wie in [6] sei An (bzw. An/W) die Kategorie der komplexen 

Räume (über X), Ens die Kategorie der Mengen und 

V : (AnjX)° —> Ens der Funktor, den q : V —>■ X darstellt. 

V(qs : S —► X) ist die Menge aller Unterstrukturen S auf S X X, 
für die gilt: 

(a) prs : S X X —> S läßt sich über (S X X, S) faktorisieren. 

(ß) 0SxXIS ist S-platt. 

(Y) Supp(0SxXIS) = (ids, qs) (S)C Sx X. 
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Ist/: T —*• S ein Morphismus in An/A', so ordnet 

VQO : V(5) - V(T) 

jedem S G V(.S) die Struktur ST auf dem Faserprodukt T X s 

(S X X, S) zu. 

Ist Z : = X X X und / : Z —*• Af die Projektion auf die erste 

Koordinate, so ist die Diagonalabbildung A : X —* Z ein Schnitt 

von / und deshalb eine abgeschlossene Einbettung. Die zu A ge- 

hörende Idealgarbe J C Oz definiert für jedes r G N eine Unter- 

struktur 
Ojcn : = p 1Qx ~b J' C @z > 

vgl. [6, Hilfssatz 1]. Auch die Unterfunktoren 

Vw
(5 -* X) : = {S G V(S -> X) : S ist ein 05XxZW-Modul} 

sind darstellbar, und zwar durch abgeschlossene Unterräume V(r) 

von V (über X). 

Die Garben Ew : = 0Z/0Z(» sind wegen Supp(JEw) C A(X) ko- 

härente O^-Moduln. Ist V C Oy^x die universelle Unterstruk- 

tur, so ist nach [2, p. 58] oder [7, Satz 1] die Funktion 

U —N, ZM-* k(v) : = dimc(Ox?(e)/F{„} ?w), 

lokal-konstant, d. h. für k G N ist 

Vk : = {v G V : k(v) = i} 

offen und abgeschlossen in V, oder V = I I Vk. 
ie« 

Mengentheoretisch gilt nach [8, p. 556] Vi x C also: 

»ex 

d. h. ist ein offener Unterraum von 

Der Funktor Grass^ (E(r)) : (An/A')
0
 —*• Ens sei wie bei GRO- 

THENDIECK [3, n° 2] definiert: Grassk(E^) (S —*■ X) = Grass (E^) 

ist die Menge aller lokal-freien Ouotienten-O^-Moduln von 

E(p vom Rang k. Nach [3, Prop. 2.1] ist Grass^(E
w

) darstellbar, 

etwa durch einen Raum Grass^/JE^) —* X, dessen Fasern Graß- 

mann-Mannigfaltigkeiten sind: 

Grasst(E
(r))x = Grass* (JE£|), x E X; 

6* 
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dabei ist Efy = OxjC -j- tn(x)r, also ein endlich-dimensionaler 

komplexer Vertorraum, weil Supp(£^j) C {%} ist. 

Zum Beweis des Satzes genügt es also zu zeigen, daß für alle 

k E N eine abgeschlossene Einbettung Vk —* Gk : — Grass^E'2^) 

über X existiert. Vi(S —> X) : = HomAn/x(S', V^) definiert einen 

Unterfunktor Vk von Grass^E®^) ; denn : 

Kik) = osxxim\d(oSXxZ^XoSXxZ); 

ç S 
nach Definition von V ist VA(f>—> X) gleich der Menge aller 

•S E V (S ->- X), so daß gilt: 

dim c(0w,?s(j)/Sp},?s(j)) = k für alle î£5; 

Vk C V(2i) impliziert also S D Bild a5; nach [2, p. 58] oder 

[7, Satz 1] folgt aus (/?) und (y), daß 0SxX/S = Ef®/(S/Bild as) 

eine lokal-freie O^-Garbe vom Rang k ist. 

Es gibt also einen Monomorphismus Vt —► Gk in An/X, und 

diese holomorphe Abbildung ist eine abgeschlossene Einbettung. 

Beim Beweis wendet man ein Ergebnis von POURCIN [4, Prop. 1] 

an wie in [5]: Es sei G E Grassk(E®®') (Gdie universelle 

Quotientengarbe, 

G 
=
 G = 0CicXXjG, 

wobei 

OckY.xz = 0Ghy x Z) G D Bild(0Cjl;X YZ<!*>—*■ Oc,hYXz)- 

Die Menge aller g E Gk mit Gu} • Gw C G{<f} C Ox ist der 

Träger eines universellen (abgeschlossenen) Unterraumes von Gk, 

der nach Definition mit Vk übereinstimmt; q. e. d. . - 

Bemerkungen 

a) Grass(S(C‘/) ist die Mannigfaltigkeit aller (<Z-/£)-dimensionalen 

Untervektorräume des C^. Nach dem Beweis des Satzes gibt es 

für jedes abgeschlossene Einbettungen 
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mit d: = climc(0^/C + m (*)<?*>) und N: = (j—t) = (f)- Auch 

die Inklusionen Grass(t(C</) C P(C
JV

) hängt holomorph von 
* £ A ab. Man hat nämlich nach GROTHENDIECK [3, n° 2] eine 

abgeschlossene Einbettung 

GrasSi(J5
(2i)) - P ( A £(2i)) : = GrasSl ( A E<2*>) 

über X, und die Fasern von P(A E(2i)j —> X sind projektive 

Räume: p(AÊ(2i)L = P(Â^2f). 
b) Jede Zusammenhangskompomente von Vx (bzw. Vxred) ist 

in einem Vkx (bzw. Vixred) enthalten. Das bereits erwähnte 
Ergebnis von WOLFFHARDT [8] lautet: Für reduziertesXund jede 
Zusammenhangskomponente Vxvon E*, gibt es eine Einbettung 

Vx -* GrassA^') 

mit k : = dimc(OxJ\nd [v]tX), v E Vx, und 
d': = dimc(Ox = d + 1. Diese Aussage ist schwä- 
cher als in a); jede Projektion —» CJ induziert eine abge- 
schlossene Einbettung Grass^C^) —*■ Grassii(C</ + 1), vgl. [3, n° 2]. 
Mit hülfe der Methoden aus [8, p. 557] erhält man aber auch 

VXC Grassi(C</). 
c) Wie in [6, Satz 2] kann man zeigen, daß Grassi(E

<2*)) —* X 

und P(A E1-2*^ —>>• X lokal-trivial sind, falls X eine Mannigfal- 
tigkeit ist. 

d) Die Darstellbarkeit des Funktors Grass^,(E(r)) folgt auch 
aus dem (relativen) Theorem von DOUADY [1] (bzw. [4]). Ande- 
rerseits kann man mit Hilfe von [3, Prop. 2.1] die Existenz des 
(relativen) Wolffhardt-Raumes wie in [7] (bzw. [6]) beweisen ohne 
Verwendung der Ergebnisse über Zwischenstrukturen, die mit 
dem (relativen) Theorem von DOUADY gezeigt werden, vgl. [5]. 
Man benötigt nur den Satz von POURCIN [4, Prop. 1], also 
„Platitude et Privilège“ und keine banach-analytischen Räume. 
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