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Einfiihrende Bemerkungen (Ludwig Biermann)
zu der Vorlage der nachgelassenen Arbeiten von A. Wilkens
iitber die Bewegungen von Planetoiden

,,Zur Theorie der nahezu kommensurablen Bewegungen der
Planetoiden des Thule-Typus‘

und
,,Zur Stérungstheorie der Planetoiden des Hilda-Typus nebst
Erweiterung auf das System der groBen Planeten Pluto —
Neptun®’.

Zwischen den erdihnlichen Planeten und dem Jupiter bewegt
sich eine groBe Zahl von sogenannten kleinen Planeten, deren
innerste die Erdbahn noch schneiden, wihrend die Bahn der
julersten etwa mit der Jupiter-Bahn zusammenfillt. Die letz-
teren, die Gruppe der sogenannten Trojaner, bilden mit dem
Jupiter stets ein ungefdhr gleichseitiges Dreieck, d. h. sie gehen
dem Planeten entweder um etwa 60° voran oder aber sie folgen
ihm in diesemn Abstand. Die Theorie dieser Bahnen ist im Zu-
sammenhang mit dem Dreikérperproblem schon von Lagrange
behandelt worden, und ihre Stabilitit ist schon seit langem
bekannt.

Die Gesamtzahl der kleinen Planeten ist von der GroBenord-
nung 10°® (von denen 1%, bekannt sind), bei einer Gesamtmasse
von etwa 1/,4y der Erdmasse. Die mittleren Radien der meisten
diirften also nur von der GréBenordnung 10 bis 20 km sein, dhn-
lich den Kernen grofer Kometen.

Zwischen einem Sonnenabstand von etwas uiber 2 a. E. und
etwa 314 a. E. bilden die kleinen Planeten eine ziemlich dichte
Verteilung, die nur bei bestimmten Werten durch eine deutliche
Liicke unterbrochen ist oder aber einen Haufungspunkt aufweist.
Zur genaueren Beschreibung werden die Bahnen zweckmiBig
nicht durch den mittleren Abstand von der Sonne, sondern durch
ihre mittlere Bewegung charakterisiert, die fiir den Planeten
Jupiter fast genau 300 (genauer 299,13) Bogensekunden pro Tag

1 Miinchen Ak, Sb. 1972
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betrdgt.* Es zeigt sich nun, dall, wenn wir zunichst nach innen
gehen, bei dem Dreifachen dieses Wertes, 897 Bogensekunden,
eine ausgesprochene Liicke beobachtet wird (mittlerer Abstand
von der Sonne 2.5 a. E., Hestia-Liicke): Es gibt keinen bekann-
ten kleinen Planeten mit einer mittleren tiglichen Bewegung zwi-
schen 887 und 903 Bogensckunden; in den angrenzenden Inter-
vallen befinden sich z. B. jeweils drei kleine Planeten zwischen
903 und go4 Bogensekunden und 885 und 887 Bogensekunden,
etwa entsprechend der mittleren Hiufigkeit pro Bogensekunden-
intervall in der weiteren Umgebung dieser Stellen.** — Die nich-
ste Liicke befindet sich bei einer mittleren Bewegung von etwa
750 Bogensekunden pro Tag, dem 2%-fachen der mittleren Be-
wegung des Jupiter. Hier handelt es sich allerdings, ebenso wie
bei der nichstfolgenden Liicke bei etwa 700 Bogensekunden, das
sind 7/3 der mittleren Bewegung des Jupiter, nur um eine tiefe
Einsenkung der Verteilungsfunktion, nicht um das vollkommene
Fehlen von kleinen Planeten mit Werten der mittleren Bewegung,
die zu derjenigen des Jupiter kommensurabel sind. - Die niichste
Liicke befindet sich in der Umgebung derjenigen Stelle, bei der
die mittlere Bewegung das Doppelte derjenigen des Jupiter be-
trigt. Diese Liicke wird im allgemeinen als Hecuba-Liicke be-
zeichnet, nach einem kleinen Planeten, der mit 616 Bogensekun-
den pro Tag eine etwas groBere mittlere Bewegung besitzt. Uber
diesen Plancten gibt es eine Untersuchung von A.Wilkens, die
im Jahre 1960 als Abhandlung unserer Akademie erschienen ist
und deren Resultate zum Teil in den beiden Untersuchungen,
die ich heute vorlege, wieder mit verwendet worden sind. Auch
die Hecuba-Liicke ist in der gesamten Statistik durchaus auf-
fillig, obwohl es einen kleinen Planecten gibt, der fast genau die
doppelte mittlere Bewegung wie Jupiter hat.

Beim 114-fachen der mittleren Bewegung des Jupiter, also um
den Wert 450 Bogensekunden pro Tag, gibt es nun in der Folge

* Ein ganzzihliges Verhiltnis der Perioden oder der mittleren Bewegungen
bedeutet offenbar, daB die beiden Planeten nach einer kleinen Zahl von Um-
laufen wieder dieselbe gegenseitige Stellung einnehmen, so daB die gegen-
seitigen Stérungen im gleichen Sinn wirken kénnen (Resonanz).

** Siehe z. B. die Tabelle auf S. 163, Landolt-Bornstein, neue Serie Band
VI/1.
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der kleinen Plancten keine Liicke, sondern vielmehr eine Gruppe
von 14 kleinen Planeten, die Hilda-Gruppe, die simtlich Werte
zwischen 4435 und 454 Bogensekunden pro Tag besitzen. Die eine
der beiden heute vorzulegenden Arbeiten A.Wilkens’ bezieht sich
auf die Theorie dieser Gruppe. Die zweite Arbeit betrifft den Fall
der Kommensurabilitit von 4: 3, der bei den kleinen Planeten
durch den Planeten Thule mit 400,3 Bogensekunden realisiert
ist. Zwischen 444 und 308 Bogensekunden pro Tag (dem gréf3ten
Wert fiir einen der Trojaner) ist Thule der einzige Planet in die-
sem ganzen Bereich. Das Verhiltnis 3: 2 ist {ibrigens auch des-
wegen von besonderem Interesse, weil es zufilligerweise das Ver-
hiltnis der mittleren Bewegungen von Neptun und Pluto (der
eine Art dulerer kleiner Planet ist) wiedergibt.

A.Wilkens hat sich von Beginn seiner wissenschaftlichen Lauf-
bahn an fur die Theorie des Planetensystems interessiert; seine
bekanntesten Arbeiten gehoéren ja in dieses Gebiet. Auch nach
seiner Riickkehr nach Miinchen hat er wieder Themen aus diesem
Bereich aufgegriffen. Auch die in den beiden von F. Schmeidler
bearbeiteten Manuskripten dargestellten Untersuchungen, die ich
Thnen heute vorlege, werden wohl immer eine wichtige Ausgangs-
basis fiir weitere Untersuchungen {iber diesen Gegenstand dar-
stellen, obwohl Wilkens die Frage, warum im einen Fall eine
ganze Gruppe von Planeten auf anscheinend stabilen Bahnen
umliuft, wihrend in der Mehrzahl der anderen Fille von Kom-
mensurabilitit der Perioden tiefe Liicken in der Verteilungsfunk-
tion vorhanden sind, soweit wir wissen nicht mehr hat kliren
konnen. Die nachfolgende Vorbemerkung von Herrn Schmeidler
(Universititssternwarte Miunchen), der sich dankenswerterweise
mit groBer Sorgfalt der nachtriglichen Bearbeitung der nach-
gelassenen Manuskripte angenommen hat, enthilt auch eine aus-
fithrliche Zusammenfassung der Hauptresultate. L B



Vorbemerkung zu den beiden folgenden Aufsitzen
Von Felix Schmeidler, Miinchen

Die Originalmanuskripte der beiden nachfolgenden Arbeiten
wurden im Nachlal des am 27. 1. 1968 verstorbenen Professor
Wilkens gefunden und der Bayerischen Akademie der Wissen-
schaften iibergeben; aus schriftlichen Notizen von Herrn Wil-
kens ging hervor, daB er beabsichtigt hatte, beide Arbeiten in
den Schriften der Akademie zu verdffentlichen. Da es sich in
beiden Fillen offensichtlich um vorliufige Ausarbeitungen han-
delte, wurden die Manuskripte zunichst Herrn Kneissl und
Herrn Schneider (Technische Hochschule Miinchen) zur Be-
arbeitung iibergeben. Beide Herren muBten nach eingehender
Prifung aus Zeitgrinden die Aufgabe der Herstellung einer fir
den Druck geeigneten Formulierung des Textes ablehnen. Dar-
aufhin erkldrte sich der Verfasser dieser Zeilen auf Bitte der
Herren Schwab und Wellmann zu dieser Aufgabe bereit. Da-
bei war es mit freundlicher Zustimmung von Herrn Schneider
moglich, die von ihm bereits geleisteten Vorarbeiten zu benutzen.

Bei der Bearbeitung wurde der Text zunichst an einigen Stel-
len stilistisch gedndert. Weiter wurden gelegentliche sachliche
Wiederholungen ausgemerzt, zu deren Beseitigung Herr Wil-
kens nicht mehr die Zeit gefunden hatte. AuBerdem wurde die
Darstellung von entbehrlichen Weitldufigkeiten befreit und hat
dadurch, wie ich hoffe, an Verstindlichkeit gewonnen. Dal} mit
diesen MaBnahmen viele technische Arbeiten wie z. B. die Um-
numerierung fast simtlicher Gleichungen verbunden waren, ver-
steht sich von selbst.

Auch in der Sache haften den beiden Arbeiten noch einige
Unvollkommenheiten an. So hat Herr Wilkens in der Arbeit
iiber den Thule-Typus nicht mehr die Zeit gefunden, alle drei
Fille der Losung der entscheidenden Gleichung auszuarbeiten,
die die Exzentrizitdt als Funktion der Zeit angibt. Auch andere
kleinere Mingel dhnlicher Art sind stehen geblieben. Bewulit
habe ich es unterlassen, diese an sich erforderlichen Ergénzungen



Vorbemerkung zu den beiden folgenden Aufsitzen 5

von mir aus vorzunehmen. Fur das Verstidndnis des prinzipiellen
Gedankengangs sind sie nicht notwendig; wer aber andrerseits
die Grundidee von Herrn Wilkens fiir eigene Untersuchungen
anwenden will, wird die fehlenden Ausfithrungen mit leichter
Miihe ergiinzen kénnen. An den entsprechenden Stellen des Tex-
tes habe ich durch FuBnoten auf fehlende sachliche Uberlegungen
hingewiesen.

In diesem Zusammenhang scheint es mir niitzlich, mit kurzen
Worten den Grundgedanken der beiden Aufsdtze zu skizzieren,
der aus dem von Herrn Wilkens verfafiten Text nur durch aus-
fithrliches Studium gefunden werden kann. Sowohl im Fall des
Hilda-Typus (gendherte Kommensurabilitdt 3:2) als auch im
Fall des Thule-Typus (geniherte Kommensurabilitit 4: 3) wer-
den nur diejenigen Glieder in den Stérungsgleichungen bertick-
sichtigt, die von dem langsam verdnderlichen Argument { ab-
hingen; dabei ist im einen Fall { = 3/"—2/— &, im anderen
Fall { = 4/ — 3/— &. Die Koeffizienten der Terme in { wer-
den bis zum zweiten Grad der Exzentrizititen entwickelt. Es
werden also alle kurzperiodischen Stérungen und unter den lang-
periodischen Stérungen diejenigen vernachldssigt, die von den
dritten und hdheren Potenzen von ¢ und ¢’ abhingen. Unter die-
sen Annahmen kann eine Gleichung aufgestellt werden, die die
zeitliche Ableitung von e in der Form eines quadratischen Aus-
drucks in ¢ selbst darstellt; sie ist also eine Riccati'sche Differen-
tialgleichung. IThre Lésung ergibt die im Rahmen der Voraus-
setzungen strenge Darstellung der Exzentrizitit als Funktion der
Zeit. Die Differentialquotienten der iibrigen Bahnelemente wer-
den als Potenzreihen nach ¢ dargestellt, die nach Aufstellung der
Integrale {iber ¢ und {iber ¢? integriert werden kénnen. Die nahe-
liegende Frage nach der Stabilitit der gefundenen Lésungen, die
fiir den Vergleich mit den Beobachtungen wichtig wire, ist nicht
mehr ausdiskutiert worden.



Zur Theorie der nahezu kommensurablen Bewegung

der Planetoiden des Thule-Typus
Von A. Wilkens

Vorgelegt am 11. Juni 1971 durch Ludwig Biermann

Die folgende Untersuchung enthilt eine Erweiterung meiner
bisherigen Untersuchungen zur Theorie der nahezu kommensu-
rablen Bewegungen der Planetoiden des Hecuba- und Hestia-
Typus auf den Verhiltnisfall, bei dem die mittlere Bewegung »
des Planetoiden zu der des groBen Planeten Jupiter nahezu im
kritischen Verhiltnis 4/3 steht. Dieser Typus wird reprisentiert
durch den Planetoiden Thule, der dem Jupiter sehr nahe kom-
men kann, so daB} in jedem Falle besonders grolle Stérungen ein-
treten kénnen. Die Schwierigkeit der Darstellung eines Plane-
toiden vom Thule-Typus beruht, wie bei den bisher behandelten
Typen, auf der Kommensurabilitdt im Verhiltnis zweler aufein-
anderfolgender ganzer Zahlen, so daB3 die kritischen Glieder
der (die zeitliche Anderung der Bahnelemente bestimmenden)
Stérungsfunktion bereits in den Termen niedrigsten, d. h.
1. Grades der Exzentrizititen auftreten und ferner in jedem wei-
teren Grade der Exzentrizitit zur Geltung kommen.

Beschrinken wir uns hier zunichst auf das ebene Problem, wo-
bei Terme bis 4. Grades der Exzentrizitdt in der Entwicklung der
Stérungsfunktion berticksichtigt werden sollen. Nach Le Verrier
(10. Band der ,,Annales de I'Observatoire de Paris'’) ergibt sich,
wenn nur die sdkularen und die kritischen Terme des Argu-
mentes { = 4/ — 3/— & angeschrieben werden, wo /' die mitt-
lere Linge des groBen Planeten Jupiter, / die mittlere Linge des
Planetoiden und @ die Perihellinge des Planctoiden bedeuten:

(1a) R = N, + N,é? + N, e
+ (Ny + Nzlez)e cos &
+ (N + Néez)e2 cos 2¢
+ Nye® cos 3¢ + Net cos 4L,
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Die Koeffizienten /V; sind nur abhingig von den groBen Achsen
a und &’. Nimmt man die Bahn des stérenden Korpers (Halbachse
a"), des groBen Planeten Jupiter, als kreisférmig an und setzt
die Gauflsche Konstante 4% = 1, entsprechend einer Zeiteinheit

von —;— = 58.133 mittleren Tagen, so gilt (#' = Jupitermasse, die

Al sindélntegrale, die nur von den Bahnkonstanten abhingen);
(1b)

Ny = —;— m' A% Ny = —;— m' BY; N, = —l‘% m' (A + AY;

Ny = — 4’ (df + 5 4D;

N, = ~;—77z'(180A4 +19.54% — 1045 —3A43);

N, = % m' (108 A3 + 1545 + A%);

Ny = —= m'(— 6436 A5 — 912 4% + 2043 + 3245 + 4.43);

Ny = m' (— 1636412 — 235.5 A2 — 22 422 — A3%);

704688
24

1

N5=—m'(

it A1 4. 22244 A 4412410 +29Aé6+A16).

Der Koeffizient N ist nicht im 10. Bande der Le Verrierschen
,,»Annales de I'Observatoire de Paris' angegeben, sondern muBte
erst nach den Angaben von Le Verrier entwickelt werden. Wir
koénnen an die Integration der Differentialgleichungen gehen.

Zunichst folgt auf Grund der Tatsache, daB3 die Stérungsfunk-
tion R nach (1) nur von dem einen Winkelargument { = 4/' —
— 3/— @ abhingt, daB fir die Ableitungen von R nach /und @
die Gleichung besteht

(19 57 = 3%5"

Wegen des Auftretens von 0R/0/ und 0R[0® in der (auf La-
grange zurickgehenden) Differentialgleichung fir e

@ de __ Vi—ée[aR F—Vi—s) aRJ

r Va |70 7

substituieren wir zuerst, der Theorie der Variation der Konstan-
ten entsprechend:
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oR  dVa
) r T

(vgl. A. Wilkens, 1960 Sitzungsberichte p. 231) und ferner nach
(10)
dVa

=
3 dt’

L 08
PP ENEN

Man erhilt fiir (2) die necue Form

ae 1/1_:?_2[1_*_1_1/1_62]41/;.

(4) T T e U3 dt
Wegen

e[V

kann man auch schreiben

(5) Ll 1—"’2— [— Vi—e|

oder bei zweckmifBigerer Anordnung

(52)
—;‘%é:l/ _ 2 ddl{a_*_l/ Vl—g2] %(V—; Vl—-ez).

Integration iber ¢ ergibt nun die zeitunabhingige Beziehung
zwischen 2 und ¢

(6) é’— Va=Va —¢%) + const

bzw.

V—; (% — Vl—-—-?) = const.

Entwickelt man die Wurzel und bezeichnet die Integrations-
konstante mit ]/a*/3, so folgt bis zu Termen ¢? einschlieBlich
/(1 1/

] “(F‘*“%‘ez) :‘:l; % Ax

bzw.

(62) ]f;:]/a*(l—%equ...).

Beriicksichtigt man auch die Glieder mit ¢! (fur Thule be-
trigt ¢ = 0,08) dann erhilt man
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(6b) a = ay(1—3e% + 6¢%).

Die Integrationskonstante a, berechnet man aus a = g, ¢ = ¢,
zum Zeitpunkt # = #; in ausreichender Niherung gemil

(6¢) ay = ao(1 + 3e2 +...).

SchlieBlich folgt fiir die mittlere Bewegung # = a— %% wegen (6b)

n =y (1 + %ez +.. .),wobcimit(6c)gilt7z;,E = no(l —%eg +.. )
Es besteht offensichtlich noch die Bezichung

n0=7z(1 +%e§ —l—)

Unser Problem reduziert sich also nach Darstellung von « als
Funktion von ¢ auf die weitere Darstellung von ¢ als Funktion
der Zeit auf Grund der Differentialgleichung (2), die sich wegen
(1¢) in der Form:

de Vi—e (4 1/——‘,) aR
3

@) 7V S 7
schreiben 1d8t.
Schreibt man die partielle Ableitung 0 R/97 in der Form

oR . P
(8) a; =g esinl + ge?sin 27,

wobei ¢, und e, mittels (1) definiert sind durch
(9) &g = 3N, und & =6N;,

und beachtet man noch 0{/0/ = —3, so lautet die Differential-
gleichung (7) bei Berlicksichtigung von Gliedern zweiten Grades
in ¢ einschlieBlich:

d 1 . : ]
(10) d—i = Ve [81 sin § + eye sin 2¢ + % & ¢% sin C].
Es ist nun { von e abhingig wegen der Beziehungen
(11) (=4l —3/— &
/=c¢ fna’z‘.

so dalB3 zunichst:
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dt P de do
(112) F Ak i Lk b i 72

. . . de di
Die in (11a) noch verbleibenden Ableitungen — und —; lauten

nach Tisserands: ,, Traité de Mécanique Céleste’’, Bd. I, pg. 169
im Falle der ebenen Bewegung (im Falle Thule betrigt die
Neigung gegen die Jupiterbahn ungefihr 1°) folgendermalen:

de 2 1/1 — &2 ) o\ OR

12) T=—amm (1 —V1i—e) =
do __ Vi1i—e 8R
df T nate de

oR
Es ist also zuerst die Funktion — = darzustellen, und zwar auf

Grund der Darstellung von R in (1), wobei zu beachten ist, daB
in R die Koeffizienten an den Thule-Typus gebunden sind, aulBer
den allgemein s'eikularen Termen N, NV,, V.

oR
In bezug auf tr1tt nun nach (12) im 1. Term auf: —72; 5
Vo T OO Vo RS
=—2] und im2.Term —— (1 V1 2) 5, 0 WO

. : aé .
R wieder nach (1) zu entnehmen ist, analog in bezug auf d_(:‘) in

(12), wobei die Koeffizienten N und A in (1b) definiert sind.

H

Weiter ist noch in bezug auf gcmaB (6a) der Faktor zu sub-

stituieren:
VF Va ( - % ez)
und weiter:
R a
(13) = + ¢ cos o

Dabei ist (vgl. Le Verrier L.c.a.)

oN, 1,84, 1, [[e4° &4,
2a —~ 27 oa — 2™ [("87)*+(W’)*<““"“*)+"

da 2 da 2

in (13) zu substituieren.
. 2 .
Ferner ist der Faktor —2 vom 1. Term in (12) zu ersetzen durch

(1%) 2]/—_2 a*(l—%ez).

na

3 Miinchen Ak, Sb. 1972
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Die Substitution der benétigten Koeffizienten in die 1. Gleichung
(12) ergibt dann:

(16) - =1+ 1

wo nach der Definition von R in (1) bis zum 2. Grade, so dal} die
Substitution in (16) bis ¢* einschlieBlich ergibt

6 Ti=—2Va (=3 (Te) + (T, +

—{—ecosC(aa‘/\;z)* +e2coszé(

N, J
da |»

4
Ty= < ——

V— [V, cosl 4 2NVe + 2N3e cos 2(].
Zwecks Integration der Differentialgleichung fiir die Perihel-

linge & ist zuerst die zweite Gleichung (12) durch Entwicklung
nach ¢ auf die folgende Form zu bringen:

46 1 1 L\ 1 OR
(18) 4T Va (1—7€)e T

darin ist die partielle Ableitung nach e bis zu Gliedern dritten
Grades, also R bis e? einschlieBlich zu entwickeln, um das End-
resultat bis ¢% einschlieBlich genau zu erhalten. Ferner ergibt die

Entwicklung von V; nach ¢? die Darstellung (6a)
Sa=Va, [1—2
Va=1V a, (1 ) ez),

so daB3 aus Gleichung (18) entsteht
do _ até oR
t " ¢Va, O¢°
Benutzt man die in (1) gegebene Entwicklung von R bis zu Glie-

dern mit ¢* einschlieflich, dann ergibt die nach Vielfachen von {
geordnete Darstellung definitiv:

(19)
dd

dar T V [
+ cos 2L (2 N+ 462Ny + 262 Ny) +3e N, cos 3¢+ 462N cos4C].

2N, 4 22(2 V] —i—Nl)—i—cosC( 1 3eN, +eN2)+
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Der in (19) nur einmal vorkommende Term mit ;—muB auftreten,

weil @ nur in der Verbindung mit e auftreten kann und mit ¢ = o
verschwinden muf.

Nunmehr ist die Differentialgleichung fir { aufzustellen und

zu untersuchen. Aus der Definitionsgleichung =4/ —3/— &
folgt zunichst
(20) Z—f—‘d, 3(%-{—%)—%(;—).
Da nun die Zeit ¢ in den Differentialgleichungen der Bahnele-
mente nirgends explizit auftritt, erscheint es zweckmiBig, sie
iiberhaupt zu eliminieren; das geschieht durch Division der Dif-
ferentialgleichungen durch die Gleichung (2). Auf diese Weise
wird von jetzt an e die unabhingige Variable sein, die zum Schiufl
des Integrationsverfahvens nackh (2) als Funktion der Zeit zu be-
Stimmen sein wird.

Auf der rechten Seite von (20) sind die Ausdriicke (16) und
(19) einzusetzen, so dalB sich die zeitliche Ableitung von { als
Funktion f(e, {) ergibt

(21) % = z4 + ¥z, + (e22 —}—z—:) cos § + (24 + €%25) cos 2¢ +

+ ezgcos 38 + €%z, cos 4L.

Dabei haben die Koeffizienten z; die folgende Bedeutung, wobei
noch die frithere Beziehung

7 = ny (1 +% 32)
beriicksichtigt ist:
(22) 2y =4n — [ ax (%)*] — “1722 (V=
n=3[2Va (G2),—3Veu (52), + 2@0e— L]

.

o,
32—3[21 (a/:

23 =3V, 24 =

1
Va2t

% o Va*N]

N,

Va*
25:3[ 1/4* ( % )* +V‘1[:(4N:; +2N3)]
2 = —3N;, zm=—4LN;

»

3
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Mithin ergibt die Division der beiden Gleichungen (21) und (10)
die gesuchte von # unabhingige Differentialgleichung:

af 1
(23) =" X

2otz 4+ (z2e -+ %) cos &+ (z4-+z5€%) cos 28 - zge cos 3L + 262 cos 4 &
—171;_? (—;78l + %ezecosl,' + —gelez)

so daB bei Transport des Nenners sin { der rechten Seite nach

links eine Riccati’sche Differentialgleichung in Erscheinung tritt.

Wenn noch sin § - d{ = —d(cos {) substituiert wird, so entsteht:

d
(24) ez (cosl) =
I/Z[zoe-{-zle"’+(z2e2+23)co<C+e(z4+z5ez)coszc+e2zﬁcos35+z7e“cos4C]

1 5
satgad +—€25cosC

Da die Koeffizienten &; und ¢, im Nenner von (24) absolut von
derselben GréBenordnung sind, die Exzentrizitiit ¢ aber als klein
vom 1. Grade zu betrachten ist, kann der erste Term im Nenner
als absolut groBer als die beiden anderen Terme angesehen wer-
den; folglich kann der Nenner auf die Form

N=2L¢ (1 52 26—2ecos)
3 & +5 e+ s ¢

gebracht werden. Die Potenzentwicklung nach den Termen in ¢
und ¢? in (24) ergibt die Darstellung

3Vay
31

H {zpe 4 (256 4 25) cos { + zgecos 2+

d -
eje-(cosg)———
2 ] 5 9 £ 8222 2
-} zge cos 3] ¥ 1——=>e —ze—ecosC+4 -2} ¢ cos Zl.
1 i

Bei geordneter Potenz-Entwicklung nach e bis ¢? einschlief3lich
folgt unmittelbar:

(25) e (eos )= 3V e

2y cos { —}—zoe—z-—ez cos? & +

+ z4ec082( + €%(2, cOs [ + zg cOs 34“)———2—233%05(:—

£ 3 £5\2 ;
- 26—220e2 cos { — 2—6—2—24(32cos§c052 L+ 4 (5—2) ez cos3C].
3 1 1
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Wenn cos ¢ = y, folglich cos 2{ = 232 — 1 und analog cos 3{ =
= 493 — 3 substituiert wird, ergibt sich folgende Darstellung
unserer Gleichung

(26) 2= V“* |

e z3y+e(a+zz4y—2—23y)+

+ 62(z2y —325y+ 4By —¢ (—2— 23 42 ;ao) y]
£2

. &, 2
mit o = z5— 2, ﬂ=zs——£-z4+(—s—l—) Zg.

ZweckmiBig ist es, der rechten Seite von (26), als Potenzreihe
nach ¢ und y aufgefaBt, die abgekiirzte Form

d
(27) e = Ko+ 3K e + Ky

zu geben, wobei die Koeffizienten X unmittelbar aus (26) ablesbar
zu entnehmen sind. Die so zwischen y und e erlangte Differential-
gleichung fixiert nun die Normalform einer Briot-Bouquet’schen
Differentialgleichung, deren Lésung unter der Voraussetzung er-
folgt, daBB der Koeffizient von y keine positive ganze Zahl sein
darf; das ist hier offenbar erfillt, da die Koeffizienten beliebig
kompliziert sind. Zwecks Lésung der Differentialgleichung ent-
wickeln wir die Losung fiir y = cos { in eine Potenzreihe nach ¢
und setzen:

(28) y=cost =y, +(—ea) D) +EFE(GA),

2

Die Ableitung von y nach e folgt unmittelbar aus (26) fiir ¢ = ¢;
analog folgt der zweite Differentialquotient durch Differentiation
von (26) nach e:

(29)

dy
a’e2 +

31/a_ dy £ 3
*[ 3E+°‘+2Z4J’2“26_22y"_4_1 23y de+

+23(32y—3363’+4ﬂy3>+€2( dy 326d + 12 852 })
e i)’e(s 3+2““0)_2e(i33+2‘—“0)}']

Aus den Gleichungen (26), (28) und (29) kénnen auf elementarem
Wege die Koeffizienten der Potenzreihe, die ¥ als Funktion von
¢ — ¢, darstellt, berechnet werden, die nicht explizit angeschrie-
ben werden sollen.
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Es verbleibt also die zeitliche Darstellung von e als Funktion
von { und ¢, indem nach (10) gilt:

(30) % = 3l/a* V1 —cos?¢ (51 4 28,ecost —{——a ez)

Darin ist zu substituieren

(31) cos b=y =1¢y + c1e + ¢,

wo die Koeffizienten ¢g, ¢4, ¢; nach (28) als Funktionen der Ab-
leitungen von y nach e anzusetzen sind; der Vergleich mit (28)
ergibt

(32) d -
€o= Yo € (d_};)o + €5 (de};)o’

_(ay a2y (2
o (76)0—“0 (zﬁ)o»fz— (;z?)o-

Damit geht die Differentialgleichung (30) in die folgende tber:

5= 31/_1/4’ + dye + d,e* (61+250826+~£15 +2£1£2e2)

Fir die Koeffizienten &; gilt dabei

— 2
dy=1—c§
dy = —2¢464

— 2
dy == —2¢qcy — 5.

In (33) ist noch der Wurzelausdruck rechts zu entwickeln; bei
Ordnung nach Potenzen von ¢ folgt:

(34) d"’

mit folgender Bedeutung der Koeffizienten g1

=——Vd° el,gl——l/_(l 14‘%82%):

dy [ 1
g2=—V - [6 f;z (dz o—zdiq) +'§“'08271:‘+%31+§‘5132]-
Es verbleibt dann die Diskussion des aus (34) folgenden Integrals

(35) I=[—2 =y,

Lo+ &1+ g2t

= go + £1€ + £,

1 Der Ausnahmefall d, = o verdient besondere Aufmerksamkeit. F.S.
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Der Nenner NV des Integrals (35) ergibt bei Zerlegung NV =
= g,(e —¢1) (¢ — ¢5), wo die beiden Wurzeln resp. Koeffizien-
ten ¢, und e, (welche die Grenzen des Variationsbereichs von e
darstellen, s. unten) durch folgende Ausdriicke definiert werden:

(36) 61,2=——2—;2(g1:|:1/g%—-4g0g2)-

Folglich ist das Integral (35) mittels der folgenden Darstellung
definiert:
1 de

— - =t — const
5 T —a o T

woraus bei Integration folgt:!

1 e—e\ _ .
&2 (e1— &) (fhez) =1 %o + const
Daraus ergibt sich fiir e (die Zahl 2,71828 wird hier £ ge-
nannt):
€81 prea(t—ty+ const) (es—ey)

(37) e = & :
Die Integrationskonstante folgt nach (37) aus der Bedingung,
daB e == ¢, fur ¢ = ¢, sein muB, also

&g — &

L — geonstla—ea)agnd  const = ! In (B" “el) !
€9 — €2 £aley— &) o — €3

Damit ergibt sich als Darstellung von ¢ als Funktion der Zeit
schlieBlich

8 o e—a Eg,(¢~t,+const)(e; —¢,)
(3 ) . 1 — F9,(t—t,+const) (¢, —e,) *

An den zeitlichen Grenzen ¢ = - 0o wird dann die Grenze fiir ¢
gleich ¢, resp. ¢;, je nach dem Vorzeichen des Exponenten der
E-Funktion, von ¢; — ¢, und von g,.

Es verbleiben nun noch die Darstellungen von & (in Gl.(12)) und
@ als Funktionen der Zeit, nachdem die Funktion y = cos { be-
reits in (31) als Funktion von e dargestellt ist. Die Differential-
gleichung fiir die mittlere Linge & der Epoche war bereits in (16)

1 Eine genauere Diskussion der Losung miiite hier die drei Falle unter-
scheiden, ob die in (36) auftretende GroBe g7 — 4 g, g, positiv, negativ oder
gleich Null ist. F. S.
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angegeben worden, wo die Ausdriicke 77 und 7, in (17) als Funk-
tionen von ¢ und cos { dargestellt sind. Es ist demnach noch die
Darstellung von cos 2{ als Funktion von ¢ zu vollziehen, fiir die
sich aus (31) ergibt

cos 2{ = 2cos2f — 1 = 2(¢cy + ¢y + c,%)* — 1, also
(39) cos2f = 0y + O,e + O,

mit O = 2c5 — 1, O = 4cqc1, Oy = 2¢] + 4¢4¢,.-

Die zeitliche Ableitung von & ist bereits in (19) als Funktion
von ¢ dargestellt. SchlieBlich wird auch die groBe Halbachse
nach (6b) in eine Funktion von ¢ tibergefiihrt.

Zur Darstellung der Elemente ¢ und @ sind die folgenden Inte-
grale nach der Zeit darzustellen

(40)
Jecos¢ at, fe’“’a’t,f% cos L dt, [e® cos L dt, [cos 20 dt, [e? cos2( dt.

Wir beginnen mit dem Integral
1 ey — ey ¥\ 2

(41) K= fezdt = ;J‘ (——11-__——2.—1) dt
in welchem
T=o(t— #,) + f mit o = g,(¢; — ¢,) und f = Const. g,(e; — ;)
gesetzt und ¢? nach (38) berechnet ist. Die Integration basiert
auf der Substitution £ = z, so dal das Integral sich wie folgt
reduziert

o (e, — €,2)? o edz - 2¢16,d2
42) K= | o=m? “f‘—— Ia(1~2)2 +

oz (1 oz (1—z)?

+ [ s = L& Kt K.

a(1—

Sémtliche 3 Integrale sind elementare Integrale, deren Ermitt-
lung ergibt

K, = & (1—_‘—E,—+z+1n(1-ﬁf))

K, =—
206 v

K3=e§[

L
1— E7 |
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Damit sind diese Integrale erledigt.
Weiterhin ist das Integral

_ cos {
7= == a
zu bilden, fiir das sich nach (31) ergibt
dr
(43) I=¢ f_e— +eale—ey) t o fedt=cyli+ei(e—eg) ey

Fir das erste der Integrale auf der rechten Seite erhilt man nach
(38) die neue Form

1—E7
(44) = h—f el——ezE’

in der 7 wieder die in (41) definierte Variable ist. Die Integration
ergibt

1.F 1 E* 1 -
(45) [1:; ?1*11’1 L’l*ﬁ +E—21n<51—€2E )]

Der nidchste Term bei der Darstellung von & durch Inte-
gration der rechten Seite von (19) ist der Term in e cos { =
=e(co+ ¢re+ - - +),so dal die beiden Integrale [edfund [e®d#als
Funktionen der Zeit darzustellen sind. Das zweite dieser beiden
Integrale ist bereits in (41) und (42) dargestellt, so daB noch das
erste darzustellen ist. Nach (38) ergibt sich

edt =+ [2=5E

Die Integration kann wiederum mittels der Substitution £% = z
vollzogen werden und ergibt:

(46) Jedt =—[e;7 + (e — ep)In(1 — E7)].

Weiterhin ist zu integrieren der Term in cos 2{, wo der Inte-
grand dargestellt wird durch (39). Diese Integration ergibt
(47) Jeos2ldt = Oyt —t5) + O, [edt + O, [ dt

wobei die beiden rechts auftretenden Integrale bereits in den
vorangehenden Ausfiihrungen erledigt sind.



42 A. Wilkens

Bei der Bildung des Integrals
[ et cos 28 d¢

kann nach (39) fur cos 2{ einfach @, gesetzt werden, weil die
héheren Terme Glieder ergeben wiirden, die proportional zu &3
oder zu noch héheren Potenzen von e wiiren. Also ist das Integral

(48) Jetcos2¢ de = 0, fet dt

bereits durch (41) gegeben.

Der nichste Term zur Integration von (19) ist das Glied mit
e cos 3f, in dem cos 3¢ bis ¢! inklusive zu entwickeln bleibt;
man findet

(49) cos 3¢ = cos { cos 2{ —sin ¢ sin 2¢

= (¢co+ €16) (Og+ Oye) +-esin 28 V 1 —(co+ ¢, )2
=00y + (6, 0g+ ¢y O)e+esin2l V 1 — ¢} + 2
mit 2 ==-—2¢yc,e.

Hier bleibt noch ¢ sin 2{ zu entwickeln; es ist nach (39)
¢ sin 2&':3']/1—(@0 + 01(3)2:6]/1_9(2) 4o,

Einsetzung in (49) ergibt die Darstellung von e cos 3¢ als Funk-
tion von ¢ bis ¢? genau. Die dadurch bei Integration von (19)
entstehenden Integrale sind durch die vorhergehenden Rechnun-
gen bereits dargestellt.

Es verbleibt noch als letzter Term in (19) das Glied mit
4¢* Ny cos 4¢; in diesem Glied ist fiir cos 4¢ wegen (31) der Aus-
druck

cos 48 = 8 cost{ — 8 cos?{ + 1 =
=1—8c§ + 8cf + 16¢cyeq (262 —1)
+ 8e2(4che, + 6cct — 2¢4c, — D)

einzusetzen; da aber das Glied bereits mit ¢? multipliziert ist,
geniigt es,

(50) cos 40 =1 —8¢% 4 8¢}

einzusetzen.
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SchlieBlich ist die Ableitung von & durch (16) soweit explizit
fixiert, daB3 nur noch die Substitutionen

cos §=co + c1e + ¢y

cos 28 = Oy + Oie + O,¢?

bendtigt werden; die rechte Seite von (16) ist dann als Funktion
von ¢ bis e? einschlieBlich gegeben.

Als Hauptresultat der Untersuchung ergibt sich somit:

Da die Exzentrizitit ¢ nach (38) zwischen den festen Grenzen
e; und e, variiert*, schwanken, sofern e¢; und ¢, reell sind,
auch cos £, folglich auch { sowie die mittlere Halbachse @ und
die mittlere Bewegung # zwischen zwel endlichen Grenzen, inner-
halb von # = —00 bis £ = -+ co.

* Vgl. hierzu nochmal S. 39 FuBnote. F. S.



