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1. Einleitung

Den Ausgang zur vorliegenden Untersuchung bildet die fol-
gende Fragestellung aus dem Vermessungswesen: Kann man
durch Visuren aus einer gewissen Anzahl von Standpunkten un-
bekannter Situation zu einer hinreichenden Anzahl von eben-
falls unbekannten Zielpunkten die gegenseitige Lage simtlicher
Punkte ermitteln? Dabei ist von vornherein klar, daf3 der Maf3-
stab unbestimmt bleiben mul3, weil er durch blofle Winkelmes-
sungen nicht zu erfassen ist. Siecht man Giberdies von den Hoéhen-
unterschieden ab, so kann man sich mit Riicksicht auf die gemes-
senen Horizontalwinkel grundsitzlich auf ein ebenes Problem be-
schrinken.

Stehen also m Standpunkte P,(x; y;) zur Verfigung und wer-
den aus jedem » Zielpunkte Q,(X,, V;) anvisiert, so treten »2 (7-—1)
Winkeldifferenzen auf. Sollen diese MeBdaten ausreichen, um
die 2( + n) Relativkoordinaten festzustellen, wobei mit Hin-
blick auf die MaBstabsfreiheit x; = y; = 3, = 0 und x, = 1 an-
genommen werden darf, so mul} die Bilanz
(11) m(n —1) = 2(m + n)— 4 oder (m — 2) (n—3) = 2
stimmen. Zerlegung des Produkts in die Faktoren 2 - 1 oder 1+ 2
liefert dann zwei Antworten auf die gestellte Frage:

(1) m = n == 4. Dies ist das 1765 aufgeworfene und geléste
»Achtpunktproblem von J. H. Lambert" [1], der an die Ver-
messung einer Kste aus vier Positionen eines Schiffes dachte,
aus welchen vier markante Landpunkte angepeilt werden.

(2) m = 3, » = 3. Dies ist das 1843 behandelte ,, Achtpunkt-
problem von Th. Clausen' [2], bei welchem aus drei Stand-
punkten die Visuren nach funf Zielpunkten erfolgen.
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Die beiden Aclhipunktprobleme erweisen sich zwar bloB als
quadratisch, doch ist der Losungsweg jedesmal duBerst verwik-
kelt und aufwendig. Man vergleiche hierzu neben den Original-
schriften [1] und [2] die Beitrige von W. Laska [3], N. Herz [4]
und M. Lagally [5]. Letzterer fihrte die Loésung des Clausen-
schen Problems durch synthetische Betrachtungen auf den Schnitt
zweler zirkularer Kurven 3. Ordnung zuriick, von deren neun
Schnittpunkten sicben bereits bekannt sind; die restlichen zwei
stellen die méglichen Lagen eines Standpunktes gegentber zwei
fixierten Zielpunkten dar, worauf alles lbrige leicht zu ergénzen
ist. — Im Bereich der Meeresgeodisie haben die beiden fast ver-
gessenen klassischen Aufgaben neuerdings wieder Interesse ge-
funden.

Eine experimentelle Losung, die niitzlichen Einblick in die be-
stehenden Verhiltnisse gewihrt, wire in der Weise denkbar, dafl
man die drei bekannten Zielstrahlenquintupel 7, P,, Py auf je
einem Blatt Transparentpapier aufzeichnet und die nach Q; zie-
lenden Visierstrahlen jeweils mit j beziffert. Die ersten beiden
Blitter werden dann in den auf einem Zeichenblatt markierten
Punkten P, bzw. 2, mittels ReiBzwecken drehbar befestigt; sie
sind anschlieBend so zu verdrehen und gleichzeitig ist das dritte
Blatt so aufzulegen, daB je drei gleichbezifferte Strahlen cinen
Punkt gemeinsam haben. Ist mit einiger Geduld eine solche Po-
sition gefunden, so reprisentiert sie (in unbekanntem Malfistab)
eine Losung des Clausenschen Problems.

Da die Aufgabe quadratisch ist, so wird es zwez Lisungen ge-
ben, zwischen welchen auf Grund zusiitzlicher Informationen zu
entscheiden wire. Das Achtpunktproblem ist mithin in gewissem
Sinne stets ,,gefdhrlich®, allerdings praktisch nur dann, wenn
die Schnittpunkte Q; gleichbezifferter Strahlentripel in Dbeiden
Fillen auf der Zielrichtung entsprechenden Halbstralkien liegen,
was durchaus moéglich ist (Figur 3). Existiert nun ausnahmsweise
eine dritte Lésung, dann ist sie blo eine aus einer ganzen L4
sungsschar, denn in einem solchen Fall werden die beiden La-
gallyschen Kubiken offenbar identisch und ithr Schnitt ist un-
bestimmt. Auf diesen merkwiirdigen Sachverhalt, der eine gefd/ir-
liche Annahme im eigentlichen Sinn kennzeichnet, wurde bereits
in einer vorangegangenen Arbeit hingewiesen [6]. Dieselbe war
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in erster Linie bloB dem Auftreten von , infinitesimal benach-
barten* Lésungen gewidmet, so dal} eine eingehendere Unter-
suchung des Fragenkreises unter allgemeinerem Ansatz angezeigt
erscheint, welche jetzt erfolgen soll. Die Betrachtung ,,endlich
benachbarter’ Lésungen benétigt zwar nur elementar-algebrai-
sche Hilfsmittel, ist jedoch gegentber der linearisierten Behand-
lung ungleich schwieriger, weil sie langwierige Entwicklungen
erfordert. Die Mtthe lohnt allerdings, denn sie fihrt zu Ergeb-
nissen, die sowohl fir den angewandten als auch fur den reinen
Geometer von Interesse sind.

2. Zusammenhang zwischen zwei Losungen des Clausenschen Problems

Nach dem Gesagten kann der Ubergang von einer Lésung des
Clausenschen Problems zu einer anderen durch gewisse ILagen-
wechsel der drei einleitend erwihnten Transparentblitter erfol-
gen. Das erste wird sich um den Punkt 7,(0,0) um einen bLe-
stimmten Winkel o drechen, ebenso das zweite um den Punkt
P,(1,0) um einen Winkel /; das dritte Strahlblschel wird hin-
gegen nicht blofl eine Verdrehung um einen Winkel », sondern
tberdies eine Verlagerung seincs Scheitels P3(x,y) in eine Neu-
lage Py(x',y") erfahren (Figur 1). 1r=i Zielstrahlen, die sich ur-
spriinglich in einem Punkt Q schnitten, werden nach der Ver-
lagerung im allgemeinen keinen Punkt mehr gemeinsam haben.
Man kann also bei vorgegebenen Verlagerungsdaten «, 8, y, x, ¥,
¥, v" fragen: Gibt es ausgezeichnete (,,gefihrliche’) Zielpunkte
O(X)Y), deren Zielstrahlen auch nach der Verlagerung wieder
in cinem Punkt Q'(X’, V") zusammenlaufen ?

) ol Qrx,vY)

// \
QXY / \
O“/ 7A

| / AL By

¥

Alx.y)

IFigur 1: Verlagerung der Zielstrahlibiischel
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Bezeichnet man die von der positiven x-Achse aus gezihlten
Richtungswinkel der Zielstrahlen 2, Q, 2,0 und P;Q der Reihe
nach mit ¢, » und w (Figur 1), und deren Tangenten der Kiirze
halber mit #, v und w, so bestehen die Beziehungen

(2.1) uX —Y=0,0vX—Y =0, wX —Y =wx—y.

Die durch Elimination von X und ¥ (mittels Nullsetzen der
Koeffizientendeterminante) zu gewinnende Relation

(2.2) wlx(u—v) + v} = y(u—v) + uv

stellt die Bedingung dafir dar, daB die drei primiren Zielstrahlen
einen Punkt gemeinsam haben. Nach der Verlagerung tritt an
die Stelle von (2.2) fur die sekunddren Zielstrahlen die analoge
Bedingung

(2.3) w' [x' (' —v") + V'] =y (o —0") + 'V,
wobei mit Beniitzung der Abkiirzungen tgo = a, tgf == 6, tgy =«
’ { i ”:_ ’ 14 + b
w=tg(p+o) = v =gy + B = —5n
(z4) w4
w' = tg(o+y) =  p—

Setzt man diese Ausdriicke in (2.3) ein, so erhidlt man unter Ver-
wendung von (2.2) die nachstehende Beziehung zwischen # und v:

(v 4 (ex + ) (. — v) 4 cv] - [(ax’ — bx' — @) wv + (2" +

+ abx' — ab)u + (1 — 2’ — abx")v + (ax’ — bx' + B)] +
(2.5) + [(euv —(x — cy) (0 —v) — o] * [(@y' — by' + 1) uv +

+(' +aby +bu +(a—v —aby)v+ (ay' — by’ +

+ ab)] = o.

Jedes Wertepaar (u, v), das der Gleichung (2.5) gentigt, legt
mithin ein Paar von Zielstrahlen durch 2; und 2, fest, die sich
in einem fir die betrachtete Verlagerung gefdhrlichen Zielpunkt
Q schneiden; dessen Koordinaten haben zufolge (2.1) die Werte

(2.6) XY=V y. ™

v—u’ v—u’

Thm entspricht nach der Verlagerung der newe Zielpunkt Q' mit
den Koordinaten
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’

X/__U_____ (1 — auw) (v + b) =
v —uw T (b—a) (1 Fuw)+ (1t ab) (v—u)
(X —aV) (0X + V—10)
b—a) (X + Y _X)+(1+ab) V"’
Vo= vy (w + a) (v + &) .
T v —w T (b—a)( fur)+ (1 Fab) (v—u)
. (aX + V) (X + YV —b)
Tl =X F VP X)) r (1t

(2.7)

Im allgemeinen — d. h. wenn (2.5) keine Identitit in # und »
ist, wovon noch die Rede sein soll — wird es fur die durch ¢, 4, ¢,
x,¥, 2",y bestimmte Verlagerung oo! gefihrliche Zielpunkte Q
(2.6) geben, die eine gewisse Kurve £, den zugehérigen ,,gefihr-
lichen Ort* erflllen; hieriber wird der nichste Abschnitt ge-
nauere Auskunft geben.

Vorerst moge jedoch die durch (2.7) beschriebene 46éi/dung
Q:Q — Q' niher betrachtet werden. Sie ist offensichtlich schon
durch die angenommenen Drehungen der beiden Strahlbiischel
P, und P, erklidrt und daher nicht bloB fir gefihrliche Zielpunkte
mafllgebend, sondern auf die ganze Ebene ausdehnbar: Um zu
einem beliebigen Punkt @ den Bildpunkt @’ zu finden, hat man
lediglich die Strahlen s; = 2,0 und s, = P,Q den Drehungen
um die Winkel « bzw. § zu unterwerfen und nachher zu schnei-
den (Figur 2). Offenbar liegt hier ein metrischer Spezialfall einer
birationalen quadratischen Transformation in der Auffassung
nach F. Seydewitz vor [7, S. 20111.], insoferne als die dort vor-

Figur 2: Hauptdreiecke der Newtonschen Abbildung



28 Walter Wunderlich

ausgesetzten Projektivitidten zwischen entsprechenden Ordnerbii-
scheln durch gleichsinnige Kongruenzen verwirklicht sind. Diese
quadratische Abbildung Q liegt bereits der klassischen ,,descriptio
organica‘’ von I. Newton (1687) zugrunde [7, S. 2007{.], so da8
es angingig erscheint, sie kurz als ,,Newtonsche Transformation*
anzusprechen.

Quadratische Punktverwandtschaften der vorliegenden Art be-
sitzen bekanntlich in jedem der beiden Felder drei Hauptpunite,
fiir welche die sonst herrschende Eindeutigkeit der Abbildung
Q — Q" bzw. ihrer Umkehrung gestért ist. Zwei dieser Haupt-
punkte liegen naturgemil (fir beide Felder) in 2, und 2, Der
dritte Hauptpunkt des ersten Feldes sei mit A bezeichnet; er
ergibt sich im Schnitt jener beiden Zielstrahlen, die nach den
erfolgten Drehungen um o bzw. f in der Standlinie P, 2, zu-
sammenfallen, so daf3 ihr Schnitt unbestimmt wird (Figur 2). Der
analoge Hauptpunkt /7’ im zweiten Feld liegt spiegelbildlich zu
H bezuglich 7, P,.t Die bekanntermalfien auch zwischen den Ord-
nerblischeln # und /A’ bestehende Projektivitiit ist hier ebenfalls
eine gleichsinnige Kongruenz; dies beruht fiir den Kenner auf
der Tatsache, dal} die absoluten Kreispunkte selbstentsprechend
sind.? Der Sachverhalt 1i63t sich jedoch auch elementar feststellen,
indem man zeigt, da} die Ordnerstrahlen #Q und #A'Q’ den
festen Richtungsunterschied « -+ f§ aufweisen.?

! Seine Bezeichnung soll keineswegs bedeuten, daf er der Bildpunkt von /7
1st; dieser st ja unbestimmt auf 2, P,.

2 Hierbeiist stillschweigend angenommen, dal3 /7 und /7’ eigentliche Punkte
sind (a == f), doch gilt die Aussage auch noch im Grenzfall a = f fiir die
Parallelstrahlbuschel 77 und A7,

3 Zum Nachweis beachte man folgendes: Wandert Q auf einem beliebigen,
A nicht enthaltenden Hilfskreis # durch 2 und 2,, dann variiert Q” auf einem
gleichartigen Kreis 2°, wobel die Punktreihen 4(Q) und £°(Q") durch cine
gleichsinnige Ahnlichkeit § zusamamenhiangen. Den auf 72,77 bzw, P,/ lie-
genden Punkten S & 7, bzw. 7 % 7, von / entsprechen hierbel die Haupt-
punkte S = P, zbd 77 = P, auf 4’. Das Dreicck S7/ ist gegensinnig-
ahnlich zu 2, P /1, also gleichsinnig-ithnlich zu 2, P /', In der auf die ganze
Ebene ausgedehnten Ahnlichkeitstransformation & wird mithin dem Punkt 7/
der Punkt /77 zugewiesen. Die entsprechenden Geraden //Q und /7 Q" weisen
daher denselben Richtungsunterschied auf wie etwa /7S = /772 und /'S =

/1P, viimlich a + f.
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Durchlduft ein Punkt @ im ersten Feld eine Gerade g, die kei-
nen Hauptpunkt enthilt, dann beschreibt sein Newton-Bild Q" im
zweiten Feld einen Umbkegelschnitt ¢ des Hauptdreiecks PP, H’".
Insbesondere entspricht der Ferngeraden f der Umkreis f'von
PPy H" (,,Fluchtkreis*®). Analoge Aussagen gelten umgekehrt;
so ist der Umkreis ¢ des Hauptdreiecks P, P, A (,,Verschwin-
dungskreis*) das Urbild der Ferngeraden ¢’ des zweiten IFeldes
(Figuren 2 und 3).

Fillt insonderheit 23 mit / und P, mit A’ zusammen, so sind
samtliche Punkte der Fbene als geféhrlich anzusehen, weil nun
jedes Zielstrahltripel durch einen Punkt @ auch nach der Ver-
lagerung wieder einen Punkt Q' gemeinsam hat. Hier liegt offen-
sichtlich der vorhin erwidhnte Fall einer Identitit (2.5) vor, be-
dingt durch die Beziehungen
(2.8) x'::xﬁL,y'z—y= 20 c = até

b—a b—a’ 1—ab’

Die letzte Formel ist gleichbedeutend zur Aussage y =« 4§
und stiitzt sich auf die Tatsache, da3 bei der vorliegenden Ab-
bildung Q den Strahlen P, P, und 7,7, die Strahlen 2; /7, und
P, Py entsprechen. - Die in Rede stehende Newton-Transforma-
tion vermittelt im Gbrigen den Zusammenhang zwischen den bei-
den Losungen des (quadratischen) Achtpunktproblems von Clau-
sen, weil ja hierbei den funf Zielpunkten @ keinerlei Bedingun-
gen auferlegt sind. Dal} die Zweideutigkeit der Auswertung auch
bei Beschrinkung auf Halbstrahlen bestehen kann, zeigt Figur 3,
in welcher der Deutlichkeit zuliebe die beiden Felder getrennt
wurden. Widerspriiche gegen die Halbstrahlenbedingung treten
auf, wenn das Zielgebiet den Verschwindungskreis tiberschreitet.

Satz 1: Bei festgehaltenen Standpunkten 2; und 2, sind die
beiden Losungen des Clausenschen Achtpunktproblems durch
eine Newtonsche quadratische Abbildung verkntipft, fur welche
die Standpunkte P;, 2, und P, Hauptpunkte sind; die zweite
Lageméglichkeit £ ist zu P, beziiglich 2, P, spiegelbildlich an-
geordnet. Die Drehwinkel der Zielstrahlquintupel in 2, und 2,
sind durch « = < 2,2, P, und f ==n— X P, P, P; bestimmt.
Waren die Standpunkte kollinear, so ist die Lésung zwar ein-
deutig, jedoch infinitesimal unsicher.
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Der Charakter dieser infinitesimalen Unsicherheit wurde in [6]
ausfihrlich erortert.

3. Gefihrliche Kubiken

Um die Ortslinie £ der im vorigen Abschnitt nachgewiesenen,
zu einer angenommenen Verlagerung der drei Zielstrahlblschel
gehorigen gefihrlichen Zielpunkte Q(X, Y') zu ermitteln, hat man
bloB in der entscheidenden Bedingung (2.5) die Gréfen 2z und »
gemiB (2.6) durch

(3.1)  u=Y/X, 0= Y[(X—1)

auszudriicken. Nach einiger Rechnung erhilt man so als Glei-
chung des gefdhrlichen Ortes k:

KX, V)= X2+ V2 (X + BY)— (4 + E)X* +

32 XV a DV 4y EX 4 FY —o

mit den Koeffizienten

A =(a—06)(ex’ —y)+ (c — a)b,
B=(@—6x +e)+c—a,
C=06—a) @& +cy)—(ab+ 1) (cx' — )+
+ (@ + 8)(x — o) + (ab — 1) (ex + ),
D=0—ax(cx' —y)+y@E + )] —
— @b+ 1)@ +ey)+(ac+ D)2+ (a—c) (¥ + ),
E=(a—b) [2(cx' — ) + 3 + )] + (c — aybu +
+ (ac + 1)y,
F=(ab+1) [2(cx’ — ) +y(@ + ¥)] — (ac + 1)bx +
+ (e —a)by.

Auf Grund der Bauart der Gleichung (3.2) handelt es sich bei £
um eine Kurve 3. Ordnung, welche die absoluten Kreispunkte
enthilt, also um eine zirkulare Kubik. Man uberzeugt sich leicht,
daB sie durch die drei Standpunkte P;(0,0), P5(1,0) und Py(x,)
geht; letzteres erkennt man unmittelbar, wenn man die zu Pj ge-
horenden Richtungswerte # = y/x und » = y/(x—1) mit jencn
von @ in (3.1) vergleicht. Ahnlich stellt man fest, da8 auch der
Hauptpunkt A (2.8) auf £ liegt, weil die zugehorigen Werte
# = -—a und v = — & (bei beliebigem ¢) der Bedingung (2.5)

(3-3)
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genigen. — Naturgemdl ist auch das Newton-Bild £’ von £ von
gleichem Charakter, denn es umfaflt ja die fiir die inverse Ver-
lagerung gefihrlichen Punkte Q’; die Kubik £’ enthilt allerdings
statt P3 und A die Punkte 2, und /.

Wie zu erwarten war, ist die gefihrliche Kubik 4 von genau
der gleichen Art, wie sie unter der Annahme infinitesimaler Ver-
lagerung der drei Zielstrahlbiischel in [6] festgestellt wurde, wo
man auch ihre Konstruktion als Erzeugnis eines Kreisbiischels
und eines projektiv darauf bezogenen Geradenbischels finden
mag. — Die Kubik ist im allgemeinen vom Geschlecht 1, kann aber
auch rational sein und sogar zerfallen, nimlich fir 4 = B =o
in einen Kegelschnitt und die Ferngerade, ferner fir 4 = £ =o
in einen Kreis und die Standlinie P;2,, und schlieBlich fur
Al — BE — CE = BF— DFE 4 E? = 0 in einen Kreis durch
Py, P, und eine eigentliche Gerade.

Lagen also beim Clausenschen Achtpunktproblem die fiinf
Zielpunkte @y, . ., Qs zusammen mit den Standpunkten Py, P,, Py
auf der gefihrlichen Kubik 4, so existiert auBer der stets vor-
handenen Nebenlésung gemil Satz 1 (Figur 3) noch eine zusdzz-
liche Losung, die aus der Hauptlésung mittels der zugrunde-

g B'=H'
a=30°% B=45° y=75°

o=

Q Qs

Figur 3: Losungspaar des Clausenschen Achtpunktproblems Q,
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gelegten Verlagerung der Zielstrahlblischel abgeleitet werden
kann. DalB es sich hierbei blol um eine von unendlich vielen
weiteren Zusatzlosungen handelt, wird sich gleich zeigen.

Greift man ndmlich umgekehrt aus der Menge der co® durch P,
und 7, gehenden zirkularen Kubiken, die simtlich durch den
Ansatz (3.2) erfafit werden, durch Vorgabe der sechs Koeffizie-
ten 4, .., F eine beliebige Kurve £ heraus, und wihlt man auf
ihr willkiirlich den dritten Standpunkt 25 durch Festsetzung sei-
ner Koordinaten x und ¥, so stehen zur Ermittlung der funf Ver-
lagerungsparameter a, 4, ¢, x', " die sechs Gleichungen (3.3) zur
Verfiigung. Sie fithren keineswegs zu einem Widerspruch, da sie
linear abhdngig sind: lhre dem Polynom X (x,y) entsprechende
Linearkombination reduziert sich wegen £, & £ identisch zu Null,
Die Auflésbarkeit des Gleichungssystems bedeutet nun einerseits,
dafB die gefihrliche Kubik 2 im Rahmen des linearen Kurven-
systems (3.2) keine Sonderstellung einnimmt, anderseits aber
auch, daB die Lage des Standpunktes P; auf ihr nicht ausge-
zeichnet ist.

Nun kommt es bei den gewihlten Koeffizienten 4, . ., & blof
auf die Verhiltnisse an; man darf sie also mit einem gemein-
samen Faktor v == 0 multiplizieren, ohne dal sich dadurch die
Kubik £ dndert. Auf diese Weise ergeben sich die Verlagerungs-
parameter als (stetige) Funktionen von 7, womit die in [6] voraus-
gesagte Existenz einer stezigen Schar von ool Lisungen des Acht-
punktproblems im Falle einer gefihrlichen Annahme zu erken-
nen ist.

Satz 2: Liegen beim Clausenschen Achtpunktproblem die drei
Standpunkte zusammen mit den fanf Zielpunkten auf einer (even-
tuell zerfallenden) zirkularen Kubik, so besitzt es eine einpara-
metrige Schar von Lésungen. Die Anzahl der Zielpunkte diirfte
dabei beliebig vermehrt werden, ohne dal3 die Gefihrlichkeit der
Annahme fur das dann schon Uberbestimmte Problem aufhort,
soferne die zusitzlichen Punkte gleichfalls der genannten Kubik
angehdren.

4. Analyse der Losungsschar

Die tatsdchliche Auflésung des Gleichungssystems (3.3) ist al-
lerdings schwierig. Setzt man der Ubersicht halber
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(41) x4+ [_‘y' =& _y' — x| = 1,
so geht es — unter Verzicht auf die letzte Gleichung — um das
System

td = (6 — a)n + bc — ab,

B = (a — b)& + c—a,

C = (6 —a)§+(ab+ 1)yt [(ab— 1)x — (@ + b)y]c+
(42) (a4 b)x 4 (ab — 1)),

D = (b—a)(ys—an) —(ab+1)E+ (ax —y — b)e +

+(x 4+ ay + ab),

TE = (a—6) (y& —an) + (x + ay)be — (ax — y)6b.
Hierin sind A4, . ., Z sowie x und y gegebene Groflen, hingegen
a, b, ¢, & n und 7 die Unbekannten. Die linear auftretenden Gro-
Ben 7, &, 7 und ¢ sind formal leicht zu eliminieren; das in Deter-

minantenform angeschriebene Ergebnis lautet, mit Bentitzung
der voriibergehenden Abkirzung

@3 (ab+ V)f(a—8) = d,
A o —1 b —ab
B —1 o 1 —a
(4.4)|C 1 dab—1)x—(a+b)y (@ +bx--(ab—1)y| = 0.
:Dy—%—a’ x ar—y-—20b x 4 ay 4 ab
E —y—zx (x4+ay)b (v —ax)é

Die dadurch erklirte Abhiingigkeit zwischen @ == tgaund 6 =tg
regelt die Koppelung der Drehungen flir die Zielstrahlbiischel
Py und P, — Nach geeigneter Kombination der letzten beiden
Spalten 148t sich (4.4) durch @® +1 kiirzen. Weitere Kombina-
tionen fithren dann auf die vereinfachte Gestalt

A o —1 —5b 0
B —1 o —1 o}

(4.5) | C 1 d x+by bx—y =o.
D+ By 4 x b x

E—Ax —y 0 0 by

Aus Griinden der Gleichberechtigung ist zu erwarten, daB3 auch
noch die Kiirzung durch 4* + 1 méglich sein wird. Dies bestitigt

3 Manchen Ak. Sb. 1978
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sich in der Tat, wenn man (4.5) nach der ersten Spalte entwickelt
und & wieder durch den Ausdruck (4.3) ersetzt, worauf sich wirk-
lich alle auftretenden Unterdeterminanten restlos durch 4% -1
teilen lassen. Nach lingerer Rechnung gelangt man so, unter
neuerlicher Beachtung von X (x,y) = o, zu der wichtigen Relation

(g Ab(@b 1) — BB(a 1)+ (@ — 8) (Cb— Dab + F —
46 pat Fb) —o.

Ihre Bedeutung liegt darin, daf3 sie die Awuflisbarkeitsbedingung
fir das Gleichungssystem (4.2) nach ¢, &,  und 7 darstellt.

Fir jedes der Bedingung (4.6) gentigende Wertepaar (a, &) sind
die finf in ¢, & % und 7 linearen Gleichungen miteinander ver-
triglich, so daB sich diese Grofen eindeutig bestimmen lassen,
wobei eine der Gleichungen entbehrlich ist. Mit & und # ist so-
dann zufolge (4.1) auch die Neulage P;(2",7") des Standpunktes
Py(x,») bekannt:

@7 A =E—mle+ 1),y = (0 + )+ 1),

Den oo! zuldssigen Wertepaaren (a, 4) entsprechen die ool in
Satz 2 angefthrten Lésungen des Achtpunktproblems.

Jedes solche Zahlenpaar (g, 6) kennzeichnet gemif Abschnitt 2
eine Newton-Transformation Q (2.7), welche mittels der simul-
tanen Drehungen der Strahlbiischel 2; und 2, um die Winkel
o = arctg @ bzw. f = arctg 4 die urspringlichen Zielpunkte
Q(X,7Y) in die Neulagen Q'(X’, Y') einer Nebenlosung tber-
fihrt. Dies geschieht wnabhingig vom Standpunkt Ps(x,y), des-
sen Koordinaten ja in (4.6) nicht mehr aufscheinen, was eigent-
lich nicht zu erwarten war. Der Hauptpunkt A (x*, y*) von 2,
gemil (2.8) durch

4.8) x* = b/(6 — a), y* = abf(a — b)

festgelegt, gehort, wie in Abschnitt 3 festgestellt wurde, der Ku-
bik 4 an. Durch Einsetzen der Koordinaten (4.8) in die Glei-
chung (3.2) von £ lieBe sich die grundlegende Bedingung (4.6)
einfacher herleiten, was auch deren Unabhingigkeit von x und y
erkldrt.

Eine wichtige Konsequenz dieser Unabhiingigkeit besteht darin,
daB man neben P,(x,y) offenbar noch einen vierten Standpunkt
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P,(#,7) auf der gefdhrlichen Kubik £ hinzunehmen kann. Auch
dessen Zielstrahlbiischel gestattet eine bestimmte gleichsinnig-
kongruente Verlagerung, die mit denselben Blischeldrehungen
um Py und P, vertriglich ist. Die durchgefiihrten Entwicklungen
erfassen mithin gleichzeitig mit dem Clausenschen auch das LZawz-
bertsche Achtpunktproblem. Die Anzahl der Standpunkte konnte
dartber hinaus noch belicbig weiter vermehrt werden — wie dies
fur die Zielpunkte schon erkannt wurde —, ohne daf} die Gefihr-
lichkeit der Annahme fiir das dann bereits Gberbestimmte Ver-
messungsproblem aufhoért, soferne nur simtliche Punkte dem ge-
fihrlichen Ort £ angehéren 4

Unter der Einwirkung der oot durch die Bedingung (4.6) ge-
steuerten Newton-Transformationen Q (2.7) verlagert sich jeder
Zielpunkt @ ldngs einer wohlbestimmten ,,Zie/ba/n't g, die niher
untersucht werden soll. Thre Gleichung in laufenden Koordinaten
X', V" wire grundsitzlich aus den Beziehungen (2.7) und (4.6)
mit konstanten Werten X, ¥ durch Elimination der Parameter
a, b zu gewinnen, doch licfert diese aufwendige Vorgangsweise
nur schwer die gewlnschten Aufschlisse.

Eher einladend erscheint dic konstruktive Ermittlung der Ziel-
bahn ¢, indem man die in Betracht kommenden quadratischen
Abbildungen Q : Q — Q' nach dem aus Figur 2 ersichtlichen Mu-
ster auf einen festen Zielpunkt Q anwendct. Dies ergibt die nach-
stechende Zeichenvorschrift: Man wihle an beliebiger Stelle der
gefihrlichen Kubik £ den Hauptpunkt Z und verdrehe sodann
die zu dem ins Auge gefalten (festen) Zielpunkt Q weisenden
Strahlen s; = 2, Q und s, = P,Q um die Winkel « = < P, P,
bzw. f = & — <& P, P,H nach s; bzw. s,; bei Variation von A
lings £ durchlduft der Schnittpunkt Q' von s; und s, die gesuchte
Zielbahn g. Diese erscheint solcherart als Erzeugnis einer gewis-
sen (2,2)-Korrespondenz zwischen den Strahlbiischeln 2, (s)) und
Py(sy), wire also bei allgemeiner Lage von ( eine (monozirkulare)
Quartik mit Doppelpunkten in 2; und P,. Nun liegt aber Q (als
gefihrlicher Zielpunkt) auf 4. Dies hat zur Folge, daB in der

* In diesem Zusammenhang ist auf eine Arbeit von J. Krames [8] hinzu-
weisen, der erkannt hat, daB die Standpunktpaare, aus welchen zwei vorgelegte
Zielpunktvierecke durch jeweils kongruente Strahlenquadrupel projiziert wer-
den, sich auf zwei zirkulare Kubiken verteilen,

3*
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genannten Korrespondenz 5; — s, der gemeinsame Biischelstrahl
sich selbst entspricht; gelangt ndmlich /7 nach @, so fallen 51 und
s; in P, P, zusammen. Diese Gerade spaltet sich vom Erzeugnis
ab, so daB fiir die Zielbahn ¢ im allgemeinen blof3 eine zirkulare
Kubik uberbleibt.® Auf diesem Wege wurden in Figur 4 fir jene
gefahrliche Annahme des Clausenschen Problems, welche der
Figur 1 in [6] zugrunde lag, Bahnstiicke der funf Zielpunkte
eingetragen.

A=l, B==l, Cu=4, D=-6,E=2,F=19
k~k': a=2/19, b=191/1048
k~k": a=0, b=-1/14

Figur 4: Gefahrliche Annahme beim Clausenschen Problem

Die geschilderte Methode 1483t sich nun auch rechnerisch nach-
vollziehen. Haben #, v und #’, 2’ dieselbe Bedeutung wie in Ab-
schnitt 2, so hat man bloB in (4.6) die mit (2.4) Gbereinstimmende
Substitution

49)  a= @ —w)f(a + 1), b= (v — B)(' + 1)
vorzunehmen. Die so gewonnene Beziehung

AQad 4 1) (v — o) [(wv + 1) (0’0" + 1) + (—0)

(! — )] — B+ 1) (' + 1) (0 — )4 [(v—un)
(4.10) (@' v+ 1)+ (wv+ 1) (o' —0")] X [Clur’ 4+1) (V' —v) —
— D' —u) (v'—v) + EQu +1) (vv' + 1) +
+Fu—v) (@ +1)— Fluv+1) (w'—ov)] =o0

5 Die Zirkularitit von ¢ erkennt man, wenn man /7 in einem der beiden
absoluten Kreispunkte annimmt, die ja £ angehéren.
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stellt dann bei festem # und » den analytischen Ausdruck fur die
erwihnte (2,2)-Korrespondenz s;(u") — s,(¢v") dar. Der gemein-
same Bischelstrahl #’ = v = o ist selbstentsprechend, falls

, Av(uv 4 1) 4 B(u? 4+ 1)0? + (v —u) (Cv + Duv —
(4-11) — E 4 Fu— Fv) = o,

und dies ist, wie man leicht nachprift, gerade die Bedingung
dafir, daB3 der betrachtete Zielpunkt Q(X, ¥) auf der gefihr-
lichen Kubik £ (3.2) liegt, also voraussetzungegemif erfiillt. Die
Gleichung der Zielbahn ¢ wirde man anschlieBend erhalten, wenn
man in (4.10) die Ausdriicke 2 = V'/X" und ¢' = V'/(X'—1)
einsetzt, worauf jedoch verzichtet werden soll.

In Erweiterung von Satz 2 gilt nach allem:

Satz 3: Liegen beim Clausenschen oder Lambertschen Acht-
punktproblem sdmtliche Stand- und Zielpunkte auf einer (even-
tuell zerfallenden) zirkularen Kubik, so besitzt das Problem eine
stetige Schar von Lésungen. Werden zwei Standpunkte festge-
halten, so variieren die Zielpunkte unabhingig von den Ubrigen
Standpunkten auf gewissen (eventuell zerfallenden) zirkularen
Kubiken, welche die beiden Fixpunkte enthalten. Die Anzahl der
Stand- und Zielpunkte auf der gefihrlichen Kubik kann beliebig
vermehrt werden, ohne da die Gefihrlichkeit fiir das dann iber-
bestimmte Problem aufgehoben wiirde.

Natiirlich wire es erwiinscht, auch etwas tiber die Wanderung
der nicht fixierten Standpunkte zu erfahren, doch muf3 die Frage
wegen allzu groBer Schwierigkeit im allgemeinen Fall noch offen
bleiben. Fiir einen bemerkenswerten Sonderfall wird sie aber im
nichsten Abschnitt beantwortet werden.

5. Gefihrliche Kegelschnitte

Statt einer ausfiihrlichen Diskussion der mannigfachen Még-
lichkeiten des Zerfalls der gefihrlichen Kubik und aller denk-
baren Verteilungen der Stand- und Zielpunkte auf die Bestand-
teile soll jener wichtige, fir 4 = B = o eintretende Sonderfall
eingehend erértert werden, in welchem sich der gefihrliche Ort
unter Abspaltung der Ferngeraden f auf einen Kegelschnitt #
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(5.1) — EX? +CXY +DY?2 4+ EX +FY =o0

reduziert. Dieser ist regulir, falls E(DE—CF—F?% o0, was
hiermit vorausgesetzt sei.

Aus den ersten beiden Gleichungen des grundlegenden Sy-
stems (4.2) folgt

(5.2) a=16b=c¢,
sofern sie linear unabhingig sind, d. h. wenn nicht
(5.3) b¢ +n =o.

Dementsprechend sind zwei Unterfille zu berticksichtigen, die
auf zwei verschiedene Lisungsscharen flihren.

Falll a=46=¢)

Diese Annahme bedeutet o = f = y, d. h. die drei Zielstrahl-
biischel Py, P,, Py erfahren Verdrechungen um gleiche Winkel. Der
Hauptpunkt /7 (4.8) liegt fiir jede der zur Herleitung von Nehen-
lésungen anzuwendenden Newton-Transformationen 2 (2.7) im
Unendlichen, variiert also auf dem uneigentlichen Bestandteil f
der zerfallenden gefihrlichen Kubik. Weil der Kegelschnitt £ die
Hauptpunkte 7, und P, von £ enthilt, ist sein Newton-Bild £
auf welches sich die Neulagen Q" aller Zielpunkte Q & £ vertei-
len, wiederum ein gleichartiger Kegelschnitt. Er ist im allgemei-
nen sogar zu £ dhnlich, da beide Fernpunkte von £ die gleiche
Drehung um « erfahren; auszunehmen sind lediglich die beiden
ausgearteten Exemplare der Schar {£'}, die sich einstellen, wenn
/7 mit einem Fernpunkt von £ zusammenfillt.

Die (2,2)-Korrespondenz (4.10) reduziert sich mit 4 == B -0
auf die gleichsinnige Kongruenz

(5.4) (v—2) (@' V" + 1)+ (wv + 1) (@' —2") == 0 mit %, v = const,
so daB} die Zéelbaknen g der gefihrlichen Punkte Q & £ zu Kreisen
(5.3) (X?24+V?2—X"NVY=(X*+V2—X)V ' mitX, ¥V = const

durch die Fixpunkte P;, P, werden, was mittels des Peripherie-
winkelsatzes auch unmittelbar einzusehen ist.

Der Rest des Gleichungssystems (4.2) vereinfacht sich, wenn
man tberdies T durch (a? --1)7’ ersetzt, zu
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T"C=ar—y+n=alx—2)4+ (' —),
(5.6) T"D=x—¢=—ay +(x—2),
7' E = ay mitx,y = const.
Durch Elimination der Parameter 7’ und @ gelangt man dann tber
C x—zx vy —y|
(5.7) D —y F—zx|=o0
E y 0|
zur Gleichung

(5.8 EX?4 )+ (Cy—2 Ex)x'"+ (D — E)y' +
5% + (Ex?— Cxy — Dy*) = o.

welche die Bain py des Standpunktes Py(x,y) im Zuge der Ver-
lagerung als Kreis erkennen 1403t.8

»/""
Q; )‘
\
N

Figur 5: Lambertsches Problem mit gefihrlichem Kegelschnitt;
1. Lésungsschar

¢ Elementar lafit sich dieses Ergebnis durch Betrachtung des wegen
a = f = y starren Dreistrahls Q. Py, Q1 P,, Q15 herleiten: Wenn sein Scheitel
Q1im Zuge der Verlagerung auf dem Zielbahnkreis ¢, durch 7, und P, wandert,



40 Walter Wunderlich

Figur g illustriert den Sachverhalt fur das Lambertsche Acht-
punktproblem unter der Voraussetzung einer gefihrlichen Pa-
rabel £ mit der Gleichung (X' — V)2 = X + V. Auller der Ori-
ginalsituation (¢ = o) wurden zwei Nebenlésungen eingetragen:
Zum Parameterwert @ = 1 (o = n/4) gehoért wieder eine Para-
bel B (X?=X"4+Y"), zu a =—1 (0 = — x/4) hingegen ein
Parallelenpaar, bestehend aus der Standlinie V"' == o und der
die Zielpunkte tragenden Geraden £ (V' = 1).

Fall 11 (& + 5 = 0)

Hier reduziert sich die Koppelbedingung (4.6) auf die bilineare
Relation
(5.9) Dab + Fa— (C+ F)b—FE =o,

im Einklang mit dem Umstand, daB der Hauptpunkt /4 (4.8) jetzt
auf dem Kegelschnitt £ (5.1) selbst variiert. Weil der Kegel-
schnitt £ alle drei Hauptpunkte Py, 2,, /7 enthilt, wird sein New-
ton-Bild £’ diesmal eine Gerade

(5.10) UX'+ TV + W=o.

Nach Eintragen der Ausdriicke (2.7) fur X" und ¥’ und anschlie-
Bendem Koeffizientenvergleich mit (5.1) erhilt man unter Be-
achtung von (5.9) nach ciniger Rechnung fiir die Geradenkoordi-
naten U, V, W die Bestimmungsformeln

U:V:W::—(Laz—z Mo+ N): [Ma® +

(5.11) (L —NYya— ) M(z D,

wobei
(5.12) L=D*+DE—CF, M=CD+DF + EF,
N=C*+CF+4DE + L2
Diese oc! Geraden £, die jeweils die Neulagen Q' der Ziel-
punkte Q & Ztragen, haben gemiB (5.11) quadratisch vom freien
Parameter @ abhidngende Koordinaten, sind also Tangenten eines
Hiillkegelschnittes k. Unter den Tangenten kommen fir @ = 4-1'

so gleitet der Strahl Q, 25 auf Grund des Peripheriewinkelsatzes durch einen
festen Punkt £, auf ¢, (Figur 5). Die gleiche Uberlegung fiir einen zweiten
Zielpunkt Q, ergibt dann als Erzeugnis der gleichsinnig-kongruenten Strahl-
biischel £, und R, — wieder mittels des Peripheriewinkelsatzes — einen Kreis
durch £, und &, als Ortslinie des Punktes 7.
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auch die vom Ursprung ausgehenden Minimalstrahlen U : V: W=
=1: -4 2:0 vor; P, ist also ein Brennpunkt von %, und ebenso
natiirlich auch 2,. Zur Bestitigung mag man nachpriifen, ob das
Produkt der Abstinde von P, und 2, fur alle Geraden £’ (5.10)
denselben Wert annimmt, was bekanntlich die Tangentenscharen
von Ellipsen und Hyperbeln kennzeichnet. Man findet tatsich-
lich fiir dieses Produkt

(ag) WOAW) M LN CE4FoDE
5.13) U+ 172 - (L T 1\;)2 = T ¥ (D ¥ E)2 == Cconst.
Damit hat man nicht nur das Quadrat der Nebenhalbachse von #,
sondern auch eine parameterfreie Darstellung in Geradenkoordi-
naten. — Figur 6 illustriert die Verhiltnisse fur dieselbe Annahme,
die Figur 5 zugrunde lag.

A=B=0
C=2,D=-1,E=F=1

o

Qs

Figur 6: Lambertsches Problem mit gefithrlichem Kegelschnitt;
2. Lésungsschar
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Die (2,2)-Korrespondenz (4.10) reduziert sich im Einklang mit
(5.9) auf die bilineare Beziehung

[Env + (C+ F)u— Fv— D] u'v' — [(C + F)uv —
(5.14) —Eu—Dv + Flu' + (Fuv + Du + Ev + C +
+ F)?' = o mit », v = const.

Die daraus mittels der Substitutionen #’ = ¥Y’'/X" und v' = V|
(X'—1) zu gewinnenden Zielbaknen ¢ erweisen sich als Geraden

(s.15) U'X' + V'Y + W =o,
mit
U =—Cuv +( D+ E)(u+v) + C,

(5.16) V' = Euv + (C+ F)u— Fv— D,
W' = (CH+ Fuv — Eu— Dv 4 F.

Nach Elimination von » mittels der zu (5.1) dquivalenten Koppel-
bedingung Duv — Fu + (C +F)v — £ = o ergibt sich mit Be-
niitzung der Abklrzungen (5.12):

( ) UV W = (Lu*+2 Mu+N): [Mu? +
§.17 M
+ W= Lyu— M) A @ ),

Der Vergleich mit (5.11) lehrt, daB die Zielbahnen ¢ denselben
Hiillkegelschnitt /4 bertihren wie die Trigergeraden £’, denn fir
#=—a hat man U': V': W' = U:.— V: W, wobei der Vor-
zeichenunterschied bei I wegen der Symmetrie von /% beziiglich
der x-Achse ohne Belang ist.

Zur Erfassung der Standpunktsveriagerung Py(x,y) — Py(x',¥')
beachte man vorerst die aus den ersten beiden Gleichungen von
(4.2) mit A = B = o folgenden Formeln

(5-18) §=(a—0of(a—10),n=bc—a)(a—19).
Geht man damit in die letzten beiden Gleichungen von (4.2) ein,

so erhdlt man flr ¢ == tg y den Ausdruck

 la—0b[FEx(ab—1) + Dy (a - b)] + Ea (b | 1)
(5:19) = e T —Dr@— T EFE T

Damit kénnte man nun gemiB (4.7) die gesuchten Koordinaten
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r_ bt a—c f_—b a—c
(5'20> r = -1 a—8’ ¥y T2+ a—b

berechnen. Vorteilhafter ist es jedoch, die RichtungsgréBen der
Strahlen P; P, und P, P, heranzuziehen. Man findet hierfiir un-
schwer:

I et B (6 —a) (Ex — Dya— F)
(5.21) X T ket 1 (a—b) (Exa+ Dy) + E(ab + 1)’
5 o* — ¥y . ft—a _ (6 — a) (Ex — Dyb)

¥ —1  ac+ 1 (a—b&) (Exb F+ Dy) + E(6FF 1)

Schon ohne Kenntnis des Wertes von ¢ 148t sich hieraus die Kon-
stanz des Winkels P, P, P, bei festem a, é folgern, denn es ist

v¥ —uw*  (c—a)(bc + 1) — (c—b) (ac + 1) b—a

le 0n)
\5-22) wo* -1 (c—b) (c—a) + (ac + 1) (be + 1) ab+ 1’

also < PlP:;P = ff — « = const. Hieraus folgt mit dem Peri-
pheriewinkelsatz, daB 2§ auf dem Fluchtbreis f'

\ ’ | 1 ’ é"}"l ’
(5-23) 4yt —z =y

liegt; ebenso tun dies natiirlich auch die Neulagen allfilliger wei-
terer Standpunkte. Dies ist nicht allzu tberraschend, da ja die
Neulagen sdmtlicher Ziel- und Standpunkte auf dem Newton-
Bild der zerfallenden Kubik £\ fliegen missen, also auf £’ \ f';
nachdem die Zielpunkte der Geraden 4’ angehéren, kénnen sich
die Standpunkte nur auf dem Kreis /’ befinden (Figur 6).

Fiir die Frage nach der Wanderung des Standpunktes Py beim
Durchlaufen der Losungsschar ist die Kenntnis des Wertes (5.19)
von ¢ jedoch vonnéten. Mit Benitzung der Koppelbedingung
(5.9) kann man der Darstellung (5.21) noch folgende tbersicht-
lichere Gestalt geben:

(Da® — Ca— E)y
Exa® - (D + E)ya+ Ex—Cy’
. ) (D& — Cb— E)y
T Ex— 1)+ D+ E)yb+ E (x—1)—Cy’

u* =

(5.24)

v

Die damit tiber die Koppelung (5.9) crklirte (2,2)-Korrespondenz
zwischen den Strahlbiischeln 2, und 2, erzeugt die gesuchte
Standpunktbahn p,, fir welche man vermége
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(5:25) & = o*[(0* —u*), ¥ = uro*|(v* —u¥)

eine Parameterdarstellung gewinnen kénnte. In der Korrespon-
denz ist der gemeinsame Biischelstrahl * — v* = o selbstentspre.-
chend, und da dies doppelt zdhlt — der Annahme des Hauptpunk-
tes /7 in den Fernpunkten des Kegelschnitts £ entsprechend -, so
reduziert sich das Erzeugnis um zwei Einheiten auf eine Kurve
2. Ordnung, und zwar auf einen K7reés, denn fiir ¢ == 4 ¢ stellen
sich parallele Minimalstrahlenpaare #* = 2* = 4- 7 ein, sodaB p,
die absoluten Kreispunkte enthalten muf.

Zwecks Lokalisierung dieses Kreises p5 betrachte man vorerst
die beiden zu a = &4 gehdrigen Grenzlagen auf der x-Achse. Mit
Hilfe von (5.21) findet man

5.26) x':(x' — 1) =o* 1 u* = (Ex— Dya): (Ex — Dya— E),
V
also

(5.27) x = — 1)]va mit Da?— Ca— E = o,

Auf diese Weise wird zunichst der gesuchte Kreis p; eingebettet
in das Buschel

| ’ 19 Cy ’ A5 ’
(5.28) 'yt — (22— ;-)x +x - Eyvrly.
Umihn daraus auszusondern, mag etwa der zu @ == 00, 6 = — F[D

gehérige Punkt 72, herangezogen werden, dessen Koordinaten
sich gemiB (5.21) und (5.22) mit

N o Lx(lkx + Fy) o y (Ex -+ Fy)
(5'29/ X o= - o242 +Dz.1,z s B ) E%z _z_Dzy-

ergeben. Eintragen dieser Werte in (5.28) liefert dann den feh-
lenden Faktor 4 = (D— ﬁ)y/F Die Gleichung des Baknkreises
3 lautet schlieBlich:

gy E@P 4 YD — (2 Ex—Cy)x' —(D— E)yy' + Ex +
(539 "4 By o

Die Mittelpunktskoordinaten und der Radius von py betragen
demnach:
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C D—FE I
(5.31) %o =2x— 2{—‘;: Yo = L—Q—E‘)‘}"', r= ;ZE-VEE—%-(D—FE)?

In Zusammenfassung der Ergebnisse gilt mithin

Satz 4: Liegen beim Achtpunktproblem die Stand- und Ziel-
punkte auf einem regulidren Kegelschnitt, so wird die Lésung un-
bestimmt und es existieren zwei einparametrige Losungsscharen.
Bei der ersten befinden sich die acht Punkte stets auf unterein-
ander dhnlichen Kegelschnitten (von denen zwei in Geradenpaare
ausarten konnen); bei der zweiten verteilen sich die Zielpunkte
auf Geraden, wihrend die Standpunkte jeweils einem Kreis an-
gehoren (der zu einer Geraden abflachen kann). Werden zwei
Standpunkte fixiert, so wandern beim Durchlaufen der Schar die
Zielpunkte im ersten Fall auf Kreisen durch das Fixpunktpaar,
im zweiten Fall auf den Tangenten eines Kegelschnittes, der die
Fixpunkte zu Brennpunkten hat und auch von den Trigergera-
den der Zielpunktgruppen eingehullt wird. Jeder bewegliche
Standpunkt variiert auf einem Kreis.

Damit hat man offensichtlich auch jene gefihrlichen Annah-
men erfal3t, bei welchen die Zielpunkte auf einer Geraden und die
Standpunkte auf einem Kreis liegen. Die umgekehrte Verteilung
bediirfte einer eigenen Untersuchung, die jedoch dem Leser {iber-
lassen sei. Als Korollar hat man jedenfalls

Satz g5: Sind beim Clausenschen Achtpunktproblem die fiinf
Zielpunkte kollinear, dann liegt eine gefihrliche Annahme mit
zwei Scharen von je co! Losungen vor.
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