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Note zu ,,Funktionenkegel und Integralungleichungen
von H. Bauer

Von Jérn Lembcke in Erlangen

Herrn Otto Haupt zum go. Geburtstag gewidmet

Vorgelegt von Herrn Heinz Bauer, Erlangen

In dieser Note sollen fir die beiden auf geometrischen Tren-
nungssitzen fiir konvexe Mengen beruhenden Ergebnisse von
Bauer [4, Satz sowie Lemma 3] neue Beweise mit Hilfe von (ana-
lytischen) Existenzsidtzen fiir Linearformen gegeben werden.
Allerdings ist die zunichst naheliegende Anwendung des Satzes
von Hahn-Banach nicht ohne weiteres moglich. Wie Bauer in
[4, SchluBbemerkung 5] hervorhebt, sind ndmlich die in natir-
licher Weise auftretenden Majorantenfunktionen im allgemeinen
nur Hypolinearformen im Sinne von [1] und [2] (also zwar sub-
linear, aber mit Werten in R \w {+ 00}). In Beantwortung einer
von Bauer gestellten Frage (vgl. [4, SchluBbemerkung s5]), soll
nun hier gezeigt werden, dal3 die Verwendung der in [1] und [2]
entwickelten Ergebnisse {iber Linearformen mit nach unten halb-
stetigen, hypolinearen Majorantenfunktionen (anstelle des Sat-
zes von Hahn-Banach) unmittelbar die gewlinschten analytischen
Beweise liefert.

Wir kniipfen direkt an [4] an und tbernehmen insbesondere
alle dort eingefiithrten Bezeichnungen. Sei also X ein kompakter
Raum, A C C(X) ein inf-stabiler, abgeschlossener konvexer
Kegel und A* der Kegel der fast K-majorisierten Funktionen
aus C(X) (vgl. [4, Abschnitt 2]). Ferner sei fir ¢ € K* die Ab-
bildung ¢: X — R {4 oo} definiert durch

g@): =sup (inf u(x)).
€>0 g—esu
wEK

Zunichst wollen wir zeigen, daB der Ubergang von g zu ¢
sehr eng mit einer Familie nach unten halbstetiger Hypolinear-
formen auf C(X) zusammenhingt (vgl. [4, SchluBbemerkung 3]).
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136 Jorn Lembcke

Fir » & X fuhren wir die auf C(X) definierte numerische
Funktion p, ein durch
?.(g) = inf u(x) (falls g keine Majorantenfunktion

=g
we K

% & K besitzt, wird p,(g) 1= -+ ©0 vereinbart).

Ferner definieren wir p.: C(X) — R (x & X) durch
2(g) := lim inf p,(),
h~rg
wobei der Limes inferior beziiglich der Supremumsnorm auf
C(X) gebildet wird. Damit gilt:

Lemma: Fiir x € X sind p, und p. isotone Hypolinearfor-
men, d. k. numerische Funfktionen mit Werten in | — co, 09],
die subadditiv und positiv homogen sind (mit der Vereinbarung
000 = 0).

B ist tiberdies nach unten halbstetig, und es gilt

pUg) = p(x) fiir alle g & K*.

Beweis. Offenbar ist p(g) > g(x) fur alle g & C(X). Daher
nimmt p, den Wert — co nicht an. Dann sieht man aber sofort,
daB p, eine isotone Hypolinearform ist.

2. hat die stetige Linearform ¢,:g— g(x) (¢ € C(X)) als
Minorante. Damit ist &, auch (reelle) Minorante von p.. Somit
ist p. eine nach unten halbstetige, isotone Hypolinearform auf
C(X) (vgl. [1, Lemma 3.1 (1)] und [2, Lemma 1.5(3)]). SchlieB-
lich folgt aus der Isotonie von p, fur jedes g & K*:

pg) =sup ( inf  p(h)) = sup plg— &) = g().
eETIENS T -

Der Satz von Bauer [4] zerfillt in zwei alternative Teilaus-
sagen. Wir wollen zunichst flr die erste dieser Aussagen zeigen,
wie man sie einfach mit Hilfe des vorangehenden Lemmas in
Verbindung mit dem Approximationssatz fir nach unten halb-
stetige, isotone Hypolinearformen [2, Theorem 4.1] beweisen
kann.

Satz (Bauer [4]). Sei f & K¥\K und x © X mit f(x) < f(2).
Dann existiert ein positives Radonmafp o auf X mit o({x}) = o
und
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U [ f do > f(),
(U [ do < u(x) fiiv alle u & K.

Beweis. Aus dem Lemma foigt p.(f) = f(x) > f(x). AuBer-
dem ist p. isotone, nach unten halbstetige Hypolinearform auf
C(X) und daher nach [2, Theorem 4.1] obere Einhiillende steti-
ger, positiver Linearformen auf C(X). Daher gibt es ein von g,
dominiertes positives RadonmaDB g auf X mit o(f) > f(x).

Sei f:=o0({x}) und u:=p— fe,. Dann ist u ein positives
RadonmaB auf X mit g({x}) = o, und es gilt

(1) n(f) = o) —Bf(x) > 0 —f /(=)

sowie nach dem Lemma und [4, Lemma 2]

@ () = @(6) — B u(x) < p) — pu(x)
= (1 —f) u(x) fur alle v € X.

Es bleibt noch zu zeigen, dall 1 — > o ist; denn dann er-
fillt o: = (1 — f)~1u die Ungleichungen (U,).

Wegen f & K* gibtes zujedeme >oeinz & K mitu > f—e.
Wire nun 1 — 8 < o, so wirde daraus nach (2) folgen

n(f) < pw) + e p(t) < (1 — B () + ep()
< (1 — ) (f(&) —e) + en2)

und somit, im Widerspruch zu (1),

pf)SU—=PpfE) +e ) —0—48)
fiir beliebiges ¢ > o.

Bemerkung. Im vorangehenden Beweis werden die Abge-
schlossenheit und inf-Stabilitit von A nicht verwendet. Sie wer-
den jedoch bendtigt, um zu zeigen, daleszu f & A*\Keinx EX
gibt mit f(x) < £ (x) (vgl. [4, Lemma 2]), also zum Beweis der
Vollstindigkeit der Fallunterscheidung im Satz von Bauer [4].

Die zweite Alternative im Satz von Bauer ist eine unmittelbare
Konsequenz des folgenden Lemmas 3 aus [4]. Auch fur dieses
Lemma wollen wir einen analytischen Beweis geben, und zwar
wenden wir einen Satz von Bauer und Namioka an, der sich als
sehr einfaches Korollar zum oben verwendeten Approximations-
satz fiir nach unten halbstetige, isotone Hypolinearformen ergibt
(vgl. [3, Satz 2], [5, Theorem 4.1] sowie [2, Corollary 4.4]).
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Lemma (Bauer [4, Lemma 3]). Sei K, ¢in abgeschlossener kon-
vexer Kegel in C(X) und f & C(X)\K, derart, dafp aus u & K,
stets inf (u, f) € K folgt. Dann gibt es ein positives Radon-
maf v auf X mit

t(f) > 0 und t(u) <o fiir alle 1 & K,

Beweis. P bezeichne den konvexen Kegel
C:(X)—Ky={g—rt:g S C:(X), 2 E Ky}
Es geniigt zu zeigen, daBl ¥ ¢ — 2 ist. Nach dem Satz von
Bauer-Namioka (vgl. z. B. [z, Corollary 4.4]) existiert dann
nimlich eine auf 2 positive (stetige) Linearform 7 auf € (X) mit
7(f) > o. Aus der Positivitit von 7 auf P folgt aber
w(g) >o fur g& C(X) und
() <o fur « € K,
Somit ist 7 ein positives Radonmal} mit den gewlnschten Eigen-
schaften.

Wir miissen also nur noch die Annahme, dall f & —P gilt,
zum Widerspruch fithren: Zu f & — P existieren g, & C+(X),
k,E Ky (n & N)mit lim (4, —g,) = f. Fur alle z &€ N ist aber
b, > k,—g,also 7%

f —>—- ll’lf (kn’f) 2 lnf ('én —gn’f)'
Die rechte Seite der Abschidtzung konvergiert dabei gegen die
linke Seite. Folglich ist auch lim (inf (%,, /)) = f. Somit ergibt

sich f &€ K, = K, da nach Voraussetzung fir alle » & N
inf (4, /) € K, gilt. Dies widerspricht aber der Voraussetzung
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