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Einleitung

Wenn ein Plasma in einem endlichen Volumen eingeschlossen
ist und die Annahmen, die die sogenannte ideale Magnetohydro-
dynamik definieren, erfiillt sind, wird die Energie des Plasmas
durch das folgende Integral Giber das Volumen gegeben:

W W=[(TB@+ @) ar

Die Annahmen sind zum Beispiel in [1] aufgefiihrt. Zu dieser
,potentiellen*” Energie tritt bei dynamischen Prozessen noch der
bekannte Ausdruck der kinetischen Energie hinzu, den wir im
folgenden nicht weiter analysieren wollen.

Es gelten bekanntlich (vergleiche hierzu insbesondere [2] und
[3]) folgende Zusammenhinge: Die Stationaritit des Energie-
integrals (1) gegeniiber zuldssigen (infinitesimalen) Variationen
des Zustands des Plasmas ist gleichbedeutend mit der Gleich-
gewichtsbedingung des Plasmas, also mit der Existenz einer sta-
tischen Losung. Wenn der stationire Wert iiberdies ein Mznimum
gegeniber allen diesen Variationen ist, ist das statische Gleich-
gewicht szabi/. Dies entspricht der anschaulichen Erwartung, die
man an die Existenz eines Energieintegrals kniipft. Eine erheb-
liche Minderung des Nutzens dieses Integrals tritt jedoch da-
durch ein, dafl die Mannigfaltigkeit der zuldssigen Variationen

zundchst durch anholonome Bedingungen bestimmt wird, nim-
lich durch

(2) 0o = —div o€ p
und
(3) 0B =rot 5 X B

Dabei ist 6 ein infinitesimaler Verschiebungsvektor, dessen Nor-
malkomponente auf dem Rande verschwinden muB, der aber
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sonst keiner Einschrinkung unterliegt. Aus der zulissigen An-
derung der Dichte ¢ folgt mit der Annahme der idealen Gas-
gesetze und der Annahme isentroper Zustandsinderungen die
zulissige Anderung des Druckes p in bekannter Weise. Wir wer-
den im folgenden zeigen, dal3 der Energicausdruck so umgeformt
werden kann, dal3 Nebenbedingungen nicht mehr gestellt zu wer-
den brauchen und werden dann kurz den Nutzen dieser neuen
Formulierung diskutieren.

Holonome Form

Wir nehmen an, dal3 wir einen beliebigen Zustand des Plasmas,
den wir Ausgangszustand nennen wollen, durch Angabe vonB
und p bzw. p als Funktion der kartesischen Koordinaten x =
= (2, %9, 75) beschrieben haben. Einen anderen Zustand, der durch
zuldssige Anderungen aus dem Ausgangszustand hervorgegan-
gen sei, beschreiben wir, indem wir alle diese GréBen mit einem '
versehen. Wenn wir den gednderten Zustand auf den Ausgangs-
punkt bezichen wollen, kann dies durch Angabe der drei Funk-
tionen x'(x) geschehen, die wir so deuten kénnen, daB sie im Sinn
von Lagrange-Koordinaten die geinderte Lage 2’ eines materiel-
len Volumenelementes angeben, das sich in der Ausgangslage
am Orte x befand. Dieser Deutung entspricht es, daBl man den
Tensor a;, als Verzerrungstensor bezeichnen kann:

(4) A = dx’b - (Sz'k i, k= ,2,3
d,=0x",[0ox, d,, = Kronecker-4
Die Lagrangesche Beschreibung erlaubt nun in bekannter Weise

die Integration der Bedingung (2) fiir endliche Verschiebungen
in der Form

(5)  o'(&)=e(x)- D D = det {d,;}

Dies entspricht der Deutung von (2) als Erhaltungssatz der
Materie. Ahnlich ist aber auch (3) als Erhaltung des magneti-
schen Flusses durch jede mitbewegte und mitdeformierte Fliche
zu deuten, woraus sofort folgt:

<6> Bi<x) = % Eitm Eirs dlr dm: B,k<x,)
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(Summationskonvention; ¢, total schiefsymmetrischer Einheits-
tensor)
oder aufgeldst (vgl. [6]):
() B =B By

Mit der Beobachtung, daB die Volumenelemente beim Wechsel
der Integrationsverinderlichen sich um den Faktor D (x) indern,
148t sich nunmehr die Energie W’ im verschobenen (,,gestriche-
nen‘’) Zustand durch ein Integral iiber die GréBen und die Ko-
ordinaten des Ausgangszustandes ausdriicken, in dem die belie-
bige endliche Verschiebung (durch den Verzerrungstensor)auf-
tritt.

® W= [(tBr)+ L p @) )

o f (5 By(x) By(%) dy dy + 6’%) h

Dies ist die gewlinschte holonome Formulierung des Energie-
prinzips.! Wenn man darin allein die Funktionen a’(x) als Va-
riable betrachtet, folgt natiirlich wieder die Aquivalenz der Sta-
tionaritit mit der Gleichgewichtsbedingung und die der Mini-
mumseigenschaft mit der Stabilitit.

Um die Stabilitit eines gegebenen Gleichgewichtes zu studie-
ren, geniigt es nach dem vorher Gesagten, das Gleichgewicht als
Ausgangszustand zu nehmen und die Gesamtheit der zuldssigen
Endzustinde zu untersuchen, die in zweiter Ordnung (gemessen
in Potenzen des Verzerrungstensors) vom Ausgangszustand ent-
fernt sind. Befindet sich in dieser Mannigfaltigkeit ein Zustand
mit niedrigerer Energie als der Ausgangsenergie, so ist das be-
trachtete Gleichgewicht instabil. Dieser Energieausdruck zweiter
Ordnung wurde bereits in [4] gegeben. Dabei wurde von den
Autoren erhebliche Miihe darauf verwandt, eine Form zu finden,
die den symmetrischen Charakter und damit die hermitesche Na-
tur der zugehérigen Euler-Lagrange Gleichung evident macht.

! Die Herren O. Bétancourt und P. R. Garabedian, New York, haben uns
freundlicherweise vor der Verdffentlichung ein Manuskript zur Verfiigung
gestellt, in dem sie unabhingig von uns ebenfalls eine holonome Formu-

lierung herleiten und benutzen. Ihre Formulierung benutzt die Existenz mag-
netischer Flichen.
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Bei der vorliegenden holonomen Formulierung ist dieser Charak-
ter selbst evident, wihrend die tibliche Formulierung einen beson-
deren Beweis fiir die Hermitezitit erforderlich macht.

Die vorliegende Formulierung erlaubt dariiber hinaus in ein-
fachster Weise auch noch héhere Ordnungen anzugeben, deren
Studium von Wichtigkeit sein kann, wenn etwa die Stabilitit von
Konfigurationen untersucht werden soll, die in der Nachbarschaft
marginal stabiler Gleichgewichte liegen. Wir geben daher die
Entwicklung bis zur vierten Potenz von air einschlieBlich, ohne
im {ibrigen vorauszusetzen, dal3 der Ausgangszustand ein Gleich-
gewicht ist. Die Entwicklung der Funktionaldeterminanten
ergibt
©) D = det {d,} = det {§;,, + a,}

=14+a+b6+c¢

mit ¢ = a,;; 26 =a2—a,a,; = det{a,}

Daraus folgt fiir die Energie

(10) W' = W W+ 0,1 4 8, W + 0, W 4. ..
) W= av (B Ba,— & B +p)a)

(12) 52W=j dV(%BiBka,,.a“—B,.B,ea,-,ea——
— G B+ p o+ (B Lp) a2

(13) 63W=f a’V(%Bz(zab——c—as)—}—B,.Bkaik(a?—b)

(y+
_—%Binalialka +ﬁ(7“5_5—%43))

54W=f dV(%BZ (62 + 2ca — 3a%b 4 ab) -+
(14) + B;B,a;(zab—c—a’) + "%‘ B; Byayay (a*—6) +
+2p @+ 2ca—( + 1)atp o TTLEED 4
Bei der Entwicklung zu hoéheren Ordnungen hin ist zu be-
achten, daf3 die Randbedingung sich in héherer Ordnung nicht
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mehr unmittelbar durch die &ix oder aix ausdriicken 148t. In allen
Ordnungen richtig lautet sie (die Menge der Randpunkte set
mit S bezeichnet): x € § — a’(x) & 8. Sie wird am einfachsten
durch Einfithrung krummliniger Koordinaten beriicksichtigt, die
S zu einer Koordinatenfliche machen.

Das Verschwinden der ersten Variation fiir alle zuldssigen
%’ (x) hat wegen der Randbedingungen offensichtlich die bekannte
Gleichgewichtsbedingung zur Folge. Die Variation zweiter Ord-
nung ergibt erfreulicherweise genau die frither gefundene Form
[4]. Unbekannt war unseres Erachtens bisher, daBl diese Form
in gleicher Weise auch auferhalb des Gleichgewichts die Glieder
zweiten Grades wiedergibt.

Anwendungen

Besonderen Nutzen erwarten wir von der holonomen Formulie-
rung bei dem Versuch, durch numerische Rechnung stabile mag-
netohydrodynamische Gleichgewichte zu finden. Wir diskutieren
diese Zusammenhinge unter Bezugnahme auf das in 1] vorge-
schlagene Verfahren, solche Gleichgewichte dadurch zu finden,
daB man eine kiinstliche Zeitabhingigkeit so einfiihrt, dal3 eine
kontinuierliche Folge von Konfigurationen entsteht, die ausein-
ander auf zulissige Weise hervorgehen und monoton fallende
Energie besitzen. Da diese offensichtlich nach unten beschrinkt
ist, mul3 die so erzeugte kontinuierliche Folge gegen ein Gleich-
gewicht konvergieren, von dem im allgemeinen angenommen
werden darf, daf} es stabil ist, da in ihm die Energie minimal ist.
Die parabolische Differentialgleichung, die diese Folge erzeugt,
lautet in der gegenwiirtigen Bezeichnungsweise:

dx’ o
<15) ar T — 4 dx’

(4 beliebiger positiver Faktor oder Tensor oder auch Operator)

Dabei sind nunmehr " = «’(x, #) und alle anderen GréBen
auch als Funktion der Zeit anzusehen. Die Ableitung nach der
Zceit auf der linken Seite haben wir mit ,,geradem‘‘ # geschrieben,
wie dies bei Verwendung Lagrangescher Koordinaten {iblich ist.
Auf der rechten Seite steht die Variationsableitung der Energie
nach den Koordinaten der verschobenen Lage.
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Zur numerischen Losung dieser Differentialgleichung hat es
sich bewidhrt, ein Verfahren zu wihlen, bei dem die zeitliche
Schrittweite der Integration in einer systematischen Weise perio-
disch mit der Zeit geidndert wird (vergleiche hierzu [5]). Dieses
Verfahren? erlaubt es, mittlere Zeitschritte zu wihlen, die unter
praktischen Bedingungen bis etwa hundertmal oberhalb der be-
kannten Courant-Friedrichs-Bedingung fiir numerische Stabilitiit
liegen. Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit ist allerdings, daf}
die linearisierten Bewegungsgleichungen auch aullerhalb des
Gleichgewichts selbstadjungiert sind, und dies wird durch die
Gilltigkeit der angegebenen Entwicklung von W’ zur zweiten
Ordnung sichergestellt.

Noch wichtiger durfte es sein, daB3 die holonome Formulierung
es erlaubt, die Diskretisierung der analytischen Ausdricke, die
zur numerischen Approximation erforderlich ist, so vorzuneh-
men, dafl sowohl die Monotonieeigenschaft der Energieinderung
als auch die Hermitezitdt auch nach der Diskretisierung erhalten
bleiben. Die Diskretisierung geschieht z. B. dadurch, da3 zu-
nichst das Integral der Gleichung (1) bzw. (8) durch eine Summe
tiber die Werte des Integranden an Gitterpunkten, versehen mit
Gewichten, die den Volumenelementen entsprechen, die den Git-
terpunkten zugeordnet werden, ersetzt wird. Dann werden die
Differentialquotienten des Verzerrungstensors durch Differen-
zenquotienten zur gewinschten Ordnung ersetzt. Damit wird das
Energieintegral zu einem algebraischen Ausdruck der als ver-
dnderlich zu betrachtenden endlich vielen Werte von «'. An die
Stelle der Funktionalableitung in Gleichung (15) treten schliel}-
lich die gewshnlichen Ableitungen nach diesen Verdnderlichen.

Die berichtete Untersuchung haben wir im Max-Planck-In-
stitut fiir Plasmaphysik im Rahmen des Vertrages mit Euratom
durchgefihrt.

2 Der Zyklus habe die Linge », 4 sei eine natiirliche Zahl, die teilerfremd
zu 27 ist, T sei die Courant-Friedrichs-Grenze, es sei @ > 1 (praktisch sei
aber 2 — 1 {{ 1), dann ist die Linge des »-ten Zeitschrittes in diesem Zyklus

gegeben durch At, =7 (a + cos (2vE—1) aj2n)-!

n
Im Grenzfall ¢ — + 1 gilt: _711_ 2 At =t

y=1

Werte von n =< 300 sind erfolgreich verwendet worden.
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