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Minimale Fortsetzungen additiver Funktionale
Von Bernd Anger in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Prof, Dr. Otto Haupt am 25. 10. 1974

Einleitung

Andenaes [1] hat eine Version des Satzes von Hahn-Banach
bewiesen, die vor allem in der Choquetschen Theorie interessante
Anwendungen besitzt: Ist auf einem Vektorraum £ ein sublinea-
res Funktional p und auf einem Unterraum von Z ein lineares
p-majorisiertes Funktional f gegeben, so gibt es fiir jede Teil-
menge S von Z unter allen p-majorisierten linearen Fortsetzungen
von f auf Z eine solche, die auf S minimal ist.

Hier soll nun gezeigt werden, daB ein Analogon dieses Satzes
fir prigeordnete Halbgruppen gilt. Dabei wird zugelassen, daf3
additive und subadditive Funktionale die Werte 4+ co und — oo
annehmen.

Das Ergebnis enthilt die von Aumann [4], Dinges [7],
Kaufmann [g], Fuchssteiner [8] und Scheller [11] bewie-
senen Varianten des Satzes von Hahn-Banach fiir Halbgruppen
ebenso wie den Satz von Andenaes und einige Versionen des
Satzes von Hahn-Banach fur Aypolineare Funktionale, wie sie
von Strohle [13] und in [2], [3] bewiesen wurden.

Wie bei Simons [12] und Fuchssteiner [8] wird gezeigt,
daf} (in einer geeigneten Ordnung) minimale subadditive Funk-
tionale additiv sind. Das entscheidende Hilfsmittel sind dabei die
bereits in [2] eingefiihrten griften subadditiven Minoranien.

Es scheint bemerkenswert, dall im Gegensatz zum Beweis des
Satzes von Andenaes und des Hauptsatzes (1.8) in [2] der Satz
von Hahn-Banach hier #z¢/# benétigt wird, sondern vielmehr eine
Konsequenz ist.

Als Anwendung wird gezeigt, daB3 die Existenz des Silovrandes
und einige wichtige Ergebnisse der Choguetschen Theorie fiir
Halbgruppen nach unten beschrinkter nach unten halbstetiger
Funktionen auf kompakten Rdumen (vgl. etwa Boboc und
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Cornea [6]) einfache Folgerungen der hier bewiesenen Verallge-
meinerung des Satzes von Hahn-Banach sind.

1. Subadditive Funktionale

Sei £ eine (additiv geschriebene) kommutative Halbgruppe
mit neutralem Element o.

Eine Teilmenge von £, welche o enthilt und bezliglich der in £
definierten Addition eine Halbgruppe ist, wird als Unterhald-
gruppe von E bezeichnet.

Sei < eine mit der Halbgruppenstruktur vertrégliche Priord-
nung auf Z.

Definition 1. Eine numerische Funktion p: P2 — R auf einer
Halbgruppe P C £ heilt

isoton, wennzx,y € Pundx <y = p(x) < p(y);

homogen, wenn x € P, n & N = p(nx) = np(x);!
subadditiv, wenn o € P = p(0) < ound wennz, y & P,
(), pN)} + {+ 00, — 00} = p(x +3) <p(x) +20);
additiv, wenn p und — p subadditiv sind.

Bemerkung 1. (1) Fir eine subadditive Funktion p auf einer
Unterhalbgruppe £ ist entweder p(0) = 0 oder p(0) = — 0
(und dann p(P) C {+ co, — oo}).

(2) Eine additive Funktion ist stets homogen.

Ein Beispiel einer additiven Funktion p auf ~Z = R wird durch
p)=o0, p(x)=—oofir x <o und p(x)= + oo fiir x>0
gegeben.

Additive Funktionen sind also #zc/t notwendig reellwertig.

(3) Aus Griinden der Beweisvereinfachung werden im folgen-
den stets Halbgruppen in £ betrachtet, die o enthalten. Im Hin-
blick auf die Untersuchung isotoner, homogener oder subaddi-

! In R gelten dic iiblichen Rechenregeln; es sei 0+ (4= 00) = o.
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tiver Funktionale p ist dies keine Einschrinkung der Allgemein-
heit, da man stets eine Halbgruppe zu einer Unterhalbgruppe
und p so erweitern kann, da3 die Isotonie-, Homogenitits- und
Subadditivitdtseigenschaften von p erhalten bleiben.

Lemma 1. Seienn / und K disjunkte Indexmengen mit nicht
leerer Veretnigung I. Fiir i & [ sei p, etn subadditives Funktional
auf einer Unterhalbgruppe P;von E. Die numerische Funktion p,
definiert auf E durch®

p(x) = inf 711- D' pi(x) mn &N, I, C I I, endlich, x; & P,
i€/

mit p,(x) <0G € L)nx+ I ;< ¥ oz
EEKNIz FAVARRL]

ist isoton, subadditiv und homogen.
Beweis : Die Isotonie von p folgt sofort aus der Definition.
Ferner ist p(0) < o wegen p;(0) <o fir: & 7.
Um zu zeigen, daB} fur », ¥y & £ mit
{p(x), p(»)} 7 {+ co, — oo} die Dreiecksungleichung
Px+y) <px) +20)

gilt, kann o. B. d. A. angenommen werden, daB p(x),p(y) < co.
Dann existieren 7, z2 & N und endliche Teilmengen 7, 1,C 17
sowie Elemente x,, y; © P, mit p,(x,), p;(¥;) < co und

ne+ 3 xm< 3

EFEKNIz je/Nni;
my + 3 oy, < 2 oy
rEKNI, JETNI,

Farie 7, ,:= 1711 sci

mx; +ny,i L1,
Z; = mx; e\ I,
ny, , 1 & ]y \ 7.

Dann ist z; € P, und p,(z,) << 00 sowie

2§=o,inf0=oo.
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nm(x +y) -+ 2 a2 oz
FEKNIzvy JESNIzty
also

pE+N <= 3 ple) <+ Z’P(x)+g 2 2y

i€ 4y i€y

und damit p(x + ) < p(x) 4+ p(»).

Die Homogenitit von p 140t sich nun leicht einsehen.

Bemerkung 2. (1) Lemma 1 verallgemeinert [2, (1.5)] (vgl. auch
[3, (6.3)]) und findet sich in dhnlicher Form bei Scheller [1o0,
Lemma I 3 und Definition I 6].

(2) Ist im vorangehenden Lemma die Indexmenge [ endlich, so
ist wegen p,(0) <o(fE Nfirx € £

px)= mf[ Z px):n E Nyx, € P, mit p,(x)<co(fE I),
nx 4+ D x, < 3 x
rew =y
Definition 2. Die in Lemma 1 definierte Funktion p wird fiir
/o K == 0mit p, \ pp und fiir K = @ mit )\ p; bezeichnet. Wird
FASY
statt < die inverse Priordnung > zugrunde gelegt, so schreiben

wir entsprechend g, A\ pxbzw. A p;. Fernerseip, A ... /A 2;,
Jes

= /A pyund g N o N B N Ba IN oo N P, =

F€ ..., Jn}

P i IN P, b

Entsprechende Bezeichnungen werden beziiglich der inversen
Priordnung eingefiihrt.

Bemerkung 3. Sei (p,); < ; wie in Lemma 1 gegeben, und sei %~
eine Gruppe. Definiert man fiir j © / 4, = p,und fir 2 € K %,
auf — P, durch %4,(x,) = p,(— x,), so gilt offenbar )\ 4 =

i€/
= p; I\ Pg. Daher steht die in Definition 2 eingefiihrte Schreib-
weise im Einklang mit der Bezeichnung %, = %, in [2].

Lemma 2. Seien [ und K disjunkie Indexmengen mit nicht leerer

Vereinigung 1. Fiir i € I sei p; ein subadditives Funktional auf
etner Unterhalbgruppe P von L.
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(1) Die Funktion p; |\ pgp (K =+ ) bzw. //\ 2; (K = 0) ist das

grifite isotone homogene subadditive Fzm/etzonal P auf E mit den
Eigenschaften

PP < pfiirallej € Jundp |\ pg = p fiir alle k € K.

(2) @A Pj) //\(/\\Pk)=Pj //\E{-
jE€7 re K

(3) Folgende Aussagen sind dquivalent.
B —2 < (P2 N 23) | P
(i) —p2 < (21 N B9) | Po.
(4) Folgende Aussagen sind dquivalent :
(D) o<1 /A $(0).
(1) —pa(xy) < py(xy) fiir alle xy © Py, %y © Py mit xy < 2.
(i) — (22 N\ 20 < 1 /N Po-

(3) Sei K == 0. Iiir jedes isotone additive Funktional f auf E sind
dquivalent .

(i) — b S flPyund f| P, < p,; fiirallej &€ [,k € K.
i —UA2INCRNSS<CN ) INCA 2w
EEK ier jes kEK
Beweis. (1) Nach Lemma 1 ist p = p, /A px bzw. p = /A p;
=V
isoton, subadditiv und homogen. Aus der Definition von]g folgt
fur j &€ / und & & X sofort

p|P;<p,und p NP, <p

sowie auf einfache Weise p < p /A 2;.
Sei nun ¢ ein isotones subadditives homogenes Funktional auf
£ mit

g| P, <p;und g A Pr=gq firallej & J, £ € K.

Dann gilt fir y € £ und y, € P, mit ¢(y + y,) << oo und
2i(yy) < o0

g =g N\ D) L gy + 30 + 2:(30)-
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Fir x € E, n € N, jede endliche Teilmenge 7, C 7 sowie Ele-
mente x; € P, mit p,(x;) < oo und
nx + 3 x,< 3

rekNi, jeJNL
gilt daher

ng(x) =gnx) < glnx + 3 x) +kEAme(xk) <

EEKNI;

<q(C 2 =x) + Z{ 2z < _e%;, g(x,) +é61§\1 Dz <

Jje/Nniz

< 2 j)(x)+ Z' 24 (%),

je]nlz KNIz

also

¢(®) <L 3 pi(x) undsomit ¢(x) < p(a).

i€z

(2) Man sieht sofort ein, da3 ( A 2;) INCA 2w <27 N Px
jeJ FEK

gilt. Die umgekehrte Ungleichung folgt aus (1) wegen
2 NPx < ./é\jﬁj und (Pj N Px) //\<k/c\\1\’pD:pj N P -
; -

(3) (1) = (ii). Sei xy & P, und o. B. d. A. py(x,) << co sowie
21 N\ pa(xy) < co. Fur alle z € N, x, & P, mit p,(x;) < oo und
nxy + x5 = 2y gilt

Pe(xg) + — (ﬁl(xl) + p3(x3) = N ACHE (PO(”xz) +
+ pa(x5)) = ‘; (B1(21) + 22 I\ p3(ry)) 2 0

und somit
—p2(x0) < p1 N ps(x0).

(i) = (@i). Sei 2y € Py und o. B. d. A. py(x,) < oo sowie
P2 I\ ps3(x;) < co. Fiir alle # EN, x; & P, mit p, (x)<oo und

nxy < xy + 2y gilt py(ay) + — (I’z () + p3(x9)) = — = polxa) +
7 (B1(ny) + p5(x3)) = 7 (Z’z(xz) + 21\ 23 (x9)) 2 0

und somit

—p1(x1) < pa /N pa(y).
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(4) (i) = (ii). Sei x; € P;, x, < xpund o. B. d. A p.(x;) < 0.
Dann ist 0 < 2y /A $2(0) < p1(#1) + pa(%2), 2also
— pa(xy) < p1(x)-
(ii) = (ii1). Wegen (ii) ist — ; < (p2 A po) | Py, also
— 2 < (21N BD | Po= (21 IN22) N (21 I\ D) | P
nach (3) und (1) und folglich

— (1N P2 P2 N\ (P1 /N B2) < P2 N Py
(iii) = (i) wegen p, N\ p1(0) < o.
(5) (i) = (ii). Sei ¢y = /A p; und g5 = A p,. Nach (1) gilt
ieJ EEK

f<gq und —f < gy, also nach (1) —gs < f=/ /A ¢ und
— g < —f=(=f) N\ g, Aus (3) folgt daher

—f< g N\ rund — (—H < g A\ Fpyalso— (. N 7)) S F <
<71/ 7z

(i) = (i) nach (1).

2. Minimale Fortsetzungen

Definition 3. 7; und P2, seien Unterhalbgruppen von Z£.
P, /\ P, sei die Unterhalbgruppe aller x & £, fur welche Ele-
mente » & N, x; & P, und x, & P, existieren mit #x + 2, < x5
(vgl. [4], [7D)-

In Anlehnung an Definition 2 bezeichnen wir mit 2, /A 7, die
Unterhalbgruppe (P; -+ P,) /A {0}. Entsprechende Bezeichnun-
gen werden bezliglich der inversen Priordnung > eingefiihrt.

Definition 4. Fiir jede Teilmenge 7 von £ bezeichne <, die auf
R” durch die punktweise Ordnung auf 7 definierte Priordnung:

P <rghbedeutep | T <gq|T.

Satz 1. Seien p bzw. q subadditive Funktionale auf Unterhalb-

gruppen P bzw. Q von E, und sei f ein additives Funktional auf
einer Unterhalbgruppe F von E mit
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— @ N=N)<p NS

(1) Fiir jede Teilmenge T von I besitzt die bzgl. <, praigeord-
nete Menge G aller isotonen additiven Fortsetzungen g von f
auf E mit

—¢<glQundg|P <p
ein minimales Elewnent .

(2) Ist Ty C T und hat die von Tyin E evzengte Unterhalbgruppe
So die Eigenschaft, dap po: =—((¢ A\ (—5)) A\ G | Sy
additiv ist, dann kann h fiberdies so gewdhit werden, daf

A(s) = inf {g(s): g & G} = po(s) fiir alle s = S,
gilt.

(3) Jede einpunktige Menge Ty C T besitzt die in (2) geforderte
Eigenschaft.

(4) Ist f reell und Py, = {x € P: p(x) < 0}, Qy =
={y € Q: g(¥) < 0}, so gilt fiir jedes Element g & G

£((Qu + F) N\ Py + F)) C]—00,00] und
E((Po + F) N (o + F)) C [— 00, 0.

Insbesondere ist g rveell, wenn f recll ist und

E=(Qut+ F) N (Pt F)) n (Pt F) N (O + F))gilt.
Beweis. (1) Bezeichnet S = { 3 ¢,: 7 endlich, ¢, & T} v {0}
iel
die von 7 erzeugte Unterhalbgruppe in £, so ist # & G offenbar
genau dann ein bzgl. <, minimales Element von G (d. h. jedes
gE Gmit g| 7T < /4| T stimmt mit 2 auf 7 iiberein), wenn /
ein bzgl. <¢minimales Element von G ist. Daher kann o. B. d. A.
7 = S angenommen werden.
Fiir gy = ¢ A\ (—f) und py: = p /\ / gilt wegen — p, < 2,

und Lemma 1 nach Lemma 2 (4)

— (P2 N\ p3) (0) < p3 /A p2(0) <0, also — (p, A p3)(0) =0

nach Lemma 1. Somit ist p, fiir jede einpunktige Menge 7, nach
Lemma 1 additiv auf S, also (3) bewiesen.
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(ii) Sei nun 77 eine beliebige Teilmenge von 7" = S mit dieser
Eigenschaft,und seip; : = p, /A ps. Dann folgt aus der Definition
von p, fur alle 21, x, € £ mit x, < x, sofort

— pa(s) < pa(xy).

Nach Lemma 2 (4) ist dann

— (@2 N\ 21) <Py N\ Po-

(iif) Auf R” wird nun eine Ordnung < wie folgt eingefiihrt:
# < v gelte genau dann, wenn entweder « | S < v |S und
w|S=v|Soderu|S=uv|Sundzx < vgilt (Aus # < v folgt
stets # < v).

Es soll nun gezeigt werden, daB die bzgl. < geordnete Menge H
aller isotonen, homogenen und subadditiven Funktionen % auf %
mit

— (2 N\ ) <A <py I\ D2
ein minimales Element besitzt.

Nach Lemma 1 ist p; A\ p, € H, also H == 0.

Sei (4,),; < ; eine Kette in H, U cine Unterhalbgruppe von £ und
7, eine nicht leere Teilmenge von 7, fur die {#,: 7 € I,} bzgl. <,
total geordnet ist. Dann ist 2: U — R, definiert durch

u(x) = inf Z,(x) (x € U),
i€ /o
subadditiv auf U, da #(0) < o und die Giltigkeit der Dreiecks-
ungleichung wie folgt eingesehen werden kann:

Seien x, y € U und o.B.d. A. u(x) < co sowie u(y) << co.
Seien z, 7 & [y mit 2,(x) < oo und /,(y) < oo. Ist etwa

U < 2| U, sogilt A (y) < h;(y) <<oo und
w(x +y) < hx +y) < h(x) + 2,(0) < hx) + 2>,

also

w(x +y) < ulx) +uly).
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Hieraus folgt, daB3 s : S — R, definiert durch
s(x) = inf 2, (x) (x & S),
el
subadditiv auf S ist.

Ist /= {j € /: %;| S = s} nichtleer und /%,: £ — R definiert
durch
hy(x) = inf 2,(x) (v € E),
iej

soist fiir 4,7 € J 4; < hyoder &, < J,, also wegen ;| S = 4, | S
auch %; < % oder #; < %;. Nach obigem ist dann %, subadditiv
auf £. Ferner ist 4, & H, da Z; & Hfirale;j& /. Firi& /
isth, < hnundfiiri € 7\Jist/,| S = s < 4, | Ssowies == %;| S,
also %, < %;. Daher ist %, untere Schranke aller %, (z € /) in H,
sofern / nicht leer ist.

Sei nun angenommen, da8 / leer ist.

Wegen —s <(p, A 1) | S gilt nachLemmaz (3) und Lemma 1
flir xy, 2, € £ mit 2, < 2,

— pa(x2) < s /A pr(7n) <5 /N pa(x)-
Nach Lemma 2 (4) ist daher

— (P2 NP < — (22 N\ G L) SN 2D NP2 S 01N P

Folglich ist 4, : = (s /A #1) /\ 2 € H, und wegen /4, | S <s <
< 7| Sund s 4| Sist h; < 4, fir alle 7 & 7.

Nach dem Zornschen Lemma besitzt nunmehr H ein minimales
Element /% bzgl. der Ordnung <.

(iv) Wir zeigen, dal} £ additiv ist.
Wegen g, /\ 7:(0) < o und /%(0) < o gilt 2(0) = o.

Daher geniigt es zum Nachweis der Additivitit von /%, die Un-
gleichung

h(zx) + 2(y) < h(x + )
fir alle , y € £ mit
— oo < A(x), —oo < A(y) und A(x 4+ y) << oo

zu beweisen.
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Sei t: = po N\ #;. Dann ist — ¢ < 4, also gilt nach Lem-
ma 2, (1) und (4)
—t<—QCNBDELENEL S p NP

und somit 2 )\ F & H. Wegen 2 N\ I < hgilt 2 )\ < %,
also 2 = & j\ £ wegen der Minimalitit von 4.

Auf E,: = {nx:n € N {o}} ist 7: = — % | E_ ein addi-
tives Funktional, da %Z(¢) = o und % homogen ist. Wegen
—7r =k |E, = (k%) E, gilt nach Lemma 2(3) — %2 <7
N ¢ =1¢ A 7 also

— ¢ < 2 /\ 7und somit £ A 7 E H.

Aus der Minimalitit von /4 erhilt man wieder 2 = 42 ) 7
Hieraus folgt die zu beweisende Ungleichung:

h(y) < h(x+y) + 7@ =h(x +3)— k().
(v) Nach Lemma 2 (1) gilt
WS <pphlP<p und h|F<f
sowie wegen p; < pg

— 2| Se < (22 N\ P | So L (P2 N\ 2 | So = — Po,
0= uwd —h|E<—F

also 2 € Gund £ | Sy = p,.
Fir g € G gilt nach Lemma 2 (1) g < p; und — g < 2,,
also nach Lemma 2, (2) und (5)

Po=—(22 N\ 35) | So < g |So.
Folglich ist
i(s) = inf {g(s): g € G} fiir alle s € S,.

(vi) % ist ein minimales Element der bzgl. <y prigeordneten
Menge G: Ist nimlichg & Gund g | S < Z| S, so gilt

PoSgISOS/‘ISO=P0»
also

— P <g SPO I\ p3 = p1.

3 Minchen Ak. Sb. 1975
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Nach Lemma 2 (2), (5) ist ¢ & H. Die Annahme g |S = /%S
impliziert den Widerspruch ¢ < /4. Hieraus folgt (1) und, wegen
(v), auch Behauptung (2).

(vi) Zum Beweis von (4) geniigt es zu bemerken, dal3 nach
Lemma 2 (5) G mit der Menge aller isotonen additiven Funktio-
nale g auf Z Ubereinstimmt, welche den Ungleichungen

— (P2 N D3) g <ps NP2
genligen. Dann nimlich ist

Qoo + F) N (Poo +F)=(Qo N F) N\ (Pos N F) =
={x € £:py(x) <o} N\ {x € £: p3(x) < o0} =
= {x € E:py N P3(x) << 00}

und ebenso
Poo + ) N Qoo +F)={x € E:p3 I\ pp(x) < 00}.

Bemerkung 4. (1) Ersetzt man p und ¢ durch Fami/ien subadditi-
ver Funktionale, so ergibt sich eine Satz 1 entsprechende Aussage
aus Lemma 2 (3).

Auf diese Weise 148t sich aus Satz 1 auch ein Fortsetzungssatz
fUr belicbige numerische Majoranten und Minoranten gewinnen:?
Fir beliebiges p: £ — R und x € £ definiere man ein subaddi-
tives Funktional p, auf £, = {nx: n & N U {0}} durch p,(y) =
= inf {np(x): » € N {0}, nx = y}. Dann ist p, subadditiv
auf der Unterhalbgruppe £, und p.(x) < p(x). Sind nun p
und ¢ numerische Funktionen auf Z, so ist gemi3 Lemma 2(5)
die Existenz einer isotonen additiven Fortsetzung g von f auf
E mit — g < g < p dquivalent zur Existenz einer isotonen addi-
tiven Fortsetzung g von f auf £ mit

— (N gD N R BN<g< (A 22 INCR 7))
xS K xe E xEE xEE

3 Fiir Vektorraume £ und 7" = {o} wurde dieses Problem von Striohle [13]
behandelt; die Methode haben wir bereits in [3, 6.5] beim Beweis des Satzes
von Mazur-Orlicz ausgefiihrt.
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(2) Fiir 7 = {¢,} folgt sofort: ¢ & G ist genau dann ein mini-
males Element von G, wenn g(Z,) = p(¢,) gilt.

(3) Ist £ eine Gruppe und f reellwertig, so ist jede der Bedin-
gungen
E=0Qn+F)N (Py + F)oder 2= (P, + F) )\ (Co + F)
hinreichend dafiir, daB jedes ¢ € G reellwertig ist.

(4) Ist £ ein Vekiorraum und ist eine der Schranken

PINFINTIN(—Foderg N(—f) Np NF

R.-homogen und nimmt den Wert -+ oo nicht an, so ist jedes
g € G reellwertig (nach (iv) und Lemma 2 (2)) sowie R-homo-
gen, geniigt also der Gleichung

gUlx)y=4Agx) furalle A€ R xS £

(dies folgt durch Approximation sofort aus der Giiltigkeit obiger
Gleichung fir rationale 4).

(5) Die Voraussetzung

— @ NSNS

ist, wie der Beweis von Satz 1 zeigt, notwendig fur die Existenz
eines Elements in G und (nach Lemma 2, (2) und (3)) dquivalent
mit der Forderung

—a<(p NFIN=LH)]O.

Dies stellt den Zusammenhang mit Fortsetzungssétzen in [2, (2.4)
(vgl. (2.1))] und [3, (3.4)] her.

(6) LaBt man fur die Schranken p und — ¢ nicht nur reelle
Werte zu, so kann man bereits auf Vektorriumen Z selbst unter
der Voraussetzung G ~ £* == ¢ und p(7), ¢(7) C R nicht
mehr die Existenz ree/ler bzgl. <, minimaler Fortsetzungen
erwarten, wie wir in [2, (3.7) (1)] gezeigt haben.

(7) Unter der Voraussetzung von Satz 1 besitzt G auch ein
bzgl. <, maximales Element. Dies folgt sofort aus Satz 1 (1)
durch Ubergang von G zu — G und von < zur inversen Pri-
ordnung > auf Z.

3*
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Bemerkung 5. (1) Satz 1 enthilt den Satz von Andenaes|[1, theo-
rem 1] uber die Existenz (S, p) — maximaler (d. h. fir 7= — S
bzgl. <, minimaler) Fortsetzungen eines linearen FFunktionals f
unterhalb eines sublinearen Funktionals p auf einem Vektorraum
£, indem man als Priordnung die Gleichheitsrelation und fiir ¢
das Nullfunktional auf Q: = {o} wihlt. Dann ist die Voraus-
setzung — (¢ A\ (—/F)) <2 /A f dquivalent mit der Forderung
J < p | F. Wie in Bemerkung 4 (4) folgt aus der Ri-Homogenitiit
des reellen sublinearen Funktionals p auf % die Linearitdt der
7-minimalen Fortsetzung.

(2) Far den Spezialfall

E=(@Q+FHNCH+F))~A(L+F) NQ+ ),

reguldre Priordnungen < und reellwertige » und ¢ findet sich
die Aussage (1) von Satz 1 bei Scheller [11, Satz III. 3 und 2)
S. 28/29].

(3) Satz 1 enthilt fiir den Fall 7= Q = {o} und ¢ = o be-
kannte Fortsetzungssidtze: Fuchssteiners Corollary 1.3 in {8]
ergibt sich aus dem ersten Teil der Behauptung von Satz 1. Wihlt
man fir p ein reelles subadditives Funktional, so erhilt man
Dinges' Theorem [7, 5.5] und, fur P = £, den Satz2 von
Aumann|4] sowie Theorem 2 von Kranz [10].

Man hat dabei nur zu beachten, daBl die Voraussetzung

— (g A\ (—5) <p /A fauchnotwendig (vgl. Bemerkung 4 (5))
und Uberdies dquivalent mit der Forderung ist, daB} fir alle

21 EP 2 EQ,y1, ¥ € F mit p(ay), 9(x), f(¥1), — f(y) <0

und xy + ¥, < x; + y; stets
—q(x) + /() < p(x) + S0

gilt. Diese Voraussetzung ist in den genannten Sitzen erfiillt.
Auch Satz 3 von Aumann [4] Gber die Fortsetzbarkeit reeller
isotoner additiver Funktionale von einer Unterhalbgruppe 7 zu
reellen isotonen additiven Funktionalen auf die sog. Vergleicher-
halbgruppe V(&) folgt sofort aus Satz 1, indem man

T=P=Q={} und p=g=o0



Minimale Fortsetzungen additiver Funktionale 37

wihlt. Die Menge V(F) aller x & £, fiir die Elemente 2 & N,
xy, ¥p & F existieren mit

1 < nx und x < x,

ist nimlich eine Unterhalbgruppe von(# A F) ~ (F A F). Wie
bereits Fuchssteiner [8] bemerkt hat, ist die Regularitiits-
forderung an die Ordnung in Aumanns’ und Dinges’ Sitzen
tberflussig.

(4) Satz 1 (1) liefert fiir den Fall P = Q = E, F = 7T = {o}
die Existenzsitze von Kaufmann [g9] und Kranz [10, theorem 1]
sowie deren Ubertragung auf geordnete Halbgruppen von
Fuchssteiner [8, theorem 1]. Fir P = E, F = T = {0} und
additives g erhidlt man Fuchssteiners Corollary 1.1 aus [8]. Die
zusitzlichen Endlichkeitsvoraussetzungen in den genannten
Sitzen sind Uberflussig.

(5) Ist £ ein Vektorraum, so ergeben sich aus Satz 1 die Sand-
wichsdtze [3, 2.2] und (sofern < die Gleichheitsrelation ist)
[2, 1.9]. In diesem letzten Fall ist

fre Piplx)<<oo} N {y € Q:9(y) <oo} =
={x € Pip(x)<<oo} — {y &€ Q:9(y) <oo}.

Satz 1 enthdlt daher auch ein kiirzlich von Stréhle [13, 2.2.2]
bewiesenes Resultat (vgl. Bemerkung 4 (3)).

Auch die Kennzeichnung der Eindeutighkeit (S, p)-maximaler
Fortsetzungen bei Andenaes [1, theorem 2] 1408t sich auf die hier
vorliegende Situation iibertragen. Mit den Bezeichnungen von
Satz 1 gilt:

Korollar 1. Se7 7" eine Unterhalbgruppe von E. Die minimalen
Elemente der bzgl. <, prigeordneten Menge G stimmen auf T ge-
naw dann iiberein, wenn (g N\ (— F)) N\ (p N J) auf T additiv

252.

Beweis. Sei Ty = T und p, wie in Satz 1 definiert. Ist p, addi-
tiv, so gibt es nach Satz1ein 2 & Gmit 2 | 7 < g | 7 fur alle
£ 6.
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Daher stimmt jedes bzgl. <, minimale Element von G mit Z
auf 7 uberein.

Die Umkehrung folgt wie bei Andenaes: Nach Satz 1 existiert
zu jedem ¢ € 7 ein bzgl. <, minimales Element 4, & G mit
h,(8) = po(8). Sindnun ¢y, t, & T'sogewihlt, daB {p,(2), po (%)} +
#+ {+oco, —oco}, so ist fur 7= 1,2 nach Voraussetzung

Py (8) = Py (8) = po(%), also

PO(tl + tz) = /lt1+t,<t1 + tz) e /lt,+1g<t1> + /zt,+t,<t2) =
:ﬁo(fl) +?0<t2)-

Wegen p,(0) = o ist py additiv auf T.

3. Anwendungen

Im folgenden sei X ein kompakter Hausdorff~-Raum und E die
beziiglich der punktweisen Ordnung < auf X geordnete Halb-
gruppe aller nach unten beschrinkten nach unten halbstetigen
Funktionen auf X. Als Anwendung soll nun gezeigt werden, dal3
fur Teilmengen § von E mit S + S C S die Existenz und
Kennzeichnung S-minimaler gefegter Male, die Existenz des
Silovrandes und eine Charakterisierung der Eindeutigkeit S-mi-
nimaler gefegter Malle einfache Konsequenzen von Satz 1 bzw,
Korollar 1 sind.

Die Menge M. (X) aller positiven Radonmafe auf X stimmt
bekanntlich mit der Menge aller reellen isotonen additiven Funk-
tionale auf dem Vektorraum C(X) der stetigen reellen Funktio-

nen auf X berein.
For p € M, (X) ist das duflere Maf p*, definiert auf E durch

p¥le) =sup {n(h): 2 € C(X), h < e},

eine isotone additive Fortsetzung von g auf E. Wir sagen, dal}
zwei MaBe g und » auf § ibereinstimmen, wenn u* | S = »* | §
gilt.

Sei A eine abgeschlossene Teilmenge von X, 4 & M (X) und
2 eine numerische Funktion auf X. Dann sei

(1)) = inf {u*(B): h € E, nkh € S U {o}
flireinn @ N, 2| A >ul|A}.
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p wird von A getragen, wenn p* (14, ) = o ist
(dabei bezeichnet 1, , die Indikatorfunktion der Menge X'\4).

Seien y, v © M (X). v heilt gefegtes Maf} von u (bzgl. S),
wenn v* | S < u* | S ist.

u E M C My(X)heilt iz M S-minimal, wenn v* | S = p*| S
fiir jedes gefegte MaB v & M von u gilt. u & M. (X) heiB3t
S-minimal, wenn p in M(X) S-minimal ist.

Satz2. Sei A eine abgeschlossen Teilmenge von X und p = M. (X)
ein Mafl auf X mit den Eigenschaften.

(i) Es existiert ein s & S mit s(x) > o0 fir alle x © A und
p*(s) < oo.

(ii) Fiir jede Funktion s © S mit s | A > o gilt u*(s) > o.

Dann existiert fiir jedest & —S ein in der Menge M aller von A
getragenen Mafle S-minimales gefegtes Mafl y von p wmit

- A
— 7 (=0 =p").

Genau dann stimmen je zwei in M S-minimale gefegte Mafie von
w auf S diberein, wenn i auf — S additiv ist.

Beweids. (1) Da A abgeschlossen ist, liegt a: = 1,,, in E.
Wiihlt man in Satz 1 fiir ¢ das Nullfunktional auf Q = {o}, fiir /
das Nullfunktional auf 7: = {ma: m &€ N {o}}, fiir P die
Unterhalbgruppe S v {o} und firr p die Restriktion von p*
auf P, so folgt aus @ |4 =o0 und der Bedingung (ii) sofort

— (@ N H)<p NS

(2) Sei G die Menge der isotonen additiven Fortsetzungen von
fauf E, die von p auf 7 majorisiert werden.

Nach (i) ist fir P, = {# & P: p(h) < o0}
C(X) C {e € E: es existieren sy, s, & P, a1, a; & F mit

— S £e£52+a2}C(F/\\(Poo+F>)m(<Poo+F>//\ﬁ>

Nach Satz 1 (4) ist daher fiir ¢ & G die Restriktiony: = g |C (X)
reellwertig, also y € M4 (X). Nach Definition ist * < g, ins-
besondere also y* | 2 < p und
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o < y*(a) < g(a) = f(a) = o, also y* | F = f.
Folglich ist y € M und y* & G.

(3) Ist g ein bzgl. <, minimales Element von G, so ist
y: =g | C(X) ein in M S-minimales MaBl mit y* |S = ¢ |8,
denn fiir jedes v € M mit v* | S < p* |Sist v* € G und v*| P <
<y*|P<g|Palsov* | P=y*|P=g]|P

(4) Fiir £ € — S gilt

—ANENA—H=
=inf[ () n ENEC Playay € F,—nt+h +a,> a,

1
n
= /ALA (t)’

da a | 4 = o und die Funktionen aus E nach unten beschrinkt
sind.

(5) Nach (1) und Satz 1 existiert zu ¢ & — S ein in der durch
<, prigeordneten Menge G minimales Element g & G mit

g(—8)=—I1(—/5 N ¢ N fl(—12) (vgl. Lemma 2 (1), (2)).

Nach (3) ist y:= g |C(X) ein in M S-minimales Maf3 mit
y*|S=g|8 <p*|S.

Nach (4) ist
— ¥ (=) =—g(—t)=p"®.

(6) Fir jedes in M S-minimale gefegte MaBl v von u ist v* ein
bzgl. <, minimales Element von G: Sei nidmlich g € G und
g|P <y |P Nach(2)isty: =g |C(X) EM und y*|S <
<g|S <v*|S alsoy* | S =»* | Sunddamit g | P =v* | P.

(7) Nach (ii) ist 4 (0) = o. Folglich ist nach (4) 4* genau dann
additiv auf — S, wenn (— f) A\ p A fauf P additiv ist.

Wegen Lemma 2 (1), (2) ist dies nach Korollar 1 gleichbedeu-
tend mit der Eigenschaft, dal} je zwei bzgl. <, minimale Ele-
mente von G auf P tbereinstimmen. Dies bedeutet aber nach (3)
und (6) gerade, daf je zwei in M S-minimale gefegte Male von
w auf S Uibereinstimmen.
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Bemerkung 6. (1) Ist S C C(X), so folgt der Beweis von Satz 2
unmittelbar, indem man Satz 1 und Korollar 1 auf C(X) statt
auf E anwendet.

(2) Ist S punktetrennend, so folgt die Existenz des Silovrandes
fiir S sofort aus folgendem in Satz 2 enthaltenen Resultat (vgl.
[5, Satz 2]): Zu jedem MaDB, das die Eigenschaft (i) von Satz 2
besitzt, und zu jedem abgeschlossenen Rand A4 fiir S existiert
ein von 4 getragenes gefegtes MaB.

Aus Satz 2 erhilt man nun leicht die folgenden von Boboc und
Cornea bewiesenen Resultate ([6], theorem 1.1, 1.3, 1.2):

Korollar 2. (Boboc — Cornea) Sei A eine abgeschlossene Teil-
menge von X und p & My(X) ein Maf, das die Eigenschaft (i)
und fiir welches jedes gefegte Mafl die Eigenschaft (ii) von Satz 2
besitzt. Dann gilt:

(1) Es existiert ein von A getragenes S-minimales gefegtes Maf
von .

(2) Genaw dann stimmen je zwei S-minimale gefegte Mafle von
p auf S diberein, wenn i auf — S additiv ist.

(3) w ist genau dann S-minimal, wenn — p*(—¢) = (¥
Jiir alle t € — 8 gilt.

Beweis. Jedes gefegte MaB von g erfiillt die Voraussetzungen
(i) und (ii) von Satz 2. Sei M die Menge der von 4 getragenen
MaBe.

(o) Die von A4 getragenen S-minimalen gefegten Mafle von u
stimmen mit den von A getragenen in M S-minimalen gefegten
MaBen von u tberein. Sei ndmlich y & M in M S-minimal und
y* | S < u*|S. Isty € My(X)und +v* |S < p* | S, soistvein
gefegtes Mal3 von u, besitzt also nach Satz 2 ein von A4 getragenes
gefegtes MaBl 0. Wegeno € M und o* | S <#* | § <y* | S
gilt o* | § = »* | S, also v* | S = ¢* | S. Folglich ist y S-mini-
mal. Die Umkehrung ist trivial.

(1) folgt unmittelbar aus (0) und Satz 2.

(2) Zu jedem S-minimalen gefegten Mafl » von p existiert nach
Satz 2 und (0) ein S-minimales von A getragenes gefegtes MaB y.
Aus p* | S = »* | S und Satz 2 folgt dann die Behauptung.
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(3) Die Bedingung — u* (— #) = % (¢) fiir alle # & — S ist nach
Satz 2 offenbar notwendig fiir die S-Minimalitit von . Wie bei
Boboc und Cornea [6] sieht man ein, daf3 sie auch hinreichend ist:
Fiir jedes gefegte Mall » von x und jedes # € — S gilt wegen der
Eigenschaft (i) fir », dal — »*(—¢) <3*(#) und somit
— @ (—8) S — (=) SH() < D) = — uH(— 1), also
¥ | S = p* | S gilt.
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