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84 Hans Seybold 

I. Einführung 

Wir betrachten im Raum die Bewegung von 3 Massenpunkten 

Px, P2, P3 mit den Massen mlt m2, m3, die sich gegenseitig ent- 

sprechend dem Newtonschen Gravitationsgesetz anziehen. 

Wenn wir die Punkte auf ein festes räumliches kartesisches 

Koordinatensystem beziehen und ihre Ortsvektoren in diesem 

System xlt x2, x3 nennen, ferner mit (. . die Ableitung nach 

der Zeit t bezeichnen und ein Maßsystem verwenden, in dem die 

Gravitationskonstante den Wert 1 hat, dann lauten die Diffe- 

rentialgleichungen für diese Bewegung, also die Differential- 

gleichungen des Dreikörperproblems 

2 —-n) . ^3(^3—iy) 

I -* 13 ' 13 * _ — r. J 

(0 *0 - 
(x3 — Xj) (ii — x2) 

I T*- I a "I I 7+ Is 

m3{x\ — x3) 

|A —AI
3
 \x, — xA3 

Wir geben für einen bestimmten reellen Zeitpunkt t = t0 ir- 

gendwelche endlichen reellen Anfangswerte xx (70), x2(/0), *3(^0) 

der Ortsvektoren vor, für die keiner der Abstände der Punkte 

Px, P2, P3 verschwindet, und dazu beliebige endliche reelle An- 

fangswerte xx (/„), x2(t0), ^3(^0) der Geschwindigkeiten. Die durch 

diese Anfangswerte bestimmten Lösungen von (1) sind dann in 

einer gewissen Umgebung von t = t0 reguläre Funktionen von t. 

Durch analytische Fortsetzung können wir den ursprünglichen 

Definitionsbereich erweitern und erhalten so für die Koordinaten 

der Massenpunkte in einem gewissen Bereich analytische Funk- 

tionen der komplexen Veränderlichen t. Ihre im Endlichen ge- 

legenen Singularitäten ergeben sich durch das Verschwinden 

mindestens eines der Abstände der Massenpunkte Px, P2, P3- 

Da die allgemeine Lösung von (1) nicht angegeben werden 

kann - vergl. [12] § 5 -, haben als erste T. Levi-Civitä [7], 

G. Bisconcini [4] und K. F. Sundman [13] singuläre Stellen 

und die dafür gültigen Reihenentwicklungen dieser Lösung un- 
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tersucht. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, diese Untersuchun- 

gen, die durch T. Uno [15], D. Belorizky [1], [2], [3] und an- 

dere fortgeführt wurden, zu einem gewissen Abschluß zu bringen. 

Nach einem kurzen Überblick über die bekannten Arten von 

Stößen in Abschnitt II bestimmen wir in III asymptotische Lö- 

sungen einer Normalform eines speziellen Differentialgleichungs- 

systems, auf die sich die Bewegungsgleichungen (1) transformie- 

ren lassen. Dabei wird eine neue Ableitung von C. L. Siegel [11] 

für ein Ergebnis von J. Horn [6] etwas verallgemeinert. 

In IV betrachten wir den reellen Zweierstoß zusammen mit 

seinem reellen und seinem komplexen Ausartungsfall, dem reellen 

Dreierstoß und dem „gemischten Stoß“ (vergl. II). Wir erhalten 

mit den Ergebnissen von III unter gewissen Voraussetzungen 

auch bei Zulassung komplexer Koordinaten und Zeiten dieselben 

Resultate, die K. F. Sundman [13], [14] und C. L. Siegel [11] 

bei Beschränkung auf reelle Veränderliche für den Zweier- und 

den Dreierstoß fanden. Im Fall des gemischten Stoßes wird eine 

Behauptung von D. Belorizky [3] bestätigt, deren Beweis noch 

fehlte. 

In V untersuchen wir einen Sonderfall des reellen Dreierstoßes, 

der im Komplexen auftritt, wenn man bestimmte in IV voraus- 

gesetzte Bedingungen durch andere ersetzt. Dabei zeigt sich, daß 

die Differentialgleichungen (1) auch Reihenentwicklungen nach 

ln t und nur irrationalen Potenzen von t als Lösungen besitzen. 

Abschnitt VI bringt schließlich ein Beispiel von J. Lense zum 

„Dreierstoß 2. Art“ (vergl. II), bei dem reelle Anfangsbedingun- 

gen zu diesem komplexen Stoß führen. Mit diesem Beispiel wer- 

den Ergebnisse von P. Sémirot [10] und H. Selder [9] be- 

stätigt. 

II. Stöße erster und zweiter Art 

Im Komplexen folgt aus \x —y \ = O nicht notwendig;? —y 
wie im Reellen. Daher kann der Abstand zweier Punkte Null 

sein, ohne daß die beiden Punkte zusammenfallen. 

Wir wollen mit H. Selder [9] das Zusammentreffen von Mas- 

senpunkten in einem Raumpunkt als „Stoß erster Art“ bezeich- 
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nen, das Verschwinden des Abstandes zweier Punkte, die sich 

nicht am gleichen Ort befinden, als „Stoß zweiter Art“. Stöße 

zweiter Art sind also nur im Komplexen möglich. Stöße erster 

und zweiter Art führen beim Dreikörperproblem zu Singulari- 

täten der Lösungen, weil dabei mindestens zwei der rechten Sei- 

ten von (I. l) unstetig werden. 

Eine Transformation der Gestalt t—t0=>t ändert die Glei- 

chungen (I.i) nicht. Wir können deshalb ohne Beschränkung 

der Allgemeinheit als Zeitpunkt für das Auftreten einer bestimm- 

ten zu untersuchenden Singularität immer t — o voraussetzen. 

Im Reellen gibt es beim Dreikörperproblem nur die beiden 

Fälle des Zweier- und des Dreierstoßes erster Art. Sie wurden 

unter Beschränkung auf reelle Zeit und reelle Koordinaten von 

K. F. Sundman und C. L. Siegel vollständig behandelt: [11], 

[12], [13]. [Hi- 

lm Komplexen erhält man bei geeigneter Numerierung der 

drei Massenpunkte noch die folgenden weiteren Möglichkeiten: 

Einfacher Zweierstoß zweiter Art: \x2—xß verschwindet 

trotz xx =j= x2, während \xx— x3\ und \x2—x3 j von Null ver- 

schieden sind. Die Punkte Pv P2 liegen also auf einer isotropen 

Geraden, während P3 außerhalb dieser und der beiden anderen 

durch Px und P2 gehenden isotropen Geraden der Ebene Pv P2, 

P3 liegt. 

Doppelter Zweier stoß zweiter Art: Die Abstände \xx—x3\ 

und \x2 —x3\ verschwinden trotz xx =j= x3 =}= x2, während 

\x2—xß von Null verschieden bleibt. Die Punkte Plt P2 liegen 

dabei je auf einer der beiden durch P3 laufenden isotropen Ge- 

raden der Ebene Px, P2, P3. 

Durch Gleichsetzen von xx (o) und x2 (o) läßt sich der ein- 

fache Zweierstoß zweiter Art in den reellen Zweierstoß erster Art 

überführen. Dagegen ist ein doppelter Zweierstoß nur im Kom- 

plexen möglich, d. h. ein doppelter Zweierstoß ist immer von 

zweiter Art. 

Die beiden Fälle des einfachen und des doppelten Zweierstoßes 

zweiter Art wurden von T. Uno untersucht [15]- Er erhielt 

Reihenentwicklungen der Koordinaten der Massenpunkte nach 

Potenzen von ß' bzw. ß‘. 
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Dreierstoß zweiter Art : | xx — x2\, \x2 — x3\, | x3 — xx\ ver- 

schwinden gleichzeitig trotz xx =)= x2 =|= x3 =t= xx. Px, P2, P3 liegen 

also an 3 verschiedenen Stellen einer isotropen Geraden. 

Für diesen Fall fanden D. Belorizky [1], [2] und H. Selder 

[9] Potenzreihenentwicklungen der Koordinaten der Massen- 

punkte nach t'1, und ß1 -\n t, unter gewissen Bedingungen 

nach t1' allein, vergl. auch [10]. 

Gemischter Stoß: Die drei Abstände \xx—x2\, \x2—x3\, 

\x3—xx I verschwinden gleichzeitig, aber jetzt ist xx = x2 4= x3. 

Wir haben zwischen Px, P2 einen Stoß erster Art und gleichzeitig 

zwischen Px, P3 und P2, P3 je einen Stoß zweiter Art. Px, P2, P3 

liegen auf einer isotropen Geraden, Px, P2 fallen zusammen. 

Obwohl der Dreierstoß zweiter Art in den gemischten Stoß 

übergeht, wenn man xx (o) = x2 (o) setzt, lassen sich die Dreier- 

stoßlösungen von Belorizky-Selder nicht zu Lösungen des 

gemischten Stoßes spezialisieren. 

Im Abschnitt IV werden wir den gemischten Stoß ausführlich 

behandeln. Dabei werden die Differentialgleichungen (I.i) auf 

eine Normalform transformiert, die uns einen Überblick über die 

Gestalt sämtlicher in Frage kommender Lösungen ermöglicht. 

Diese Normalform wollen wir daher zunächst untersuchen. 

III. Asymptotische Lösungen eines Differentialgleichungs- 

systems 

Wir betrachten das Differentialgleichungssystem 

dx- 
(0 —Jf — h(.xi + eixi-i) + P'.-OG,   > X„) (f=i, 

Die Pi seien in einer gewissen Umgebung von xx — .. . = xn = o 

konvergente Potenzreihen der Variablen xx,...,x„ ohne kon- 

stante und lineare Glieder. Die A, und Xiei seien komplexe Kon- 

stanten in der Anordnung der Jordanschen Normalform einer 

Matrix, d. h. für A, = At- + Jt (1 V i + k <! n) hat man stets auch 

A, = AI + 1 = .... = A,- + jS, für i = 1 und für alle i = 2, . . ., n 

mit A,-=)= A,_! ist e{ = o, für At- = AJ_1 (i = 2, . . ., n) kann 
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e{ = 1 oder = o sein. Außerdem seien die Variablen x£ so nu- 

meriert, daß für die reellen Teile p, der X£ gilt 

(2) o>p1^e2^ ... ^ep-, e,^o für i = p + 1,..». 

Wir suchen Lösungen des Systems (l) mit der Eigenschaft 

(3) x£ —  o für Re s —*• oo. 

Diese Aufgabe haben J. Horn [6]1, P. Bohl [5] und mit der 

Einschränkung p, ={= o C. L. Siegel [11] behandelt. Im folgen- 

den werden wir im wesentlichen auf dem von Siegel angegebe- 

nen Weg, aber unter Zulassung von p, = o für einige oder alle i 

mit p <C i n die Lösungen von (1) mit der Eigenschaft (3) be- 

stimmen. Die Konvergenz der in Frage kommenden Reihen für 

genügend große Re s (vergl. Fußnote 1) hat J. Horn nachge- 

wiesen. Wir können uns daher auf die formalen Reihenentwick- 

lungen beschränken. 

Wegen 

I Pi I <C \x,-1 für o < I x£ I = e <C 1 (i = 1, . . ., n) 

betrachten wir zunächst die Lösungen des homogenen Systems. 

Die ersten p von ihnen streben gegen Null für Re s —> 00. Die 

übrigen sind entweder konstant oder wachsen mit Re s über alle 

Schranken, sind also wegen (3) unbrauchbar, wenn sie nicht 

identisch verschwinden. Wir versuchen deshalb, (1) durch Po- 

tenzreihen in den ersten p Lösungen des homogenen Systems 

zu erfüllen. 

Dazu führen wir neue Veränderliche ein (vergl. [11]) durch 

(4) xi=yi+Xi(x xp) (*'=l, ...,«) 

(5) = Z ai.ei 
xî'    

xpp (gi nichtnegativ ganz) 
g\ H 1- gp > 1 

mit später zu bestimmenden Potenzreihen X£ ohne konstante und 

lineare Glieder in den ersten p Variablen xv . . ., xf allein und 

setzen wegen (3) 

1 J. Horn untersucht Systeme der Gestalt (22). Diese werden durch (21) 

und eine lineare Transformation auf die Gestalt (1) gebracht. 
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y{ = o für i ^>p 

xi = Xi (xi>  • • » xp) für i>p- 

Weiter setzen wir 

(7) xi = Vi + K(y»   .yf) (i=i,...,p) 

(8) Y{ = Z bi.gl *tyi-   y*pp (gi nichtnegativ ganz) 
g\ + b gp > 1 

mit Potenzreihen Y{ ohne konstante und lineare Glieder. Wir 

erhalten aus (4), (5), (6), (7), (8) 

(9) y{+ Z 
bi.g, gpyl'    ygpp = 

gi + ---+gfi>i y 

= yi+ Z a,\gl gp (vi + Yi Y'    (y, + YP)*P . 
g\ + ... + gp> 1 

Durch Koeffizientenvergleich kann man damit die bigi g 

eindeutig aus den Koeffizienten derW,- berechnen, da die Yt- mit 

Gliedern mindestens zweiten Grades beginnen. 

Differentiation von (4) liefert 

ffi. _ , v dX‘ dxi r - \ 
ds ds + SX ds 

j = 1 1 

Mit (1), (4) und (7) wird daraus 

?;(x, + Cixi-1) + Pi - hiVi + e,y,-i) + h(X, + eiXi-1) + P. = 

= ^f+ ÊlÊr ^(yj + ‘JVJ-Ù + t,-(Yy + ej Yj-1) + Pj\ 
j = 1 1 

oder 

(10) 

mit 

dy, 
ds + e.y,-1) + P,- (*' = 1, • . -, n) 

(11) R{ = A,(Ah + (?,w,_1) + /?, ~ 

- Ê ßO'y + ‘jyj-ù + W + G *S--I) + PA- 
j-1 
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Die R; sind Potenzreihen ohne konstante und lineare Glieder in 

ylt   ->yp> wenn man die xlt . . ., xn nach (6), (7), (8) durch die 

neuen Veränderlichen ersetzt: 

X,. x) = X((^ + Y1), . .., (y, + F,)), 

(12) ^ (xlt ...,xt)=^ ((* + YJ, .... {yp + F,)), 

P.(xXi xn) = 

' = Pi{(y 1 + YÙ, • • •>(y, + YJ>x,+i[(yi + ^)>  - , 

(yp + Yp)],--)- 

Nun wollen wir die aigi  in (5) so bestimmen, daß möglichst 

viele Glieder der Potenzreihenentwicklungen der R{ verschwin- 

den. Für den Koeffizienten rigi  des Potenzproduktes yf‘.. . ypP 

von Ri erhalten wir wegen (12) aus (11) 

(x3) ri,gi,..-,ip ',g, gp "1" eiai-i,gr gp) ~ 

p 

— Z gjhai.gl gp 

p 

Z ej ^j^gj X) ai,gl,g„:gj-l-l,gj+l.:gp 
j=2 J J g 

9i, gt gp 

= y^i—Z^gj^  gp — 

p 

Z ej^j{gj X) ai,gl,g*.;gj-\-l,gj-Yl,-,gp ”1” 
j= 2 

+ Keiai-l,gl,.,gp + 9i,gl,.,gp (* = D •>«)• 

Dabei sind in <7- „ „ die Koeffizienten aus P{ und solchen 

Potenzprodukten zusammengefaßt, die sich durch Produktbil- 

dung aus Gliedern mit einem Grad <C g = gx -f- • • ~\~ gp er- 

geben. Ordnen wir die a und r lexikographisch nach 

1 An der Stelle j—• 1 steht gj-\— 1, an der Stelle j steht gj + 1, die 
übrigen Indizes sind die gleichen wie bei ri,g1,...,gp 
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g, gl,  • -, gp, i 0' gl,   -,gp ^o; g > 1), so er- 
scheinen aigi g und ri<gi  nach a{_ 1<gi  und nach allen 

 g._x-i,gj + i gp (J = 2, . . ., p), ebenso nach allen 

die in qitgIi...gp enthalten sind. 

Entsprechend unserem Plan können wir 

(14) r i, g\, .... gp ® > 

setzen, wenn 

(15) K—Xgjlj* 0 

/= 1 

erfüllt ist, und erhalten damit eine Gleichung, aus der aigi gp 

eindeutig aus „früheren“ a  und aus q,-lglt.tgp berechnet wer- 

den kann. Gilt dagegen 

(16) K-—Ugj^ = °> 
j = i 

so tritt a-gi g^ in (13) nicht auf und fi,gl,.lgp ist festgelegt. 

Für die „späteren“ Gleichungen (13) setzen wir in diesem Fall 

(17) 

Wir haben also: 

•gp 
o. 

Für g = 2] g1 — ... = gp—r = 0, gt = 2: 

1 = 1 : fj o 0,2 = (^1 2 ^p) ai,o 0,2 ~t~ 9i,o 0,2 

i = 2 : r2 0 0,2 = (^2 2 ^p) a2,o o, 2 “t- ^2 e2 ai, 0 0,2 ~F 

+ Ç2.0 0,2 

i 

i 

gi —  — gp-2 — °> gp-1 — gp — 1 : 

= 1 : rl,0 0,1,1 = (^1 ^p-l ^p) öl,0 0,1,1 

ep ^p 2 ai. 0,.... 0,2 ~P 9i, 0,..., 0,1,1 

= 2 • ^2,0 0,1,1 = (^2 ^p-1 ^p) 
a

2,o,..., 0,1,1 — 

ep ^p 2 a2, 0,. .., 0, 2 4" ^2 e2 al, 0,.... 0,1,1 "4 

“F 9‘i. 0 0,1,1 
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In jeder Gleichung tritt genau eine neue Unbekannte auf. Die a , 

die r und dann aus (9) die b _ sind also der Reihe nach ein- 

deutig berechenbar. 

Wegen (2) gilt (1 5) für alle i ~g>p. Also ist Rp+x SE . . . = Rn = o, 

und die Gleichungen (10) sind verträglich mit (6), d. h. 

yP +1 = • • • = y„ = o, da auch ep+l = o. 
Weiter zeigt (10), daß (3) wegen (2) nur mit (6) erfüllt werden 

kann. (6) ist also notwendige Bedingung für die gesuchten Lö- 

sungen von (1). 

Für alle genügend großen g = gx -f- • * • + gfi ist (15) eben- 

falls erfüllt. Wir erhalten also nur endlich viele Lösungssysteme 

glt   -iSp von C1^)- Für diese gilt wegen g > 1 noch 

gi = <G+i = • • • =gp = °> 

da nach (2) schon jedes einzelne für j ^ i einen Realteil Qj mit 

I Qj I ^ |g,-| besitzt. Damit sind auch für i— 1, ....p die 7?, 

höchstens Polynome (und keine unendlichen Potenzreihen) in 

den ersten i— 1 Variablen y1, . . . ,y'I_1 allein. 

Also haben wir 

Ri = o für i = 1 und i = p -p 1, ...,«, 

Ri = 
Ri(yi> • • •.y,-~ 1) füri = 2, 

Somit bleibt folgendes System zu lösen: 

(18) 

dyx 
ds = Kyi 

dyj 
ds = h O, + GW,--1) + Ri Oh- 

= + Ri(yi,   -,A-i) (/ = 2 , ...,/). 

Diese Gleichungen lassen sich der Reihe nach integrieren. Die 

Integrationskonstanten seien ax, . . ., a.. 

Da jedes 7?,. aus solchen Potenzprodukten yf1 .... yV be- 
p 

steht, für deren Exponenten (16) erfüllt, d. h. /• = £ gj ist, 
y=i 

und At = >l;._x für =j= o, so enthält 7?; den Faktor ex's  Wir 

bekommen daher aus (18) zunächst 
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also 

-Sr = ^ + A(«i) **•'. 
d. h. 

y2 = a2 e
x,s + ^2(

ai) Se*'s = («2 + p2 (<*i) j) e>"s. 

Das ergibt weiter 

-§7- = h y3 + £3 («l. a2 + ^2 («1)s) «A,î 

oder, wenn wir R3 explizit als Polynom in s anschreiben, 

-JJ- — ^3^3 + (^3,0 + ^3,1 J + ^3,2 -f2 + • • • + ^S.r, jr‘) ßA,J • 

Damit haben wir 

73 = a3 e>,s + (J3,1 s + -*3,2 •i'2 + • • • + -G.r.-f 1 ex,s 

mit Koeffizienten -r3 t, . . .,ts,r + t> die sich eindeutig aus den 

ztj,0, • • •, r3r ergeben und wie diese von a.v a2 abhängen. 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir auch 

y4, , yp- Die allgemeine Lösung von (18) ist damit 

09) Vi = («,- + 5,.(«i, . . ., a,..!, j)) />' (2 = 

mit eindeutig bestimmten Polynomen S{ in den Integrationskon- 

stanten und der unabhängigen Veränderlichen j. 

(t9) ergibt mit (7) und (6) die gesuchten Lösungen von (1) 

mit der Eigenschaft (3). 

(1) ist die durch lineare Transformation erreichbare Normal- 

form eines Systems der Gestalt 

(20) 
dxi 
ds Z aikxk + 

p* (xi> • •>*») (f = 1,  . n) 

mit konstanten aik und in einer gewissen Umgebung des Null- 

punktes konvergenten Potenzreihen P* ohne konstante und li- 

neare Glieder. Die Lösungen von (20) mit der Eigenschaft (3) 

sind also für genügend große Re s als konvergente Potenzreihen 

in s, ex's, . . ., exP! mit p Integrationskonstanten darstellbar, 
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wenn Ax, . . ., Xp die Eigenwerte der Matrix (ait) mit negativem 

Realteil sind. Dabei treten s und seine Potenzen nur in Produkten 

auf zusammen mit mindestens einem Faktor eX's (1 <1 i ^p). 

Durch die Substitution 

(2.) T=e- d.h. 4f = -r 

mit Re s —> oo für T —* o 

erhält das System 

m 

T bik xk + b{T + Qi(x1, ...,xm,T) (i= i, . . ., »*) 
æ = i 

mit konstanten bik, b{ und in einer Umgebung des Nullpunktes 

konvergenten Potenzreihen ohne konstante und lineare Glie- 

der die Gestalt (20), wenn man m + 1 : = n, — b1:= ain, T : = x„ 
setzt und (21) dazunimmt. Man hat: 

(22) 

dx- 

T 
dT 

T 
dxi 

ds 

ds 

~dT 

dx  
» 

ds 

Die „zugeordnete“ Matrix für (20) ergibt sich dabei zu 

Daraus sieht man: Die Lösungen xi von (22) mit der Eigenschaft 

(23) xi o für T -*  o 

lassen sich für hinreichend kleine \ T\ in konvergente Potenz- 

reihen in T *, . . ., TXP und ln T mit p Integrationskonstanten 

entwickeln, wenn , . . ., Xp die Eigenwerte der Matrix (b{i) 

mit positivem Realteil sind. Dabei tritt ln T nur in Produkten 

auf, zusammen mit mindestens einem Faktor Tx>(i 



Über besondere Singularitäten in den Differentialgleichungen 95 

Nun erhält man aus den Eigenwerten der Matrix (ba) gerade 

die Lösungen des zu (22) gehörenden homogenen Systems 

dx- m 

(22') T = Z bikxk 
ai k=\ 

Die Lösungen von (22) mit der Eigenschaft (23) sind also in 

einer gewissen Umgebung von T = O als konvergente Potenz- 

reihen in ln T und in den für T —*  o verschwindenden Lösungen 

des zugeordneten homogenen Systems (22') darstellbar. Dabei 

tritt der Logarithmus nie allein auf, d. h. jedes Glied der Reihe 

enthält einen Faktor Tx mit x >0. 

Dasselbe gilt für das System 2. Ordnung 

(24) 
d

2
x- dx- l 

T dT2 C‘ T dT ^ C'k x* Go^ + Pi (xl 1    > xii 7") 
k = i 

(*’= L •• ,/) 

mit konstanten c{, cik und in einer gewissen Umgebung des Null- 

punktes konvergenten Potenzreihen Fi ohne konstante und li- 

neare Glieder, da es sich mit 

dx- 
(25) T-jr=xl+i (*=1, 

auf die Form (22) umschreiben läßt. 

IV. Der reelle Zweierstoß und seine Grenzfälle 

Ziel dieses Abschnittes ist die Aufstellung irregulärer Potenz- 

reihen für die Komponenten der Ortsvektoren der Massenpunkte 

beim Dreikörperproblem für die Umgebung des Zeitpunktes, in 

dem zwei Massenpunkte Zusammentreffen und der dritte von 

ihnen den Abstand Null hat. 

Wir wollen das Problem zunächst allgemeiner fassen: 

Zur Zeit t — o mögen die Massenpunkte Px, P2 in einem 

Raumpunkt P Zusammenstößen. Wenn wir komplexe Koordi- 

naten zulassen, sind dann drei Fälle möglich: 
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(a) Der Abstand des Punktes P3 von P ist auch für t — o von 

Null verschieden: reiner Zweierstoß erster Art. 

(b) Der Abstand des Punktes P3 von P ist Null für t = o, ohne 

daß P3 und P zusammenfallen: gemischter Stoß. 

(c) Die Punkte P und P3 fallen für t — o auch zusammen: 

Dreierstoß erster Art. 

Die Fälle (a), (c) sind für reelle Zeiten und Koordinaten voll- 

ständig behandelt, [4], [8], [11], f 12], [13], [14]: Für (a) ergeben 

sich Entwicklungen der Koordinaten der Massenpunkte nach 

Potenzen von . Die Lösungen haben also für t — o einen al- 

gebraischen Verzweigungspunkt 2. Ordnung. Für (c) erhielt 

C. L. Siegel Entwicklungen der Koordinaten der Massen- 

punkte nach ïv*, P, f mit irrationalen (i, v und unter gewissen 

Bedingungen Logarithmen, d. h. einen logarithmischen Ver- 

zweigungspunkt. 

Für den Fall (b) hat D. Belorizky [3] als Lösungen Reihen 

nach Potenzen von t1/4 und t1/3 • ln t behauptet, aber weder die for- 

male Entwicklung dieser Reihen noch ihre Konvergenz gezeigt. 

Diese Lücke soll im folgenden geschlossen werden. 

Um Unterschiede und Parallelen aufzuzeigen, wollen wir, so- 

weit das möglich ist, zusammen mit Fall (b) auch die Fälle (a) 

und (c) behandeln. 

Wir betrachten die Bewegung der Punkte Px, P2 in bezug auf 

den Punkt P3. Die Bewegungsgleichungen für die Relativ- 

koordinaten erhalten wir aus den Gleichungen (I. 1), wenn wir 

die dritte dieser Gleichungen von der ersten und von der zweiten 

subtrahieren und dann x1—x3 => xx und x2—x3=>x2 setzen. 

Die neuen Vektoren x1, x2 beziehen sich also auf ein bewegliches 

Koordinatensystem mit raumfesten Achsenrichtungen und dem 

Ursprung P3. 

(I. 1) ergibt: 

m2(x,2 —?i) 

I *2 — *113 

(«1 + «|) x\ 

mx (?i — Zj) 

I xi — ?213 

(m2 + m3) x2 

(0 
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Die 2. Gleichung (l) entsteht aus der ersten durch Vertauschung 

der Zeiger i und 2, der Zeiger 3 bleibt fest. Wir brauchen daher 

i. a. weiterhin nur mehr eine Gleichung aufzuschreiben. 

Wie sich zeigen wird, führt folgender Ansatz zu einer Lösung 

(vergl. [3]): 

(2) 

(3) 

xk = i + ta(ak +yi), 

i = const, a >0, ak = const =(= o, 

yk (°) = °> tyk t = 0 

o ”> 

* yk = O, (k = 1,2). 

Dann findet der Stoß für t = o statt, und mit z'2 =(= o ; z'2 = o, 

i =(= o; i = o erfassen wir die Fälle (a), (b), (c). 

Aus (1) erhalten wir mit (2) 

a fa — 1) ta 2 (al + yx) + 2 a t« 1 y1 + fyx = 

_ ZZZ2 A (g2 — Ul + — Ti) _ 

t'a\o2 — ai + y2—yi\3 

 (”zt + m3) (7+ ta (aj + yi))   

| z + /a (ai + y\) |3 

  Z«2 (z + ta(a2 +/z)) 

I z + ta (a2 + y2) P 

und daraus durch Multiplikation mit t2a, wenn wir die Nenner 

der letzten Brüche weiter ausrechnen : 

(4) r,a 2 (a(oc — 1) (ax +3/j) + 2aty1 + t2y{) = 

__ m2 (a2 — ax +y2 —yi) _ 
\a2 — ai+y2 —yi |3 

 (Z»1 + ”z3) ^
2g ( Z + ta (aj + yj)  

D2 + 2 Fi\ax +y1)+t2a- + jf)2 I,/* 

 7712 t2a ( z + (a2 -j- J';)) 

IF + 2AT(V2 + f2) +12a (?2 +/2)
2r/i  

Im Fall (a) enthalten die beiden letzten Brüche den Faktor 72“, 

im Fall (b) den Faktor tal2, weil man bei z'2 = o durch t'l,a kürzen 
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kann. Im Fall (c) sind die beiden letzten Brüche wie der erste 

gebaut und enthalten die Zeit nicht mehr explizit. 

Wir nehmen an 

(5) I a2 — a11 I al | | a2 | =j= O 

und im Fall (b) auch 

(5 ') i ax 4= o, i a2 4= o. 

Die Gleichung (4) kann dann wegen (3) für t —* o nur mit 

(ö) « = f 

bestehen, da ihre rechte Seite für t = o von Null verschieden ist. 

Für t = o liefert sie dann in den Fällen (a), (b) 

(7) 

»22 (a2 — <7j) 

m1(a1 — a2) 

Multiplikation mit m1 und m2 und Addition der Gleichungen 

(7) liefern 

(8) mx ax 4- m2 a2 = o, 

also 

(9) m2(a2 — ax) = —(mx 4- 

Mit (7) haben wir damit 

(10) I a2—-^l
3
 = (m1 4- m2) 

und nach (9) 

/ m2 \3 

\ ?nx + m2 / 
a o — a. 

also 

(11) 
I — 13 9 
\a, 3 = 

2 («J + m2f ’ 

Im Fall (c) liefert (4) für t —* O: 

m2 (a2 — ax) 
(12) 

9_ m\ 
2 [nix + m2f 

{mx + m3) m2 a2 
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Das Koordinatensystem sei so gewählt, daß 

Dann zeigt die Gleichung (12) für die 2. Komponente von a1: 

oder 

o 
m2c m2c 

O. 

Entweder ist also c = o, und das bedeutet: die Vektoren alt a2 

sind parallel, 

oder I a, — «11 = I ß2 I und dann auch | a2 | = | a± | - da keiner 

der Punkte Plt P2, P3 vor den anderen ausgezeichnet ist - und das 

bedeutet: die Vektoren ava2, a2—~a1 können zu einem gleich- 

seitigen Dreieck zusammengelegt werden. Wir haben damit den 

von SundmanundSiegel sogenannten geradlinigen und gleich- 

seitigen Fall des Dreierstoßes erhalten. 

Nachdem wir hier einen grundsätzlichen Unterschied zwischen 

den Fällen (a), (b) und dem Fall (c) gefunden haben, ist eine ge- 

meinsame Untersuchung der drei Fälle nicht mehr möglich. 

Wegen der weiteren Behandlung von (c) verweisen wir auf [11]. 

Für (a) und (b) kehren wir mit dem Ergebnis (6) zu (4) zurück 

und setzen 

(13) T = t'k mit ( ) = ( )', 

also ty = ty' T = -j- Ty’ 

Py = P (y" f2 +y' f) = — T2y" — — Ty' 

und erhalten 
8 München Ak. Sb. 1967 



lOO Hans Seybold 

(H) J (r2ÿi + 2Ty[ — 2yx — 2ax) = 

  m2(a2 — ax + y2 —yx)  

I (°2 — «i)2 + 2 (a2 — ax) {y2 — yx) + (y2 — yxY |v 

 (mx + m2) T* (7 + T2(ax + yx))  

|> + 2 T*7{ax + yx) + T\ax + yxf |V* 

 m2 T' ( i + T- (a2 + y2))  

[7- + 2 T*?fo + y2) + T1 {a2 + /2)
2 |Vl 

Wir entwickeln die rechte Seite in Reihen, schreiben aber nur die 

Terme niedrigsten Grades auf. Für den ersten Bruch erhalten 

wir 

m2(a2 — ax + y2 — yx) (a2 — ax) (y2—yx) 

I «2 — “i I2 

m2{a2 — ax) m2{y2 —yx) 

|72-7il3 \a2 — ax\
3 

m2(a2—ax) (y2—yx) (a2 — a1) + ...' 

Dafür können wir nach (7), (9), (10) schreiben: 

2 — 1 2 771 n y — —  \ 2 771n ü\ ( ) — , 
“I : (Vp — y 1 ) i  —i-ÿ öi ... 

9 1 9 mx + m2 3 + 77i2 |^|2 11 

Wenn das Koordinatensystem so gewählt ist, daß die 2. und 

die 3. Komponente des Vektors ax Null sind, d. h. 

und die ersten Komponenten von yv y2 mit yllt y21 bezeichnet 

werden, wird daraus 

(15) 

1 / ->• . m2 -*  , , m, 
— I — 2 a, -j- 2 : (y„ —y.) —6 7— 
9 1 1 mx-\- m2 1 Jmx -f- m2 

T21 —Tu 

+ ••• • 
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Im Fall (a) erhalten wir für die beiden anderen Brüche: 

(16) iT4 

Z  

 -=T l 1 4 + . . 

im Fall (b): 

07) -lf- 
\ 2; 

+ 
+ 

i ax\ I 2 i a21 
iT+ .... 

Wenn man die abgeleiteten Glieder zusammenfaßt und die beiden 

letzten Brüche nicht anschreibt, dann hat (14) nach (15) die 

Gestalt 

(18) 

(7VI')' = 2£ + 2 

= 2 

mx -f- m2 

mxyx + m2y2 

m-, -4- 

^2 / ~* \ r wi' 

(y2—y 1) —6 mx -f- m2 

(y2i~.viG 

l O I 
+... 

6 
m, + 

y 21 y\ 1 
o 

i o 

+ 

Anstelle von yx, y2 führen wir unter Aufgabe der Symmetrie zwi- 

schen den Zeigern 1, 2 neue Veränderliche zlt z2 ein 

? _ nhyi + »Z2Z2 _ / „ 

1 tu. _1_ tti. ! 2 + »z2 

(19) 
Vs 3 / 

^2 = y 2 —T: 

und bekommen im Fall (a) aus (18) und (16) 

(Z2 71y — 271 = -9 
77ZJ -f W2 + Wî3 i Z4 

(20) 

(T2 z£)' —  6 • I o J = Terme 2., 3. und 4. Grades 

?2 allein + ... , 
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im Fall (b) aus (18) und (17) 

(21) 

(7^)' — 2?J = — 9 
ntx + »h + nh 

mx + 

(T2^y — 6- I O I = gm3 

l~^rrr + —£rq) * 
\l 2 Z «11 /* I 2 Z I ;7 

I 2 z «2 I 7 

d*2r+-. 

In den Gleichungen für ?j ist der erste Bruch der rechten Seite 

von (14) herausgefallen. 

Nach (3) gilt zi(p) = o {k = 1, . . 6). Wir können somit 

auf (20) und (21) die Ergebnisse von III anwenden. Dazu brau- 

chen wir zunächst die Lösungen des homogenen Systems 

(22) (T2z'k)' —ckzk = o (k = 1, . . 6) 

G = G = G = 2 ; G = 6 ; G = G = °- 

Mit dem Ansatz 2 ~ 7”x erhalten wir aus (22) 

+ 1) = G d. h. A = — Y± J/^ — + c. 

Damit haben wir mit der Numerierung entsprechend (III.2) 

für c = 2 : = A3 — A3 = 1, = 77 = 2, 

für c = 6: A4 = 2, Aa =—3, 

für c = o: = 7JQ = o, Alk = A12 
= 1 • 

Die gesuchten Lösungen von (20) und (21) sind also nach III 

Reihen nach Potenzen von T und T \nT mit 4 Integrations- 

konstanten. Jedes Glied enthält mindestens einen Faktor T. 
Da die beiden Systeme (20) und (21) sehr einfach gebaut sind, 

können wir ihre Lösungen unmittelbar, d. h. ohne Transforma- 

tion auf die Normalform (III.i), noch genauer bestimmen. 

Betrachten wir zunächst den Fall (a)! Wir setzen die Lösungen 

von (22) in die rechten Seiten von (20) ein und berechnen in einem 

ersten Schritt partikuläre Integrale unter Berücksichtigung nur 

der niedrigsten nun vorhandenen Potenzen von T. Diese Inte- 
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grale werden wieder in die rechten Seiten eingesetzt. Die jetzt 

vorhandenen und im ersten Schritt nicht berücksichtigten niedrig- 

sten Terme bestimmen die partikulären Integrale des zweiten 

Schrittes. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir 

schrittweise die Glieder der Reihenentwicklungen für zx, . . ., z6. 

Da die rechten Seiten von (20), auch wenn z1= T(. . .) und 

F2 = 7'2(. . .) entsprechend den zugehörigen Eigenwerten 1 und 2 

eingesetzt werden, keine linearen und quadratischen Glieder ent- 

halten, erzeugen die Eigenwerte 1 und 2 keinen Logarithmus. 

~zx und ?2 sind reguläre Funktionen der Veränderlichen T = t'1’, 

wie schon Sundman gezeigt hat. 

Im Fall (b) stehen auf den rechten Seiten von (21) lineare 

Glieder mit T. sj bekommt daher bei dem für (a) angegebenen 

Verfahren durch den Eigenwert -f-1 einen Term T ln T. Da 

der erste Bruch in (14) eine Funktion von F2 allein ist und die 

beiden anderen Brüche den Faktor T enthalten, sind die quadra- 

tischen Glieder der rechten Seite von (21) in zx höchstens linear. 

Sie ergeben also mit T ln T von zx höchstens ein Produkt T2 ln T 

und nicht ^(ln T)3. Der Eigenwert A4 = 2 liefert deshalb kein 

T2 (ln T)3. In den Reihen für zx und z2 gilt daher für die Expo- 

nenten fl, v von T,l (ln T)v immer fi ^ v. 

Wir können also setzen 

CO 

(23) = I **„, T* (ln 7? (*=1,..., 6). 

Das ergibt 

r24 = I zillv T
f, + 1 (ft (ln TJ + v(ln 7')1’"1) 

(T'2 z’ty = y Zktlt T“ ((fi + 1) fl (ln T'y + (2 p + 1) V (ln 7')’’-1 + 

+ v(v— 1) (lnr)-2). 

In (21) bekommen wir aus den Koeffizienten von Tm (ln T)n dann 

(24) Zk.m.n i(m + 1) —ct) + Zimn + 1 (2 m + 1) (n + 1) + 

+ *k.m.n + 2 (« + 2) (n + 1) = Zk m n 

(k = 1, . . ., 6; w(>o, 
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Dabei ist nach (21) - hier treten noch keine Logarithmen auf - 

(24.0) 

Die weiteren Zkmn erhalten wir nach (21) aus zktlv mit /J. <^m. 

Die ersten Gleichungen (24) lauten 

(24.1) (2 — 0*iu = 0 

(24.2) (2 ck)ztwJr Zzk\\ = ^kio 

(24-3) (ß ck) zkvi = Zkvi. (Zi22 — o) 

(24.4) (6 Ck)Zk2.l~ß 10 zk22 ~ ^k2\ 

(24'S) (ß Ck) Zk20 5 Zk2l “t“ 2 Zk22 ~ Z k 20 

(24.6) (12 ck) zk 33 — zk 33 

Wir sehen daraus: 

(24.1) : z411 = zsu = zeu = 0, da 2 — ck =(= o für k = 4, 5, 6. 

(24.2) bestimmt zlllt 2'2n> und Z
HQ, 2:6io- 

2no, z210, 2310 sind frei wählbar, da 2 — ck =0 

für k = 1,2,3. 

(24-3) legt 2422, ^222. ^322 unci ^5221 ^622 eindeutig fest. 
(24.4) ergibt 24211 ^2211 s'32i> -s's2i> ^621 und 2422- 

(24.5) liefert z120, 2220, ^320- ^520- z62o und zi2i> während 2420 

wegen 6 — ci = o frei wählbar bleibt. 

Die folgenden Gleichungen (24 . . .) ergeben die weiteren zk 

eindeutig, und zwar erscheint in jeder Gleichung genau eine neue 

Unbekannte. 

Damit haben wir Reihenentwicklungen für zl und z2 gefunden, 

die (21) erfüllen. Sie hängen von den 4 Integrationskonstanten 
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z110, 2*210» 
z3io> -^420 

a^- Die Konvergenz solcher Reihen in einer 

gewissen Umgebung von T = o hat - wie schon in III bemerkt - 

J. Horn [6] gezeigt. 

Aus (19) haben wir 

Vi 
I 

U2 = *1 + 

Also sind auch y1 und y2 als Reihen nach T'x (ln T)v mit /x v 

^ o darstellbar, und wir erhalten mit (2) für die gesuchten Lö- 

sungen von (1) 

*1 = i + ~ax + iyn0 + — t ln tylu + . . ., 

*2 = i + t"" a2 + ty2lQ + — t ln ty211 + . . . . 

Dabei ist i ein frei wählbarer isotroper Vektor, a1 und a2 sind 

antiparallele Vektoren frei wählbarer Richtung vom Betrag 

m2a* und m1a* mit a* = (m1 -f- OT2)'
2

J \ Die weiteren 

Koeffizienten yk/JV sind nach Festlegung von z, alt a2 bis auf 

4 Integrationskonstanten eindeutig bestimmt. Die Reihen kon- 

vergieren für J / I 77 mit genügend kleinem r) ]>0. 

Die Koordinatenvektoren der Massenpunkte in bezug auf ihren 

Schwerpunkt V lassen sich linear durch x1, x2 ausdrücken. Für sie 

gelten daher ebenfalls Reihenentwicklungen von der Gestalt (25). 

Die allgemeine Lösung von (I.i) in einer Umgebung des ge- 

mischten Stoßes erhalten wir dann daraus, wenn wir dem 

Schwerpunkt A noch eine Translation mit konstanter Geschwin- 

digkeit erteilen. Sie enthält also, da auch t0 = o willkürlich ange- 

nommen wurde, im ganzen 15 frei wählbare Parameter. 

Als weiteres Ergebnis haben wir mit (25) 

folglich 
I xk I = 12 i ^ak t’I* + . . . |^‘ = t ^ 12 i ak + . . . 

\2k\=0(f1') (k=X,2) 

und nach (8) 

er 
x„ — x j I = O (t2/a). 

ferner 
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Der Abstand der Punkte Px, P2, die in einem Raumpunkt Zu- 

sammenstößen, verschwindet also von höherer Ordnung als die Ab- 

stände der Punkte Px, P3 bzw. P„, P3, die nicht Zusammentreffen. 

Schließlich wollen wir noch nachweisen, daß ein gemischter 

Stoß nicht im Widerspruch steht zu einem von Null verschiedenen 

reellen Gesamtdrehimpuls J des Systems der 3 Massen mx, m2, 
m3 in bezug auf ihren Schwerpunkt 5 : 

Es gilt (siehe z. B. [9] § 10) 

(26) 

^3(^1 X\X xi 2W2 
l2 X xz) d" ^1 ^2(^2 A) X (X2 xi) 

Nach (25) und (19) ist 

also 
*2 —*1 = tU («2 — «1 + ?2)> 

(27) (x2—xx) X (x2 — *i)|/ = 0 = o. 

Weiter folgt aus (25) mit (8) und (19) 

(28) 

mxx1 X xx -f- m2x2 Xx2 = (i -f- . .) X (mlx1 -j- m2x2) = 

= (i +  •) X («! + m2) (zno + j (1 + ln t) znl + . . ). 

Nach (24.2) gilt wegen (24.0) 

(29) ?1U = fii, fi skalar. 

(27), (28), (29) ergeben in (26) 

(30) 7(* = o)=/(0 
^3(^1 + 2?Zg) 

222t -)- 2W2 + 2 X Z 110 ' 

2110 kann nach (24.2) frei gewählt werden. 

Für 

i = '110 
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wird 

J = 
+ w2) 

mx + m3 + m3 

also reell und von Null verschieden, wie behauptet. 

V. Ein Stoß dritter Art 

Wir gehen aus vom Dreierstoß erster Art. Der Ansatz (IV.2) 

für diesen Stoß 

(0 ** = *“&+£) 

mit 

(2) a >0, at = const =4= o, yk (o) = o (k = l, 2) 

ergab unter der Voraussetzung (IV. 5) 

I —* I I —  I I —  I 1 

I ^2 ^1 I I ^1 I I I ~i O 

für den Exponenten a den Wert — (vergl. (IV.6)) und weiter die 

Ergebnisse, die C. L. Siegel bei der reellen Behandlung dieses 

Falles erhalten hat. 

Wir haben also beim Dreierstoß erster Art 

(3) xk = O (/'•) (k = 1,2) 

und, wenn wir die Abstände der Massenpunkte Pt, P, mit rkl 

bezeichnen, 

(4) rkl = O (f1') (k 4= l = 1, 2, 3). 

Unabhängig von (IV.5) und damit (3) folgt (4) unmittelbar aus 

dem Ansatz (1) für die Bewegungsgleichungen. Diese lauten 

mit (1) und den Bezeichnungen von (4) - wie in IV schreiben wir 

wieder nur eine Gleichung auf, die zweite entsteht daraus durch 

Vertauschung der Zeiger 1 und 2 — 
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(5) f- 2 oc(a l) (ar + 44) |2ä/“ 
1
S!i + (a9i = 

= r12
3 W2 ^"“(«2 — «1 +i^2—5h) — ^13 (*»i + mä) ^“(«1 +5h) — 

— r23 m2 t
a(a2 + y2). 

Der Faktor ta fällt aus der Gleichung heraus und wegen (2) 

erhalten wir für die („gleichberechtigten“) rkl die Beziehung (4). 

Wir lassen nun (IV. 5) fallen und untersuchen den Dreierstoß 

unter der Annahme 

Der Abstand der Punkte Pv P2 verschwindet „schneller“ als die 

Punkte Zusammentreffen. 

Damit liegt hier ein Sonderfall eines Stoßes erster Art vor, der 

nur im Komplexen möglich ist. Zur Unterscheidung von den 

bisher behandelten Fällen sei er als ,,Stoß dritter Art'1 bezeichnet. 

Im folgenden wollen wir die dafür gültigen Reihenentwicklun- 

gen der Koordinaten der Massenpunkte untersuchen. Da bei 

der allgemeinen Behandlung Schwierigkeiten auftrcten, werden 

wir im weiteren Verlauf der Überlegungen die Gestalt der Lö- 

sung nur für einen speziellen Fall bestimmen. Dieses Beispiel 

wird uns einen grundlegenden Unterschied unserer Ergebnisse 

zu den schon früher bekannten Resultaten zeigen. 

Wir setzen in (1) 

(6) a2 — a1 =t= o, \a2 — ax | = o, 

d. h. lim r,2t “ = o: 
/ —0 12 

(7) Vu = tP Ä + *i) 

mit 

(8) ß > o, bk = const =t= o, (o) = o (k = 1, 2) 

und erhalten 

2   

und entsprechende Ausdrücke für r13 und r23. 
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Unter den Voraussetzungen 

(9) (ß2 — aù ißz ^1) ^ ai ^ o, a2b2 =^= o 

liefert das zufolge (4) und (5) 

(10) 2«. + ß = ±. 

Nun ist 

xk = t*~l (a (ak + yß) + tyß), 

yk = iß~1 (ß (ßt + Zk) + tZi). 

also nach (10) 

xkXxk = t2a + t>~1(ßaiXbt+. .) = tu (ßaixbi+. .) (k = 1,2) 

und 

(x2 — xß) X (x2 — xß) = t'u (ß(a2 — aß)X(b2—bß)+...). 

Der Gesamtdrehimpuls bei dem hier betrachteten Dreierstoß ist 

damit nach (IV.26) 

(11) /(*)=/(* = o) = o. 

Daraus folgt: Die Punkte PJt P2 bewegen sich in einer in unse- 

rem Koordinatensystem festen Ebene durch den „Koordinaten- 

ursprung“ P3 (vgl. dazu z. B. [12] § 6). 

Weiterhin wollen wir nur mehr den „symmetrischen Dreierstoß 

dritter Art“ untersuchen, d. h. es sei: 

—> 

ak = ak i, ak = const =1= o (k = l, 2), 
—v —  

a
i =r <^2J f 4= °> 2 2 = °- 

Wegen (11) können wir „ebene Vektoren“ verwenden und schrei- 

ben 

(12) Vk = {k = l, 2). 
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Damit wird - wenn wir die Zeiger i oder 2 überall weglassen - 

I x |2 = t2a\a + y |2 = t2a 12 a y -f- y2 | = 

= t2“ Ia(x + iy) + (* -f 2» (* — iy) |. 

In Anlehnung an (7) setzen wir nun 

(13) * — iy = u, u(p) = o, 

x + iy = v = t?(b -j- v), v(p) = o, 

ß ^>0, by, b2, b2 — by = const =(= O 

und erhalten mit (10) 

!2 = \ab + av -j- bu -|- (14) 

Wir multiplizieren (5) skalar mit ( . ] und bekommen mit (12), 

(13). (H) 

(15) oc(a— 1) (ax Uy) + 2a.tüy -f t2üy ~ 

_ m2{a2 — ay + u2— uß (rriy + m3) (ay + uß m2{a2 + u2) 

\{a2—aß(62~6ß+..\'l‘ \<tyby + |'/* \a2i2 + ..\'1’ 

Die entsprechende Gleichung für Vy entsteht durch skalare Mul- 

tiplikation von (5) mit j. Wegen 2'2 = o enthält sie auf der lin- 

ken Seite und in den Zählern der rechten Seite keine konstanten 

Summanden. 

Nach (13) ist v = tß(b -f- v) 

tv = ßt?(b -f- v) -f- tß + 1 v 

t2v = ß(ß — 1) tp(b + v) + 2ß tß+1 v + tß + 2 vy 

also 

(16) a(a — \) v 2 v. tv -\- t2v = 

— tß ([<x(a — l) + 2a/3 -f- ß(ß — !)] (^ "f" 4" 

+ (2a -(- 2ß) tV + t2v). 
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2 ß 
Wir ersetzen <x in (15) und (16) nach (10) durch — — und 

erhalten als Gleichung für ux 

(!7-0 (7 — — f) K + wi) + (-f Z9) *«1 + = 

»z2(<z2 — Æ, + «2 — «i) 

|fa2 — flj) (Ä2 — G)+ («2“al) (^2 —G) + ^2 —^l) («2 — «l) + («2 — «l) (»2 — 

(f«! + m3) («! + wx) ?«2(a2 + «2) 

] öl + Ol Vx + b1 ux + ux vx l'/* [ «2^2 + a2 ^2 + ^2 “2 + “2 v^ r ’ 

und als Gleichung (17.2) für z/x die aus (17.1) durch die Sub- 

stitution /3 <t=t>—ß, u v, a <=> b entstehende Gleichung. 

Zur Abkürzung schreiben wir 

(18) 
2 

9 ’ 

Dann ergibt (17) nach (13) für t = o 

cax 

m2 (<z2— öJ) (»2j + m^)ax m2 a2 

l(a2 — ax) {62 — 61)\
>l1 l«iGl"’ I«2 ^21’7’ 

und die daraus durch die Substitutionen 1 <=> 2 und a <=> 

c <=> d hervorgehenden weiteren 3 Gleichungen. 

Jetzt setzen wir 

(19) = a, a2 = ya, bx — b, b2 = öb 

und bekommen mit den Abkürzungen 

(20) 
l(y-i) («5—1)1*/* ’ IyS\'u 

c I ab |’/« = m2 (y — 1) A — mx — m3 — m2 y B 

c Iab |3/J = mx  1) A — (m2 -f- m3) B — mx — 

d\ ab |3/> = m2 (ß — 1) A — mx — m3 — m2 à B 

d\ab I*/* = mx  lj A — (m2 -(- m3) B — mx 

(21) 
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als notwendige Bedingungen für die Existenz von für t —* o ver- 

schwindenden Lösungen von (17). 

Für gegebene Massen mx, m2, m3 sind y, (3, \ab\, ß aus (21) 

und (18) zu berechnen. Da die allgemeine Auflösung nach diesen 

Unbekannten sehr schwierig zu sein scheint - wenn sie überhaupt 

möglich ist - betrachten wir umgekehrt mlt m2, m3 als Funktio- 

nen der Parameter y, (5. 

(21) liefert für (c — d) |ab 

Aus den ersten beiden Gleichungen (21) folgt bei Verwendung 

von (22) durch Gleichsetzen der rechten Seiten 

»2 (y — ô) (A — B) = *! 

also 

(22) mx{\ — A) = ??i2yô (A — B). 

m2 (y — 1 ) (A — B) + m2*) 0 ~ A) = mz(\—B) 

also 

(y — 0 (A — B) (1 — <3) = m3 (1 — B). 

Zusammen mit (22) haben wir damit 

(y—1) (6—1) 

B—\ 

Aus (18) erhalten wir mit dem Verhältnis e\ = ^ 
c — d 

ß* + - eß — - = o, 
3 K 9 

also 

(24) 

Folglich ist für e >0 

O <] ß <C ~ und daher auch a = — — >0. 
3 32^ 

Nach (21) und (23) gilt 
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Ap = & +«> (A-B1—2/1 -1 (A -B) (^J+lr-idt±>) = 

= (^-^)(y + j„-g£+ 

und 

(z-</)^i- = (y-<5) (.4-2?), 

also 

(25) 

g = |y + <5 
1 2(y —1) (<S— 1) 2  

1-^ 1 -B 1 — B : A 
(y—à). 

Durch Wahl von y und <5 sind somit durch (23) Verhältnisse der 

Massen mx, m2, w3 bestimmt, die Lösungen von (17) mit dem 

durch (25), (24) festgelegten Exponenten ß ergeben können. 

Im folgenden werden wir ein Wertesystem mx, m2, mz, av a2, 

bx, b2, ß, a aufstellen, das mit (18), (19), (20) die Gleichungen (21) 

erfüllt und für das für t —* o verschwindende Lösungen ux, u2, 
vx, v2 von (17) und damit nach (13), (12), (1) Dreierstoßlösungen 

3. Art 

xk = akt
a-\-... {k = 1, 2) 

der Bewegungsgleichungen (IV. 1) existieren. 

Im Unterschied zu allen bisher bekannten „Stoßlösungen“ der 

Differentialgleichungen des Dreikörperproblems hängt hier 

nach (21), (18), (10) schon der erste in den Reihenentwicklungen 

der Koordinaten der Massenpunkte nach Potenzen von t auf- 

tretende Exponent von den Massen mx, m2, mz ab. Dieser Ex- 

ponent ist daher im allgemeinen irrational. 

Damit ist die Behauptung von R. Vernie in [16], die Lösun- 

gen der Differentialgleichungen des Dreikörperproblems seien 

alle „algebromorph“ (vergl. dazu [9] S. 14!) erneut widerlegt, 

und zwar trifft diese Behauptung auch dann nicht zu, wenn man 

nur die ersten nichtkonstanten Reihenglieder betrachtet. Auf 

Grund der bisherigen Untersuchungen schien das der Fall zu 

sein, vergl. [1], [2], [3], [9], [10], [11] und (IV.25). 

Ferner haben wir mit unserer Dreierstoßlösung 3. Art ein Ge- 

genbeispiel gegen die Behauptung von D. Belorizky gefunden, 
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der nach Aufzählung der in unserem Abschnitt II genannten 

Stöße in [3] S. 559 unten schreibt: . . andere Stöße existieren 

beim Dreikörperproblem nicht.“ 

Wir wollen nun das erwähnte System mJt m2 . . . bestimmen 

und zeigen, daß es die gewünschten Lösungen liefert. 

Wir wählen in (20), (21), (23) 

(26) y = y. 6 = — 3> m2= 1 

und bekommen 

(27) Wj = — (16 /ö + 8 /ß — 18/2 —9) ~ 0,44268, 
42 

m3 = -Jg- (24 Ÿ6 — 12/3 — 27/2 + 32) ~ 0,83 735. 

Aus (25) erhalten wir 

2 / 5 24 + 61^2 108 + 24^6 544-481^3! 

' =7\~T + 7 + 19 + ly ) 
~ 4,17871 (irrational!) 

und damit aus (24) und (10) irrationale Werte für ß und a 

(28) ß ~ 0,28908, 

weiter aus (18) 

(29) c ~ —0,24951, 

c'^ 1,04425, 

a ~ 0,52213, 

d 0,15315, 

d' ~ 1,62241 

und aus (21) 

\ab l^’ ~ 6,92945, \ab \ ~ 3,63468. 

Wegen y = — wählen wir a1 = 2 und haben 

(30) ax == 2 ö2 = 1 

^ ~ 1,81 734 b2 ~ — 5,45202. 

Damit sind alle Konstanten in (17) bestimmt. 

Wir entwickeln die rechte Seite von (17.1) in eine Potenzreihe. 

Die drei dort auftretenden Brüche haben die Gestalt 
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m{a + u) 

\ab -\- av -\- bu uv\ 

= -^F(a+u)( 

771 

771 / 1 \ , U . V 

T, ~ TJivT (" + «) 1 + ¥ + T 
«p P/i 
a b i 

3« 
2a 

_3£ 
2<b 

C3O = 

) 

n- [2 a — u — 3 -v- » rb . . . ). 
2 |a31 /* \ J b I 

Nach (21) fallen die konstanten Summanden aus den Differen- 

tialgleichungen (17) heraus. Die linearen Glieder ergeben sich 

mit (26), (27), (29), (30), (31), wenn wir die nicht abgeleiteten 

Veränderlichen auf den linken Seiten mit berücksichtigen, zu 

mit 

(32) C ^ 

C  (uv U2, vv V2y 

0,36738 
0,02065 

0,80812 

-0,15921 

0,01377 

0,33297 

-1,19875 

-0,93405 

0,31546 

0,10080 

0,27102 

0,02065 

-0,03214' 

-0,03505 

0,01377 

0,23661 

Das damit aus (17) gewonnene System hat die Gestalt (III.24) 

mit ci0 — o. Mit der (III.25) entsprechenden Transformation 

(33) «1 = wl> u2 = »2, Vj. = zu3, v2 = wit 

tüY = w5, tü2= w6, ti’l = w-j, tv2 = ws 

ergibt sich nach (17), (18), (33) z. B. 

twh = t2 üx + tü-i1 = (c' — 1) ws -f- .... 

Aus (17) erhalten wir also schließlich das System der Form 

(III.22) 

(34) T = Z bik wk + Qi (i= 1, .... 8) 
* = 1 

mit in einer Umgebung des Nullpunktes konvergenten Potenz- 

reihen Q{ in den Veränderlichen iult w2, w3, wi und 

(U = (*,*= 1, 

9 München Ak. Sb. 1967 
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Dabei bedeuten 0 und E die vierreihige Null- bzw. Einheits- 

matrix, C ist durch (32) festgelegt und D ist die Diagonalmatrix 

mit den Diagonalelementen c' — 1, c' — 1, d' — 1, d' — 1. 

Die Eigenwerte der Matrix sind 

(35) 

~ 0,9361 A2 — 0,7406 A3~ 0,4173 A4 ~ 0,00001 

As ^—1.054 A6 ~—0,6829 A7j8 ~—0,2230 ± 0,2001 i.1 

Da wir bei unseren numerischen Berechnungen alle Zahlen nur 

siebenstellig verwendet haben, wollen wir nicht behaupten, 

daß A4 in (35) nicht auch Null oder negativ sein könnte. 

Nach den Überlegungen von 111 besitzt somit (34) für t—*  o 

verschwindende Lösungen, die sich in einer gewissen Umgebung 

von t = o als dort konvergente Potenzreihen mit ganzzahligen 

Exponenten in den Veränderlichen tx', r', tund eventuell 

ln t — das aber höchstens in Produkten zusammen mit einer 

positiven Potenz von t — und 3 frei wählbaren Parametern dar- 

stellen lassen. Dasselbe gilt dann auch für ux, ut, vx, v2. Schließ- 

lich erhalten wir mit (13), (12), (l) die gewünschten Lösungen 

für unser Beispiel zum symmetrischen Dreierstoß dritter Art 

^ = T(5) + «i) + 7 (_!,) r+ß V* + và 2) 

mit irrationalen <x, ß aus (28) und den durch (30) festgelegten 

ak , 

VI. Ein Beispiel zum Dreierstoß zweiter Art 

T. Uno gibt in [15] ein Beispiel zum einfachen Zweierstoß 

zweiter Art an, das sich nach einer Mitteilung von J. Lense zu 

einem Beispiel für den Dreierstoß zweiter Art umbauen läßt. 

Er betrachtet den Stoß zweiter Art beim Zweikörperproblem. 

1 Die Werte wurden auf der Rechenanlage des Instituts für Plasmaphysik 

in Garching mit einem Bibliotheksprogramm berechnet. 
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Mit 

mx m2 =p o, m3 = o 

ist das ein Sonderfall des einfachen Zweierstoßes zweiter Art heim 

Dreikörperproblem. Durch Entwicklung der Lösungen des Zwei- 

körperproblems findet Uno für die Umgebung des Stoßes (V = o) 

Reihen nach positiven ganzzahligen Potenzen von für die 

Koordinaten und den Abstand der stoßenden Massenpunkte 

(vergl. auch [17]). 

Setzt man 

7«i = = O, m3 4= O, 

so bewegen sich P1 und P2 auf voneinander unabhängigen 

„Zweikörperproblembahnen“, d. h. Kegelschnitten um P3. Durch 

geeignete Wahl der Anfangsbedingungen läßt sich erreichen, 

daß (mit den Bezeichnungen von IV und V) immer 

(1) uOO = —*2(0 

erfüllt ist. Der Zweierstoß von Uno führt damit zu einem Dreier- 

stoß zweiter Art. Also gibt es auch dafür Reihenentwicklungen 

nach iV Mit (1) ist die z. B. in [9], § 7 (10) angegebene Bedin- 

gung für die Existenz von Lösungen mit nur algebraischen Sin- 

gularitäten erfüllt in Übereinstimmung mit den Ergebnissen von 

Semirot [10] und Selder [9]. 

VII. Ergebnis und Ausblick 

Als Ziel der vorliegenden Arbeit wurde in I genannt, die Unter- 

suchung der Singularitäten der Lösungen der Differential- 

gleichungen des Dreikörperproblems zu einem gewissen Ab- 

schluß zu bringen. Dieses Ziel ist mit den Ergebnissen aus IV 

erreicht: Für alle Stöße erster und zweiter Art sind nun konver- 

gente Potenzreihen für die Koordinaten der Massenpunkte als 

Funktionen der Zeit aufgestellt, die die Bewegungsgleichungen 

erfüllen. 

Um diese Reihenentwicklungen zu gewinnen, wurden gewisse 

Voraussetzungen gemacht, die die Gestalt der Lösungen wesent- 
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lieh beeinflussen — z. B. der Ansatz (IV.2) und entsprechende 

Ansätze bei Uno [15], Belorizky [1], [2], [3], Selder [9]. Uns 

sind zwar keine Stoßlösungen erster und zweiter Art bekannt, 

die diese Voraussetzungen nicht erfüllen, der Beweis, daß keine 

anderen als die jetzt bekannten Reihenentwicklungen existieren, 

fehlt aber ebenso. 

Mit der Untersuchung des symmetrischen Dreierstoßes dritter 

Art haben wir die Fallunterscheidung für Stöße beim Drei- 

körperproblem von den ersten nichtkonstanten Gliedern der 

Reihenentwicklungen auf die zweiten Glieder ausgedehnt: Die 

Abstände der drei Massenpunkte verschwinden hier für t —> o 

wie beim reellen Dreierstoß. Während aber dort für die Seiten- 

längen rik des Dreiecks Plt P2, P3 endliche und von Null ver- 

schiedene Grenzwerte 

lim 
/ —0 

(*' =M = 1. 2, 3) 

existieren, haben wir, um zu unserem Fall zu kommen, angenom- 

men, daß die entsprechenden Grenzwerte verschwinden : 

wobei 
—  

lim r,k. =j= o 
l— 0 1 

vorausgesetzt war. 

a ist durch (V.10) und (V.24) festgelegt. 

Wir haben alle drei dieser Grenzwerte Null gesetzt, weil das die 

weiteren Rechnungen zu vereinfachen versprach, und damit den 

von uns so genannten symmetrischen Dreierstoß dritter Art er- 

halten. Die anderen Dreierstöße dritter Art sowie die Zweier- 

stöße dritter Art wären noch zu behandeln. 

Außerdem könnte man die Voraussetzungen (V.9) beim sym- 

metrischen Dreierstoß dritter Art fallen lassen und damit die Fall- 

unterschcidung für Stöße auf die höheren Glieder der Reihen- 

entwicklungen erstrecken. 

Vor uns liegt also noch ein weites Feld von Möglichkeiten für 

Untersuchungen über das Dreikörperproblem. 
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