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Heisenberggleichung im Gitterraum
Von Fritz Bopp in Minchen

Vorgelegt am 13. Januar 1967

Um frei zu sein von physikalisch unwesentlich erscheinenden
mathematischen Existenzsorgen und damit die Voraussetzung fir
klarere Vorstellungen zu schaffen, vielleicht auch, wofir es An-
zeichen gibt, weil dem ncuen Raumbild mehr Realitdt zukommt
als dem Euklidschen, haben wir die Quantentheoric der Elemen-
tarteilchen in einer Reihe von Abhandlungen?! in einem unbe-
grenzten Gitterraum mit endlichvielen Punkten formuliert.

Hier wollen wir zeigen, daf3 sich die Heisenbergsche Urfeld-
gleichung zwanglos einfiigt, daB} sic insbesondere, was fir die
Gitterraumtheorie wesentlich erscheint, TL-symmetrisch (Teil-
chen-Loch-symmetrisch) ist. Das ist befriedigend, weil die Hei-
senberggleichung wegen der Verbindung von hoher Symmetrie
mit cinfacher Struktur ein hervorragender Anwiirter fir eine
Theorie der Elementarteilchen ist.

Da damit die Voraussctzungen fur die Gitterraumtheorie der
Elementarteilchen vollstindig formuliert sind, erscheint ein Rick-
blick auf das bisher Erreichte angemessen.

Der Raum sei ein kubisches Gitter mit endlich vielen Punkten.*
Die Gittervektoren

n = (ny, 1y, 1) (1)

}Bopp, F.: (a) Diracgleichung im Gitterraum, Z. Physik, 200, 117, 1967;
(b) Quasirelativistische Urfermionen, Z. Physik, 200, 123 (1967); (c) Der
Wechselwirkungsoperator im Gitterraum, Z. Physik, 200, 142 (1967).

*1c. 1 (a), Gl (13) — (16); 1 (b), GL (1) — (9).

2 Minchen Ak. Sb. 1967



14 Fritz Bopp

haben ganzzahlige Komponenten und werden modulo Z identi-
fiziert:
n+ Zn' = n (modulo 2£), (2)

so daf} die Zahl der Gitterpunkte gleich Z3 ist. Nach allem, was
wir wissen, kann man mit Z = 10% den ganzen Kosmos erfassen.
Die Linge / einer Kette von etwa )/ Z Gitterpunkten ist von
nuklearer Grole. Wir haben / = 7/m, ¢ gesetzt. Diese Linge ist
im Einklang mit ciner Relation von Weyl?* die mittlere Propor-
tionale zwischen der kleinsten Linge, der Gitterkonstanten

Gm, = o - . s
a = ——, und der gréBten Linge, der Kantenlinge 4 = ——;
c G, m,
des Weltkubus:
Z P
o=z, A=1VZ 3)

Es sei noch einmal unterstrichen, daBl wir das Gitter nur als ein
Modell des Raumes betrachten. Jedes Raummodell, in dem sich
Gl. (3) formulieren 148t, diirfte gleichwertig sein. Sobald der end-
liche Gitterraum mehr als nur methodische Bedeutung hat, braucht
man die kosmologische Verhiltnisgleichung von Wey! nicht mehr
als zufillig abzutun.

Um alle Symmetrien zu erfassen, die die Diracgleichung kenn-
zeichnen, braucht man vier Paare von Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren :®

pt= (i}, v = {p.m)}, # = 1,234 @
Sie geniligen den Jordan-Wignerschen Vertauschungsrelationen:
v, p @) = {pl ), yl@)] = o,

o, (), I} = 6,, 6 (m—n').

Darin ist auch 6 (n) ein Kroneckersymbol: 6 (0) = 1, é (n) =
fur n == 0.

2 Weyl, H.: Raum-Zeit-Materie, 5. Aufl.,, Springer Verlag 1923, § 34.
3Heisenberg, W.: Proc. Conf. High Energy Physics, CERN, Geneva
1958.
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Zur Notation bemerken wir: Mit »' und y wird die Menge aller
1/); (n) bzw. g, (n) bezeichnet. Die Operatoren in einem Punkt fas-
sen wir zu der einzeiligen Matrix %' (n) und der einspaltigen
Matrix v (n) zusammen. Danachsind ¢! T (n) = ' (n)und ¢T (n)
einspaltig bzw. einzeilig. Es ist 6fters bequem, nicht zwischen
Punktkoordinaten und Spinorindizes zu unterscheiden. In diesem
Fall numerieren wir g, n mit £ von 1 bis 4 23, so daf3 wir y):f‘ n)
durch y! und y, (n) durch y, ersetzen kénnen. Wo es nicht miB-
verstindlich ist, kann man die Argumente (n) in ! (n), v (n)
weglassen.

,,» Vakuum*' nennen wir unabhingig von aller Dynamik den-
jenigen Zustand, in dem kein Teilchen vorhanden ist und somit
keines vernichtet werden kann. Bezeichnen wir den Zustands-
vektor des Vakuums mit [o), so muB fiir alle y,

y, oy =o0 (6)

sein. Hiernach wird der Zustandsraum von allen Vektoren der
Form

l9) = F ") |o) (7)

aufgebaut. Darin ist 7 (p!) ein beliebiges Polynom der ! mit
dem maximalen Grad 4 Z3. Jeder andere Ausdruck von der Form
F (¢, 9) kann mittels der Relationen (3) und (6) in (7) iiber-
gefihrt werden. Der durch (7) definierte Vektorraum wird von
folgendem orthonormierten Basissystem aufgespannt:

If»/é> = |'€’1-~-/3/> = '/’I,“-"PI, [o),

by < by <y

(®

Es gilt die Orthogonalitiitsrelation:
(LA E ) = 6_{/’6/&/}" ©)

Wegen der Schiefvertauschbarkeit der pf erhilt man bei einer
Permutation 2 der Indizes:

|/, PEY = (=07 |/ &) (10)
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Darin ist p die Ordnung der Permutation 2. Im allgemeinen ist
es also nicht nétig, fir die £-Folge wie in (8) eine bestimmte Ord-
nung vorauszusetzen; doch ist das bei Gleichungen wie der in (g)
bequem.

Man muB beachten, dafl sich der Vakuumvektor [0} beim
Ubergang zu eciner anderen Darstellung im allgemeinen dndert.
Sei U eine beliebige unitire Transformation, UtU = U0t =1,
so folgt aus (6)

yi o) =o (11)
mit
v =Uw U, [0') = U]o). (12)

In bezug auf die alten Operatoren ist |0o') meistens ein Viel-
teilchensystem. Erst durch weitere Bestimmungen wird der Va-
kuumzustand physikalisch festgelegt.

Schrédingergleichungen in dem hier angegebenen Vektorraum
lauten:

i) = Hyhv) o). (13)

Darin ist der Schrédingeroperator 7 (yt, ) ein hermitesches Po-
lynom von ! und 9, dessen Grad in beiden Variablensitzen ma-
ximal gleich 4 Z3 ist. Durch geeignete unitdre Transformationen
kann man das Polynom auf Normalform bringen:*

H = (yty) + @ylpy) + ... (14)

Hierin bezeichnen die Klammerausdriicke homogene Formen der
eingeschlossenen Operatoren. Hat man erst eine solche Darstel-
lung erreicht, so sind nur noch unitire Transformationen zuldssig,
die den Typus des Ausdrucks (14) nicht mehr dndern, so dal

U=é"n=®y+eyyy + ... (15)
sein muB. Daraus folgt unmittelbar:

Ulo) = |o). l (16)

*Lc1(c),§ 2
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Bei Normaldarstellungen ist also das Vakuum in allen Darstel-
lungsriumen dasselbe. Darum ist es mindestens mathematisch
moglich, die Normaldarstellungen mit dem allen gemeinsamen
Vakuum als ausgezeichnete Darstellungen zu betrachten.

Im Falle von Normaldarstellungen ist die Fermionenzahl

f= § ¥l (n) y(n) (17)

ein Integral der Bewegung. Daraus folgt, dal3 die damit erfal3ten
Teilchen nicht unmittelbar mit den Elementarteilchen iiberein-
stimmen kénnen. Wir nennen daher die durch %' und |0} de-
finierten Teilchen ,Urfermionen‘ (analog zu den ,Urbaryonen’
von Sakata)t. Die eigentlichen Elementarteilchen sind danach
Komplexe von Urfermionen, welche sich zusammenfinden und
auseinandergehen, welche also auf sehr natiirliche Weise ent-
stchen und vergehen koénnen. Urfermionen im hier definierten
Sinn kennen wir seit langem. Da die durch die Ldchertheorie noch
nicht modifizierte Diracgleichung eine Ein-Teilchen-Gleichung
ist, miissen wir sie nun als Urfermionengleichung interpreticren.
Auch die frither untersuchten Mehrbahngleichungen sind solche
fur Urfermionen.

Hier betrachten wir dhnlich wic Heisenberg* den Dirac-
operator ohne Massenglied. An anderer Stelle** haben wir ge-
zeigt, durch welche zugleich im Kontinuum und im Gitterraum
moglichen Symmetrieeigenschaften dieser Operator eindeutig
definiert ist. Er lautet:

H==iQ 3 y'(mo Yo (p(n+e)—yn—e)). (18)
Darin sind g, ¢ die schon von Dirac benutzten Matrizen, fiir die

wir jedoch folgende aus lauter antisymmetrischen Matrizen be-
stehende Darstellung verwenden:

4Sakata, S.: Progr. Theor. Phys. Suppl., Extra Number, 406 (1965).
® Bopp, F.: Lorentzinvariante Wellengleichungen fiir Mehrbahnsysteme,
Sitzungsber. d. Bayer. Akad. d. Wiss. Math.-naturwiss. Klasse 1958.
*lc 3.
** 1. c. 1(a).
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@ = (0201, 02) 02 03)piracs
(19)

o = (0 01, Oz, 02 03) pirac -

Der Diracoperator hat eine Symmetriceigenschaft, von der wir
meinen, daB sie universell gilt, die TL-Symmetrie* (Teilchen-
Loch-Symmetrie). Im Falle der Darstellung von ¢ und o durch
Gl. (19) wird sie durch folgenden zugleich unitiren und hermite-
schen Operator beschricben:

S = L wi+ - (20)
Man rechnet leicht nach, daf3
SHSI =S RSI=tS (21)
und
StypS = —¢f, STyl S =—yp (22)

ist. TL-Symmetrie besteht, wenn

STHG, ) S = H(—y,—vh) = H@GLy)  (23)
ist. Sie fihrt dazu, dafl Systeme mit
f=22 (24)

Urfermionen physikalisch ausgezeichnet sind.

Sei | ¢;) eine Losung der Schrédingergleichung (13/14) mit
J Urfermionen, so ist S |g;) = |@,) ein zu f' = 4 Z8—f Ur-
fermionen gehériges Integral. Es werden also f-Teilchen-Systeme
in solche mit /" Teilchen transformiert. Nur im Falle von Gl. (24),
wenn im Mittel jeder Punkt des Gitterraumes zweimal besetzt ist,
gehoren beide Losungen zum gleichen Unterraum des Hilbert-
raumes. Danach ist S eine Quantenzahl fiir 2 Z3 Teilchen mit den
Werten

S = 4 1. (25)

* 1. c.1(a), GL (39) ff. Sic ist mit der Lochungskonjugation verwandt, aber
nicht notwendig identisch.
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Ohne daB3 wir schon jetzt nach ihrer Bedeutung fragen, nehmen
wir an, daf3 die Welt von dieser Symmetrie Gebrauch macht, daf3
sie aus 2Z°% Urfermionen besteht, die den Gitterraum mit 423
Plitzen halb fiillen. Der Grundzustand dieses Systems heie
,Diracsee’, weil er im wechselwirkungsfreien Fall mit dem von
Dirac eingefiihrten See identisch ist. Die ,Welt' ist ein angereg-
ter Zustand des Diracsees mit Wechselwirkung. Wie in der Fest-
kérperphysik gibt es Quasiteilchen.® Sie sind mit den Elementar-
teilchen zu identifizieren. Mit einem von Schrédinger? stam-
menden, freilich bei ihm etwas anders gemeinten Bild kénnen
wir sagen, die Elementarteilchen sind Schaumkronen auf dem
Diracsee.

Man kann leicht abschitzen, dall die Schaumkronen relativ
selten sind.* Die Masse der Welt ist etwa gleich M = Z,. Die
Zahl der Elementarteilchen ist daher eher kleiner als gleich Z. Das
Verhiltnis dieser Zahl zu der der Urfermionen ist gleich 1/22%,
also so klein, dall der mittlere Abstand der Elementarteilchen
einige Zentimeter betrdgt. Wenn sich Quasiteilchen von nuklearer
Ausdehnung ergeben und damit etwa )/ Z® Urfermionen um-
schlieBen, wird man sie zunichst als einzelne betrachten dirfen.
Die Untersuchung der Wechselwirkung zwischen Elementarteil-
chen steht erst auf dem nichsten Blatt.

Hier beschrinken wir uns wie schon friher** auf 2-Teilchen-
Wechselwirkungen (4-Fermionen-Kopplungen). Speziell betrach-
ten wir wegen ihrer hohen Symmetrie die von Heisenberg:***
Sie lautet im Gitterraum und bei Schrédingerdarstellung:

Hy = W§ (W) y* >y ) (¥ () y,s v (). (26)

§ Pines, D.: Elementary Excitations in Sclids, W. A. Benjamin Inc., New
York 1963; Pines, D.: The Many-Body Problem, W. A. Benjamin, Inc.,
New York 1961; Kaempier, F. A.: Concepts in Quantum Mechanics, Aca-
demic Press, New York 1965, p. 28¢ ff.; Thouless, D. J.: Quantenmechanik
der Vielteilchensysteme, Bibliographisches Institut, Mannheim 1964.

? Schrédinger, E.: Are there quantum jumps, Brit. Journ. Phil. Sci.,
Vol. ITI, No. 10 and 11, 1952, Ziff. 11, Abs. 5.

*1 c. 1(b), GL (13).
** 1 c.o1(a), Gl (4.1) f.
**% 1 ¢ 3.
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Darin ist
(e 7*") = (—e1,—0),
27
<Q37/45) = (+e01,—9). 7)
Somit kann man Gl. (26) wie folgt schreiben:
Hy = —W 2 {0 e — @ oy)?]. (28)

Durch TL-Transformation erhilt man daraus:
Hy = =W 3 {@T o 91?2 — T opih)2].
Darin ist*
oyt = o, v, 9t = —o,vlv, +o, = vev,

letzteres, weil g antisymmetrisch ist und somit die Spur o hat.
Daraus folgt unmittelbar:

HIIV = Hy, (29)

also ist auch der Heisenbergoperator TL-symmetrisch.
Frither** haben wir nur solche TL-symmetrische Operatoren
ins Auge gefalit, fiir die

Hy =209 =2 Lyt oty Xywy (30)

und damit
ley% =0 (31>
ist. Nach Gl. (28) ist jedoch
2 hyi=—W(ei—u?) = 2W=o. (32)

Darum muften wir den Heisenbergoperator 1. ¢. 1(c) ausklam-
mern.

*o & {0,,0}.
** 1. c. 1(c), GL (4.16).
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IT

Was ist erreicht ? Heisenberg hat gezeigt,* daf3 unter allen
Theorien mit 2-Teilchen-Wechselwirkungen diejenige mit dem
Wechselwirkungsoperator (28) wegen ihrer hohen Symmetrie ein
guter Anwirter fiir die wahre Theorie der Elementarteilchen ist.
Man kann seine Theorie im Gitterraum formulieren, so daB3 der
Hilbertraum nur endlich viele Dimensionen hat. Damit entfallen
alle Schwierigkeiten, die mit der Frage zusammenhingen, ob die
Operatoren, mit denen man formal zu rechnen pflegt, auch exi-
stieren. Im Gitterraum tritt noch eine weitere Symmetrieeigen-
schaft hervor, die TL-Symmetrie, die fiir die Heisenbergglei-
chung ebenso wie fiir die von Dirac charakteristisch ist. Dirac
hat sie in seiner Loéchertheorie implizit benutzt, ohne daf3 man
Gl. (20) explizite hitte anschreiben kénnen.

Nunmehr 148t sich die Léchertheorie auch im Wechselwir-
kungsfall formulieren. Dariiber hinaus kann man verstehen, war-
um gerade diese uberlegen ist. Im kriftefreien Fall gibt es eine
unitire Transformation, die von der Lochertheorie zur Teilchen-
Antiteilchen-Theorie fihrt.** Danach sind die Urfermionen posi-
tiver Energie mit den Elektronen und die Lécher im See der Ur-
fermionen negativer Energie mit den Positronen identisch. Der
von den Elektronen und Positronen aufgespannte Hilbertraum ist
daher mit dem der Urfermionen dquivalent. Im Wechselwirkungs-
fall wird diese Transformation modifiziert. An die Stelle der baren
Teilchen und Lécher treten Komplexe von solchen. Doch
bleibt die Aussage bestehen, daBl man den Hilbertraum statt mit
Urfermionen mit Elektronen und Positronen aufbauen kann.

Solite die Theorie, wie man nach Heisenberg erwartendarf,
noch andere Quasiteilchen enthalten, so werden diese durch an-
dere unitire Transformationen beschrieben, z. B durch eine, die
zu Protonen und Antiprotonen fiihrt, welche je nach der Darstel-
lung, von der man ausgeht, als Urfermionenkomplexe oder als
Elektronen- und Positronenkomplexe erscheinen. Umgekehrt
kann man den Hilbertraum aus Protonen und Antiprotonen auf-

*lc 3.
** 1. c. 1(a), GL (71).
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bauen, so daf3 Elektronen und Positronen als Komplexe aus Pro-
tonen und Antiprotonen dargestellt werden kénnen usw. Das be-
rithrt sich mit der sogenannten Bootstraptheorie.® Weitere Ele-
mentarteilchen zwingen also nicht zu einer VergroBerung des
Hilbertraumes, und jedes Fermionenpaar kann als das eigentlich
elementare betrachtet werden. Der Schrédingeroperator wird je-
doch besonders einfach, wenn wir weder Elektronen-Positronen,
noch Protonen-Antiprotonen oder andere Elementarteilchen will-
kiirlich auszeichnen, sondern von den Urfermionen ausgehen.

Bei unserer Herleitung der Theorie unter Verzicht auf korre-
spondicrende klassische Vorstellungen® haben wir stets nur von
der Erzeugung und Vernichtung von Teilchen gesprochen und,
was in diesem Falle naheliegend ist, nur von der Schrédinger-
darstellung Gebrauch gemacht. Natiirlich kann man zur Heisen-
bergdarstellung iibergehen und von Quantenfeldgleichungen spre-
chen, ~ ,Feld im Gitterraum' dhnlich wie ,Schallfeld im Kristall-
gitter’ verstanden, Dabei tritt an die Stelle der Urfermionen das
Heisenbergsche Urfeld, so daf3 die Theorie, auch was ihre Grund-
lagen angeht, vollkommen mit der Heisenbergschen iberein-
stimmt.

Ein anderer Aspekt der Theorie ist vielleicht noch wichtiger.
Aus dem Umstand, dal3 die Punkte des Gitterraumes im Mittel
mit zwel Urfermionen besetzt sind, folgt, daf diese nicht nur das
Substrat sind, aus dem die Elementarteilchen entstehen. Sie sind
zugleich die Bausteine des Raumes, derart daf3 es fur jeden Git-
terpunkt den vier Arten von Urfermionen entsprechend 2% ver-
schiedene Besetzungsmodi oder Quantenzustinde gibt. Das ent-
spricht, soviel ich sehe, weitgehend dem, was v. Weizsidcker?0
vorschwebt, obwohl wir uns bei der Entwicklung unserer Vor-
stellungen in entgegengesetzter Richtung auf den Weg gemacht
haben. Die Konvergenz der Ergebnisse hat sich allerdings schon
frither angedeutet. Wenn er die Quantenmechanik auf Uralter-
nativen zurlickfithrt und ich von den Elementarprozessen des Ent-

& Guttinger, W.: Quantum field theory of the Bootstrap mechanism,
Nuovo Cimento 38, 1944 (19653).

® Bopp, F.: Ann. Phys. (7) 17, 407 (1966).

10 v, Weizsidcker, C.-F.: Plenarvortrige, Deutsche Physikertagung 1966,
B. G. Teubner, im Druck.
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stchens und Vergehens spreche, so ist das mathematisch dqui-
valent.

Zum Schluf3 sei noch auf einen Unterschied zur Heisenberg-
schen Theorie hingewiesen. Zur Untersuchung der Heisenberg-
gleichung im Kontinuum scheint die Annahme einer indefiniten
Metrik wesentlich zu sein. Wir haben hier die Prinzipien der
Quantenmechanik unverdndert bernommen. Man kénnte ein-
wenden, dal dies nur solange méglich sei, bis man anfingt, die
Massen von Quasiteilchen zu berechnen. Diesen Einwand kann
man nur mit konkreten Rechnungen entkriften, und solche lie-
gen noch nicht vor.

Doch haben wir schon frither* auf einen Punkt hingewiesen,
der das Hauptargument fir die indefinite Metrik zweifelhaft er-
scheinen 1dBt. Im Kontinuum lauten die inhomogenen Vertau-
schungsrelationen:

{1/)/4 (r)’ 1/’:{ (rl)} — 61“,(5(7'—""). (33)

Im Gitterraum folgt daraus
R ’ 1 r
(0 (m), y (n))) = L6, 8(n—n), (34)

weil die Operatoren y und 9! nicht auf Teilchen, sondern auf
Teilchendichten bezogen sind. Als Vernichtungs- bzw. Erzeu-
gungsoperatoren sind sie aber auf die Teilchen selbst zu beziehen,
Wir miissen also in (34) und cum grano salis auch in (33)

- 3/2

p— a3 gt gt g 32 (35)

ersetzen. Dabei geht (34) in die iiblichen Vertauschungsrelationen
Gber und Gl. (33) in

{w. (), vl () = @20, 0(r—1) (36)
mit
a—0,a*8(0) = 1. 37

So problematisch diese Gleichung mathematisch auch sein mag,

*lc s
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so zeigt sie doch, daB die Singularitit der §-Funktion bei der
Verwendung auf Teilchen bezogener Operatoren herabgesetzt
wird. Beispielsweise wird in der Heisenbergschen Theorie des
n-Mesons,1! soviel ich sehe, faktisch nur hiervon Gebrauch ge-
macht.

Anders als frither brauchen wir hier nicht den Versuch zu
machen, die Definition der é-Funktion so auszuweiten, dafl Gl.
(37) mathematisch wohldefiniert bleibt. Hier entnehmen wir der
Gleichung nur, dafl man im Gitterraum mit definiter Metrik dhn-
liche Ergebnisse erwarten darf, wie sic Heisenberg im Kon-
tinuum mit indefiniter Metrik erhalt.

Damit sind wir an dem Punkt angekommen, von dem aus nur
spezielle Rechnungen weiterfiihren. Dabei ist man auf Nihe-
rungsmethoden angewiesen. Diese mégen noch grob sein, zu grob
vielleicht, um gute quantitative Ergebnisse zu erhalten. Sic wer-
den aber nicht mehr von Unsicherheiten in den mathematischen
Grundlagen getriibt.

UDiirr, H.-P.,,Heisenberg, W., Mitter,H., Schlieder,S.und Yama-
zaki, K.: Z. Naturforschg. 14a, 441 (1959).



