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Auflésung der Singularititen gewisser holomorpher

Abbildungen
Von Gerd Fischer in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Karl Stein am 2. Juli 1965

Ist 7: X — ¥ eine holomorphe Abbildung einer komplexen
Mannigfaltigkeit X" auf eine Riemannsche Fliche Y, so heilit =
reguldr in einem Punkt p = X mit lokalen Koordinaten (xy, ...,
x,), wenn mindestens eine der Ableitungen 97/0x, ..., 07/0x, im
Punkte p nicht verschwindet. Andernfalis heillt T singuldr in p.
Die analytische Menge S(7) der Punkte von JX, in denen 7
singuldr ist, heit Singularititenmenge von 7. 7 heilt regulir,
falls S(7) leer ist. Ist 7 regulir in p, so sind die Fasern 771 (g),
¢ € Y, in einer Umgebung U(p) singularititenfreie Hyperfli-
chen. Es gilt zwar nicht die Umkehrung, die Singularititen
holomorpher Abbildungen mit singularititenfreien Fasern lassen
sich jedoch in naheliegender Weise ,,auf/dsen''. Bei holomorphen
Abbildungen auf hoéherdimensionale komplexe Mannigfaltig-
keiten ist die angegebene Art der Singularititenauflésung im
allgemeinen nicht mehr moglich (vgl. Beispiel 2). Moglichkeiten,
die Singularititen von holomorphen Abbildungen auch dann
noch aufzulésen, wenn die Fasern Singularitdten besitzen, wur-
den von E. Brieskorn in [2] untersucht.

Herrn Professor R. Remmert bin ich fiir seine wertvollen An-
regungen zu grollem Dank verpflichtet.

Definition. Ein kommutatives Diagramm

X > V
¥ l ”
ot s 5

heiBBt Auflosung (der Singularititen) einer holomorphen Ab-
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bildung 7 von einer komplexen Mannigfaltigkeit X auf! eine
Riemannsche Fliche YV, wenn folgendes gilt:

i) X ist eine mit X gleichdimensionale komplexe Mannig-
Faltigkeit und Y ist eine Riemannsche Fldche,

i) T ist eine regulire holomorphe Abbildung,

i) & ist eine surjektive holomorphe Abbildung und n ist eine
analytische Uberlagerung.

Unter der generellen Voraussetzung, dall X eine komplexe
Mannigfaltigkeit, ¥ eine Riemannsche Fliche und 7: X — ¥V
eine nichtkonstante holomorphe Abbildung ist, gelten {iber die
Existenz von Auflésungen folgende Aussagen.

Satz 1. 7st fiir cinen Punkt p & X die durch p gehende Faser
in p singularititenfrei, so gibt es eine Umgebung U(p) mit einer
Auflosung

von T|U.

Satz 2. /st fiir einen Punkt ¢ & Y die Faser I = 171(g) sin-
gularititenfrei und kompakt, so gibt es eine Umgebung V (q) mit
einer Auflosung

L

N‘:'\b
Y‘:V)

(V) =

von | T (V), wobei & eine unversweigte analytische Uberlagerung
isz.

1 Das bedeutet keine Einschrinkung, wenn 7 eine nicht konstante und
daher offene Abbildung ist (vgl. hierzu z. B. [6], Satz 28).
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Satz 3. Ist v eine eigentliche Abbildung, so daf} das Bild ©(S (7))
der Singularititenmenge von v in V endlich ist® und sind alle
Fasern von v singularitétenfrei, so gibt es eine Auflosung von
71X — YV, wobei & eine analytische Uberlagerung ist.

Beweis von Satz1: Sei p & X, U eine Polyzylinderum-
gebung von p mit Koordinaten (z, x;, ..., x,) und sej y eine
Koordinate in der Umgebung V' = t(U) von ¢ = 7(p), so dal
7 zwischen & und V" durch eine holomorphe Funktion y = f(z, x)
beschrieben wird, wobei zur Abkiirzung ¥ = (a3, ..., x,) gesetzt
ist. Weiter sei U so gewihlt, daf3 die Faser v71(¢) in U durch
z = o gegeben ist. Daher kann man f nach dem Weierstral3-
schen Vorbereitungssatz? nach etwaiger Verkleinerung von U
schreiben als

flz2) = ez, %) (X +ay(x) 2 + -+ + a,(x))

mit ¢(z,x) =+ o fur alle (z,2) € U. Da f auf jeder Geraden
x = const genau dann gleich Null ist, wenn z = o, folgt ; = ...
= a, = 0. Dae(z, x)in U keine Nullstelle hat, kann man durch die
Koordinatentransformation (z,x) — (', x) mit 2’ = Ve(z,x) 2
erreichen, daB3 v durch y = 2’7 beschrieben wird. Nun defi-
niert man V als Teilmenge von U mit den Gleichungen
5 =...=x, =0, 1(¢,2): = (¢,0) und 5: = 7|V, d. h
n(z',0) = z'“ Damit ist Satz 1 bewiesen.

Aus Satz 1 ergibt sich ein einfaches Kriterium, wann eine
holomorphe Abbildung mit singularitdtenfreien Fasern auf eine
Riemannsche Fliche regulir ist:

Korollar 1. © : X — V st genan dann rveguldr in einem Punkt
P E X, wenn folgendes gilt:

i) die Faser v (t(p)) ist in p singularititenfrei,
ii) es gibt eine Umgebungsbasis {U;(p)}, so daf fiir alle 7 die

Fasern von tv|U; susammenhingend sind.

% Diese Voraussetzung ist z. B. erfillt, wenn X kompakt ist.
¥ Siehe z. B. [s], 2. Kapitel, § 2.






