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Folgen holomorpher Abbildungen, die gegen eine
konstante Abbildung konvergieren

Von Wilhelm Kaup in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Georg Ndbeling am 4. Juni 1965

Ist G ein Gebiet der komplexen Zahlebene und ¢ eine holo-
morphe Abbildung von & in ein relativ-kompaktes Teilgebiet von
G, so besitzt @ nach einem Satz von Ritt genau einen Fixpunkt.
Dieser Satz gilt entsprechend fiir Gebiete im C” (vgl. [4], p- 83)
und auch flir komplexe Ridume, die eine Carathéodory-Metrik
zulassen (d. h. separabel sind beziiglich beschrinkter holomor-
pher Funktionen; vgl. etwa [6]). Zum Beweis wird jeweils die
Folge der iterierten Abbildungen ¢’ betrachtet und gezeigt, da3
G durch ¢ gleichmiBig auf einen Punkt zusammengezogen wird.
In dieser Arbeit soll nun untersucht werden, unter welchen Be-
dingungen eine Folge holomorpher Abbildungen gegen eine kon-
stante Abbildung konvergiert (Satz 1). Insbesondere ergibt sich
daraus der Satz von Ritt fiir K-vollstindige komplexe Riume.

1. Alle im folgenden auftretenden komplexen Ridume seien
susammenhingend, rvedusziert und wvon abzihlbarer Topologic
(vgl. [2], [3]). Fir jeden komplexen R sei §(R) der Vektorraum
aller holomorphen Funktionen auf R. $(R) ist — versehen mit
der Topologie der kompakten Konvergenz — ein komplexer Fré-
chet-Raum. Der Unterraum aller konstanten Funktionen auf R
werde mit € bezeichnet und der Quotientenraum §(&)/C mit
H*(R). Vermoge der Quotiententopologie ist H*(R) ebenfalls
ein Fréchet-Raum und isomorph zum Raum §,(R) aller f € H(R),
die in einem festen Punkt p € R verschwinden. Fiir jedes f € H(R)

sei f die zugehorige Restklasse aus $H*(R) und fur jede Teil-
menge 4 C R werde

p4(f) = inf sup [ f(2) + ¢|
c€C €4
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gesetzt. Sind p,, p, zwei Punkte in A4, so gilt offensichtlich

™ 24 = — | £ — F(82)]-

Fiir jedes Kompaktum K C R ist p(f) << 00, und cine Folge
g, € H*(R) konvergiert genau dann gegen die o & H*(R),
wenn p,(g;) eine Nullfolge fur jedes Kompaktum X C & ist.
Nehmen wir an, fir ein f & H(R) gelte pp(f) = pa(f). Dic
Funktion 7(¢) = sup | f(¢) + ¢| ist halbstetig nach oben auf der
sER

komplexen Zahlenebene, und es gilt 7(c) — oo fir |¢| —00.
Also wird das Minimum fiir ein ¢ angenommen, d. h.

22 = b () S sup (&) + ] S sup /() 42| = po(h).

Die Funktion f(z) -+ ¢ nimmt also in X ithr Maximum an und
ist somit konstant. Wir haben damit fur jedes g & H*(R) und
jedes Kompaktum K C R gezeigt:

** 2x(8) = pr(8) & g=o0.

Es sei nun S ein weiterer komplexer Raum und Hol(&,.S) die
Menge aller holomorphen Abbildungen von &R in 5. Vermoge
der Kompakt-Offen-Topologie ist Hol (&, S) ein Hausdorffraum
mit abzdhlbarer Topologie. Fir jedes ¢ & Hol(R,S) wird durch
F— fog cine lineare Abbildung ¢* von $*(S) in H*(R) defi-
niert. Da fiir alle 4 C R, BC S mit ¢(A) C B offensichtlich
gilt
(***) 249%()) < p5(f) (f € H*(S),

ist @* stetig. Der Raum L(9H*(S), H*(R)) aller stetigen linearen
Abbildungen von $*(S) in H*(R) ist vermége der punktweisen
Konvergenz ein hausdorffscher topologischer Vektorraum, und
die Zuordnung ¢ — ¢* liefert cine stetige Abbildung von
Hol(R,S) in L (H*(S), H*(R)). Nun ist ¢* = o dquivalent da-
mit, daf} alle holomorphen Funktionen von S auf ¢(&) konstant
sind. Insbesondere gilt also fur eine Folge ¢, & Hol (R, S), die
gegen einc konstante Abbildung konvergiert, dal3 die Folge der
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¢F gegen o € L(H*(S), H*(R)) konvergiert. Eine Umkehrung
dieser Behauptung gilt nur unter einschrinkenden Bedingungen:
Ein komplexer Raum S heifit bekanntlich K-vollstindig, wenn
zu jedem Punkt p & S cine holomorphe Abbildung = von S in
cinen C” existiert, die in ciner Umgebung von p nur diskrete
Fasern besitzt. Damit ist dquivalent, daB jede Teilmenge von S
diskret ist, auf der alle holomorphen Funktionen von S konstant
sind. Es gilt nun:

Satz 1: Fs seien R, S komplexe Riunte und ¢, eine Folge holo-
morpher Abbildungen von R in S, so daff die Folge der ¢f gegen
Null konvergiert (d. h. fiir jedes f € $*(S) ist @f (f) eine Null-
Jolge in *(R)). Ist S K-vollstindig, so konvergiert die Folge g,
bereits dann gegen eine konstante Abbildung, wenn eine der fol-
genden Bedingungen erfillt ist:

(a) Es gibt ein p © R, so daf} ,(p) eine konvergente Punktfolge
in S ist.

(b) Es gibt ein Kompaktum K C R mit ¢, (K) C ¢, (K) fiir
alle i (K sei zusammenhingend, wenn S nicht holomorph-
separabel ist).

Beweis ad (a): Angenommen, ¢; konvergiert nicht gegen die
Abbildung R — ¢ = lim ¢,(p). Dann gibt es ein zusammenhin-
gendes Kompaktum 4 C R mit p & 4 und eine Umgebung U
von g, so daB ¢, (A4) C U fir unendlich viele 7 nicht erfillt ist. Bei
geeigneter Wahl von U und nach Vorgabe eines ¢ > o ldft sich
erreichen, daB auf U eine stetige Metrik &(x, y) existiert, derart
dab fiir jedes # <C & die Menge K, = {x € U, d(x, g) = ¢} kom-
pakt ist. Da jedes ¢, (A4) zusammenhingend ist und fiir fast alle 7
gilt d(g, ¢; (p)) < ¢/2, gibt es zu jedem # mit &/2 < # < ¢ cine
Folge von Punkten p € A, so daB3 ¢, (p}) einen Punkt ¢, € X,
als Hiufungspunkt besitzt. Da S K-vollstindig ist, kann ¢ so
fixiert werden, da3 ein f & H(S) existiert mit f(¢) — f(g,) = 1.
Wegen (*) gilt damit also

24D = 5 1@ — f (9 (pD)| > a
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fiir ein @ >> 0 und unendlich viele 7. Das widerspricht der An-

nahme @f (f) — o und Satz 1 (a) ist damit bewiesen.

ad (b): Angenommen, Q = () ¢,(K) enthilt mehr als einen

Punkt. Dann lassen sich Punkte ¢, ¢ € Q und f &€ H(S) finden
mit f(¢) — f(g") = 1 (falls S nicht holomorph separabel ist, sind
alle ¢; (K) zusammenhingend, so daBl Q wegen ¢; ., (K) C ¢,(K)
nicht diskret ist) . Wegen (*) gilt flir dieses f im Widerspruch zur
Voraussetzung

2x (@ () > + fiiralled.

Also ist Q = {g} fiir ein gewisses ¢ € S, d. h. fiir jedes p € K
konvergiert die Folge ¢, (p) gegen ¢g. Wegen (a) ist Satz 1 damit
bewiesen.

2. Fiir jeden komplexen Raum R ist Hol(&, R) eine topo-
logische Halbgruppe (vgl. [5] (3)), und man kann fragen, unter
welchen Bedingungen fiir ein ¢ & Hol (&, R) die Folge der Po-
tenzen ¢’ gegen eine konstante Abbildung konvergiert. Es gilt:

Satz 2: Es sei R ein holomorph-separabler komplexer Rawum
und ¢ : R — R eine holomorphe Abbildung. Dann sind die fol-
genden Bedingungen dquivalent .

() Die Folge der Iterierten ¢ konvergiert gegen eine konstante
Abbildung R — p. (Der Punkt p ist dann Fixpunkt von ¢).

(B) Es gibt eine Folge |K,} kompakter Teilmengen mit R =\ ) K,
und ¢ (K, ) C K, fiir alle n. .

Beweis: («) = (B). Die Folge ¢, = ¢’ konvergiere gegen die
konstante Abbildung R — p. Wegen ¢(lim ¢,(p)) = lim ¢;, (p)
ist dann p ein Fixpunkt. Es sei nun 4; C 4, C .. eine aufsteigende
Folge kompakter Teilmengen, so da R = () 4, ist und 4, eine
volle Umgebung von p umfaBt. Zu jedem 7 gibt es ein u, > o
mit ¢, (A4,) C 4;. Ersetzen wir in der Ausgangsfolge A,, A4,, ..
jedes A4, durch die Folge ¢u, (4,), pu,2(4,), .., p(4,), 4,, so
erhalten wir eine Folge | X, | der gewiinschten Art.
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(B) = (). Da @(K,) kompakt ist, gibt es ein s mit ¢(&;) C
C U K, = K. Fur dieses K gilt ¢(K) C K und somit

n=1
@1 (K) C ¢;(K) fir alle 2. Wegen Satz 1 (b) bendétigen wir also
nur noch den folgenden

Hiltssatz: /ir jedes f & §(R) konvergiert die Folge f, = ¢¥(f)
in H¥(R) gegen Null.

Beweis: Zu jcder kompakten Menge 4 C R gibt es ein » mit
p,(A)C K = U K, und ¢(K)C K. Es geniigt deshalb zu

zeigen, daB g, (f) fiir laufendes 7 eine Nullfolge ist. Dazu wihlen
wir eine zusammenhingende offene Umgebung U CC R von X.
{fo@;|U} ist eine beschrinkte und damit relativ-kompakte Teil-
menge des Montelraumes H(U) (vgl. [1]). Also stellt auch die
Folge }7;|U} cine relativ-kompakte Teilmenge von $*(U) dar
und besitzt wenigstens einen Hiufungspunkt g & H*(U). We-
gen U CC R existiert ein £ mit ¢, (U)C K. Damit ist 2 =
= (9, |U)* () definiert und ebenfalls ein Hiufungspunkt der Folge
U Wegen pe(fi)) < pre(f) muB gelten pe(g) = py(A).
Wegen (***) ist p,(h) < pp(g) = pr(#), und damit folgt we-
gen (**), daB /2 = o ist. Dann ist aber p,(g¢) = p(4) = o; also
stellt pg (f;) eine Nullfolge dar. q.e.d.

Der Beweis des Hilfssatzes benutzt nicht, da & holomorph-
separabel ist. Deshalb gilt Satz 2 auch fir K-vollstindige Riume,
wenn eine zusammenhingende kompakte Teilmenge X C R exi-
stiert mit ¢(K) C K. Gilt ¢(R) CC R fiir ein ¢ & Hol(R, R), so
kann eine aufsteigende Ausschépfungsfolge ¢ (R) = K, C K, C ..
von R gewihlt werden. IMlir diese Folge gilt dann

¢(Kn+1) C A’l C Kn)

und aus Satz 2 ergibt sich somit insbesondere die

Folgerung: /st R ein K-vollstindiger komplexer Raum und
@R — R eine holomorphe Abbildung mit ¢ (R) CC R, so be-
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sttst @ genau elnen Fixpunkl p und die Folge der lterierten kon-
vergiert gegen die konstante Abbildung R — p.

Fr reell-analytische Abbildungen ist Satz 2 nicht richtig, wie
das Beispicl R = C* und z — z[|z| zcigt.
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