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1. Einfithrung

In zwei Arbeiten [2, 3] hat der eine von uns eine Methode ent-
wickelt, die sich flir die Abschitzung von Lésungen gewisser par-
tieller Differentialgleichungen vom elliptischen Typus als beson-
ders weittragend erwiesen hat. Diese Methode hat ihren Aus-
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36 Karl Wilhelm Bauer und Ernst Peschl

gangspunkt in der geometrischen Funktionentheorie und ver-
wendet Differentialinvarianten unter Zugrundelegung gewisser
Metriken konstanter Krimmung. Inzwischen ist eine erhebliche
Verallgemeinerung und Loslésung von diesen Differentialinvari-
anten gelungen. Die allgemeinen Gedankenginge dieser Methode
und ihrer Verallgemeinerungen sind in [3] dargestellt. Jedoch be-
darf es nunmehr der genaueren Ausfithrung. Dies soll in einigen
weiteren Arbeiten geschehen. Insbesondere ist es das Ziel dieser
Arbeit, den Hauptsatz flir den Einheitskreis der z-Ebene zu be-
weisen, wobei dies zunichst fur die in der Funktionentheorie
wichtigen Spezialfille Z = — (1 - e2**) (Satz A) und sodann in
der allgemeinen Fassung geschehen soll (Satz B). Der letzte Ab-
schnitt bringt eine Verallgemeinerung in anderer Richtung, inso-
fern hier der Einheitskreis der z-Ebene durch ein beliebiges Teil-
gebiet einer kompakten Riemannschen Fliche ersetzt wird, das
eine Metrik konstanter negativer Kriimmung gestattet, in der der
Rand unendlich fern ist.

2. Vorbereitungen fir den Hauptsatz

Wir bedienen uns folgender Schreibweise: Wir setzen
z = x -+ 7y, kennzeichnen den Ubergang zur konjugiert kom-
plexen GréBe durch einen Querstrich (Z = x — 7y) und verwenden
die Differentialoperatoren

0 t{0 .0 0 1[0 .0

(2.1) ( )z=a—z=;($—za—y)und( );=Fz:='5(ﬂ +Z5)

Um ihre Anwendbarkeit auf stetig differenzierbare Funktionen
von x, ¥ sinnfillig zum Ausdruck zu bringen, schreiben wir diese
auch als Funktionen von z und z. Fur die Differentialoperatoren
gelten auBler den iiblichen Regeln noch folgende:

a) Fir differenzierbare Funktionen:
(2.2) w, = (-w_z): w; = @’

insbesondere also fiir reellwertige differenzierbare Funktionen
(@ = w):

(2.3) ws = (w,).
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b) Fir holomorphe Funktionen:

; o
w, = w, w; =0, W

(2.4) ’

Rw), = % w', (w),= —-g—w’.

=@,

LY

Ferner benutzen wir im Einheitskreis 2z <~ 1 die hyperbolische
Metrik

dz dz
(2.5) ds*= oo

und die dazugehdrigen Beltrami-Operatoren 1. und 2. Art
G260 = (1 —22)% u_u;
(2.6) 0y (2, v) = (1 —22)2u, v
gt = (1 —22)2u .= 71—(1 — 22)% A,
wobei Au den Laplace-Operator (—aaxiz —{—%) bedeutet.

Fihrt man zusiatzlich in der w-Ebene die Metrik

o _dwdw
(2.7) o (1 + eww)?

ein, das heifit wahlweise die euklidische Metrik der ww-Ebene
(e = 0), die sphérische Metrik der Riemannschen w-Zahlenkugel
(¢ = - 1) bzw. die hyperbolische Metrik im Innern des Einheits-

kreises w @ < 1 (¢ = — 1), so erhilt man fiir eine holomorphe bzw.
meromorphe Funktion w(z) in

_ do | w' | (1 —22)
(2.8) u = log ——=log -— e
eine Differentialinvariante erster Ordnung in bezug auf die ent-
sprechenden Geometrien. Eine einfache Rechnung ergibt, wie
man seit langem weil}, daB die Differentialinvariante #% der ellipti-

schen partiellen Differentialgleichung
(2.9) Opt6 = — 1 — £

geniigt. Bei der oben genannten Methode sucht man nun eine
Ungleichung der Form

4
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(2.10) y =062 < fu)

herzuleiten. Dabei zeigt es sich, daB von # nur die Eigenschaft
benutzt wird, daB3 die Differentialgleichung (2.9) erfiillt ist. Es
wird nicht mehr die Existenz einer im grofien eindeutigen holo-
morphen Funktion w(z) gefordert, so daB3 (2.8) gilt, was bei der
Zulassung von isolierten Singularititen eine echte Einschrankung
bedeuten wiirde.

Ein wesentlicher Ansatz fir die darzustellende Methode be-
steht nun in der Berechnung von é,v fiir

(2.11) v = 0,2 —f (u),

wobei f(2) eine zunichst beliebige, zweimal stetig differenzierbare
reelle Funktion sein soll. Dazu bilden wir die partiellen Ableitun-
gen der GroBen f = (1 — £5) 2, f und y = B nach z und 7 und

erhalten so unter Verwendung der Relationen (2.9) und (2.11) die
Identitit

v =1 —z.;)%z;:%alw;‘(fw 1+ ee®) (8, (v, %) + 8, (1, 0)) +

12) + Do+ Dyv
=4 6,9+ B(6,(v, u) + 6, (u,0)) + Dy + Dy v
mit
A= B3¢ 41 e
13) Dy=—f(f""+ 244 )+ (f + 1+ee®) (f +2+286"),

Dy =— (f" +2 +4e*).

3. Der Hauptsatz (Satz A)

Wir verwenden folgende Abkiirzungen:
Ey={z|22 <1},

Ry ={z|zz=1},
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fiir endlich viele fest gewéhlte zq, ..., 2, & E,sei
Rz == {Z], ey Z"}
(R, darf auch leer sein) und
R =R, + R,
Us(Ry={2l1 —8<|z|<1} V U Hslo<| =2 <5‘
LR T PRGE —2,Z

fiiro< 0< 1,
E,= Ey— R,.
Fiir eine in By = E,— R, definierte Funktion % werde gesetut:

a=infu, b=supwu, I[=/ a,bd).
:EEO zEE:u

Die Menge %, = £,— U, (R) ist kompakt, und zwar ist sie fiir
geniigend kleines ¢ ein abgeschlossener Bereich. Mit U, =

Rd(EO-— Us(R)) bezeichnen wir den Rand dieses abgeschlosse-
nen Bereichs,

Es gilt dann
Satz A:

Sei #(z, £) eine in EO definierte reelle Losung der elliptischen
partiellen Differentialgleichung

dpu = — (1 + e,

Bei Anndherung an einen Punkt 2, € R gelte:

(3.1) lim # (2, 2) = -+ 00 bzw. — 0.

33— 3y

Fiir eine solche Lésung # (z, ) und die daraus gebildete Grofle
v = &, u seien folgende Voraussetzungen erfullt:

1. Fiir 4y < 4 < A, u € 7 sei f (u, X) definiert sowie stetig beziig-
lich (#, ) und gentige (fiir jedes solche ) der Differential-
gleichung ( "=

du
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(3:2) Dom=—f(f" +24 426 +(f' +1 + e (f +2 +2e) —o.
2. Dy=—(f"" 42 +4e*) Fofirly<i<Aundu & I
3. fi(n, 2) existiere, sei stetig und > o fiir 4, < A < A,z & /1.

4.2)v(z, 5; Ay =y —f (u, Ay) << o fiir alle z € U, (R) mit einem
geeigneten 6 > 0,
b)Y v (2,2 ; 4) = y —f(x, &) < o fiir alle 2 € E,.

Dann gilt die Ungleichung
(3.3) v(z, 2, h) =y —f(2,2) <o furalle z & E,.
Beweis:
Nach Voraussetzung 4a) gibt es ein 8 >0, so daB (fiir alle
7 € Uy(R)) gilt:
v(z 2; Ay < o.

Die im Hauptsatz ausgesprochene Behauptung (3.3) ist also

nur noch fiir alle z € £, — Us (R) zu beweisen. Fiir 4, < 4 < 4,
setzen wir

(3.4) v(z5,20) =y—Ffwh),z € E,
und definieren (bei festgehaltenem o)
(3.5) M= max v(z, 2; 2).
2 € Eo—Us(R)
Datei ist die Aussage des Hauptsatzes mit
(3.6) M%) <o
gleichbedeutend. Im Hinblick auf die Voraussetzung 2 unter-

scheiden wir zwei Falle je nach dem Vorzeichen von D;. Im Falle

a) D, > o kann man aus der Annahme M (4;) > o wegen Vor-
aussetzung 4a) sofort die Existenz ecines inneren Punktes
2, € Ey— Us(R) folgern, in dem die Funktion v (z,2; 4y) ihr
positives Maximum annimmt. AuBerdem ist y == o fiir 2 = 2,
weil sonst M (&) = v(zy,, Z4;; Ag) = — f (2, &) < 0 wiire. In z), ist
dann v, = v; = 0, §,v = o, 6, (v,%) = 0, also
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0,v = D v >0,

im Widerspruch zu der Tatsache, daB3 in einem inneren Punkte

maximalen Verhaltens v,; < o sein muB. Also muBl M (1) < o
gelten.

Erst im Falle

b) D; <o kommen die komplizierten Voraussetzungen des

Satzes A zur Geltung. Die hier notwendige eingehendere Be-
trachtung fithren wir in mehreren Schritten durch:

(1) Fiir beliebige 4, < ¥ < 1" < 4y, 2 € E, gilt:
(3.7) v(z, 2 A) — v (2, 5, X) = f(u, ¥')— f(u, X).

Sei die Punktmenge % C E,und % kompakt. Dann wird My (k) =
max ¢ (s, Z; A) an wenigstens einer Stelle z in % von der Funktion
v(z, z; 4) angenommen. Also kdnnen wir schreiben:

‘ My =ov(,20;1), u(,7) =4

(3.8)

l My = v(g’, 277, 1), u(2’,27) =",

mit je einem gewissen z', 2”7 & A. Nun folgt:

(3.0) My (W) — My(") < 0(&' 73 1) — o0&, 73 ) =

= FfQ, NN —f@ )

und
(3.10)  My(A)— My(X'") > v(", N —w(, T A =

= f @ ) —f @, By >0

(letzteres wegen Voraussetzung 3). Aus (3.10) entnehmen wir, dal3
My(2) fir alle 2 mit 4y < 4 < 4, eine eigentlich monoton abneh-
mende Funktion ist. Aus (3.9) und (3.10) folgt

1 M;, A.” == A[\ 2‘,
(3.11) i My = M2
(> 20
sowie
& N )"/ - M“ AII'
(3-12) p Jim | M%) % (A7)

A <2
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und beide Limesbeziehungen besagen wegen der beliebigen Wihl-
barkeit von A" bzw. A’ die Stetigkeit von My(4) im Intervall
Ay < A < 4,. Wihlt man speziell

(3.13) U= Uy = Eg— U, (R),
so ist damit gezeigt, dal3
M) = My, (2)

fiir alle 1 mit 4, < A < 4, eine eigentlich monoton abnehmende
stetige Funktion ist.

(2) Im zweiten Schritt zeigen wir die Existenz eines Wertes
A = 2", so daB die Funktion »(z, z; A'") ihr Maximum M (1'") < o
in einem énneren Punkt z,,von Agannimmt. Zunichst ist M (1,) << o
(wegen Voraussetzung 4b), auBerdem diirfen wir M (3) ™ o an-
nehmen, da sonst M (4;) < o und damit (3.3) bereits bewiesen
wire. Daher nimmt die (nach Schritt (1)) stetige und eigentlich
monotone Funktion M (A) fiir genau ein A*, A, << A* <7 4;, den
Wert o an:

(3-14) M@A*) = o
und
(3.15) M@A'") <ofur i* <A <4,

Gleichung (3.7) liefert fir 4, = A’ < A* <C 2"" <C 1, und beliebiges
zE Egy:

(316) (2,7, ) — v (2, &; A7) = fu, ') — f (u, Ag) =
= [f (e, ") — f (o, BX)} A= [f (e, 2%) — f (0, )] >
> f (1, 2¥) — f (u, Ao)

(nach Voraussetzung 3).

Die Punktmenge
(3.17) QI1=R‘{(E'0“U¢s (R)
ist kompakt und C £,. Setzen wir (bei festem 4y, i*)

(3.18) @ () = f (u, 1) —f (u, &),
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so ist ¢ (2) auf ¥, stetig und > o. Daher ist
(3.19) min @ () = p > 0.
s €Y

Also gilt nach (3.16) fur alle z € U;:

(320) (2,25 4) — vz, 55 A7) > £ (1, 1) — f 1, 1) > o
und daher

(3.21) v(g,z; ") <wv(e2;4)—p,

hieraus folgt (nach Voraussetzung 4a):

(3.22) v(zz;4") <— pflralle 2 € Uy und A* <A < 4,
Wegen der Stetigkeit von A/ (2) gibt es ein 4 > o, so daf gilt:
(3:23) 0<— MA") = M@A*)— M X") <L fiiro <2 —2* < o,

Dies ist gleichbedeutend mit:
(324)  —E< M@ <ofir <A< 2% 4,

Die Ungleichungen (3.22) und (3.24) zusammen genommen be-
weisen, daB3 die Funktion v (g,z; 4"") fiir A* << A" <<A* 49 ihr
negatives Maximum M (A"”) in einem inneren Punkte z,, von %,

annimmit.

(3) In 2z, folgt nunmehr (wegen é,v = 6,(v,%2) = o, D, < o,
v < 0):
(3.25) dyv = Dyv>o0
im Widerspruch zu z,- < o in einem inneren Punkt maximalen
Verhaltens.

(4) Hierbei ist allerdings wegen (2.11) und (2.12) im Hinblick auf
das Vorkommen des Faktors —;Tin A und B noch sicherzustellen,

daB y = o ist in einem solchen Punkte z,,. Zu diesem Zweck be-
achten wir zunichst, daB # in £, und insbesondere auf der kom-
pakten Menge U, C E, stetig ist. Daher nimmt # die Werte
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inf 2% = ay, sup # = b4, in wenigstens je einem Punkte 2’ bzw. 2"’

s €Wy s,
& %, an:

w(z' 2 =aq u(d',z") = b,
Daher ist 7, = (a,, by) €in beschrinktes Intervall und es gilt:
u & Iy (S 1) fir alle z € ¥,

Nach Voraussetzung 3) ist f;(z, 4) stetig in (%, 4) und positiv fiir
alle # & I, und 4, < 4 < 4*, daher ist

(3.26) min f; (2, A) =y, >0
uel_g
und IS
1
)'Q

(3:27) FQo, )= [, d) = [ fo, H) dA > (A% — Ao py.
4o
In z = z,, wiirde also aus y = o folgen:

(3.28) M) =—flw, 1) = — f (s, 2o) +[f (o0, 2) — f (21, 2)]
+ [f (e A%) —F (2, 27)]
LS (o, Ro) — S (20, A¥) < —(A* — Ag) pty = —ptp < O

Schrianken wir also jetzt die Auswahl von 4 iber die Festsetzung
in (3.23) hinaus noch stirker ein, indem wir an Stelle von (3.23)
verlangen:

(3.29) 0 < — My = M@¥— M) < min ("7, ,{2,)

fir o << A" — * <9/ <,

was wegen der Stetigkeit von A7 (4) mit einem geeigneten positiven
7' immer moglich ist, so ergibt sich

(3-30) — pg << M (A")
im Widerspruch zu (3.28), womit alles gezeigt ist.

Bemerkung:

Die Voraussetzung 3 des Satzes A kann ersetzt werden durch
die beiden folgenden Annahmen:
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3 a) f(u, 4) ist fiir jedes feste # € [ in 3y < 4 < A, eine eigent-
lich monoton wachsende Funktion von 4.
3b)inf f(2, %) > o flir 4y << A < 4.
u& f
An Stelle der unter (4) angestellten Uberlegungen (bis (3.28)), ins-

besondere an Stelle von (3.27) und (3.28) kann man ndmlich jetzt
aus y = o in z = z,, schlieBen

M) = — [, B7) << —f (o, 2) < — 1t
mit
s = inf (%, A*¥) > o0
wel
(wobei man in (3.29) nur g, durch ug zu ersetzen hat).

Im tiibrigen ist bei den sonstigen Uberlegungen des gesamten
Beweises von der Voraussetzung 3 nur im Sinne von Voraus-
setzung 3a Gebrauch gemacht worden.

Die Anwendung des Hauptsatzes setzt voraus, da3 eine einpara-
metrige Schar f = f(#,A) von Lésungskurven der nichtlinearen
gewdhnlichen Differentialgleichung Dy = o (3.2) gegeben ist, die
den sonstigen Voraussetzungen des Satzes geniigt. Beziiglich der
Losung dieser Differentialgleichung und einer Auswertung der
Methode fiir die Abschitzung von Lésungen der partiellen Diffe-

rentialgleichung (2.9) sei im Falle ¢ = o auf [6] und im Falle
e = 4 1 auf [4] und [1] verwiesen.

4. Ausdehnung des Hauptsatzes auf allgemeinere

clliptische partielle Differentialgleichungen

(o) Vorbereitungen

Unter der Voraussetzung, dal3 sich Losungsscharen f(«, 1) einer
allgemeineren nichtlinearen Differentialgleichung 2. Ordnung,
die hier wiederum mit D, = o bezeichnet werden soll, angeben

lassen, 1aBt sich der Hauptsatz auf die Lésungen #(z, 2) der par-
tiellen Differentialgleichung

(4.1) 826 = L (2¢,0,2)
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erweitern, wobei L (z, ) eine beliebig vorgegebene gentigend oft
differenzierbare Funktion von # und y = 0; % ist.

Wir leiten zunichst eine Identitat fiir d,v mit v = y — f () her,
wobei wir uns der Abkiirzungen 8 = (1 — z5)w., y = pf = du
bedienen.

Dies geschieht im

Hilfssatz:

(a) « geniige der Differentialgleichung (4.1), wobei L (%, y) fur
beliebige (#,y) als mindestens einmal stetig differenzierbare
Funktion vorausgesetzt werde. Mit einer beliebigen, zweimal
stetig differenzierbaren Funktion f(#) werde v = y — f () gebil-
det. Dann gilt die Identitit:

(4.2) Sv=A00v + B[6(u,v) + 6,(v, 12)] + D (u,y)
mit
. L

(4-3) A=, B=-

(f/__L) +Ly’
44 D=('=L)(f'—2L) +y(—2—f" +2(L, +f'L)

(b) Ist dariiber hinaus L(u, ) fir belicbige (7, ) mindestens
dreimal stetig differenzierbar, so gilt (4.2) mit

(4.5) D(u, y) = Dy + Dyv + Dyo?

mit

Dy=D (.f)=(f'"—LYf'—2 L°) +f(—2—f" +2 (L) +f'L}))
(4-6) Dy=(—3f"+4L% Ly—2—f"+2(L)+f" L) +2/ (L], +/ L3},),

Dy=—0D,, (u, f +0v)mito < 9§ < 1.

Dabei bedeutet (  )°, daB das Argument y = f zu setzen ist,
Beweis:

Wir bilden die partiellen Ableitungen der GroBen 8, f,  und v
nach z und z:
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_ L—zp
@7 =
(4.8) fﬂ =p.p+ L:j_ 8,
2
\ 17 fIL
4-9) Vi =Vs—/ (1—22)2 T T—ee

(4.10) y:i=ﬂz'§5+ﬂz@ "l‘ﬁz@ +ﬁ@,

(4 11) f) (l '—ZZ)Z {ﬂLu +ZL ﬂ (l-ZZ) (Z[’)’ N -Ly yz)}
Wir bilden den Ausdruck

(4.12) A*—_-;B,,z v + 2B (21 )— L +—§—ﬁ, 28— I

8 g —zz + {27

und erhalten mit Hilfe von (4.8)

@ a=\g L +allmE v o) b At —pp -

= ﬂz ﬁ; +ﬁ: ﬁ; S ﬂz (ﬁz) +ﬂ§ (ﬂ?)

Aus (4.10) folgt unter Berlicksichtigung von (4.12) und (4.13)
sowic (4.11)

=222 o ICED gy |4 SRR )

(4]4) 42 '—ﬂB(i_ u) ﬁLY’Vz'*_ﬁLV'yz.

1—22 1—2Z

Beriicksichtigt man weiter (4.8) und (4.9), so erhilt man nach
Multiplikation mit (1 —z2)%:

dv = A, v + B8 (1,v) + é,(v, )] + D (x,p).
Der Teil (b) des Hilfssatzes ergibt sich aus (4.2), wenn man

[D (%, Y)]}' =f+v

nach v entsprechend der Taylor-Formel entwickelt.
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(8) Erste Modifikation des Hauptsatzes (Satz B)

Unter Beriicksichtigung von (4.1) ist der Hauptsatz dann wie
folgt zu formulicren:

Satz B:

#(2,2) sei eine in £, definierte reelle Loésung der elliptischen
partiellen Differentialgleichung

(4.1) Og1 = L (1, 6,20).

(Hierbei sei L(#, y) eine dreimal stetig differenzierbare Funk-
tion.)
Bei Annidherung an cinen Punkt z; € R gelte:

(4.15) lim # (z,2) = -+ 00 bzw. — co.
Fiir eine solche Losung #(z, 2) und die daraus gebildete GroBe
y = 0, u seien fo'gende Voraussetzungen erfillt:

) Fir 4g <A <4, & [ sei f(u,A) definiert sowie stetig be-
ziiglich (%, ) und geniige (fiir jedes solche A) der Differential-
gleichung

@16) Dy =f(—f"—2 +2(L0 +F1Y) +

+ (f'— LY (f'—2L% = o..

2) Dy=(—=3f +4LYL)—2—f" +2(L, + /L)) +

+2f(LY, +fLY) Fofirky<A<Aundu & 7
3) fa(x, 1) existiere, sei stetigund > ofir i, < 1 <4, « & 1.

4) a) v(z, 2;4) = v — f(u, Ay) < o fiir alle z & U, (R) mit einem
geeigneten 4 > o,

b) v(z, 2; &) = y — f(u, 4) < o fiir alle z € E,,.
Dann gilt die Ungleichung
(4.17) v(z,2; h) =y — f (0, &) < ofiir alle 2 € E,,
Beweis:

Das Beweisverfahren wird zunichst so angelegt wie bei Satz A,
wobei wir uns auch der dort benutzten Abkiirzungen wieder be-
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dienen. Nach Voraussetzung 4a) gibt es ein 8, 0 <C § <C 1, so daB}
fur alle 2 € U, (R) gilt:

v{z,2; ;) < o.

Dic wie friiher definierte Funktion /(1) erweist sich wieder als
stetige und eigentlich monoton fallende Funktion fiir 4, < 4 < 4;.
Angenomimen, die Aussage des Satzes B wire falsch, so wire
M(2y) >0 und M (i) <o (gemiB Voraussetzung 4b), daher
gibe es (genau) ein 4* mit 4y << 4* < 4; und M (A*) = o. In einem
inneren Punkte von Eo — Us(R), in dem v(z, z; A) sein Maximum
M (%) annimmt, ist nach (4.5):

(4.18) 0,v = D,yv +Dzv2=Dlv‘1 +%—v|.
1

Wir erhalten den gewiinschten Widerspruch, wenn wir wieder
v,z > 0 erzielen kénnen.

Im folgenden bedeuten A" und A" zunichst beliebige Werte, die
lediglich den Beschrinkungen

(4.19) Ao <M TA* A <
unterworfen werden. Mit I(A', A') bezeichnen wir das Intervall:
(4.20) A<agi.

Sodann sei fiir die folgenden Uberlegungen und Abschitzun-
gen fiir z, 4 und & vorausgesetzt:

2 € Eo— Uy(R),
(4.21) AEIW, A,
O <Tb < 11:

Unter diesen Annahmen gibt es beschrinkte Intervalle
Iy, 1}, I, s0 daB gilt:

uC ly,y €5, o<m < flu,d) <M,

(wobei f > m, > o0 aus Voraussetzung 3) analog zu (3.27) gefolgert
werden kann). Ferner sind £/, /"' stetig und | f' |, | /"] << . D,
istim abgeschlossenen beschrinkten Rechteck » & [, Ae 3@, A
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eine stetige Funktion von (u, 1), die iiberall == o ist. Daher gibt es
ein mg mit | D, | > ms. Ferner ist

ftdo=0—-Nf+dy el
und daher | D, | << M, und

D,

(4.22) D, < My ==,

Mg

Mit Riicksicht auf (4.18) schrinken wir das Intervall 3 (4',4"")
so stark ein, daB3 fir 2 & J(A, A"') gilt:

(4-23) | M| <7

was wegen der Stetigkeit von M (4), unter Berlicksichtigung
von M (2*) = o und A* € 3 (4, A"), immer moglich ist (z. B.
A =2i*—¢,;, A/ =2A* + 6, mit geniigend kleinem positiven 6,).
Dann gilt

1

D, 11
211432 l—z=3>0

D D
(4.24) 1+7)—:v=1 —{—Fj.M(A)Z 1—\7

Also wird jetzt fir das Vorzeichen von (4.18) das Vorzeichen
von Dz maBgebend. Wir werden also im Falle

a) D;>o0 A im Intervall: A’ <4< A* wihlen, weil dann
M (%) > oist. Im Falle

b) Dy < o dagegen werden wir 4 im Intervall: A* <A < 2"
wihlen, weil dann M(4) < o ist.

Im iibrigen mussen wir im Fall b) unter Umstdnden das Inter-
vall weiter einschrinken, wobei dieselben Uberlegungen wie
beim Beweis des Satzes A (Fall b) giiltig bleiben, um sicherzu-
stellen, daf} die Funktion v(z, z; A) ihr Maximum A/ (4) in einem
inneren Punkte z,, von Ey— Us(R) annimmt.

Der weitere Nachweis von y == 0 in einem solchen Punkte z,
geschicht wie beim Beweis des Satzes A.

Damit ist der Beweis von Satz B abgeschlossen.

Die am SchluB des Beweises von Satz A gebrachte Bemerkung

Uiber eine mogliche Abinderung der Voraussetzung 3) gilt auch
hier unverindert.

Besonders bemerkenswert ist der Sonderfall D, = o, der mit
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(4.25) D,,(u,y)=o0
gleichwertig ist. In diesem Falle ist
D@, vy=Dy +D, v

wie bei Satz A. Die komplizierteren Uberlegungen in der Beweis-
fithrung fir den Satz B entfallen hier und an ihre Stelle kénnen
im wesentlichen die vereinfachten Ausfithrungen zum Beweis des
Satzes A treten. Eine leichte Rechnung ergibt:

(4.26) D,=24,+f4,

mit

(4.27) Ag=2L%+2LL,, +2L,, 4+vL,,,
(4.28) A, =1L, +2yL,,,

Soll D, (%, y) = o sein fiir alle Lésungen von Dy = 0, so ist

Ay = A, = o zu fordern. Dies liefert die beiden einzigen Mog-
lichkeiten:

(4.29) L = ¢y(u) +ﬁ£ v, @ konst.,
bzw.
(4.30) L = ¢y ()

mit eciner beliebigen einmal stetig differenzierbaren Funktion
co(2e).

In den Anwendungen ist jeweils zu prifen, ob D, &= o flir den
betrachteten Fall gesichert ist. Fiir L = — 1 — ge** gelingt der
Nachweis von D, == o fur den gréten Teil der Fille. In den rest-
lichen Fillen wird diese Bedingung 2, = o durch eine Modifika-
tion des Ansatzes erfillt (siehe [1] und [6}). In diesem Fall sind
alle Losungen der Differentialgleichung Dy = o in ihrem Verlauf
ausfuhrlich diskutiert (siche [4]) und die aus den zugehdrigen
Feldbetrachtungen sich ergebenden vielfiltigen Ergebnisse in
[1] und [6] dargestelit.

Fiir L = ¢y + ¢, wird Dy = o in [5] behandelt. Die Unter-
suchung weiterer Probleme aus dem gesamten Fragenkomplex

(siche [3}) soll spateren Verdffentlichungen vorbehalten bleiben.
5 Minchen Ak, S§b, 1963
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5. Verallgemeinerung auf ein beliebiges Grundgebiet

der Metrik

(«) Ubertragung der Identitiiten

Will man sich von der speziellen Gestalt des Grundgebietes der
Metrik und damit auch von der speziellen Form des Linienele-
mentes lésen, so hat man vor allem zu prifen, wie sich gewisse
Identititen (2.9), (2.12—13). (4.2—4) Gibertragen lassen, wobei man
hierbei zunédchst einen lokalen Standpunkt einnehmen und dem-
entsprechend lokale komplexe Koordinaten voraussetzen darf.

Zuerst werde im Hinblick auf die Ubertragung der Identitit
(2.9) w = w(z) in einer Umgebung U = U(z,) als holomorph
vorausgesetzt und in U und V' = V(w,) (mit wo = w(z,)) je eine
hermitesche Metrik zugrunde gelegt:

(5.1) ds*=adzdz do®=bdwdw,

worin @ und 4 zweimal stetig differenzierbare positive Orts-
funktionen sind.

Dann erhalten wir fiir die Funktion

do 1 b=
(5.2) #=log—— = —log (—a w w)

die folgenden Beziehungen:

(53)  w,=—— (log @), +— (log ), =" +—=r,

(5.4) Oyt =21, =— 2 (log @)z 25 (0g b5+ 7 @' & oder
1 1 2 .

(5.5) Syt =— Ag—— By e**, worin

(5.6) Ay =—=(log a),5, By = —5(log &),

die GauBschen Kriimmungen der beiden Metriken sind (4= —4,
By = 4e¢ liefert (2.9)).
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Verlangt man, daB die rechte Seite in (5.5) = Z (%) ist, so folgt
die Konstanz der GauBschen Krimmungen 4, B,.

Sodann nehmen wir zur Ubertragung der Identitit (4.2) in
einer Umgebung U = Uf(z,) eine hermitesche Metrik

ds®=a dzdz

als gegeben an (@ zweimal stetig differenzierbar und positiv). Wir
zeigen, dall die grundlegende Identitit (4.2) bei entsprechend
erklirten 1. und 2. Beltrami-Operatoren gultig bleibt, wobei
A, B wie bisher durch (4.3) gegeben sind und nur die Gleichung
(4.4) durch die folgende modifizierte Gleichung zu ersetzen ist:

(57 D)= —L) (f —2L)+7 (% do—f"+2(L, +/ L),

worin A, dieselbe Bedeutung wie in (5.6) hat. Hieraus ergibt sich
wieder die Gleichung

D(u,y) = Dy + Dy v + Dy 02,
jedoch mit gegentiiber (4.6) leicht abgeinderten Koeffizienten:
Doy =D, f)=(f—L° (f'—2L% +
(5.8) +/ (Fdo—r" +2(L + 7 LY)
Dy=(=3f 4L L) +— Ayg—f" +2(LS +f' L% +
+2 (L%, +fL3,)
Dy = — D, (u, f +#v)mito < § < 1.

Um (5.7) in {bersichtlicher Weise herzuleiten, bedient man sich
am besten des Tensorkalkiils im komplexen Bereich (,,hybride
Tensoren** nach Schouten 7], p. 51-56, p. 138 ff. und p. 388-406,
dessen Schreibweise wir hier iibernehmen). Wir verwenden also
die Tensorindizes 1, 1 in oberer Stellung, wenn das Transforma-
tionsgesetz hinsichtlich eines solchen Indexes dasselbe ist wie das
von dz bzw. 4z, und dieselben in unterer Stellung, wenn das

- . 0 0 . . .
Transformationsgesetz von P bzw. ET vorliegt. Schreiben wir

5*
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auBerdem ds? = a,;; dz d3 mit a;; = @, ferner a1l = =
0, =—:—z, 05 = %, so haben wir fiir die kovariante Differen-
tiation

Vyw, = 0wy, — I'wy, Pywy = 0wy,
(5:9) Viw, = djw,, Viw; = 0ywi— I'wy

mit '= TI'l} = a1 9, a3 = 9, log a.

Hieraus leitet sich in gewohnter Weise die kovariante Differen-
tiation von kontravarianten Vektoren sowie von allgemeinen
Tensoren her. Wir verwenden die bekannten Regeln

11 11
(5.10) Viag =0, Viag=0, Via =0, Via " =o0.
Fiir einen Skalar 2 schreiben wir aullerdem auch abgekiirzt
(5.11) Oy 1 = 2y, Op2 = 247, 070, % = 23, . . .

In sinngemifer Verallgemeinerung von (2.6) definieren wir die
1. und 2. Beltrami-Operatoren:

— i1 o 11 — 11
(5.12) Oy =a"t 1. 6 (1, v)==a"t u vy, dgu=a't 1.

Damit haben wir alle Vorbereitungen fiir die Durchfithrung der
Rechnung getroffen. Wir bilden die Funktion

(5.13) v=9y—f(x)mity =8, u
und setzen voraus, dal} 2 der Differentialgleichung
(5.14) Og 10 = L(u, 0, 2)

geniigt (fiir die verwendeten Funktionen seien dieselben Differen-
zierbarkeitsvoraussetzungen wie in 4. angenommen),
Dann ergeben sich der Reihe nach die folgenden Gleichungen:

(5:13) & f =f'm, opf =a (fuyus +f ) =y f" + LS,
(516) &y = Vi@ uyng) = @ (V) g+, L
(5:17) doy = @ yy (@ (7y0y) w7 + 2, L)
= (@12 (P 7y )23 + (@02 (7y ) (Vo) + L2 +a' e 05 L.
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Unter Benutzung der Vertauschungsrelation :
(518) (PIVi—VaPD = — (@) ny =~ (3;0, log a)u, = ay3%, = A,
folgt
(5.19) L R Al 2 ‘|‘% Ag 1y
=a'lp, uy; —{—% Ay u, = 0, (@ w,7) -i—% Ay,
=0, L +% Agu .
Weiterhin erhilt man
(520) vy =0y y—F w = aL (¥, ) g + 4y (L—1),
(s.21) by =0, +f u,
(5.22) 3 L=L,wy+L,0,y=u (L,+L,[f)+L, v,
(5.23) AT (7 10) 1= 0 + 15 (' — L).
Setzt man (5.19) und (5.23) in (5.17) ein, so erhilt man:
Opy = a'! ”I(al L'*‘% 4 “1) +
o i _7‘7 = (v + 2y U’_L)) (vi + 2w (f — L)) +L%+a'l 01 L
und schlieBlich unter Verwendung von (5.22) und (5.15)
dv =8y — by f
=2 Aoyt 2y(L+ L )+ Lyatt oy o)+t vyord
(5.25) +';7 f'—L al (tq vy +uy v9) +(f — L)+ FA L i

Lot (50— D+ L) (0 )+ 4@ 9)+

Fy(s dg—f" + 2L+ L)+ = D —2D)
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woraus man das angekiindigte Ergebnis ((4.2 mit (4-3), (5.7)) ab-

liest. Die Gleichungen (5.8) ergeben sich aus (5.7) in analoger
Weise wie in 4.

(B) Begriffliche Vorbereitungen

1. Wir treffen folgende Voraussetzungen:

(Ia) F sei eine kompakte (unberandete) Riemannsche Flache,
ferner

(Ib) Fy S F ein Teilgebiet von F, das entweder schlicht oder
endlichblittrig in # liegt. Dadurch wird auch #; zur Rie-

mannschen Fliche und der Rand R; von /£ ist eindeutig
definiert.

2. Auf jeder Riemannschen Fliche hat es cinen Sinn, von positiv
definiten hermiteschen Metriken zu reden, d. h. solchen, die sich
lokal in bezug auf einen komplexen Parameter z so schreiben
lassen:

ds®=adz dz

mit einer zweimal stetig differenzierbaren positiven Ortsfunktion a.
Wir verwenden speziell solche Metriken, fiir die die Gaulische

Kritmmung 4, = —— (log ),; konstant ist. Fiir jede solche Me-
gy - (og @) J

trik M gibt es geoditische Linien, und mit ihrer Hilfe kann man
die Distanz zweier Punkte D, (P, P,) als untere Grenze der
Liangen (im Sinne der Metrik) aller geoditischen Kurvenbdgen
von £, nach P, definieren.

Wir sagen, eine Riemannsche Fliche # habe beziiglich einer
auf ihr definierten Metrik A/ ,,unendlich fernen Rand, wenn fiir
einen beliebigen festen Punkt £y & Z und eine beliebige unend-
liche Folge von Punkten P, €& F, v =1, 2, ..., die in keinem
Punkt von Z sich hauft,

(5.26) ’vl_i’r?oDM (Poy P,) =0
gilt.

AuBerdem wollen wir unter U, s (£y) die Menge aller Punkte
P & F verstehen, fir die
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(5-27) Dy (Lo, P) < 6

1st.

3. Sei nunmehr weiter vorausgesetzt, da3

(ITa) F mit einer Metrik M* mit konstanter GauBscher Kriim-
mung A¥ ausgestattet sei und

(ITb) Fy mit einer Metrik M/, mit konstanter GauBscher Kriim-
mung A, wobei hier zusitzlich gefordert wird, daB /7y in
bezug auf M, einen ,,unendlich fernen Rand‘* hat. (Falls
R, = @, ist die Forderung (IIb) leer).

Bekanntlich ist Ay >> o0, = o bzw. <0, je nachdem F ein
Geschlecht p = 0, =1 bzw. > 2 hat. Ferner gibt es auf der
Sphire F (p = o) die Sonderfille: 1. Fy=F, Ry = @, Ay > o.
2. Fy gleich der in einem bzw. zwei Punkten punktierten Sphire,
wobei die herausgenommenen Punkte die Punktmenge X, bilden
und A4, = oist. In allen anderen Fillen eines schlichten Gebietes
Fyist Ay < o.

For jeden Punkt P2 & R, sel

(5.28) (711/,*5 (P) = Upps (P) N Fy,

dann ist

(5-29) (7,11,*5 (R)=UJ (7111,*6 P)
PER

eine wohldefinierte offene Teilmenge von £,

4. Sei nunmchr in #, die Differentialgleichung (5.14) vor-
gegeben, wobei die 1. und 2. Beltrami-Operatoren beziiglich der
Metrik M, von Fy zu bilden sind. Sei eine Ldsung # von (5.14)
in einer punktierten Umgebung

(5-30) U,u.,,o (Po) = Uy s (Po) —{Po}, Py € Foy

gegeben, dann heile 7, eine isolierte Singularitit ,,bestimmten
Verhaltens“ von %, wenn

(5.31) Pler}’ou = + oo oderpli_’rr}’ou =— 00

gilt. Wir setzen nun fiir eine Losung 2 der Differentialgleichung
(5.14) voraus:
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(1IT1a) # sei dreimal stetig differenzierbar tiberall in 7, abgesehen

von endlich vielen Punkten P, ..., P, € F,, die isolierte
Singularititen bestimmten Verhaltens fiir # sein sollen. Es
werde Ry, = {P;, ..., P,} gesetzt.

(I1Ib) Bei Anniherung an einen beliebigen Punkt von R, gelte
lim 2 = — oo.

(y) Zweite Modifikation des Hauptsatzes (Satz C)

In Analogie zu den dem Satz A vorausgeschickten Abkiirzun-
gen unter 3. verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:

R=R1 +R21

sowie im AnschluB an (5.29) und (5.30) fiir § > o:

Um,a (R2> = U UM,,.G (Po),
PE Ry
Uy (R) = Z~fM:us (Rl) + UM.,,d (Ry).

Ferner verwenden wir
Fo=Fy— R,
und setzen fiir eine in £y = Fy— R, definierte Funktion #:

a=infu, b=supu, [={(qb).
ZEF.o zelf;o

Die Menge %, = Fy— U, (R) ist wie frither kompakt und zwar
(fur geniigend kleines &) ein abgeschlossener Bereich. Mit
%; = Rd U, werde der Rand dieses abgeschlossenen Bereichs be-
zeichnet.

Nun 148t sich der gesamte Beweis des Satzes B wértlich {iber-
tragen, wenn man dabei E,, E, durch F,, F, ersetzt, auBerdem
die sonstigen Abkiirzungen und Benennungen im eben dargelegten
Sinne interpretiert und natiirlich der etwas abgeinderten Identi-

tit in der Gestalt von (5.29) (und dementsprechend (5.8)) Rech-
nung trigt. So erhilt man
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Satz G:

Seien flir ein beliebiges Teilgebiet 7, einer kompakten Rie-
mannschen Fliche # die Voraussetzungen (Ia), (Ib), (ITa, (ITb),

erfilllt. Sei %(z,2) eine in F, definierte reelle Losung der ellipti-
schen partiellen Differentialgleichung

O u = L (u, 0; u),

worin die Beltrami-Operatoren beziiglich der Metrik M, (siche
(1)) zu bilden sind. Fiir L und die spiter zu nennende Funktion f
sollen dieselben Differenzierbarkeitseigenschaften wie im Hilfs-
satz 4. () vorausgesetzt werden. Das Randverhalten der Funk-

tion 7z werde durch die Voraussetzungen (I1Ia), (ITTb) beschrie-
ben, mit R &+ &.

Fir eine solche Lésung # und die daraus gebildete GroBe
y == 0, 2 werde folgendes angenommen:

1. Fir 4y < 4 < 4, u € 7 sei f(u, X) definiert sowie stetig beziig-

lich (%, ) und gentige (fur jedes solche 1) der Differentialglei-
chung

(532) Do=fl—f" +4 4y +2(28 +'19) +
+(f' = LY (f' —2L%=o.
2Dy =(=3/ +4 L)L)+ Ag—f" +2(Li +/' L)) +
+2f (L), +F L)) Fofirdg <A< hundu € 1.
3. fa(n, 2) existiere, sei stetig und > o fiir g < A < A, u € 1.

4.2)v(z,2; Ag) =y —f (%, A4y) < 0 fiir alle z € U, (R) mit einem
geeigneten 6 > o,

b)v(z,2;4) =y —f (%, 4) <o furalle z € £,
Dann gilt die Ungleichung

(533) (s 24 = v —F (%, ) <o fir alle s € Fy.
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Bemerkung:

Die Gleichung (5.5) zeigt, daB der funktionentheoretisch wich-
tige Fall einer Funktion (5.2) fiir ein beliebiges Grundgebiet der
Metrik im Satz C mit enthalten ist, wenn man dort

— L 2
L—:Ao——‘{ Boe"

setzt.

(3) Integration der Ungleichung des Hauptsatzes

Fiir die Anwendung des Hauptsatzes ist es besonders wichtig,
zu gewissen Eigenschaften von #, die vor allem das Randverhalten
bei Anndherung an Punkte von R, und R, betreffen, eine geeig-
nete einparametrige Schar von Loésungen f(#, ) von Dy = 0 zu
finden, so dafl die Annahmen 1. bis 4. des Hauptsatzes erfiillt
sind. Man kann nun auch umgekehrt vorgehen und zu jeder Lo-
sung f(z) der Differentialgleichung D, = o diejenigen Eigen-
schaften des Randverhaltens von # aufsuchen, die vor allem mit
4a) vertraglich sind. Sodann hat man eine solche Losung f(z)
in eine einparametrige Schar f (#, 1) geeignet einzubetten, so da3
die {ibrigen Forderungen 1 bis 4 erfullt sind. Unter Umstinden
hat man wegen der Forderung 2 den Ansatz nochmals zu modi-
fizieren (vgl. [1] und [6}). Auf diese Weise kann man einer durch
das Randverhalten gekennzeichneten Familie von Losungen # der
zugrunde gelegten partiellen Differentialgleichung die Unglei-
chung (5.33) des Hauptsatzes als Hauptaussage zuordnen.

Aus dieser Ungleichung (5.33) kann nun durch Integration
eine weitere Ungleichung gewonnen werden, in der nur noch #,
jedoch nicht mehr ihre ersten Ableitungen vorkommen.

Sei in £, ein stetig differenzierbarer Kurvenbogen € von P,
nach £ gegeben. Wir kénnen ihn mit endlich vielen Umgebungen
tiberdecken, so daB in jeder solchen Umgebung ein komplexer
Parameter z zur Verfligung steht und das darin gelegene Kurven-
stiick durch z = 2(s) = 2(s) +7y(s) mit der Bogenldnge s (im
Sinne der Metrik 1/,) als Kurvenparameter dargestellt wird. s sei
als Kurvenlidnge von € von P, aus gerechnet: s(P,) = o. Dann
wird # lings € eine stetig differenzierbare Funktion von s.
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Nun gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
=l

(530) @2 =T[wx' () +u,y©OF <0 +6) @ +y7) =

= 4o,z 3’2 = %u,u; =40, u
oder

(5.35) | | <2V ou <2V f@),

letzteres nach der Ungleichung des Hauptsatzes. Somit gilt langs
der ganzen Kurve C:

R |2 |
(5.36) Vi <2

[f_du 19l g <o [ asm
(5.37) \;[Vm SJ‘V}W s __26[‘ =121

mit 2y = 1 (P,y), © = «(P), womit man als Hauptergebnis der
Integration die folgenden Ungleichungen erhilt:

du
(5.38) I T

Der Vorteil der zweiten Modifikation des Hauptsatzes gegeniiber
Satz B liegt auf der Hand. Um ihn fiir ein vorgegebenes Gebiet
anzuwenden, genligt es, eine Metrik A/, zu kennen, was bei spe-

zieller Gestalt des Gebietes in vielen Fillen mit funktionen-
theoretischen Mitteln zu erreichen ist.
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