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Über unendliche C-Kettenbrüche, 

deren korrespondierende Potenzreibe einer quadratischen 

Gleichung genügt 

Herrn O. Perron zum 79. Geburtstag am 7. Mai 1959 in Dankbarkeit 
gewidmet 

Von Rudolf Steuerwald in München 

Vorgelegt von Herrn Oskar Perron am 8. Mai 1959 

§ 1. Vorbemerkungen 

I. Bezüglich der Definitionen und Bezeichnungen hält sich 
diese Arbeit an das Buch: O. PERRON, Die Lehre von den 
Kettenbrücken, 3. Auflage, Band I (1954) und II (1957), B. G. 
Teubner, Stuttgart; künftig zitiert ,,P I� und ,,P II�. 

II. Sonst ist über die hier verwendete Symbolik noch folgendes 
zu sagen : Es bedeuten 

alle als Exponenten auftretenden Buchstaben nichtnegative 
ganzrationale Zahlen, 

große lateinische Buchstaben durchweg Polynome von x\ 
dieses Argument wird oft weggelassen. 

In allen Potenzreihen, einschließlich der Polynome, sind die 
Glieder nach wachsendem Grad in x geordnet zu denken; das 
erste nicht identisch verschwindende Glied (sofern vorhanden) 
wird Leitglied, sein Koeffizient Leitkoeffizient genannt. 
Schreibweisen wie 

(X) = C + � � * , P (X) = C
m X  + ’ ’ ’ (Cm 4= °) 

kennzeichnen dann unzweideutig c als Anfangsglied der Potenz- 
reihe, cmx

m als Leitglied des Polynoms. 
Folgerichtig wird der größte gemeinsame Teiler mehrerer 

Polynome so normiert, daß nicht, wie meist üblich, das gradbe- 
stimmende Glied (hier Schlußglied), sondern das Leitglied den 
Koeffizienten 1 bekommt. 
15 München Ak. Sb. 1959 



220 Rudolf Steuerwald 

Unter Ü-Kettenbrüchen sind hier ausnahmslos solche mit dem 

Anfangsglied l zu verstehen.1 Dabei wird anstatt 

+ 

kurz geschrieben 

<a1x
r’, a2x

r 
�> 

und eine Periode jeweils durch Überstreichung kenntlich ge- 

macht. 

§ 2. Problemstellung2 

I. Zur Entwicklung einer reellen Irrationalzahl £0 in einen 

unendlichen regelmäßigen Kettenbruch dient die Gleichungs- 

kette 

£;. 7 - H j  ß = O, l , . 
˙A+1 

Analog findet man zu einer Potenzreihe ty0(x) = ! + ���, 

die keine rationale Funktion von ^ darstellt, den korrespondie- 

renden unendlichen C-Kettenbruch mittels der Gleichungen 

dy 1 1 % ^*+1 
(i) %(x) = 1 + � � ß==o, ax+1=j= o, rx+1> o). 

�PA+1 \x) 

II. Ist speziell |0 eine quadratische Irrationalzahl, so gelten die 

Aussagen : 

a) Unter den £x befinden sich reduzierte Zahlen. 

b) Ist £x reduziert, dann auch £x+1. 

c) Sind die Zahlen £x und £x+1 beide reduziert, so ist durch 

die Kenntnis einer von ihnen jeweils auch die andere eindeutig 

bestimmt. 

Dazu kommt noch als Folge der Definition einer reduzierten 

Zahl : 

1 Vgl. P II, S. 108, Fußnote l. 
2 Vgl. zu Abschnitt I: P I, S. 31, Gl. (1) und P II, S. 110, Satz 3.5; zu Ab- 

schnitt II : P I, S. 65 ff., S. 73 ff. und S. 54. 
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d) Es gibt nur endlich viele reduzierte Zahlen, die mit f0 äqui- 

valent sind. 

Vermöge a), b), dj gelangt man zu dem Periodizitätssatz von 

Lagrange, und dann durch Hinzunahme von c) zu den haupt- 

sächlich auf Galois zurückgehenden Sätzen über reine, inverse 

und symmetrische Perioden. 

III. Die unter I festgestellte Analogie legt die Frage nahe: 

Wenn speziell ty0(x) einer Körper der rationalen Funktionen 

von x irreduziblen quadratischen Gleichung genügt, gibt es dann 

vielleicht unter den in (l) auftretenden Reihen ^(V) solche, 

welche im Sinne der Aussagen a), b), c) die Rolle der reduzierten 

Zahlen spielen ? Flier wird zunächst gezeigt, daß diese Frage zu 

bejahen ist (§§ 3 und 4). 

Daraus folgt dann schon, daß ein Analogon zu d) fehlt. Wäre 

nämlich ein solches auch noch vorhanden, so ließe sich genau wie 

beim Satz von Lagrange beweisen, daß der mit korre- 

spondierende G-Kettenbruch immer periodisch sein müßte. Das 

braucht aber bekanntlich3 nicht der Fall zu sein. Trotzdem 

lassen sich die Galoisschen und verwandten Sätze auf L-Ketten- 

brüche übertragen, wenn man nur, soweit nötig, deren Periodizi 

tät zusätzlich voraussetzt. Das wird in § 5 ausgeführt. § 6 endlich 

bringt Beispiele. 

welche einer im Körper der rationalen Funktionen von 2: irreduzi- 

blen quadratischen Gleichung genügt, werde V- Reihe genannt. 

Eine solche Reihe läßt sich demnach immer darstellen durch 

eine Gleichung der Gestalt 

§ 3. F-Reihen 

I. Definition 1. Eine Potenzreihe 

(2) y(x) = 1 + ctx + = ==

(3) $(*) = /(*) = - 
/SG) + P{x) 

Q(x) 

3 Vgl. P II, S. 113 unten. 
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wo S (x) nicht Quadrat eines Polynoms ist, Q (x) nicht identisch 

verschwindet und die Wurzel eindeutig erklärt sei. Damit aber 

durch (3) wirklich eine R-Reihe definiert wird, muß noch 

(4) /(o) = 1 

und (zur Vermeidung gebrochener Exponenten) der Grad des 

Leitgliedes von S (x) gerade sein, etwa 

(5) S{x) = r**2’ + ��� (c* 4= 0). 

Diese notwendigen Bedingungen sind dann zusammen auch 

hinreichend. 

II. Die Polynome auf der rechten Seite von (3) sind nicht ein- 

deutig bestimmt. Aber es gilt der 

Satz 1. Unter allen Darstellwigen (3) der nämlichen V-Reihe 

gibt es genau eine mit folgenden drei Eigenschaften: 

(6) Die Reihe für Y S’ (x) hat den Leitkoeffizienten 1, also 

Y S (x) = Xs + � � �. 

(7) e*n P°iynom R (x) � 

(8) Die Polynome P(x), Q(x), R(x) sind teilerfremd. 

Diese Darstellung heiße noriniert. 

Zum Beweis leiten wir zunächst aus (3) die normierte Dar- 

stellung her. 

Sei T(x) der größte gemeinsame Teiler der Polynome 

S-P2, PQ, Q2. 

Dann ist auch 

Qf s~p2 1 l^˙-Y = HY 
T T �r \ T I T- 

ein Polynom, aber nicht Quadrat eines solchen. Setzt man also 

c-jr Y S = Ys’, c-§- P = P’ - 
C
~Y-Q = Q’ 
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und bestimmt die Konstante c so, daß in der Reihe für ]/S’ der 
Leitkoeffizient gleich 1 wird, so genügt offenbar die Darstellung 

(g) V(x) = +?’(*) 
Q’(x) 

den Forderungen (61), (7’), (8’), die aus (6), (7), (8) durch Hinzu- 

fügung der Akzente hervorgehen. 

Um jetzt auch noch die Eindeutigkeit der normierten Dar- 

stellung zu beweisen, nehmen wir an, es seien für (3) die Bedin- 

gungen (6), (7), (8) und für (9) die Bedingungen (6’), (7’), (8’) 

erfüllt. Dann folgt aus 

IfS + P _ )/rST + P’ 

~~Q� = 

durch Trennung von Rationalem und Irrationalem 

(10) Q�P � QP1, Q�VS = QVSr, 

und daraus weiter mit 

R 
S � P2 

~Q � 

das Gleichungssystem 

R� = 
S� � P�2 

<?’ 

Q!P = =QP�, Q’Q = QQ�, Q’R = QR’. 

Wegen (8) haben die linken Seiten dieser drei Gleichungen 

einen größten gemeinsamen Teiler der Form q’Q’, und wegen (8’) 

ihre rechten Seiten einen solchen der Gestalt qQ, wo q und q’ 
nichtverschwindende konstante Normierungsfaktoren sind. So- 

mit ist 

(11) qQ � q’ Q! =

Mittels (11), (6) und (6’) folgt aus der zweiten Gleichung (10) 

qx! + == q\f S = q’ Y S’ = q’ Xs’ + � =� , 

und daraus weiter 

.? q = q\ VS=VS�, 
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also schließlich aus (11) und (10) auch noch 

Q=Q’, P= P’. 

Damit ist die Eindeutigkeit der normierten Darstellung be- 

wiesen. 

III. Aus (8) folgt a fortiori 

(12) x ist nicht gemeinsamer Teiler von P(x), Q(x) und R(x). 

Wir zeigen nun: ˜quivalent mit (12) ist die Aussage 

(13) ^ ist nicht gemeinsamer Teiler von P(x), Q(x) und S{x). 

Daß (12) aus (13) folgt, ist trivial; denn mit P, Q, R wäre auch 

˜ = P2 -\-QR durch x teilbar. Die Umkehrung sieht man so 

ein: Nach Voraussetzung bestehen Reihenentwicklungen 

� S + P 
=Q = VW, Vs-p = 

Wäre (13) falsch, so wären nicht nur P und Q durch x teilbar, son- 

dern wegen (5) auch alle Glieder der Reihe ty(x), also auch alle 

Glieder der Produktreihe ^)(ar) ty(x), das heißt des Polynoms 

R(x), in Widerspruch zu (12). 

An sich dürfte man ohne Schaden künftig immer die Darstel- 

lung der Ausgangsreihe als normiert voraussetzen. Da- 

durch würde aber der Spielraum unnötig eingeschränkt; es wird 

nämlich nirgends die Voraussetzung (8) voll benötigt, sondern 

immer nur deren Abschwächung (12) bzw. (13). Daher entscheiden 

wir uns für die folgende 

Definition 2. Als zulässig werden nur solche Darstellungen 

(3) von V-Reihe?i erklärt, bei denen außer (6) und (7) auch noch 

eine der miteinander äquivalenten Voraussetzungen (12), (13) - 

und damit auch die andere - erf üllt ist. 

Man sieht leicht: Die durch vorstehende Definition zugelasse- 

nen Darstellungen sind genau diejenigen, welche aus der nor- 

mierten durch Erweiterung der rechten Seite mit einem beliebigen 
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Polynom T(x) � 1 + � � � hervorgehen, das dadurch gleich- 

zeitig zum größten gemeinsamen Teiler der neuen Polynome 

P(x), Q(x), R(x) wird. 
Zieht man jetzt die bisher noch nicht benützte Voraussetzung 

(4) heran, so führt die Annahme, daß wenigstens zwei der Poly- 

nome P, Q, S durch x teilbar seien, auf einen Widerspruch zu (13). 

Bei zulässiger Darstellung einer F-Reihe ist also höchstens eines 

der Polynome P, Q, S durch # teilbar. 

IV. Für das Folgende empfiehlt es sich, 

(14) Ys(x) = X*YD(X) {D (O) 4= o) 

zu setzen. Dann läßt sich das Bisherige so zusammenfassen: 

Die Gleichung 

(15) TW = fLY?W + pW (D(o) – 0) 

stellt dann und nur dann eine F-Reihe dar, wenn D(x) nicht 

Quadrat eines Polynoms, Q(x) nicht identisch Null, die Wurzel 

eindeutig erklärt und 

(16) T(o) = 1 

ist. 

Jede F-Reihe erlaubt solche Darstellungen. Von diesen sind 

diejenigen und nur diejenigen zulässig, welche noch den drei 

folgenden, immer erfüllbaren Bedingungen genügen: 

(17) Y D{x)= ! + �� . 

(18) ��PW P ü)_ _ p fx\ ein Polynom. 
Q(x) 

(19) Es ist nicht gleichzeitig s o, P(o) = o, Q(p) = o. 

Aus (16) und (19) folgt: 

(20) p (o) = Q (o) =)= o, wenn s > o, 

(21) 1 + P(p) = O (o), wenn s = o, 
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und diese beiden Aussagen ziehen ihrerseits wieder (16) und (19) 

nach sich. 

Außerdem ist (19) gleichbedeutend mit (13) und daher auch 

äquivalent mit (12). 

§ 4. IF-Reihen 

I. Sei, in zulässiger Darstellung, 

(22) (x) = -rJ° = 1 + � � . 
’ <?�(*) 

Sei ferner, wenn die Differenz Q0(x)� Po(%’) nicht identisch 

verschwindet, u0 der Grad ihres Leitgliedes, andernfalls u0 = sa. 

Setzt man jetzt 

(23) 

min (j0, u0) = t0, 

Q0(x)-P0(x)=x�° Px(x), 

so ^0 = M 1 

so sieht man aus (20) und (21): Dann und nur dann, wenn s0^> 0 

ist, wird auch uQ j> o und damit t0 j> O, sx �< . Ist aber J0 = 0, 

dann auch u0 = i0 = s1 = o und Px{x) = 1 + � � �. 

Mittels (23) läßt sich (22) überführen in 

(24) foW�1 
VD{x)-P^x) 

<?oM 

Andererseits erhält man aus (1) 

(25) ^�W-1 =lS = öl/, + "’ Oi + °> ^>0). 

Vergleich von (24) und (25) ergibt 

(26) rx >t0. 

Nach (25) ist nämlich a1x
r’ das Leitglied der Reihe (x) � 1, 

und nach (24) hat dieses Leitglied mindestens den Grad t0. Das 

ist trivial, wenn i0 = o, und folgt im Falle (0 j> O daraus, daß 
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dann auch >> o, also, wegen (20), Q0{pc) nicht durch ^ teilbar 

ist. Zufolge (24), (25), (26) besteht eine Entwicklung 

-rn YD{X)-P,{X) _ 

W <?�(*) - a’X 

Nach Voraussetzung ist 

(«1 4= o, rx � tü ^o). 

(2Sj 
QoW - 0V 

ein Polynom. Mittels (23) und (28) berechnet man 

(29) **’� -S,B
Qo\x)

P-’(X) = + 2P0(x) -Q0(x) 

und schließt daraus, daß nicht nur die linke Seite dieser Glei- 

chung, sondern sogar deren zweiter Faktor ein Polynom sein 

muß. Auch das ist ja trivial, wenn /� = o, und folgt im Falle t0 > o 

wieder daraus, daß dann Q0(x) nicht durch # teilbar ist. 

Mit Rücksicht auf (27) darf man daher schreiben: 

(30) 
x2s� D(x)-P\(x) 

Goto 
ax x

ri /o Qx(x) 

und sieht gleichzeitig, daß das hierdurch definierte Polynom 

Qx(x) das nämliche Leitglied hat wie die Reihenentwicklung 

der Funktion Xs’ \f.D(x) fi- Px(x). 

Schließlich berechnet man aus (25), (24) und (30) 

(31) ’PiW = 
YD(x) + Px(x) 

Gito = 1 fi- 

ll. Die Darstellung (31) der V-Reihe tyx(x) ist zulässig. Denn 

(16) wurde bewiesen, (17) vorausgesetzt, (18) folgt aus (30): 

(32) 
x2s� D(x)-P\(x) 

Gito = axx
r’ Q0(x) = Px(x) ; 

aber auch (19) ist erfüllt. Aus den Definitionen (23) ergibt sich 

nämlich: Ist tt0<Cs0, so ist Px(0) =j=o. Ist aber dann 

A> = und daher sx = o. 
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Der Übergang von (22) zu (31) wird vermittelt durch die Glei- 

chungen 

(33) 

xtoPi = Qo P0, a1x
r’+�°Q1 = R0+2P0 � Q0, R1 = a1x

ri~ltQ{j. 

Aus diesen liest man, da ja für beide Darstellungen die Erfüllung 

der mit (19) äquivalenten Bedingung (12) gesichert ist, mühelos 

ab: 

Die zwei Polynom-Tripel P0, Q0, P0 und Plt Qx, R1 haben 

den nämlichen größten gemeinsamen Teiler. 

Endlich ist für das Folgende von Interesse die mittels (23) 

leicht zu verifizierende Feststellung: 

Dann und nur dann, wenn die Gleichung 

(34) öoO’) �ü0(.t) = xs° 4  

besteht, was z. B. nach (21) immer im Falle J0 = o zutrifft, er- 

geben sich gleichzeitig die Beziehungen 

D = °, P\(x) = 1 + � � �. 

Wegen (16) und (17) muß dann Qfo) = 2 sein. 

Außerdem ist die nämliche Bedingung (34) notwendig und 

hinreichend dafür, daß in (26) das Zeichen j> gilt. 

III. Da der Übergang von tyjfx) zu für 2 > o genau 

so erfolgt wie für 2 = 0, liefern die bisherigen Ergebnisse dieses 

Paragraphen den 

Satz 2. Ausgehend von einei- V-Reihe 4’oÜ) in zulässiger Dar- 

stellung (15), erhält man mittels der Gleiclmngskette (1) für alle 

Reihen der Folge {^(ü)} eindeiitig bestimmte zulässige Darstel- 

lungen 

Xs* flt(x) + P).(x) 
(35 = 

Q>M) 
(2 = o,i,...) 
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mit dem nämlichen Polynom D (x), und darf daher auch allge- 

mein 

(36) 
x-s>. D{x) � Pj (z) 

Q>.M 
R,(p) (). = o, 1, ...) 

setzen. 

Alle Tripel P,fx), Qpfx), Rpfx) haben den nämlichen größten 
gemeinsamen Teiler T(x) = 1 + 

1st S)ß> o, so ist j;+1 < s, . 

Ist Sp = o, so ist auch J;+1 = o und noch dazu P} +1 (o) = 1, 

Q1+1 (o) = 2. 

IV. Die drei letzten Gleichungen kennzeichnen nun, wie sich 

sofort zeigen wird, gerade diejenigen F-Reihen, welche im Sinne 

des § 2 das dort angekündigte Analogon zu den reduzierten qua- 

dratischen Irrationalzahlen bilden. Sie sollen wegen ihrer Wich- 

tigkeit einen eigenen Namen bekommen. 

Definition 3. Eine V-Reihe ^ (x), welche eine Darstellung 

(37) 

mit 

(38) 

9K*) 
V D(z) + P(z) 

QM 

�D{x) = 1 H , P(x) = H , Q(x) = 2 H  

erlaubt, heiße eine IV-Reihe. 

Anmerkung 1. Die Bedingungen (38) sind nicht unabhängig 

voneinander; aus je zweien folgt vermittels (16) die dritte. 

Anmerkung 2. Aus dem Inhalt des § 3 ersieht man: Gibt es 

überhaupt eine Darstellung (37) der F-Reihe mit den Eigen- 

schaften (38), dann kommen diese letzteren insbesondere auch der 

normierten und jeder anderen zulässigen Darstellung zu. 

Anmerkung 3. Für die Zulässigkeit der Darstellung (37) mit 

den Eigenschaften (38) ist notwendig und hinreichend, daß 

D{x) � P2(x) durch Qfx) teilbar ist. 

Die in § 2, III gestellte Frage bejaht jetzt der 
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Satz 3. a) Unter den bei Herleitung des korrespondierenden 

C-Kettenbruches auftretenden V-Reihen tyfx) (A = o, 1, . 

befinden sich W-Reihen. 

b) Ist % (x) eine W-Reihe, dann auch (x). 

c) Sind die beiden Potenzreihen tyfix) und ^x+i(.x) W-Reihen, 

so ist durch eine Darstellung (37) einer von ihnen jeweils auch die 

andere eindeutig bestimmt. 

Beweis. Zu a) und b): Nach der vorletzten Zeile von Satz2 

gibt es einen kleinsten Index SLs0, für den s = o wird. Nach 

der letzten Zeile ist dann i})/J+1(V) eine IF-Reihe. Das nämliche 

folgt allgemein aus s; = o für (x). 

Zu c): Man darf annehmen, daß die als bekannt vorausgesetzte 

Darstellung einer der beiden Reihen schon der durch Satz 2 ga- 

rantierten Folge (35) zulässiger Darstellungen angehört. Dann 

gibt es für die andere eine ebensolche, und es bestehen die Glei- 

chungen4 

Diese gehen nämlich aus (23) und (30) hervor, indem man dort 

alle Indizes um ´ erhöht und dann sÀ = t, � O setzt. Mit ihrer 

Hilfe berechnet man, und zwar jeweils eindeutig, 

wenn D, Px, Q, bekannt sind, zunächst P^+x aus (39), und 

hierauf a)+1, rÀ+1 und Q>+1 aus (40); 

wenn D, F>;.+1, Q>.+x bekannt sind, zunächst aA+1, r;+1, Q? aus 

(40), und hierauf P, aus (39). 

Damit ist Satz 3 vollständig bewiesen. 

V. Ist speziell selbst schon eine IF-Reihe, so erlaubt der 

Teil c) von Satz 3 nicht nur, von einer beliebigen der Gleichungen 

(35) zu allen übrigen zu gelangen, sondern darüber hinaus, mittels 

(39) und (40) die Zahlen und Polynome 

(39) px+i(x) = Q ?.(*) � P>.(fi). 

(40) 

4 Vgl. P II, S. 115, (9) und (10). 
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«;.+!> D.+1, p>(x), Q,{x) 

auch für A = � 1, �2, ... rekursiv zu definieren und so den zu- 

lässigen Darstellungen 

(41) %(x) = V~D(x) + AM 
<2;.0) 

a O, – 1, ...) 

sowie den Beziehungen (1) für alle ganzrationalen Indizes Gültig- 

keit zu verschaffen. 

Ebenso allgemein gilt dann auch die Relation5 

(42) a?+1 xr*+i Qx+1(x) = 2 P,(x) � Qx(x) + a-, xr>- Qx_Yx), 

die entsteht, indem man Px+1 und D aus (39), (40) und (40) mit 

�1 statt ). eliminiert und dann durch Q} dividiert. 

Als besonders nützlich aber wird sich erweisen, daß man mit- 

tels der in (41) auftretenden Polynome eine zweite Folge von 

IF-Reihen bilden kann, indem man definiert: 

(43) ü,0) 
VD(X) +P,XX) 

Ql-i(x) 
(A = o, : 1, :2, ���)� 

Betrachtet man die Beziehungen, die sich ergeben, wenn man in 

(40) A durch A � 1 bzw. A � 2 ersetzt, so zeigt die erstere, daß 

auch die Darstellungen (43) zulässig sind; die zweite aber läßt 

sich so umformen : 

(44) 
�D� Fx-i _ aX-i x

rl-l <2A-2 

<2;.-I V D + P-i 

Aus (39) mit A� 1 statt A berechnet man 

P/.-i � Qi-1 P i =

Setzt man das in die linke Seite von (44) ein, so erhält man6 

5 Vgl. P II, S. 115, Gl. (n). 

6 øx(x) geht aus - hervor, indem man YD(x) durch � j/fö(;r) 
PA W _, 

ersetzt, entspricht also der Zahl bei P I, S.74ff. Man könnte daher auch, 

durch eine ähnliche Schlußweise wie dort, ohne den Umweg über (39) und (40) 
von (1) zu (45) gelangen. 
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(45) 0* 0*0 � 
1
 + 

a;.-i xr*~i 

QA-I W 
(A � o, d= i, i 2, ,..), 

und schließlich, alles zusammenfassend, den 

Satz 4. Liegt eine W-Reihe (x) in zulässiger Darstellung 

vor, so dürfen die Rekursionsformeln (39) und (40) für alle ganz- 
rationalen Indizes X angewandt werden und liefern zulässige 
Darstellungen (41) und (43) von W-Reihen, welche durch die 
Beziehungen (l) bzw. (45) verknüpft sind. 

Die Kenntnis einer einzigen Gleichung (41) oder (43) genügt, 
um beide Folgen vollständig mid eindeutig zu bestimmen. 

Jedes Tripel von Polynomen Pk(x), Qx(x), Qx_t(x) hat den 
nämlichen größten gemeinsamen Teiler T (x) � 1 + � � � .7 

Die Richtigkeit der letzten Behauptung liest man wegen (38) 
ohne weiteres aus (39) und (42) ab; alles übrige ist schon bewiesen. 

Wegen der Analogie zwischen den Systempaaren (41) und (1) 
einerseits, (43) und (45) andererseits kann man den Prozeß, der 
von ersterem zu letzterem führte, von diesem ausgehend, itericren, 
gelangt aber dadurch zu nichts Neuem, sondern zu (41) und (1) 
zurück. Diese Symmetrie berechtigt zu der folgenden 

Definition 4. Die Gesamtheit der W-Reihen (41) und (43) 
heiße eine Schar von W-Reihen oder kurz eine W- Sc har. Die 
Folgen {^(af)} und sollen zusammengehörige 
W- Folgen genannt werden. 

Zur Abrundung werde noch vereinbart, die einschlägigen 
C-Kettenbrüche derart mit UA(x), S3x(x) zu bezeichnen, daß die 
Korrespon den zen 

(46) ^ (x) ~ UA (x), (x) ~ S3A (x) 

bestehen. Aus den Gleichungsketten (1) und (45) folgt dann: 

(47) yß,x) ~ Ux(x) = (ak+lx
r*+1, ax+2x

r*+2, ...), 

(48) Q;(x) ~%x(x) = (a;_iXr;-T ax_2x
r*~2, ...). 

7 Dieser ist dann und nur dann 1, wenn alle Darstellungen normiert sind. 
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§5. Periodische C-Kettenbrüche; IF*-Reihen 

I. In diesem Paragraphen kommen nur noch IP-Reihen vor. 

Dabei sind unter &i(x) ~ m’t Index! - durchweg Reihen 

aus der nämlichen IP-Schar zu verstehen; von diesen wird dann 

auch immer stillschweigend vorausgesetzt, daß sie in zulässigen 
Darstellungen mit dem gleichen Polynom D (x) vorliegen. 

Bei den korrespondierenden C-Kettenbrüchen ist das Wort 

�Periode� nebst seinen Attributen �primitiv, invers, symmetrisch� 

ganz analog zu deuten wie bei den regelmäßigen Kettenbrüchen.8 

Nur treten eben hier an Stelle der Teilnenner 1bx die Teilzähler 

ax x
r}- als Elemente der betreffenden Komplexe auf. 

Darüber hinaus werde vereinbart: 

Definition 5. Die mit dem ersten Teilzähler beginnende primi- 

tive Periode eines reinperiodischen C-Kettenbruches heiße dessen 

Urperiode. 

Für IT-Reihen aus derselben Schar gilt immer der Teil c) von 

Satz 3 und der zweite Absatz von Satz 4. Nimmt man dazu noch 

die Eineindeutigkeit der Korrespondenz zwischen Potenzreihe 

und C-Kettenbruch, so führt vollständige Induktion nach A bzw. Q 

zu den folgenden, für alles Weitere grundlegenden Ergebnissen. 

Hilfssatz 1. Entweder gilt keine der Gleichungen 

(49) 

QA = Öi+i, U*=U,+4> fi˜ = 93A+i(A = o, –1, –2,...), 

oder sie gelten alle und lassen sich dann auf spalten in 

(50) 

(50 

Pi � P/.+k� Q>. � Qx+k 

ax � aX+t> rX � rx + t 
(A = o, –1, –2, . . 

Aus jedem der Systeme (49), (50), (51) folgen die beiden anderen. 
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Hilfssatz 2. Entweder gilt keine der Gleichungen 

(52) $�+� = Q,-�> U/1+e = (10 = 0, –1, –2, ...), 

gelten alle und lassen sich dann auf spalten in 

(53) P/t + Q � ^r-Q I 6/1+0 = 6,-o-i I 
(ß � °> i 1 > i 2, ...), 

(54) ß’/i +0 ß’v�n , ^"/i + o G�0 1 

jedem der Systeme (52), (53), (54) folgen die beiden anderen. 

II. Satz 5. Ein periodischer C-Kettenbruch ist dann und nur 
dann reinperiodisch, wenn seine korrespondierende Potenzreihe 
eine W-Reihe ist. 

Das �nur dann� in diesem Satz ist nicht neu. Denn bekannt- 

lich9 gestattet die korrespondierende Reihe ’P0(x) eines ^-gliedrig 

reinperiodischen C-Kettenbruches eine Darstellung der Form (41) 

mit 

(55) 

Po = Ak_i (Bk Bk_j), Q0 = 2Bk_ly D � -f- 2(Ak z�1)öo=

Da alle Polynome A?fx), B} (x) das Leitglied 1 haben, sind die 

Bedingungen (38) erfüllt; aus der letzten Gleichung (55) ersieht 

man sogar die Zulässigkeit der Darstellung. 

Ist umgekehrt der korrespondierende C-Kettenbruch einer 

W-Reihe /Ł-gliedrig periodisch, so gibt es Indizes X, für 

welche die erste Gleichung (49) gilt. Nach Hilfssatz 1 ist dann 

auch 9>0 = 

Satz 6. Ist von den korrespondierenden C-Kettenbrüchen der 

Reihen einer W-Schar überhaupt einer periodisch, so sind sie alle 
reinperiodisch mit gleichlangen, etwa k-gliedrigen Urperioden. 
Diese sind bei jedem Paar UA(V), 33^+i(^) zueinander invers. 

Umgekehrt lassen sich die korrespo7idierenden W-Reihen ^’(L, 

Ü (x) zweier reinperiodischer C-Kettenbrüche U (x), 93 (x) mit 

P II, S. 113; Schreibweise leicht geändert. 
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inversen Urperioden immer derart in eine W-Schar einbetten, daß 

ty(x) = ^ (x), SX(x) = Q;+] (x) ivird. 

Beweis des ersten Absatzes. Der Anfang steckt schon in 

Satz 5 und Hilfssatz 1. Nach letzterem darf man überhaupt jeden 

Index ´ durch einen beliebigen anderen aus der nämlichen Rest- 

klasse (modulo k) ersetzen, daher zufolge (47) und (48) auch 

schreiben 

(56) U; (x) = xr>-+1, a>.+2 xr>-+°-, ax+l x
r >+*), 

(57) fi;.+i (x) = <«;.+* xr>-+k, a)+k_x x
r>-+*-i, ..., ax+1 x

r>-+i). 

Beweis des zweiten Absatzes. Wählt man / beliebig fest, 

stellt zulässig dar und setzt dann ^ (x) = ^(V), so definiert 

man dadurch nach dem zweiten Absatz von Satz 4 eindeutig eine 

Schar von fU-Reihen nebst deren korrespondierenden C-Ketten- 

brüchen. Von den letzteren ist nach Voraussetzung U (x) = U; (x) 

periodisch. Nach dem eben Bewiesenen haben daher U; (ar) 

und 93; + 1 (x) inverse Urperioden. Da das nämliche von U(V) und 

’D(x) vorausgesetzt wurde, muß S3(x) = 5B;+1 (x), also auch 

£}(#) = (x) sein. 

Anmerkung. Man sieht leicht. Von den beiden Gleichungen 

m, s VD(x) + P?A-r) ^ /N \rD’(x) + Qx{x)-P,Xx) 
%{X) =

  QM 1 C
»’^- QM~ 

zieht immer die erste die zweite nach sich, auch dann, wenn 

D � Pf nicht durch Q} teilbar ist, also (39) nicht gilt. Dem- 

zufolge läßt sich der wesentliche Teil von Satz 6 auch prägnanter 

so aussprechen : 

Satz 6 a. Zwei C-Kcttenbriiche haben dann und nur dann inverse 

Urperioden, wenn überhaupt einer von ihnen periodisch ist und 

außerdem ihre korrespondierenden W-Reihen sich simultan durch 

Gleichungen der Gestalt 
16 München Ak. Sb. 1959 
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= 

VD{X) + Y(x) 

Y{x) + Z{x) � 
Q.(x) = 

V’P(x) + Z{x) 

Y(x) + Z (x) 

(VD{x) = H , F(o) = Z (o) = i) 
darstellen lassen. 

III. Nach Hilfssatz 2 haben zwei zusammengehörige JH-Folgen 

entweder kein Element oder alle Elemente gemeinsam. Im letz- 

teren Fall gibt es immer auch einen Index X, für den (mindestens) 

eine der Gleichungen ty^x) = &;.(#) oder ^(ar) = Qa+1(x) be- 

steht. 

Setzt man nämlich etwa ^ (xj = Q.v{x) voraus, und definiert Ł 

durch 

u � v = ô (mod 2), o ^ <5 ^ l, 

� t / s � v � u�6 
so ergibt (52) mit Q =  � : 

(58) (x) = Öi+a (x) mit X = Z+jpi , 

und diese Gleichung zerfällt in 

(59) P>. � P?.+6> Q>. � (h+ö-i- 

Damit folgt aus (39) und (40) 

(60) D(x) = Pf (x) -f- ax x
r>- Q\ (x), wenn Ô = o, 

(61 ) Q).(x) = 2 Px (x), wenn Ô = 1 ; 

und umgekehrt gelangt man von (61) mittels (39), und von (60) 

mittels (40) wieder zu (59) und (58) zurück. 

Ferner sieht man noch: Gilt (60), so ist jede Darstellung (37) 

von (x) mit den Eigenschaften (38) von selbst zulässig; die Be- 

dingung (61) aber ist unabhängig davon, ob eine solche Dar- 

stellung zulässig ist oder nicht. 

Die Wichtigkeit dieser beiden Spezialfälle rechtfertigt eine 

eigene Nomenklatur. 

Definition 6. Eine W-Reihe 

YIEX) + P{X) 

Q(x) 
(62) y {x) = 
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heiße eine W* - Reihe, wenn (mindestens) eine der Bedingungen 

(63) D (x) = P2(x) axr Q2(x) (a=£o,r>o), 

(64) Q(X)=2P(X) 

erjüllt ist, und zwar null ter Art (kurz W*-Reihe), wenn (63), 

erster Art (W*-Reihe), wenn (64.) gilt. 

Zufolge (63) und (64; ist eine fF*-Reihe (62) dann und nur 

dann gleichzeitig von der nullten und ersten Art, wenn 

D(x) = P2(x) (1 +4 ax’), Q(x) = 2 P (x) 

ist. Dann kann man die rechte Seite von (62) mit P (x) kürzen 

und gelangt unter Einbeziehung bekannter Resultate10 zu fol- 

gendem Ergebnis: 

Satz 7. Die Potenzreihen 

1/ \ -1- t n -1� 1 

(65) y(x) =  �  (a 4= O, r > o) 

mit den korrespondierenden C-Kcttenbrüchen 

(66) U (x) = (ax’) 

sind die einzigen W*-Reihen, welche gleichzeitig von der nullten 
und ersten Art sind. Die von einer solchen Reihe erzeugten 
W-Scharen sind genau diejenigen, welche aus lauter gleichen 
Elementen bestehen. 

Das berechtigt zu der 

Definition 7. Die durch (65) dargestellten W*-Reihen sollen 
trivial heißen, ebenso die von ihnen erzeugten W-Scharen und 
W-Folgen. 

Jeder nichttrivialen W*-Reihe ^ (x) werde, je nachdem sie 
militer oder erster A rt ist, die Zahl = O oder d, = 1 zu- 
geordnet. 

10 Vgl. P II, S. 116, erstes Beispiel, und S. 112, Satz 3.9. 
l6* 
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Jetzt lassen sich unter Heranziehung von Hilfssatz 2 die bis- 

herigen Ergebnisse dieses Abschnittes folgendermaßen zu- 

sammenfassen : 

Satz 8. Zwei zusammengehörige W-Folgen haben dann und nur 
dann ein Element gemeinsam, wenn sie (mindestens) eine W*- 
Reihe, etwa (x), enthalten. 

Ist diese nichttrivial, so ist immer J)A(V) =}= und die 
beiden Folgen bestehen aus den nämlichen Elementen in entgegen- 
gesetzter Reihenfolge, gemäß den Gleichungen 

(67) ^,,+p = Q.,,^e+6/i (g = O, – 1, –2, ...), 

welche dasselbe besagen wie die Gleichungspaare 

(68) Pft+e = /Ve+V ö/.+e = Qe-o-U-»,, (e = o, – l, –2,...). 

Für die korrespondierenden C-Kettenbrüche gelten die Beziehun- 
gen 

(69) U�+e = 5B^+a#( 

(p]G) ü^ ^fi� : Q 

Jedes der Systeme (67) bis (70) zieht die drei anderen nach sich. 
Gilt, mit = o oder Öß = 1, eine einzige der Gleichungen (67) 

oder (69), oder auch ein einziges der Gleichungspaare (68), so ist 
(x) eine W*-Reihe bf-ter Art. 

IV. In diesem Abschnitt geht es um Zusammenhänge zwischen 

dem Vorkommen von IE*-Reihen und der Periodizität von 

C-Kettenbrüchen. Darum wird immer vorausgesetzt, daß sich 

unter den IE-Reihen (x) eine IE*-Reihe ty.Jx) befindet. Es ist 

aber sowohl bequem als auch erlaubt, y. = o anzunehmen, weil 

man andernfalls ohne Schaden I = y. setzen und so die 

Reihen in reversibler Weise umnumerieren könnte. 

Satz 9. Die Urperiode eines reinperiodischen C-Kettenbruches 

ist dann und nur dann symmetrisch, wenn seine korrespondierende 
Potenzreihe eine W*-Reihe (einschließlich der trivialen) ist. 

(0 = o, – 1, –2, 
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Anmerkung. Korrespondiert ein reinperiodischer C-Ketten- 

bruch mit einer nichttrivialen IKf-Reihe, so hat seine Urperiode 
mindestens 3 Glieder. Wäre nämlich eine zweigliedrige Periode 

vorhanden, so müßte diese symmetrisch, und damit die Urperiode 

eingliedrig und die 7K*-Reihe trivial sein. 

Satz 10. Die Urperiode eines reinperiodischen C-Kettenbruches 
besteht dann und nur dann atis einem symmetrischen Teil und 
einem daraup folgenden Schlußglied, wenn seine korrespondierende 
Potenzreihe eine nichttriviale W*-Reihe ist.u 

Satz 11. Die Urperiode eines reinperiodischen C-Kettenbruches 

besteht dann und nur dann aus zwei Teilen, von denen jeder für 
sich symmetrisch ist und einer fehlen kann, wenn die durch ihii 
bestimmte W-Schar eine W*-Reihe enthält. 

Die Sätze 9, 10, 11 lassen sich zusammen beweisen. Ist 

eine JU*-Reihe, und ihr korrespondierender d’-Kettenbruch U0(V) 

reinperiodisch mit /Ł-gliedriger Urperiode, so geht (67) mit 

H � Q = o über in 

(7O î’oW = 

Somit sind die Urperioden von U0(%) und ißöfx’) gleich, anderer- 

seits nach Satz 6 diejenigen von %$ôfx) und zueinander 

invers. Daher haben auch U0(ar) und U,5 (x) inverse Urperioden, 

d. h. es bestehen die Gleichungen 

(72) aQ = at+6o_g, rQ = r´+âo_Q (Q = o, –1, –2, . .). 

11 Zum Vergleich diene das Verhalten der regelmäßigen Kettenbruchent- 

VD + p0 
wicklung einer reduzierten quadratischen Irrationalzahl f0 = 

Qo 
wo jetzt D, P0, Q0 ausnahmsweise ad hoc natürliche Zahlen sein sollen. Hier 
wird die Urperiode dann und nur dann symmetrisch, wenn Q0 � Q-1: also 
D = Pj + Qj ist. Dagegen ist die Bedingung b0 Q0 = 2 P0 notwendig und 

hinreichend dafür, daß in der Urperiode auf ein Anfangsglied ein symmetri- 
scher Restteil folgt. Vgl. P I, S. 105, Satz 3.31.� Zusatz bei der Korrektur: Den 

trivialen IP*-Reihen entsprechen die Zahlen�n-ß~ Dlb L = [n] (n= 1, 2,...) 
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Diese drücken aber mit l SL Q k gerade die in Satz 9 (ö0 = 1) 

und Satz 10 (ö0 = o) behaupteten Symmetrieeigenschaften aus. 

Die Umkehrung folgt daraus, daß sich der Weg, der von (71) 

zu (72) führte, auch rückwärts durchlaufen läßt, und daß, wenn 

(71) gilt, $�(*) nach dem letzten Absatz von Satz 8 eine W*- 

Reihe ist. 

Schließlich hat eine Urperiode dann und nur dann den in 

Satz 11 verlangten Bau, wenn sie durch zyklische Vertauschung 

aus einer mit den in Satz 9 oder Satz 10 beschriebenen Eigen- 

schaften hervorgeht. Damit ist alles bewiesen. 

Satz 12. Ist %(x) die korrespondierende Potenzreihe eines 

k-gliedrig reinperiodischen C-Kettenbruches, so gelten die Be- 

ziehungen 

(73) PQ = Pk + irQ, Qn-i = Qk + Ö 

(<30 = o oder 1, Q = o, –1, – 2, ...) 

dann und nur dann, wenn ty0(x) eine W*-Reihe ist. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz 8, wenn man noch be- 

achtet, daß man in den Gleichungen (68) mit p � o wegen der 

vorausgesetzten Periodizität die Indizes der rechten Seiten um i 

erhöhen darf. 

Satz 13. Enthält eine W-Folge zwei (nicht notwendig ver- 

schiedene’) W*-Reihen tyo(x) und tym(x) (M o), so haben die 

mit den W-Reihen tyx(x) korrespondierenden C-Kettenbrüche 

I 2 m + àm � (50 ]-gliedrige Perioden. 

Beweis. Setzt man 2» -j- öm�d0 = k, so ergibt sich 

\k\ ^ I 2 ni I � I ôm � ö0 ( ^ 2 � 1 > o. 

Wendet man jetzt (67) sowohl mit p = Q � o als auch mit p = in, 

Q � m ôm� ô0 an, so erhält man 

%(x) = QJt(x) = %(x). 

Nach Hilfssatz 1 ist dann auch = ^>0, und daher allgemein 

^ = tyx–t> und eine der Zahlen i k ist gleich \k\. 

Der eben bewiesene Satz läßt folgende Umkehrung zu: 
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Satz 14. Ist ^0(x) eine W*-Reihe und gelten die Beziehungen 

4= o), k + <50 = b (mod 2), o 6 ^ 1, 

m =  f , 

so ist tym(x) eine W*-Reihe mit bm = b. 

Anmerkung. Es besteht die Gleichung bm � J =(�1)* (<50� J-). 

Beweis. Aus (67) mit /x = o, Q = m erhält man 

Weil ’PQW 
=
 ty*(x) ist, darf man statt dessen nach Hilfssatz 1 

auch schreiben 

^m(X) = ^i-m+g0(
X) = Öm + a(ar). 

Damit folgt aus dem letzten Absatz von Satz 8 die Behauptung. 

V. Jetzt sei ^�(V) eine nichttriviale W*-Reihe, ihr korrespon- 

dierender C-Kettenbruch reinperiodisch mit /Œ-gliedriger Ur- 

periode, und J3r/1 (x) die weitere, durch Satz 14 bestimmte W*- 

Reihe. Dann folgt aus k’lL2 und 2 m � k -f- <50 � bm: 

o < 2 + b0 � bm k + b0 � bm = 2 m SJ k + 1 <2 k, 

also 0 <J w <C k. 

Nun sei o < A <f k, und tyx(x) eine JU*-Reihe. War setzen 

2A + bf � b0 = k-, und finden 

(74) o < 2 A � 1 ^ kx ^ 2 (k � 1) + 1 < 2 k. 

Da die Urperiode als primitiv definiert wurde, schließt man aus 

(74) und Satz 13 : Die positive Zahl k} <( 2 k ist Gliederzahl einer 

Periode, als solche ein Vielfaches von k, und daher gleich k. 

Somit ist 

k = 2X+ àx � ô0 = 2m -j- bm � b0, 

also auch A = m. Das heißt: Unter den positiven Indizes A <C k 

gibt es einen und nur einen, nämlich A = m, für den (x) eine 


