BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

SITZUNGSBERICHTE

JAHRGANG

1959

MUNCHEN 1960

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

In Kommission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung Miinchen



219

Uber unendliche C-Kettenbriiche,
deren korrespondierende Potenzreihe einer quadratischen

Gleichung geniigt

Herrn O. Perron zum 79. Geburtstag am 7. Mai 1959 in Dankbarkert
gew:idmet

Von Rudolf Steuerwald in Miinchen

Vorgelegt von Herrm Oskar Perron am 8. Mai 1959

§ 1. Vorbemerkungen

I. Beziiglich der Definitionen und Bezeichnungen hilt sich
diese Arbeit an das Buch: O. PERRON, Die Lehre wvon den
Kettenbriichen, 3. Auflage, Band I (1934) und II (1957), B. G.
Teubner, Stuttgart; kiinftig zitiert ,,P I und ,,P IT*.

I1. Sonst ist {iber die hier verwendete Symbolik noch folgendes
zu sagen: Es bedeuten

alle als Exponenten auftretenden Buchstaben nichtnegative
ganzrationale Zahlen,

grofle lateinische Buchstaben durchweg Polynome von x;
dieses Argument wird oft weggelassen.

In allen Potenzreihen, einschlieBlich der Polynome, sind die
Glieder nach wachsendem Grad in x geordnet zu denken; das
erste nicht identisch verschwindende Glied (sofern vorhanden)
wird Leitglied, sein Koeffizient Leitkoeffizient genannt.
Schreibweisen wie

Py =t P@=cua"+ 0 (¥ O

kennzeichnen dann unzweideutig ¢ als Anfangsglied der Potenz-
reihe, ¢, 2™ als Leitglied des Polynoms.

Folgerichtig wird der groBte gemeinsame Teiler mehrerer
Polynome so normiert, daf nicht, wie meist tiblich, das gradbe-
stimmende Glied (hier SchluBglied), sondern das Leitglied den
Koeffizienten 1 bekommt.

15 Miinchen Ak, Sb. 1959
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Unter C-Kettenbriichen sind hier ausnahmslos solche mit dem
Anfangsglied 1 zu verstehen.! Dabei wird anstatt

a2 |

1

-1 l
a; X

1+ l L + I T
kurz geschrieben

{a x™, azx™, ...)

und eine Periode jeweils durch Uberstreichung kenntlich ge-
macht.

§ 2. Problemstellung?

I. Zur Entwicklung einer reellen Irrationalzahl &, in cinen
unendlichen regelmiBigen Kettenbruch dient die Gleichungs-

kette
1
G=20b,+ —— (7»=O,l,....
Eit1
Analog findet man zu einer Potenzreihe Py(x) = 1 + «.-,
die keine rationale Funktion von x darstellt, den korrespondie-
renden unendlichen C-Kettenbruch mittels der Gleichungen

@y q 2 A1
() Y =14+——""—@A=0,1,...; 8, F0,7,,,>0).
(B;.+1 (x)
I1. Ist speziell &) eine quadratische Irrationalzahl, so gelten die
Aussagen:
a) Unter den ¢, befinden sich reduzierte Zahlen.
b) Ist &, reduziert, dann auch ¢, ;.
c¢) Sind die Zahlen &; und £;,, beide reduziert, so ist durch
die Kenntnis einer von ihnen jeweils auch die andere eindeutig
bestimmt.
Dazu kommt noch als Folge der Definition einer reduzierten
Zahl:

1 Vgl. P 11, S. 108, FubBnote 1.
2 Vgl zu Abschnitt I: P I, S. 31, GL (1) und P 11, S. 110, Satz 3.5; zu Ab-
schnitt II: P I, S. 65 ff., S. 73 ff. und S. 54.
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d) Es gibt nur endlich viele reduzierte Zahlen, die mit &, 4qui-
valent sind.

Vermége a), b), d) gelangt man zu dem Periodizititssatz von
Lagrange, und dann durch Hinzunahme von c) zu den haupt-
sichlich auf Galois zuriickgehenden Sitzen Uber reine, inverse
und symmetrische Perioden.

I1I. Die unter I festgestellte Analogie legt die Frage nahe:
Wenn speziell Py(x) einer im Koérper der rationalen Funktionen
von x irreduziblen quadratischen Gleichung geniigt, gibt es dann
vielleicht unter den in (1) auftretenden Reihen %,(x) solche,
welche im Sinne der Aussagen a), b), ¢) die Rolle der reduzierten
Zahlen spielen ? Hier wird zunéchst gezeigt, dal3 diese Frage zu
bejahen ist (§§ 3 und 4).

Daraus folgt dann schon, daf3 ein Analogon zu d) fehlt. Wire
namlich ein solches auch noch vorhanden, so lieBe sich genau wie
beim Satz von Lagrange beweisen, dall der mit P,(x) korre-
spondierende C-Kettenbruch immer periodisch sein miifite. Das
braucht aber bekanntlich® nicht der Fall zu sein. Trotzdem
lassen sich die Galoisschen und verwandten Sitze auf C-Ketten-
briiche {ibertragen, wenn man nur, soweit nétig, deren Periodizi
tit zusitzlich voraussetzt. Das wird in § 5 ausgefiihrt. § 6 endlich
bringt Beispiele.

§ 3. V-Reihen

1. Definition 1. Zine Potenzreihe

2) V) = 14 axt o,

J

welche einer im Korper der rationalen Funktionen von x irredusi-
blen quadratischen Gleichung geniigt, werde V-Reihe genannt.

Eine solche Reihe 148t sich demnach immer darstellen durch
eine Gleichung der Gestalt

VS +2)
3 P@) =/ = 0w

$Vgl. P 11, S. 113 unten.

b3l
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wo S (x) nicht Quadrat eines Polynoms ist, Q) (x) nicht identisch
verschwindet und die Wurzel eindeutig erklirt sei. Damit aber
durch (3) wirklich eine V-Reihe definiert wird, mul3 noch

@ flo) =1

und (zur Vermeidung gebrochener Lxponenten) der Grad des
Leitgliedes von S (x) gerade sein, etwa

(5) Sx) = ¢*a¥ 4 .- (c* == o).

Diese notwendigen Bedingungen sind dann zusammen auch
hinreichend.

I1. Die Polynome auf der rechten Seite von (3) sind nicht ein-
deutig bestimmt. Aber es gilt der

Satz 1. Unter allen Darstellungen (3) der ndmlichen V-Reihe
£1bt o5 genau eine mit folgenden drei Figenschafien:

(6) Die Reihe fiir VS (_x} hat den Leitkoeffizienten 1, also

VS@) =+
0 i(I)o_(;;m(x) ist ein Polynom R (x).

(8) Die Polynome P(x), Q(x), R(x) sind teilerfremd.

Diese Darstellung heifle novmiert.

Zum Beweis leiten wir zunichst aus (3) die normierte Dar-
stellung her.
Sei 7' (x) der grofite gemeinsame Teiler der Polynome

S_st PQ: QZ-

Dann ist auch

0 S—pre PONE RS
2+ ) ==

ein Polynom, aber nicht Quadrat eines solchen. Setzt man also
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und bestimmt die Konstante ¢ so, daf3 in der Reihe fiir ]/? der
Leitkoeffizient gleich 1 wird, so gentigt offenbar die Darstellung

VS
(9) YO =

den Forderungen (6"), (7'), (8'), die aus (6), (7), (8) durch Hinzu-
fiigung der Akzente hervorgehen.

Um jetzt auch noch die Eindeutigkeit der normierten Dar-
stellung zu beweisen, nehmen wir an, es seien fiir (3) die Bedin-
gungen (6), (7), (8) und fiir (9) die Bedingungen (6), (7'), (8")
erfullt. Dann folgt aus

VS P /5P
o= o

durch Trennung von Rationalem und Irrationalem
(10) QP =0F, QVS=0Vs,
und daraus weiter mit

s‘_PZ o ;SI__P/Q
- - '_(_?1"’

das Gleichungssystem
or=0pr, 00=00, QR=Q0R.

Wegen (8) haben die linken Seiten dieser drei Gleichungen
einen gréfiten gemeinsamen Teiler der Form ¢’'Q’, und wegen (8')
ihre rechten Seiten einen solchen der Gestalt ¢ @, wo ¢ und ¢’
nichtverschwindende konstante Normierungsfaktoren sind. So-
mit 1st

{1 1) qQ = q'Q' .
Mittels (11), (6) und (6") folgt aus der zweiten Gleichung (10)
(/x’ + e == QI'S — (]']"S' — q’xI' + SN
und daraus weiter

s=s, g=4¢, VS=VS,
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also schlieBlich aus (11) und (10) auch noch
Q=0 P=Pr.

Damit ist die Eindeutigkeit der normierten Darstellung be-
wiesen.

III. Aus (8) folgt a fortiori

(12)  x ist nicht gemeinsamer Teiler von P(x), Q(x) und R(x).
Wir zeigen nun: Aquivalent mit (12) ist die Aussage

(13) = ist nicht gemeinsamer Teiler von P(x), Q(x) und S(x).

Daf3 (12) aus (13) folgt, ist trivial; denn mit 2, Q, R wiire auch
S = P21 QR durch x teilbar. Die Umkehrung sieht man so
ein: Nach Voraussetzung bestehen Reihenentwicklungen

VS--r

0 ]/_S——P= P(x).

I

P (x),
Wire (13) falsch, so wiren nicht nur 2 und Q durch  teilbar, son-
dern wegen (5) auch alle Glieder der Reihe 9(x), also auch alle
Glieder der Produktreihe Y(x) ¥(x), das heiBt des Polynoms
R(x), in Widerspruch zu (12).

An sich diirfte man ohne Schaden kiinftig immer die Darstel-
lung der Ausgangsreihe P,(x) als normiert voraussetzen. Da-
durch wiirde aber der Spielraum unnétig eingeschriinkt; es wird
namlich nirgends die Voraussetzung (8) voll benétigt, sondern
immer nur deren Abschwichung (12) bzw. (13). Daherentscheiden
wir uns fir die folgende

Definition 2. Als zuldssig werden nur solche Darstellungen
(3) von V-Reihen erklirt, bei denen aufler (6) und (7) auch noch
eine der miteinander dguivalenten Voraussetzungen (12), (13) -
und damit auch die andere — erfiillt ist.

Man sieht leicht: Die durch vorstehende Definition zugelasse-
nen Darstellungen sind genau diejenigen, welche aus der nor-
mierten durch Erweiterung der rechten Seite mit einem beliebigen
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Polynom 7(x) = 1 - --- hervorgehen, das dadurch gleich-
zeitig zum gréften gemeinsamen Teiler der neuen Polynome
P(x), Q(x), R(x) wird.

Zieht man jetzt die bisher noch nicht beniitzte Voraussetzung
(4) heran, so fiihrt die Annahme, dall wenigstens zwei der Poly-
nome £, Q, S durch x teilbar seien, auf einen Widerspruch zu (13).
Bei zuldssiger Darstellung einer J-Rejhe ist also héchstens eines
der Polynome 2, Q, S durch x teilbar.

IV. Fiir das Folgende empfiehlt es sich,
(14) VS(x) = VD (D (0) == 0)

zu setzen. Dann 1406t sich das Bisherige so zusammenfassen:
Die Gleichung

B N 2V Dix)+ Plx) ) == o)
(15) Px) = T (D(0) +0)

stellt dann und nur dann eine V-Reihe dar, wenn D(x) nicht
Quadrat eines Polynoms, Q(x) nicht identisch Null, die Wurzel
eindeutig erklirt und

(16 P(o) = 1

1st.

Jede V-Reihe erfaubt solche Darstellungen. Von diesen sind
diejenigen und nur diejenigen zuldssig, welche noch den drei
folgenden, immer erfiillbaren Bedingungen geniigen:

(17) VD@ =14

() D)= P

) - = R (x) ist etn Polynon:.
Q(x)

(19)  Ls ist nicht gleichzeitig s > o, P(o) = o0, Qo) = o.
Aus (16) und (19) folgt:
(20) P0)= Qo) =0, wern s >0,

(21) 1-4- Po) = Q(0), wenn s=o0,
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und diese beiden Aussagen ziehen ihrerseits wieder (16) und (19)
nach sich.

AuBerdem ist (19) gleichbedeutend mit (13) und daher auch
dquivalent mit (12).

§ 4. W-Reihen

[. Sei, in zuldssiger Darstellung,

(22) Py () = FVL@OF Lo oy
Qo ()
Sei ferner, wenn die Differenz Qy(x) — Py(x) nicht identisch

verschwindet, 2, der Grad ihres Leitgliedes, andernfalls 7, = s,.
Setzt man jetzt

min (s, 2y) = g,
/ N N oot 7
(23) Qo(x) — Po(x) = x* Py(x),
So— 7o = S1,
so sieht man aus (20) und (21): Dann und nur dann, wenn s, >0
ist, wird auch 7, > o und damit 2, > 0, s, <Zsy. Ist aber sy = o,

dann auch #y=¢;=s; =0 und Py(x) =1-.-..
Mittels (23) 148t sich (22) Giberfithren in

1) D (x)— Pl_(-") .

(2 Po(x) —1 = xfv = 7 Y
\ 4) (}'O( ) Qp (1)
Andererseits erhidlt man aus (1)
Joom. SNE aqxt 7 o Lo~ A
(23) Polx) —1 =@ " At T 41770, 7~ 0/
1

Vergleich von (24) und (23) ergibt
(26) ry =t

Nach (23) ist namlich @, 2™ das Leitglied der Reihe 9y(x) —1,
und nach (24) hat dieses Leitglied mindestens den Grad 7,. Das
ist trivial, wenn £, = o, und folgt im Falle ¢, > o daraus, dal
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dann auch sy > o0, also, wegen (20), Qy(«x) nicht durch x teilbar
ist. Zufolge (24), (25), (26) besteht eine Entwicklung

1/ D(x)— Py (;
(27) 'ri‘]'—”_—"l(—t)‘ = g8+ ..+ (@50, 7, — ¢ 20).
\ O (2)

Nach Voraussetzung ist

2240 D () = Pi(2)
(283 —f —Ti(:)—x = RO (x)

ein Polynom. Mittels (23) und (28) berechnet man

| 2ty 1 D(x) — Pi(x)
A X

= Ry(x) + 2 Py(x) — Qo (x)

und schlieBt daraus, dall nicht nur die linke Seite dieser Glei-
chung, sondern sogar deren zweiter Faktor ein Polynom sein
muf3. Auch das ist ja trivial, wenn #;, = 0, und folgt im Falle #, > o
wieder daraus, daB dann Qy(x) nicht durch x teilbar ist.

Mit Riicksicht auf (27) darf man daher schreiben:

:1‘2 a D(x) = P} (x)
o (75

(30) =4, 270 01 (x)
und sieht gleichzeitig, daB3 das hierdurch definierte Polynom
Q,(x) das nimliche Leitglied hat wie die Reihenentwicklung
der Funktion x* }/ D(x) + Py(x).

SchlieBlich berechnet man aus (25), (24) und (30)

o 1V D) + Pylx)
31) Pi(x) = — i —(%2”—‘1— = L4

II. Die Darstellung (31) der V-Reihe ¥, (x) ist zuldssig. Denn
(16) wurde bewiesen, (17) vorausgesetzt, (18) folgt aus (30):

23 D(x)— P} (2)

() = a; 277 Qo(x) = Ry(x);

aber auch (19) ist erfiillt. Aus den Definitionen (23) ergibt sich
ndmlich: Ist u,<Ts,, so ist P1(0) 5= 0. Ist aber #, > sy, dann
o= 5o und daher s; = 0.
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Der Ubergang von (22) zu (31) wird vermittelt durch die Glei.
chungen

(33)
2" Pi= Qy— Py, a1 3" Q= Ry+2Py—Q,, R1=(le"‘""°Q0,

Aus diesen liest man, da ja fiir beide Darstellungen die Erfiillung
der mit (19) dquivalenten Bedingung (12) gesichert ist, miihelos
ab:

Die zwei Polynom-Tripel Py, O, K, und 2;, @, R; haben
den namlichen gréten gemeinsamen Teiler.

Endlich ist fiir das Folgende von Interesse die mittels (23)
leicht zu verifizierende Feststellung:
Dann und nur dann, wenn die Gleichung

(34) Oo(x) — Pylx) = x4+ - -

besteht, was z. B. nach (21) immer im Falle s; = o zutrifft, cr-
geben sich gleichzeitig die Bezichungen

s =0, Pila)y=1-4.-.

Wegen (16) und (17) muBl dann Q,(0) = 2 sein.
AuBerdem ist die ndmliche Bedingung (34) notwendig und
hinreichend dafiir, dal in (26) das Zeichen > gilt.

IT1. Da der Ubergang von %,(x) zu %,., (x) fiir 2> o0 genau
so erfolgt wie fiir 2 = o, liefern die bisherigen Ergebnisse dieses
Paragraphen den

Satz 2. Ausgehend von eilner V-Reihe VW, (x) in suldssiger Dar-
stellung (1%), erhdlt man mittels der Gleichungskette (1) fiir alle
Reihen der Folge {,(x)} eindeutig bestimmete zuldssige Darstel-
lungen

3 \ LY D (x) 4 Py() . )
(35) P () = — ] O (A=0,1...
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mit dem ndmlichen Polynom D (x), und darf daker auch allge-

Wmein

. 225 D (x) — Pi (%) . R N
(36) — o = R, (x) (A=0,1,...)
selzen.

Alle Tripel P, (x), Q,(x), R, (x) haben den ndmlichen grifiten
gemeinsanien Teiler 7(x) =1+ ---.
Ist s,7> 0, s0ist 5,1 < s;.
Ists, = 0, so ist auch s, = 0 und noch dazu P, ;(0) =1,
Qr11(0) = 2.

IV. Die drei letzten Gleichungen kennzeichnen nun, wie sich
sofort zeigen wird, gerade diejenigen I’-Reihen, welche im Sinne
des § 2 das dort angekiindigte Analogon zu den reduzierten qua-
dratischen Irrationalzahlen bilden. Sie sollen wegen ihrer Wich-
tigkeit einen eigenen Namen bekommen.

Definition 3. Fine VV-Reihe B (x), welche eine Darstellung

~ s _ VD) P
(37) V@) = —7m

mit
(38 VD@ =14+, Pla)y=14--+, Qlx) =24

erlandt, heifle eine W-Reile.

Anmerkung 1. Die Bedingungen (38) sind nicht unabhingig
voneinander; aus je zweien folgt vermittels (16) die dritte.

Anmerkung 2. Aus dem Inhalt des § 3 ersicht man: Gibt es
iberhaupt eine Darstellung (37) der I”-Reihe 9 (x) mit den Eigen-
schaften (38), dann kommen diese letzteren insbesondere auch der
normierten und jeder anderen zuldssigen Darstellung zu.

Anmerkung 3. Fiir die Zulidssigkeit der Darstellung (37) mit
den Eigenschaften (38) ist notwendig und hinreichend, dal
D(x) — P*(x) durch Q(x) teilbar ist.

Dic in § 2, 111 gestellte Frage bejaht jetzt der
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Satz 3. a) Unter den bei Herlettung des korrespondierenden
C-Kettenbruches auftretenden V-Reihen V,(x) (A=o0,1,..)
befinden sich W-Reihen.

b) Ist , (x) eine W-Reihe, dann auch P, (x).

c) Sind die beiden Potenzreihen V,(x) und V,,,(x) W-Reihen,
so ist durch eine Darstellung (37) einer von ihnen jeweils auch die
andere eindeutig bestinimnt.

Beweis. Zu a) und b): Nach der vorletzten Zeile von Satz 2
gibt es einen kleinsten Index 4 =< s,, fiir den s, = o wird. Nach
der letzten Zeile ist dann %, (x) cine WW-Reihe. Das nimliche
folgt allgemein aus s, = o fir P, (x).

Zu c): Man darf annehmen, daB3 die als bekannt vorausgesetate
Darstellung einer der beiden Reihen schon der durch Satz 2 ga-
rantierten Folge (33) zulidssiger Darstellungen angehért. Dann
gibt es fiir die andere eine ebensolche, und es bestehen die Glei-
chungen?

(39) P (x) = Q,(x)— Py(x).

i) — P/Z () = @541 x7A+1 0, (x) Q}.& 1 ()3

,
(40) e \
Q/".(.—'"):Q“:“", Q;_v,‘/‘.r)zg_;_..._

Diese gehen ndmlich aus (23) und (30) hervor, indem man dort
alle Indizes um 4 erhéht und dann s, = #, = o setzt. Mit ihrer
Hilfe berechnet man, und zwar jeweils eindeutig,

wenn D, P;, @, bekannt sind, zundchst 7,,, aus (39), und
hierauf @, ,, »;.; und @, ., aus (40);

wenn D, P, ., O,,.; bekannt sind, zunichst @, ,, 7,,,, O, aus
(40), und hierauf 2, aus (39).

Damit ist Satz 3 vollstindig bewiesen.

V. Ist speziell Py(x) selbst schon ecine I¥-Reihe, so erlaubt der
Teil ¢) von Satz 3 nicht nur, von einer beliebigen der Gleichungen
(35) zu allen {ibrigen zu gelangen, sondern dariiber hinaus, mittels
(39) und (40) die Zahlen und Polynome

S

4 Vgl P 11, S. 115, (9) und (10).
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d).{-l: r}.-{—l) Pi.(x): Q/(x)

auch fiir A = —1, —2, ... rekursiv zu definieren und so den zu-
lissigen Darstellungen

. _ VD) + P . .
(41) S}),’(x) = __07(1)4 - (;'_‘O: il 3 th’-"/
sowie den Beziehungen (1) fiir alle ganzrationalen Indizes Giiltig-
keit zu verschaffen.

Ebenso allgemein gilt dann auch die Relation®

(42) @ X710, (%) = 2 Pi(x) — Qi(x) + a, e 0,1 (x),

die entsteht, indem man 2, , und D aus (39), (40) und (40) mit
J—1 statt 2 eliminiert und dann durch @, dividiert.

Als besonders niitzlich aber wird sich erweisen, dafl man mit-
tels der in (41) auftretenden Polynome ecine zweite Folge von
W-Reihen bilden kann, indem man definiert:

VD 4w,
Q11 ()

(43) Q) = (A=o0,=%1, x2,..
Betrachtet man die Beziehungen, die sich ergeben, wenn man in
(40) A durch A—1 bzw. A-—2 ersetzt, so zeigt die erstere, dal3
auch die Darstellungen (43) zulissig sind; die zweite aber 1403t

sich so umformen:

e VD—Pi1 @210
) Q11 VD4 Py

Aus (39) mit A-——1 statt 4 berechnet man
Py = Oa— Py

Setzt man das in die linke Seite von (44) ein, so erhilt man®

Vgl P11, S. 115, GL (11).

— 2 - !

® Q;(x) geht aus -‘-—@'(’;)/- hervor, indem man ) D(x) durch — ) D (v
A\ _

crsetzt, entspricht also der Zahl 7—1 bei P I, S.74 ff. Man konnte daher auch,

I3
durch eine ahnliche SchluBweise wie dort, ohne den Umweg iiber (39) und (40)
von (1) zu (45) gelangen.
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aj-1x74-1

(45) Q@) =1+ 5y A=o0,41,%2,..),
und schlieBlich, alles zusammenfassend, den

Satz 4. Liegt eine W-Reihe By (x) in zulissiger Darstellung
vor, so diirfen die Rekursionsformeln (39) und (40) fiir alle gane-
rationalen Indizes A angewandt werden und liefern zulissige
Darstellungen (41) und (43) von W-Reihen, welche durch die
Beziehungen (1) bzw. (45) verkniipft sind.

Die Kenntnis einer einzigen Gleichung (41) oder (43) geniigt,
um beide Folgen vollstindig und eindentig zu bestimmen.

Jedes Twipel von Polynomen P;(x), Q,(x), Q,_(x) hat den
namlichen griften gemeinsamen Leiler T (x) = 14 ..-.7

Die Richtigkeit der letzten Behauptung liest man wegen (38)
ohne weiteres aus (39) und (42) ab; alles ibrige ist schon bewiesen,

Wegen der Analogie zwischen den Systempaaren (41) und (1)
einerseits, (43) und (45) andererseits kann man den Prozef}, der
von ersterem zu letzterem fiithrte, von diesem ausgehend, iterieren,
gelangt aber dadurch zu nichts Neuem, sondern zu (41) und (1)
zurtick. Diese Symmetrie berechtigt zu der folgenden

Definition 4. Die Gesamtheit der W-Reihen (41) und (43)
heifie eine Schar von W-Reihen oder kurz cine W-Schar. Die
Folgen {P,(x)} wund {Q,(x)} sollen zusammengehirige
W-Folgen genannt werden.

Zur Abrundung werde noch vereinbart, die einschligigen
C-Kettenbriiche derart mit U, (x), B, (x) zu bezeichnen, daf} die
Korrespondenzen

46) Polx) ~ U (x), Q) ~B;(x)
bestehen. Aus den Gleichungsketten (1) und (435) folgt dann:

(47) P, (x) ~ W (x) = {a;. 1xr;"*'l, “z+2xr;'+2: Y

(48) Q; (%) ~ By(x) = {@y 2771, @272, ...

7 Dieser ist dann und nur dann 1, wenn alle Darstellungen normiert sind.
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§ 5. Periodische C-Kettenbriiche; W*-Reihen

I. In diesem Paragraphen kommen nur noch W-Reihen vor.
Dabei sind unter P, (x), Q, (x) — mit Index! ~ durchweg Reihen
aus der ndmlichen W-Schar zu verstehen; von diesen wird dann
auch immer stillschweigend vorausgesetzt, dal} sie in zuldssigen
Darstellungen mit dem gleichen Polynom D (x) vorliegen.

Bei den korrespondierenden C(-Kettenbriichen ist das Wort
., Periode‘nebst seinen Attributen ,,primitiv, invers, symmetrisch**
ganz analog zu deuten wie bei den regelmiBigen Kettenbriichen.8
Nur treten eben hier an Stelle der Teilnenner 4, die Teilzdhler
a, "% als Elemente der betreffenden Komplexe auf.

Daruber hinaus werde vereinbart:

Definition 5. Die mit dem ersten Teilzihler beginnende primi-
tive Periode eines reinperiodischen C-Kettenbruches heifle dessen
Urperiode.

Fiir W-Reihen aus derselben Schar gilt immer der Teil ¢) von
satz 3 und der zweite Absatz von Satz 4. Nimmt man dazu noch
die Eineindeutigkeit der Korrespondenz zwischen Potenzreihe
und C-Kettenbruch, so fithrt vollstdndige Induktion nach 4 bzw. ¢
zu den folgenden, fiir alles Weitere grundlegenden Ergebnissen.

Hilfssatz 1. Entweder gilt keine der Gleichungen

(49)
%)1:51\).4-&: Q.Z:Q;_‘;vk} 11;.=u;.+k, ?I"l=§’3;.+é <11 =O’ :tl, iz‘ ...),

oder sie gelten alle und lassen sich dann aufspalten in

(50) P, = P;..;_};} Q) = Q’- &
2= Prisy Or= (h=o0, k1, k2,...).

i

4 3\ - —
51) Ay = Quiyy V3 = Vi

Aus jedem der Systeme (49), (50), (51) folgen die beiden anderen.

*Vgl. P 1, S. 61, 63, 65, 76 ff.
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Hilfssatz 2. FEntweder gilt keine der Gleichungen

(52> sp‘u—*—g = Qy—g! u/4+9 = S’Br—g (Q = O! j: 17 :{: 2y . -.),

oder sie gelten alle und lassen sich dann aufspalten in

(53) P4 - Pv-—n) Ql o — Qr—n— i
nte 0 1o o-1 (Q=O,:i:1, 2’”.).
(54) a/t-i—g = (l‘,_g ’ 7‘11-}-9 = e

Aus jedem der Systeme (52),(53), (54) folgen die beiden anderen,

II. Satz 5. Ein periodischer C-Kettenbruch ist dann und nur
dann reinperiodisch, wenn seine korrespondierende Potenzreile
etne W-Reihe ist.

Das ,,nur dann‘‘ in diesem Satz ist nicht neu. Denn bekannt-
lich?® gestattet die korrespondierende Reihe 9y(x) eines 4-gliedrig
reinperiodischen C-Kettenbruches eine Darstellung der Form (41)
mit

(55)
Py= A, —(B,—B;), Qo=28,4, D=Pi+2(4,— 4,70,

Da alle Polynome 4, (x), B,(x) das Leitglied 1 haben, sind die
Bedingungen (38) erfiillt; aus der letzten Gleichung (53) ersicht
man sogar die Zulédssigkeit der Darstellung.

Ist umgekehrt der korrespondierende C-Kettenbruch eciner
W-Reihe P,(x) A-gliedrig periodisch, so gibt es Indizes 4, fir
welche die erste Gleichung (49) gilt. Nach Hilfssatz 1 ist dann
auch Py = V,.

Satz 6. [st von den kovrespondierenden C-Kettenbriichen der
Reihen einer W-Schar iiberhaupt einer periodisch, so sind sie alle
reinperiodisch mit gleichlangen, etwa k-gliedrigen Urperioden.
Diese sind bei jedem Paar W, (x), B, ., (x) sueinander invers.

Umgekehrt lassen sich die korrespondierenden W-Reihen V(x),
Q(x) zweier reimperiodischer C-Kettenbriiche W(x), B(x) mut

9 P I1, S. 113; Schreibweise leicht gefindert.
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inversen Urperioden immer devart in eine W-Schar einbetten, dafs

Px) = P,(x), Q) = Q,,; (%) wird.

Bewels des ersten Absatzes. Der Anfang steckt schon in
Satz 5 und Hilfssatz 1. Nach letzterem darf man iberhaupt jeden
Index 4 durch einen beliebigen anderen aus der ndmlichen Rest-
klasse (modulo £) ersetzen, daher zufolge (47) und (48) auch
schreiben

\ . — R W T
(56 W, (%) = (apyq XL, @y o 232, L a,, wTEY,

-\ $ SN o _r.'. 2 ‘1‘-' - ’T-_q_
(57) Byoq () = @y 2744 @y g g 272041, L qy g 21T,

Beweis des zweiten Absatzes. Wihlt man 2 beliebig fest,
stellt V() zuldssig dar und setzt dann B (x) == P,(x), so definiert
man dadurch nach dem zweiten Absatz von Satz 4 eindeutig eine
Schar von W-Reihen nebst deren korrespondierenden C-Ketten-
brichen. Von den letzteren ist nach Voraussetzung U (a) = U, (a)
periodisch. Nach dem eben Bewiesenen haben daher U, (x)
und B, ; (x) inverse Urperioden. Da das nidmliche von U(x) und
B(x) vorausg(‘sowt wurde, mull B(x) = B, ,(x), also auch
Q(x) = Q;,1 (&) sein.

Anmerkung. Man sicht leicht. Von den beiden Gleichungen

W, (1) — | /)'_+P/:t) D..- /_‘(,\ . ! /) A) () (’1'—“1)/1

T J \ +1\-
’ Qa () h 0,(0)

zieht immer die erste die zweite nach sich, auch dann, wenn
< . - .
D — P; nicht durch @, teilbar ist, also (39) nicht gilt. Dem-

zufolge 140t sich der wesentliche Teil von Satz 6 auch prignanter
o aussprechen:

Satz 6a. Zewei C-Kettenbriiche haben dann und wir dann inverse
Urperioden, wenn iiberhaupt einer von ihnen periodisch ist wnd
auferdem ihre korrespondierenden W-Reihen sich simultan durch
Gleichungen der Gestalt

16 Miinchen Ak. Sb. 1959
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. _ VD@ +YE@ _ VD@ +Z@)
YO = v e 0 B0 = e zm
(VDx) =14+, Y(0) = Z(0) =1)

darstellen lassen.

II1. Nach Hilfssatz 2 haben zwei zusammengehorige W-Folgen
entweder kein Element oder alle Elemente gemeinsam. Im letz-
teren Fall gibt es immer auch einen Index 4, fiir den (mindestens)
eine der Gleichungen P,(x) = 2, (x) oder P, (x) = 2, (x) be-
steht.

Setzt man ndmlich etwa P, (x) = Q,(x) voraus, und definiert §
durch

w—v = o6(mod 2), o<,
so ergibt (52) mit p = il A

2

(58) V,(x) = R, (x) mit A= 10

b

und diese Gleichung zerfillt in

(59) Py=Piisy @ = Qirs-

Damit folgt aus (39) und (40)

(60) D(x) = Pi(x)+ a, 2" Q3 (%), wenn 6 = o,
(61) Q,(x) = 2P, (x), wenn 6 =1,

und umgekehrt gelangt man von (61) mittels (39), und von (60)
mittels (40) wieder zu (59) und (58) zuriick.

Ferner sieht man noch: Gilt (60), so ist jede Darstellung (37)
von P, () mit den Eigenschaften (38) von selbst zuldssig; die Be-
dingung (61) aber ist unabhingig davon, ob ecine solche Dar-
stellung zuldssig ist oder nicht.

Die Wichtigkeit dieser beiden Spezialfille rechtfertigt ecine
eigene Nomenklatur.

Definition 6. Eine W-Reihe

. £ s\ V D (x) + Px)
(62) Plr) = — o
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heiffe eine W*-Reihe, wenn (mindestens) eine der Bedingungen
(63) D(x) = P¥x) + ax” Q*(x) (a=F0,7r>0),
(64) Qx) =2P(x)

erfiillt ist, und zwar nullter Are (kurz W§-Reike), wenn (63),
erster Art (W¥-Reihe), wenn (64) gilt.

Zufolge (63) und (64) ist eine W*-Reihe (62) dann und nur
dann gleichzeitig von der nullten und ersten Art, wenn

D(x)=P(x) 1 +4ax"), Q(x) = 2P(x)

ist. Dann kann man die rechte Seite von (62) mit P (x) kiirzen
und gelangt unter Einbezichung bekannter Resultate® zu fol-
gendem Ergebnis:

Satz 7. Die Potenzreihen

4a1 +1

2

63) ) = LU (@ == 0, »>0)

mit den korrespondierenden C-Kettenbriichen
66) Uix) = (ax"

sind die einzigen W*-Reihen, welche gleichzeitig von der nullten
und ersten Art sind. Die won einer solchen Reihe erzeugten
W-Scharen sind genaw diejenigen, welche aus lauter gleichen
Elementen bestehen.

Das berechtigt zu der

Definition 1. Die durch (65) dargestellten W*-Reihen sollen
trivial heiffen, ebenso die von ihnen erzeugtenn W-Scharen und
W-Folgen.

Jeder nichttrivialen W*-Reihe V,(x) werde, je nachdem sie
mullter oder erster Art ist, die Zahl 6,=o0 oder 6,=1 zu-
geordnet.

Vgl P11, S. 116, erstes Beispiel, und S. 112, Satz 3.0.

16*
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Jetzt lassen sich unter Heranzichung von Hilfssatz 2 die bis.
herigen Ergebnisse dieses Abschnittes folgendermaBen zy.
sammenfassen:

Satz 8. Zwei susammengehorige W-Folgen haben dann wund nur
dann ein Element gemeinsam, wenn sie (mindestens) eine W*.
Reihe, etwa P, (x), enthalten.

Ist diese nichttrivial, so ist immer W, (x) 5= V., (x), und die
beiden Folgen bestehen aus den namlichen Ilementen in entgegen-
geselzter Reihenfolge, gemdf} den Gleichungen

(67> SJ')It‘i"_’ — QI‘ ‘(’4'15/1 (0 = 0, —t 1, :J: 2, "/l

welche dasselbe besagen wie die Gleichungspaare

(68) Py = Puyrs,y Quie = Qugmrss, (0=0,41,32,..)

Fiir die korrespondierenden C-Kettenbriiche gelten die Bezielun-
gen

(69) uu-:«e - Q“,u—cwlré,l

=26y _ . s
</O/ Qo = (Z/l-g+é,,’ Phso = Vpg 9,

Jedes der Systeme (67) bis (70) zieht die drei anderen nach sich.

Gilt, mit 0, = o oder 0, = 1, eine einzige der Gleichungen (67,
oder (69), oder auch ein einziges der Gleichungspaare (68), so ist
PV, (x) eine W*-Reihe 6,-ter Art.

IV. In diesem Abschnitt geht es um Zusammenhiinge zwischen
dem Vorkommen von W*-Reihen und der Periodizitit von
C-Kettenbriichen. Darum wird immer vorausgesetzt, dal} sich
unter den WW-Reihen 9, (x) eine W*-Reihe P, (x) befindet. Fs ist
aber sowohl bequem als auch erlaubt, % == 0 anzunchmen, weil
man andernfalls ohne Schaden 2 = 2" 4 x sctzen und so die
Reihen in reversibler Weise umnumerieren kénnte.

Satz 9. Die Urperiode eines reinperiodischen C-Kettenbruches
ist dann und nur dann symmetrisch, wenn seine korrespondicrende
Potenzreike eine W¥-Reihe (einschlieflich der trivialen) ist.
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Anmerkung. Korrespondiert ecin reinperiodischer C-Ketten-
bruch mit einer nichttrivialen W§-Reihe, so hat seine Urperiode
mindestens 3 Glieder. Wiire nimlich eine zweigliedrige Periode
vorhanden, so mii3te diese symmetrisch, und damit die Urperiode
eingliedrig und die J¥*-Rethe trivial sein.

Satz 10. Die Urperiode eitnes reinperiodischen C-Kettenbruches
besteht dann und nur dann aus einem symmnetrischen 1eil und
cinem darawffolgenden Schiufglied, wenn seine korrespondierende
Potenzreihe eine nichttriviale W¥-Reihe ist. 11

Satz 1. Die Urperiode eines reinperiodischen C-Kettenbruches
besteht dann und nur dann aus zwei Teilen, von denen jeder fiir
sich symmetrisch ist und einer fehlen kann, wenn die durch ihn
bestiminte W-Schar eine W*-Reihe enthill.

Die Sitze 9, 10, 11 lassen sich zusammen beweisen. Ist P,(x)
cine IV*-Reihe, und ihr korrespondierender C-Kettenbruch Ug(x)
reinperiodisch  mit 4-gliedriger Urperiode, so geht (67) mit
p=p = 0 uberin

(71) Po(x) = Q%(@-

Somit sind die Urperioden von Uy(x) und B, (x) gleich, anderer-
seits nach Satz 6 diejenigen von B, (x) und U, _,(x) zueinander
invers. Daher haben auch Uy(x) und U; _,(x) inverse Urperioden,
d. h. es bestehen die Gleichungen

7/ \ — —_— - L
72) @y = Qpioygr Yo = Tpisemg (p =0, =1, £2,..).

1 Zum Vergleich diene das Verhalten der regelmiBigen Kettenbruchent-
—
. . . . . D+ P
wicklung einer reduzierten quadratischen Irrationalzahl &, = 1——1_"—
o

wo jetzt D, Py, )y ausnahmsweise ad hoc natiirliche Zahlen sein sollen. Hier
wird die Urperiode dann und nur dann symmetrisch, wenn Qp = Q_;, also
D = P2 -+ Q2 ist. Dagegen ist die Bedingung &y Qp = 2 7, notwendig und
hinreichend dafiir, daB in der Urperiode auf ein Anfangsglied ein symmetri-
scher Restteil folgt. Vgl. P 1, S. 105, Satz 3.31.— Zusatz bei der Korrektur: Den

YA
VATIE? G 1,2,

trivialen J#7¥-Reihen entsprechen die Zahlen =
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Diese driicken aber mit 1 < ¢ < £ gerade die in Satz 9 (0, = 1)
und Satz 10 (d, = 0) behaupteten Symmetrieeigenschaften aus.

Die Umkehrung folgt daraus, daf3 sich der Weg, der von (71)
zu (72) fithrte, auch riickwirts durchlaufen 1dBt, und daB, wenn
(71) gilt, Py(x) nach dem letzten Absatz von Satz 8 eine W}.
Reihe ist.

SchiieBlich hat eine Urperiode dann und nur dann den in
Satz 11 verlangten Bau, wenn sie durch zyklische Vertauschung
aus einer mit den in Satz 9 oder Satz 10 beschricbenen Eigen-
schaften hervorgeht. Damit ist alles bewiesen.

Satz 12.  Ist Vy(x) die korrespondierende Polenzreihe cines
k-gliedrig reinperiodischen C-Kettenbruches, so gelten dic Be.
giehungen

(73) PL’ = Pl’réo 0 Qa—l = Qfl’*'do*’.'
(0p==o0 oder 1, p=o0, +1, 42, ...

dann und nur dann, wenn Py(x) eine W§-Reihe ist.

Dieser Satz folgt unmittetbar aus Satz 8, wenn man noch be-
achtet, dal man in den Gleichungen (68) mit g = o wegen der
vorausgesetzten Periodizitit die Indizes der rechten Seiten um £
erhéhen darf.

Satz 13. Znthdlt eine W-Folge zwei (nicht notwendig ver-
schiedene) W*-Reihen Vy(x) und V,,(x) (m==0), so haben dic
mit den W-Reihen %,(x) korrespondierenden C-Kettenbriich:
|2 m - 6,,— Oy |-gliedrige Perioden.

Beweis. Setzt man 2m -+ 0,,— 0, = 4, so ergibt sich

(£ = |2m]|—[0,— 0] =2—1 > 0.

Wendet man jetzt (67) sowohl mit 4 = p = o als auch mit y = m,
= m -+ 0,,— 0y an, so erhilt man
Po(x) = Q4 (x) = D, (x).

Nach Hilfssatz 1 ist dann auch P_, = P, und daher allgemein
P; = P;.;; und eine der Zahlen - £ ist gleich | £].
Der eben bewiesene Satz 146t folgende Umkehrung zu:






