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Einleitung

H. Graf hat in einer in diesen Berichten erschienenen Arbeit
{1] u. a. die allgemeinsten — gewissen Eindeutigkeits- und Diffe-
renzierbarkeitsbedingungen geniigenden — Abbildungen eines
ebenen Bereiches B auf einen ebensolchen angegeben, bei welchen
die Bilder aller Scharen von parallelen Geraden aus B — Kurven-
systeme genannt — jeweils aus Kurven bestehen, die durch Paral-
lelverschiebung in einer festen Richtung auseinander hervor-
gehen. Es werden dort auch die allgemeinsten Geflechte — das

! Die vorliegende Arbeit ist eine gekiirzte Fassung meiner von der
Technischen Hochschule Stuttgart genehmigten Dissertation. Eine ausfiihr-
liche Fassung befindet sich in der Bibliothek der Mathematischen Institute
der T. H. Stuttgart.

Herrn Professor Dr. O. Baier méchte ich auch an dieser Stelle fiir seine
wertvollen Ratschlige bei der Fertigstellung der Arbeit bestens danken.

8 Minchen Ak. Sb. 1958



82 Ernst Schwarz

sind die Bilder aller Geraden von % — bestimmt, worin nicht nur
die Kurven der einzelnen Systeme durch Parallelverschiebung in
einer festen Richtung auseinander hervorgehen, sondern bei wel-
chen alle Kurven des Geflechts kongruent und parallelgestellt
sind.

Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit der Erweiterung dieser
Untersuchungen auf den dreidimensionalen Raum. An Stelle der
Kurvensysteme und Kurvengeflechte treten die in § 1 definierten
ein- und zweiparametrigen Flachensysteme und Flachengeflechte.
In § 2 werden die allgemeinsten Flichengeflechte ermittelt, bei
welchen die Flichen jedes einparametrigen Flachensystems durch
Parallelverschiebung in einer fiir alle Systeme festen Richtung
auseinander hervorgehen. Die allgemeinsten Geflechte dieser Art,
welche der zusitzlichen Forderung geniigen, dal3 sie auch ein
zweiparametriges Flichensystem kongruenter und parallelgestell-
ter Flichen enthalten, werden in § 3 hergeleitet. SchlieBlich fihrt
die Forderung, daf3 diese Geflechte aus lauter kongruenten und
parallelgestellten Flachen bestehen sollen, auf bestimmte Ili-
chentypen, die simtlich in § 4 angegeben werden.

Die in der genannten Arbeit [1] angewandten Methoden las-
sen sich so ausbauen, daf3 sie auch zur Ermittlung der entspre-
chenden Fliachengeflechte dienen kénnen. Jedoch ist der erfor-
derliche mathematische Aufwand beim dreidimensionalen Pro-
blem wesentlich gréBer als beim zweidimensionalen, da an die
Stelle der Funktionalgleichungen fiir Funktionen von einer Ver-
inderlichen solche fiir Funktionen von zwei Verdnderlichen tre-
ten, deren Losung, obwohl sie erheblich schwieriger ist, in allen
Fillen vollstindig bestimmt werden konnte.

§ 1. Definition der Flichengeflechte

Alle Betrachtungen bezichen sich auf einen einfach zusammen-
hingenden Bereich ® des dreidimensionalen cuklidischen Rau-
mes einschlieBlich der Berandung und dessen reelles, umkehrbar
eindeutiges und stetiges Bild 3, das im folgenden noch niher pri-
zisiert wird. Um eine kurze Ausdrucksweise zu haben, werden
folgende Definitionen ecingefiihrt:
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Definition 1: ,,Fliche‘* heifit das umkehrbar eindeutige und ste-
tige Bild einer Ebene.

Unter dem Wort Ebene soll stets ein Ebenenstiick verstanden
werden, soweit es dem Bereich R einschlieSlich des Randes an-
gehort.

Definition 2: ,,Einparametriges Fliachensystem' heiBt das Bild?
samtlicher Ebenen des Bereiches R, welche zu einer
festen Ebene parallel sind.

Definition 3: ,,Zweiparametriges Flichensystem' heil3t das Bild
simtlicher Ebenen des Bereiches R, welche zu einer
festen Geraden parallel sind.

Definition 4: ,,Flichengeflecht’ hei3t das Bild aller Ebenen des
Bereiches 3.

Fir die Bereiche R und 3 wird je cin rdumliches rechtwinkliges
(144, 244, 25)- bzw. (21, x,, x3)-Koordinatensystem eingefiihrt. Die
zugehorigen Riume werden weiterhin kurz U- bzw. X-Raum
genannt.

Die Bilder der Ebenen 7, = const. (7 = 1, 2, 3) des {/-Raumes
werden als Parameterflichen des X-Raumes eingefiihrt, die fol-
gende, leicht einzusehende Eigenschaften haben:

a) Durch jeden Punkt des Bereiches 3 im X-Raum geht genau je
eine Parameterfliche der drei Systeme. Umgekehrt schneiden
sich drei Parameterflichen, von denen jede einem anderen
System angehort, hochstens in einem Punkt.

b) Irgend zwei Parameterflichen desselben Systems schneiden
sich nicht.

Eine beliebige Ebene des U-Raumes 148t sich darstellen durch

3 3
(1) D uicos k= 1y, > cos?i =1.
=1 =1

! Der Zusatz ,,umkehrbar eindeutig und stetig” wird weiterhin der Kiirze
halber weggelassen.
g
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Fir spitere Betrachtungen ist es zweckmiBiger, die Parameter
A, durch Kugelkoordinaten &, ¢ zu ersetzen. Gleichung (1) nimmt
damit die Form an

1a 24 sin & cos 7y SIN O sin @ - 22 cos P = u,.
1 @ 2 '3 3 1

§ 2. Geflechte aus einparametrigen Flichensystemen,
wobei die Flichen jedes einzelnen Systems untereinander

kongruent sind

Gesucht ist die allgemeinste, in gewissen Bereichen ® und 3
definierte, umkehrbar eindeutige und stetige Abbildung des
U-Raumes auf den X-Raum, wobei alle gleichgestellten Ebenen
des /-Raumes ubergehen in kongruente Flichen des X-Raumes,
welche durch Parallelverschiebung in einer festen Richtung x,
auseinander hervorgehen. Fiir die Rechnung werde im X-Raum
ein Zylinderstiick (3) herausgegriffen, dessen Mantellinien zur
xy-Achse parallel sind und das von zwel zur x;-Achse senkrech-
ten Ebenen begrenzt wird. Der Zylinderbereich 3 ist das Bild
des Bereiches R des U-Raumes. Der Rand von 3 moge aus der
(x5, 25)-Ebene den Bereich ¥ ausschneiden.

Da speziell die Parameterflichen durch Parallelverschiebung
in xy-Richtung aus drei Ausgangsflichen x 4 /. (xy, 25) = ©

(¢ = 1, 2, 3) hervorgehen, miissen die Abbildungsgleichungen
des -Raumes auf den X-Raum die Form haben:
(2) u; = Fo (2 + f; (%0, %5)), (6 =1,2,3).

Die Funktionen f; und /,(i = 1, 2, 3) sollen folgende Voraus-
setzungen erfillen:

I. Die Funktionen f; (xy, 23) seien im endlichen Bereich & der
(x4, x23)-Ebene reell, eindeutig, endlich und nach jedem Argu-
ment zweimal differenzierbar.

I1. Die Funktionen w, (%, x3) = f; (%5, x3) — fo(xs, x3) und

Yy (5, x3) == fo (x5, 23) — f5 (s, x5) sollen im Bereich B genau
eine gemeinsame Nullstelle besitzen, d. h. es soll genau ein
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Wertepaar (v, ¥,) existieren, fiir welches gy (35, 3) = (2, ¥s)
= o ist. Ferner sollen die beiden Funktionen $; und #,, welche

sich aus ¥, ¥, durch Auflésen nach den beiden Argumenten
x4, %53 ergeben, im Definitionsbereich eindeutig sein.

Um die Voraussetzungen fur die Funktionen #; zu priazisieren,
werde zur Abkiirzung

/3> My = X +fx (XQ’ X3>, (Z. =1, 2, 3)
gesetzt. Dann soll gelten:

111. Die Funktionen £, (u;) sollen flir den entsprechenden p,-Be-
reich reell, eindeutig, endlich und zweimal differenzierbar
sein.

IV. Die zu #, = /7, (;;) inversen Funktionen sollen in ihrem
Definitionsbereich eindeutig sein.

Es ist zu fordern, daB3 nicht nur die zu den Koordinatenebenen
parallelen Ebenen, sondern daB jedes beliebige Parallelebenen-
biischel in je cin cinparametriges System von Flichen tbergeht,
welche durch Parallelverschiebung lings der ay-Achse auscin-
ander hervorgehen. Speziell fur 4, = 4, = 43, = 4 mit cos 4 =

= 4 -;— 13, #, beliebig, ergibt (1) das Parallelebenenbiischel

1y 4= 2y - 24 =)/ 3 24. Das zugehorige Flachensystem muf3 dann
notwendig die Gleichung

(4) wy = F* (xl + fa (%2, 1’3))
haben. Aus den Gleichungen (2) und (4) folgt aber mit }/'3 F* ==
= /[y, dal} die Funktionalgleichung

3
(5) 2 Fi(ory + f; (20 25)) = Fy (21 + fa (22, 73))
=1
notwendig im ganzen Bereich 3 identisch fir jedes Tripel
(43, x4, 23) erfillt sein muB. Nach leichter Rechnung ergibt (3)
mit Hilfe der Gleichungen (3):

=1

3 3
(6) 2 F(p) = F, [’; (Z 1A (g — pry ptp — /‘3))] )
o i=1 -
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wobei y eine bis auf die Voraussetzung I willkiirliche Funktion
ihrer beiden Argumente ist.

Bildet man die ersten und zweiten Ableitungen der Identitit
(6) nach den u; (Z = 1, 2, 3) und setzt flr puy — py = p, o — i3
= », so erhilt man unter Beachtung zweier Integrabilititsbe-
dingungen die folgenden Relationen:

3 (Z[l/l :Z/z l')

™ e e A A

Die Fille 1 ++ g, =ound 1 — g, + 7, = 0 sind auszuschlie-
Ben, weil sie auf F; == o (7 = 1, 2, 3) fithren und keine einein-
deutige Abbildung mehr liefern.

244
Da die Briiche--];{- (7 = 1, 2, 3) je nur von g, abhingen, gilt

ry
(8) —-l"z,— = g = const.,, (7 =1,2,3).
Dabei ist @ eine beliebige reelle Zahl. Jede Lésung der Funk-
tionalgleichung () ist notwendig auch Lésung des Systems (8).
Dal3 auch das Umgekehrte richtig ist, ergibt sich durch Einset-
zen der Losungen von (8) in diec Funktionalgleichung (3). Somit

lauten die allgemeinen Lésungen:

a o F,=be"" + ¢,
(9) b.+o0, (1=1,2,3).
a=o0: F,=bp, A+ ¢,

-+

Man kann ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit ¢, = o,
b;=1 (=1,2,3) und im Falle ¢ # 0 noch @ =1 setzen.
Dies bedeutet lediglich, da3 man von Parallelverschiebungen und
affinen Deformationen absicht, die an der wesentlichen Geflechts-
eigenschaft nichts dndern.

Mit Riicksicht auf (2) und (3) ergeben sich aus den obigen
Formeln die Abbildungsgleichungen des X-Raumes auf den
U-Raum und damit das Bild irgendeines Parallelebenensystems
(1) des U-Raumes — bei variablem #, und konstanten ;- im

X-Raum:
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A.Logarithmisches Geflecht:
(10) ].I'I Z‘i = xl +fi<x2! x3): (i = 1) 2: 3) 4>
3
fo (g x25) = In | 3 £/:%+%) cos l,-) .
i=1
B.Lineares Geflecht:
U = Xy +fx <x2: :L’3> ) (Z' =1,2, 3)
3
(11) Uy = (xl + fa (2o, x3)) Zl7 cos 4;,
8.
Y fi(xa, x3) cos A;
i=1
JalHgxg) = ——3————— .

3
_21 cos A;

1=

Man erkennt so, dal3 sich fiir jedes zulidssige Wertsystem 2,
ein einparametriges Flachensystem ergibt, welches aus kongruen-
ten und lings der x;-Achse parallelverschobenen Flichen besteht
und nicht nur fur 4; = 4, = 1,, wie dies zunichst durch die
Funktionalgicichung (3) gefordert war. Weiterhin folgt, daB3 die
Funktion 7y der Funktionalgleichung (5) gentigt. Damit ist ge-
zeigt, dall, wenn es tiberhaupt Flachengeflechte der geforderten
Art gibt, deren Abbildungsgleichungen notwendig die Form (10)
bzw. (11) haben miissen. Umgekehrt ist durch (10) und (11)
immer ein Geflecht der verlangten Art gegeben, wenn die Funk-
tionen f; die Voraussetzungen I und IT von S. 84 erfiillen. Somit
gilt

Satz 1: Wenn ein Flichengeflecht vier verschiedene einpara-
metrige Flachensysteme enthdlt mit der Figenschaft, daf jedes
einzelne dieser Systeme aus kongruenten, in einer festen Richtung
parallelverschobenen Flichen besteht, dann haben alle einpara-
metrigen Flichensysteme des Geflechts die gleiche Eigenschaft.
Die Flichen verschiedener einparametriger Systeme sind dabei
tm allgemeinen nicht kongruent.

Satz 2: Das allgemeinste Flichengeflecht des Raumes, das aus
einparametrigen Flichensystemen besteht, welche jeweils lauter
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kongruente Flichen enthalten, die durch Parallelverschicbung in
einer festen Richtung auseinander hervorgehen, hat folgende
Eigenschaften:

Drei Flachensysteme, aus denen man das Geflecht aufbauen
kann, sind bis auf die Voraussetzungen I und 11 von S. 84 will-
kiirlich wdhlbay. In jedewm: einparametrigen System des Geflechts
stnd die dquidistanten Ebenen des U-Rawmes entsprechenden Fli-
chen entweder A. logarithmisch (10) oder B. linear (11) lings
der xy-Achse vertetlt.

Die Diskussion der Abbildungsgleichungen ergibt:

A. Logarithmisches Geflecht:

Durch die Gleichungen (10) wird dem Zylinderbereich 3 des
X-Raumes einschlieBlich der Berandung ein Kegelbereich & im
U-Raum umkehrbar eindeutig und stetig zugeordnet, ebenfalls
einschlieBlich der Berandung, aber mit Ausnahme der Kegel-
spitze O,. Der Randkegel verliuft ganz innerhalb des ersten
Oktanten, wenn O, im Ursprung des (i, 7,, #3)-Koordinaten-
systems liegt. Die Parallelen zur x;-Achse des X-Raumes gehen
iber in die Halbgeraden durch 0,. Den Ebenen durch O, — soweit
sie innerhalb & liegen — entsprechen Zylinder mit Mantellinien
parallel zur x3-Achse im X-Raum. Daher gibt es in den Geflech-
ten einparametrige Flichensysteme, deren Flichen alle zuein-
ander kongruent sind, und solche, deren Flichen jeweils zu ver-
schiedenen Flichen kongruent sind. Die letzteren besitzen asym-
ptotische Zylinder, deren Erzeugende parallel zur x-Achse ver-
laufen und die die verschiedenen Flichenarten trennen. Diesc
Zylinder sind die Bilder der durch den Ursprung gehenden Ebe-
nen des {/-Raumes.

B. Lineares Geflecht:

Durch die Gleichungen (11) wird dem Zylinderbereich 3 des
X-Raumes einschlieBlich der Berandung ein zweiter Zylinder-
bereich 3 des U-Raumes einschlieBlich der Berandung umkehr-
bar eindeutig und stetig zugeordnet. Die Mantellinien des Rand-
zylinders von 3 verlaufen parallel zur Geraden u; = u, = ;.
Den zu dieser Geraden parallelen Ebenen des U-Raumes ent-
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sprechen im X-Raum Zylinderflichen mit Mantellinien parallel
zur xy-Achse. Sie gehoren jedoch nicht zu den kongruenten und
parallelgestellten Flichen des Geflechts, da die Voraussetzungen
I und II von S. 84 nicht alle erfiillt sind. Die linearen Geflechte
enthalten nur solche einparametrigen Flichensysteme, deren
samtliche Fldchen untercinander kongruent sind. Es gibt in jedem
linearen Geflecht co! einparametrige Systeme, welche aus Zylin-
dern bestehen, deren Erzeugende parallel zur a;3-Achse sind.
Ersetzt man die kartesischen Koordinaten (xy, x,, x5) durch
Zylinderkoordinaten in der folgenden Weise

a) (p,7,2), b) (@, 7,2+ £9p),

wobei £ eine reelle Konstante ist, so ergeben sich die allgemein-
sten Flachengeflechte, bei welchen die Flachen der einzelnen ein-
parametrigen Systeme durch

a) Drehung um eine feste Achse,

b) Schraubung lings eciner festen Achse

ineinander iibergefithrt werden. Alle obigen Betrachtungen und
Ergebnisse lassen sich sinngemil} auf diese Fille Gbertragen.

§ 3. Geflechte, welche zweiparametrige Systeme kongruenter

Flichen enthalten

Um diejenigen Geflechte (10), (11) zu ermitteln, welche min-
destens ein zweiparametriges System kongruenter und parallel-
gestellter Flichen enthalten, werde bei der Abbildung des U-Rau-
mes auf den X-Raum! die zweiparametrige spezielle Ebenen-
mannigfaltigkeit

(12) % cos @ 4- v sin ¢ = 2y

zugrunde gelegt, welche sich aus (1) fiir & = —Z—ergibt. In dieser

! Im folgenden werden die Koordinaten des /- bzw. X-Raums mit («, 2, w)

bzw. (x, y, z) bezeichnet, da die Indizes-Schreibweise keinen Vorteil mehr
bringt.
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Annahme liegt keine Einschrinkung der Allgemeinheit, da man
die Gleichung eines zweiparametrigen beliecbigen Ebenensystems,
d. h. aller zu einer beliebigen Geraden des {/-Raumes parallelen
Ebenen, durch Koordinatentransformation stets in diese Form
bringen kann.

Sollen die Flichen aller Systeme ¢ kongruent und parallel-
gestellt sein, so mul sich die Funktion f; (¥, 2) in (10) bzw. (11)

. aT .
fiir § = — in der Form

(13) fa( ) =p (@) 4+ 2 (¥ + g (), 2 + 7 (9))

darstellen lassen. Die Verschiebungsgréfen p (¢), ¢ (¢) und
7 (¢) der Fliche x + /% (y, z) = o in Richtung der Koordinaten-
achsen sollen endliche und zweimal differenzierbare Funktionen
von ¢ sein. Speziell gilt dann fir die beiden Ausgangsflichen der
Parametersysteme # = const. und v = const.:

(14) x _{_ f;(y’ Z) =X +Pt + /Z<y _Jr_ q{’ Z + 7',-), (Z‘ = 1’ 2)'

Dabei sind p,, ¢, und 7, feste reelle Zahlen, die beliebig gewahlt
werden koénnen. Wegen II S. 4 diirfen ¢, und #; jedoch nicht
paarweise einander gleich sein. Setzt man die Gleichungen (10)
bzw. (11) unter Beachtung der Identitdten (13) und (14) in (12)
ein, so ergeben sich flur das logarithmische (A) und das lineare
Geflecht (B) die folgenden Funktionalgleichungen:

<‘ 5) A ep(';)flx(y+q(¢).z+r(v)) = cosg- e Ty a2 )

_+_ sin (p,el’:+}'(J’+QanZ ""‘z)’

(16) B.[plp) + 2y + g(@), 2z + 7(g))] (cosg + sing) =
[P+ Ay + g2+ r)lcosp +
+ []72 ‘*‘ /l<y _{‘ g2, © +72>] sin 20

welche notwendig fiir jeden Wert von ¥y, z und ¢ der entsprechen-
den Geflechtsbereiche erfiillt sein miissen.

Differenziert man die Identititen (15) und (16) zweimal nach
@ und addiert zu den so gewonnenen Gleichungen die urspriing-
lichen, so ergibt sich in beiden Fillen eine ebenfalls identisch in
vy, z und ¢ zu erfiillende Beziehung der Form:
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() 2 Au(@) Hiu(y+ @) 2+ 7(@) =0, 4= 4y,

wenn die partiellen Ableitungen von A nach dem ersten bzw.
zweiten Argument mit dem Index 1 bzw. 2 bezeichnet werden.
Dabei ist im Falle A. des logarithmischen Geflechts

H (g, ) =¢*=3, o= H;, Hy=H

H

und im Falle B. des linearen Geflechts

H(y, 2)=/h(y, 2), H.g=h;, Hyy=1
zu setzen.

Soll die Identitat (17) fiir cinen bestimmten Wert ¢ = ¢, cr-
fullt werden, so mull A notwendig in beiden Fillen einer linearen
partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten geniigen, welche im Falle A. homogen ist und im Falle
B. ein konstantes Glied enthilt, also ebenfalls als homogen be-
handelt werden kann.

Jede Funktion / (v, z), welche eine der beiden Identititen (13)
bzw. (16) erfillt, mull notwendig in beiden Fillen auch einer
Identitit der Form (17) geniigen. Man erhilt also die allgemein-
ste Losung jeder der Funktionalgleichungen (15) bzw. (16), wenn
es gelingt, die allgemeinste Losung ciner linearen partiellen Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten an-
zugeben. Dies ist bekanntlich in Form von Integralen oder von
unendlichen Reihen moglich, jedoch wire dadurch fiir die durch-
zufithrenden geometrischen Betrachtungen wenig gewonnen.
Hierzu ist es vielmehr nétig, die Losung in ,,geschlossener Form*,
d. h. durch zwei willkiirliche Funktionen mit bestimmtem Argu-
ment, darzustellen. Dies ist dann und nur dann moglich, wenn
die Koeffizientendeterminante |.4,,| einer linearen partiellen
Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
A (i, & = 0,1, 2,) verschwindet. An dieser Stelle kann dies je-
doch nicht niher ausgefiihrt werden.

In den beiden vorliegenden Fillen ist | 4,, | = o, wenn alle
A, — mit Ausnahme von A, im Falle B. — sich in der Form
Ay = k(@) a;, darstellen lassen, wo die a;, nicht mehr von ¢ ab-
hingen. Durch geometrische Uberlegungen 1dBt sich zeigen, daB3
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die A,, notwendig von dieser Gestalt sein miissen, wenn man
Geflechte der verlangten Art erhalten will.

Die allgemeinsten Losungen der particllen Differentialglei-
chungen lauten in den Fillen A. und B., je nach dem Wert der
Adjunkte a; = Ay Agyg — A3y der Koeffizientendeterminante:

A. Logarithmisches Geflecht:

ayH =" uy (y + b2) - cos [myz 4 1y (y + 62)], 03> 0,
b)H = ™" uy(y + b2) - Cof [myz 4 ny (y -+ 62)], 2y << O,

H=e""n(y+ bz) - Gin [myz + 12, (v + 62)], 0y << 0O,
)l =e" n(y+b2) - [e+ n(y+ 62)], o4y = O.

B. Lineares Geflecht:

ay £h=e" (v bz) - n,(y 4 bz) + myz oy << O,
b) =/ = (v + 62) -+ (myz + my) 1y (y + 62) S
+ (nyz + m2y)? n

Dabet sind 4, #eq, m, und 2 reelle Konstanten, 7, und », will-
kiirliche Funktionen einer Verdnderlichen, die lediglich so be-
schaffen sein missen, daf3 die Voraussetzungen I und II von
S. 84 erfillt sind.

Jede Funktion /A, welche einer der Funktionalgleichungen (15)
bzw. (16) genligt, muB notwendig dic Form einer dieser Ljsun-
gen haben. Durch Einsetzen in die entsprechende Funktional-
gleichung zeigt sich, daB3 diese erfillt wird. Die gefundenen
Lésungen sind somit die allgemeinsten.

Nach einigen Umformungen und affinen Transformationen,
einschlieflich eventueller Spiegelungen, 1d6t sich in jedem ein-
zelnen Falle die Flache x 4 % (¥, 2) = const. in einer der folgen-
den Formen darstellen:

A.Logarithmisches Geflecht:

a) x 4 In {7y () cos (z 4 1, (¥))] = const.,
b)a) x4+ 1In[n (y) Cof (2 + n,(y))} = const,,

B, 1) + 1n [ (%) @in (<& (& -+ 2 (3))] = const.,
c) ) B,) x + In [, () (& (2 + 75 (3))] = const.
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B. Lineares Geflecht:

a)w), B) x 4= ¢"ny (y) 4 ny (y) = const,,
b)), B) x + 7 (¥) + 2 1y (y) 4 2% = const.

Daraus ergibt sich

Satz 3: Die Flichen, welche einem zweiparametrigen Flichen-
system aus lauter kongruenten und parallelgestellten Flichen an-
gehoren, sind sdmtlich Schiebflichen, welche durch Verschieben
der Kurven a) x +1In cosz =0, 6) o) x4+ 1In Cf z = o,
b)BLY) 2+ 1In@in(42) =0, ¢)a),B)x+ In (L 2) =0 beim
logarithmischen Geflecht und a) o), B)x 4- ¢ = o0, byx - 22=o0
beim linearen Geflecht lings einer belicbigen Raumburve x =
1y (), & = ny () entstehen. Diese Kurven sind genau diejenigen,
welche sich bei den ebenen Kurvengeflechten aus lauter kongruen-
ten und parallelgesteliten Kurven ergeben (1.

Der Bereich, innerhalb dessen die Voraussetzungen I und 11
von 5. 84 erfilltsind, ist in den beiden Fillen des logarithmischen
bzw. linearen Geflechts:

A. Der Bereich, welcher von den beiden Ebenen
y=mv,y=2y, und a) vonden beiden Zylindern z + »,(y) =

= 4+ (%—E), b), ¢) von dem Zylinder z 4 »n, (v) =
¢,e >0, begrenzt wird, wenn die Funktion 7, (y) im In-
tervall y; < v < v, von Null verschieden ist.

B. Der gesamte euklidische Raum.

Die VerschiebungsgréBen p (¢), ¢ (p) und » (¢) ergeben sich
aus den Identititen (15) und (16). Bei der getroffenen Wahl des
Koordinatensystems im X-Raum ist die VerschiebungsgroBe
7 (@) stets gleich Null. Die beiden anderen Verschiebungsgré3en
lauten in den einzelnen Fillen:

A a)plp) = %ln (R} + RS, R, = e¢” cosry cos ¢ -+

+ e?* cos 7, sin @,

R )
7 (p) = arcctg »1\7:-, R, = ¢ sin » cos ¢ +

+ e?* sin 7y sin @,
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D) p(p) = —In (R Ry,  Ry= et 7cos g+
4 et sin @,

7(p) = %ln ﬁl ) Ry, = e" cos ¢ -
) _ + e sin @,
) p(p) = In Ry, Ry = e rycos ¢ +
+ e? ry sin @,
r(p) = ﬁl ) Ry = e? cos ¢ 4 ¢ sin ¢.

o

3 — Dy O08ptfySing
B.a)p (@ cos @ -+ sin @ ’
e’f()s_w;iv esin g

() =In COS @ + sin @

b

(py 4+ 7 cosg + (p, + 73) sing 5/ N
D) = T iy O
rieosp + 7ysing
cos @ + sin

r(p) =

Aus diesen Formeln ist sofort zu erkennen, dal3 » und 7 nicht
stets reell und endlich sind fur alle in Betracht kommenden
g-Werte. Je nachdem, ob cine der Grélen R; (7 = 1, 2) ver-
schwindet — wegen der Voraussetzung II von S. 4 kénnen nicht
beide zugleich verschwinden —, beide jeweils dasselbe oder ver-
schiedenes Vorzeichen haben, erhilt man folgende Ergebnisse:

A.Logarithmisches Geflecht:

Das zweiparametrige Flachensystem besteht aus

a) einerlei Flichen vom Typus a) und ist vollkongruent (vgl. [1]),

b) den drei Flichenarten b) o), £) und y) sowie den beiden ein-
parametrigen Zylindersystemen x 4- z + In (i3 (v)) 4 2, ()
= const. und ist teilkongruent (vgl. [1]),

c) den beiden Flichenarten ¢) o) und 3) sowie dem einparametri-

gen Zylindersystem x + In (%, (»)) = const. und ist teilkon-
gruent.
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Jeder der genannten Geflechtstypen a), b) und c¢) enthilt auller-
dem noch oo! Zylinder mit Gleichungen der Form z -+ #, (y) =
= const.

B. Lineares Geflecht:
Das zweiparametrige Flichensystem besteht aus

a) Flachen der beiden Typen a) o) und $3) sowie den beiden ein-
parametrigen Zylindersystemen x -+ 7, (y) = const. und
2z + In (ny (v)) = const. und ist teilkongruent,

b) einerlei Flichen vom Ty b) sowie dem einparametrigen Zylin-
dersystem 2z + #», (y) = const. und ist vollkongruent.

Fir Flichengeflechte, welche mehr als ein zweiparametriges Fla-
chensystem enthalten, gilt der

Satz 4: Enthdlt ein Flichengeflecht zwei oder mehr zweipara-
metrige Flichensysteme der betrachteten Art, so sind wnicht nur
die Fldachen jedes etnzelnen zweiparametvigen Systems, sondern
die Flichen aller zweiparametrigen Systeme untereinander kon-
gruent und parallel gestellt.

Die Existenz derartiger Flichengeflechte 1403t sich leicht an
Hand von Beispielen aufzeigen.

§ 4. Geflechte aus lauter kongruenten Fliachen

Es sollen nunmehr die Flachengeflechte (10), (11) der ein-
schneidendsten Forderung unterworfen werden, namlich der, dal
die Kongruenz nicht nur in der bisherigen Art fiir die Flichen
der ein- und zweiparametrigen Systeme, sondern fur alle Flichen
des Geflechts bestehen soll. Dabei sollen irgend zwei Flichen des
Geflechts durch Parallelverschiebung stets zur Deckung gebracht
werden koénnen oder es sollen — im Falle der Teilkongruenz —
hochstens endlich viele Flichenklassen existieren, innerhalb de-
rer dies moglich ist.

Die Betrachtungen, welche zu einer analytischen Formulie-
rung des Problems fithren, sind bereits in § 3 enthalten mit dem
Unterschied, dafB3 die VerschiebungsgroBen p, ¢ und 7 jetzt von
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zwel Parametern ¢ und ¢ abhidngen. Sie werden fiir den gesam-
ten Geflechtsbereich als endlich und dreimal differenzierbar vor-
ausgesetzt.

Sollen alle Flichen verschiedener cinparametriger Systeme
(#, @) kongruent und parallelgestellt sein, so mul3 die Identitiit

(18) Ay, 2)=p, @)+ k&(y + ¢(9, ¢), z + (9, p))

flir alle ¥, z und ¥4, ¢ erfiillt sein, wenn die Gleichung irgendeiner
der kongruenten und parallelgestellten Flachen des Geflechts die
Form x 4 £(y, £) = const. hat. Die Funktion £(y, z) soll drei-
mal differenzierbar sein. Speziell fur die drei Ausgangsflichen
der Parametersysteme 2« = const., v = const. und w = const.
gilt dann

(19> x+fz'<y’ :’) Ex—}—p[%— k(:‘/—i_ qt‘!3+ 7',-), (i: i, 2, 3/

wo die p;, ¢,, 7; ( = 1, 2, 3) beliebige reelle Zahlen sind. Wegen
IT 5.84 diirfen jedoch nicht alle ¢; bzw. alle 7, einander gleich sein.

Setzt man die Gleichungen (10) bzw. (11) unter Beachtung der
Identititen (18) und (19) in die Ebenengleichung (12a) ein, so er-
geben sich flir das logarithmische bzw. lineare Geflecht die beiden
Funktionalgleichungen

(20) A 2O +HEG +a(Bg) s +r (1) —

sin?d Cos(p.el’x+k(}'+qhz+n) + sin sin(p-c”’ LAy gzt
- + & "
+ cos rﬂ . eﬁa (y-+as +"a),

(1) B [p0, )+ k(4 ¢, 9), 2 + 7D, ¢)] (sind cos ¢ +
+ sin?d sin ¢ + cos?)
=[p+4&£y+ g, 2+ 7)) sind cosg +
+ [P+ (¥ + go 24 7y)] sind sing +
+ [P+ £(y + g3, 2 - 73)] cos

welche notwendig fur alle Wertsysteme (v, z) und (9, ¢) der zu-
gehorigen Geflechtsbereiche erfiillt sein missen.

Die Lésung der Funktionalgleichungen (20) bzw. (21) erfolgt
wiederum durch Zurlickfihrung auf partielle Differentialglei-
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chungen. Addiert man die Identititen (20) bzw. (21) zu den sich
durch zweimalige Differentiation nach 9 ergebenden, desglei-
chen die einmal nach ¢ differenzierten Identititen (20) bzw. (21)
zu denjenigen, die durch dreimalige Differentiation nach ¢ dar-
aus hervorgehen, so erhilt man in beiden Fillen je zwei eben-
falls identisch in v, z und 9, ¢ zu erfiillende Gleichungen der
Form:

(22) 3 By, (09 Ky, (v+q® ¢), 547 ¢) =0,

fj=0

aQ

(23) 2 Cpy@ ) K (y+490, ), 2+ 7, ¢) = o,

i =0

wo die partiellen Ableitungen nach dem ersten bzw. zweiten Ar-
gument von A wieder mit dem Index 1 bzw. 2 bezeichnet sind.
Dabei ist im Falle A. des logarithmischen Geflechts K (y, 2) =
%) und im Falle B. des linearen Geflechts K (y, 2) = £(y, 2),
Ky = 1 zu setzen. Ist ein Index gleich Null, so ist er einfach
wegzulassen (vgl. S.91). Die Koeffizienten B;; und C;;, sind sym-
metrisch, d. h. sie dndern sich nicht, wenn man die Indizes irgend-
wie permutiert.

Wenn die Identititen (22) und (23) fiir ein beliebiges festes
Wertepaar (I, g,) erfiilit sein sollen, dann muf3 K (¥, z) notwendig
cine gemeinsame Loésung einer homogenen linearen partiellen
Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
und einer solchen von der dritten Ordnung sein. Zur Ermittlung
der allgemeinsten Losungen kann man jedoch nicht den in § 3
beschrittenen Weg cinschlagen, da jetzt die Koeffizientendeter-
minante der jeweiligen partiellen Differentialgleichung nicht ver-
schwindet. Man kann aber ausgehen von dem Ansatz

(24) K(y,2) = /777,

wobel f3, v zunachst noch beliebige Parameter sind, die jetzt auch
komplex sein konnen. Durch Einsetzen in (22) bzw. (23) ergibt
sich eine bindre quadratische und cine biniire kubische Form mit
den Variablen f8, . Es kommen nur solche Wertepaare (f, y) in
Betracht, welche beiden Formen gemeinsam gentigen. Die all-

9 Manchen Ak. Sh. 19358
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gemeinste Losung kann wegen der Linearitit der Gleichungen
(22) und (23) nur eine Linearkombination von héchstens sechs
Funktionen der Form (24) sein. Eventuell kénnen noch Poly-
nome als Faktoren bei den Exponentialfunktionen oder als Sum-
manden hinzutreten, dann muB jedoch die Anzahl der Summan-
den kleiner sein als sechs. Es zeigt sich jedoch, daB3 die Lésungen
noch weiter eingeschrinkt werden missen, wenn sie auch den
Funktionalgleichungen (20) bzw. (21) geniigen sollen. Die all-
gemeinsten derartigen Loésungen kénnen hdéchstens drei Expo-
nentialfunktionen als Summanden enthalten. Treten weniger als
drei Exponentialfunktionen auf, so enthilt die Lésung noch li-
neare bzw. quadratische Funktionen in (y, 2).

In den einzelnen Fillen ergeben sich unter Einfihrung passend
gewihlter Koordinatensysteme die folgenden Fliachentypen, aus
denen man Geflechte der verlangten Art aufbauen kann:

A. Logarithmisches Geflecht:

a)1),2) x - In(cos y & ¢°) = const., (Fig. 1, 2),
b)1),2) x4+ In (Cof ¥ 4 ¢) = const., (Fig. 3, 4),
3) x + In (¢ — Cof ) = const,, (Fig. 4),

4),5) x4+ In(Siny + &) = const,, (Fig. s5),
6), 7) x + In (£ — Giny) = const., (Fig. 6),

¢)1),2) x-+In(y+e) = const., (Fig. 7),
3),4) x+In(+e—y) = const., (Fig. 8).

B. Lineares Geflecht:

a) x -+ cos y-¢° = const., (Fig. 9),

b) 1) x + Cof v-¢° = const., (Fig. 10),
2),3) x4 @iny-¢ = const, (Fig. 11),

c)1),2) xfy-¢& = const., (Fig. 12),

d)1),2) x4 y%2+ 2% = const.

Man erhilt sehr rasch ein anschauliches Bild vom Verlauf der
durch diese Funktionen dargestellten Flichen, wenn man ihr
asymptotisches Verhalten untersucht. Die Figuren 1 bis 12 geben
die ungefahre Gestalt dieser Flichen wieder. Dabei sind nur die-
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jenigen Flachen berticksichtigt, welche nicht durch Spiegelun-
gen oder Drehungen ineinander iiberfiihrbar sind. Ferner ist von
der Darstellung des elliptischen und hyperbolischen Paraboloids
abgesehen worden.

Der Bereich, innerhalb dessen die Voraussetzungen I und II
von S. 84 erfillt sind, ist in allen Fillen der gesamte euklidische
Raum, lediglich mit Ausnahme von A. a) 1) und 2), wo er von
zwel zur y-Achse senkrechten, voneinander um eine Strecke <<z
abstehenden Ebenen begrenzt wird.

Die VerschiebungsgréBen p (9, ¢), ¢(8, ¢) und »(9, ¢) ergeben
sich jeweils mit Hilfe der entsprechenden Funktionalgleichung.
Sie lauten in den einzelnen Fillen:

A. Logarithmisches Geflecht:

" 1 ’ %
a) p =~ In(R] + R}, R, —ZA cos g¢,,
i=1
R 3
1
g = arcetg ', R, = ,'_Z; A, sin g,
: 3
1 /‘).: R 4
7= ~In R Ry = Z A e,

3
1
b) p = ;’1” (Ry R,), Ry =D Ae
=1
3
1 R
q::—] /‘):, R,,:ZAigqx
i r=11
3
1 R
r=—In R‘}, , Ry = 3 A,ei,
7=1
3
C) ﬁ:lnRZ) RIZZA,q,y
=1
3
R
g_77\):” R::ZA“
=1
3
R,
7 = In /:,"—, Ry = X A5,

.
I
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Dabei haben die Gréflen 4; in allen Fallen folgende Bedeu-

tung:

Ay =e"sind cosp, Ay =e?sind sing, Ay = e cosd.

B. Lineares Geflecht:

R,y S
D =2 R = X dicos g,

&, — .
g = arctg —]t,? Ry, = D A.e’ising,,

2 p— 1

RZ} — V7 [I-t.j)!.’

b) p =2, Ry =3 Ao G g,
3 -
g = WTg > Ry =2 4,0 Cing

—i’ Rl" = > [Iz‘pi’

LY
[
=
Me EMe M
-.&\—I
2

Y = -g_z[i" R3 - 24 ‘/11' (p: _I_ (]: -—l: 7';),
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wobei jeweils das obere Vorzeichen fiir den Unterfall d) 1), das
untere fir den Unterfall d) 2) gilt.

Die Gréen A4 und A; haben in allen Fillen folgende Bedeu-
tung:

B
A=234, A =sind cosp, A, =sind sing, Az = cos .

=1

Die weitere Untersuchung der Verschiebungsgrofen fihrt zu
folgenden Ergebnissen:

A. Logarithmisches Geflecht:

a) Das Geflecht ist teilkongruent und enthilt die zwei Flichen-
typen a)1) und a)2), das zweiparametrige vollkongruente
Zylindersystem x - In cos y = const. und die co? Zylinder
z —In (4 cos ) = const., ferner das einparametrige Parallel-
ebenensystem x -+ z = const. und die co! Ebenen y = const.

b) Das Geflecht ist teilkongruent und enthilt die sieben ver-
schiedenen Flachentypen b) 1) bis b) 7) sowie drei zweiparame-
trige teilkongruente Zylindersysteme, die aus je dreierlei Zylinder-
typen bestehen:

o) 1), 2) x4 In (e 45 = const.,
3) x -+ In (—e? 4 &) = const.,
f)1),2) x4 1In (e’ &) = const.,
3) x4 In (e 4+ &) = const,,
)1 v -+ In Cof ¥ = const.,
2,3 x--InGin(4y) = const.

Ferner enthilt das Geflecht die co? Zylinder z— In Cof v = const.
und z — In &in (-~1) = const. Schlieflich gehéren dem Geflecht
noch die drei einparametrigen Parallelebenensysteme » + 2 =
const., x &= v = const. und die drei Parallelebenenbiischel y 42 =
= const., ¥ = const. an.

c) Das Geflecht ist teilkongruent und enthilt die vier verschie-
denen Flichentypen c) 1) bis ¢) 4) sowie zwel zweiparametrige
teilkongruente Zylindersysteme, von denen das eine aus zwei,
das andere aus drei verschiedenen Zylindertypen besteht:
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w1),2) x4 In(t 4 &) = const.,
2) x - 1In(e’ —1) = const.,
B)y1),2) x-+In(dy) = const.

Weiter enthilt das Geflecht die co? Zylinder z—In (4- y) = const.,
die beiden einparametrigen Parallelebenensysteme x + z =
const. und x = const. sowie die beiden Parallelebenenbiischel
¥ = const. und z = const.

B. Lineares Geflecht:

a) Das Geflecht besteht aus Flichen des Typs a). Die 003 Fli-
chen des Geflechts sind samtlich untereinander kongruent und
innerhalb zweier Teilbereiche zuecinander parallelgestellt. Das
Geflecht soll daher ,,bikongruent* heilen. Daneben enthilt das
Geflecht das zweiparametrige vollkongruente Zylindersystem
z -+ In cos y = const. und das einparametrige Ebenensystem
x = const.

b) Das Geflecht ist teilkongruent und enthilt dreierlei Flichen-
typen. Die co® Fliachen der Typen b) 2) und b) 3) sind unterein-
ander kongruent und parallelgestellt. Die oo® Flachen des Typs
b) 1) sind simtlich untereinander kongruent und innerhalb zweier
Teilbereiche je zueinander parallelgestellt. Daneben enthilt das
Geflecht die beiden aus je zwei Flichentypen bestehenden zwei-
parametrigen teilkongruenten Zylindersysteme x - ¢’ = const.
und x 4- ¢ "% = const., das zweiparametrige teilkongruente
Zylindersystem x + In Cof y = const. und x + In Siny = const.,
sowie das einparametrige Parallelebenensystem x = const.

c) Das Geflecht ist teilkongruent und enthilt die beiden Fli-
chentypen ¢) 1) und ¢) 2).

Daneben enthilt das Geflecht das zweiparametrige teilkon-
gruente Zylindersystem x 4- ¢ = const. und das zweiparame-
trige vollkongruente Zylindersystem z + In y = const. sowie dic
beiden einparametrigen Parallelebenensysteme x = const. und
z = const.

d) Das Geflecht ist vollkongruent und enthilt einerlei Flichen,
entweder vom Typ d) 1) oder vom Typ d) 2).
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Daneben enthilt das Geflecht nur noch das zweiparametrige
Ebenensystem R,y 4 R, z = const.

Die nicht entarteten co® Flichen einerlei Art sind in allen Fal-
len des logarithmischen und des linearen Geflechts untereinander
kongruent und parallelgestellt, soweit nichts anderes bemerkt
wurde.

Literatur:

[1] Graf, H.: Uber Geflechte kongruenter oder #hnlicher Kurven. Sitz.-
Ber. d. Bayer. Ak, d. Wiss., Jahrg. 1928, S. 205-246.
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