BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

SITZUNGSBERICHTE

JAHRGANG

1958

MUNCHEN 1958

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

In Kommission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung Miinchen



25

Geordnete Gruppen mit Zerlegungseigenschaft

Von Heinz Bauer in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 4. Juli 1958

1. Einleitung

Man verdankt G. Choquet [4]-[7]}* eine Reihe tiefliegender
und fiir Anwendungen in der Analysis bedeutsamer Sitze Uber
die Existenz und Eindeutigkeit von Integraldarstellungen mit
Hilfe extremaler Elemente konvexer Kegel. Es sei ndmlich £ ein
lokalkonvexer Raum (iber dem Kérper der reellen Zahlen), P
ein separierter, konvexer, spitzer Kegel in 72 mit der Spitze o € P
und mit kompakter Basis B, sowic 5, die Menge aller Extremal-
punkte von B. Dann ist jeder Punkt x, von 2 die Resultante min-
destens cines von der abgeschlossenen Hille von B, in B getra-
genen, positiven (Radonschen) MaBes o auf B, d. h. es gilt

Xg = vad/c.

Wenn B, in B abgeschlossen ist, so wird g spezicll von B, ge-
tragen. Ist jedoch 2, in B nicht abgeschlossen, so sichert der
Existenzsatz von Choquet fiir jeden Punkt xy & 7 die Existenz
mindestens ecines von B, getragenen, positiven MabBes o auf B
mit der Resultante g unter der Voraussetzung, daB die Basis B
metrisierbar ist. Der Eindeutigkeitssatz von Choquet besagt
(ohne eine {iber die Kompaktheit hinausgehende Voraussetzung
Uber B): Ist der Kegel P beziiglich seiner natiirlichen Ordnung
< ein Verband, so ist jeder Punkt von 7 die Resultante héchstens
eines von B, getragenen, positiven Males auf 5.

Beim Studium der Choquetschen Arbeiten habe ich bemerkt,
daB der Eindeutigkeitssatz giiltig bleibt, wenn man von P nur

* Zahlen in eckiger Klammer verweisen auf das Literaturverzeichnis am
SchluB dieser Note.

4 Minchen Ak, Sb. 1958
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cine Folgerung aus der Verbandseigenschaft, nimlich die folgen-
de Zerlegungseigenschaft fordert: Zu je drei Elementen a,b,x P
mirt x < a + b existieren Elemente a',b' @ P mit x = a' -6 so-
wic @' < a und &' < 6. Diese Bemerkung hat dann cine inter-
essante Konsequenz: Immer dann, wenn jeder Punkt xy,& P
die Resultante mindestens ecines von 5, getragenen, positiven
MaBes auf B ist, erweist sich diese Zerlegungscigenschaft als
dquivalent mit der Eigenschaft von 22, ein Verband zu sein. Be-
sitzt dann nidmlich 2 die Zerlegungseigenschaft, so ist /7 iso-
morph zum Kegel J/, aller von B, getragenen, positiven Male
auf B. Da J/, ein Verband ist, muB3 auch 2 cin solcher sein. Dic
beiden Eigenschaften sind somit gleichwertig, falls entweder 2,
in B abgeschlossen oder B metrisierbar ist. Da die Existenz posi-
tiver, auf B, konzentrierter Mafle mit vorgegebener Resultante
nur in Spezialfillen gesichert ist, 1dBt sich durch diese Uber-
legung nicht entscheiden, ob die beiden Eigenschaften etwa so-
gar fir beliebige Kegel 2 mit kompakter Basis B dquivalent sind.

DaB dies tatsdchlich zutrifft, soll in dieser Note gezeigt werden.
Die Aquivalenz der beiden Eigenschaften ergibt sich dabei schon
allgemeiner in geordneten abelschen Gruppen, in welchen die
Menge der positiven Elemente Dedekind-vollstindig ist. Die
Dedekind-Vollstindigkeit des Kegels /2 erweist sich als eine FFol-
gerung aus der Kompaktheit seiner Basis 5.

Unser Resultat ist auch von Interesse im Hinblick auf ein Bei-
spiel von I. Namioka [8], S. 45, wonach es geordnete Banach-
Riume gibt, deren positive Kegel die Zerlegungseigenschaft
besitzen, aber keine Verbinde sind.

2. Dedekind-vollstindige geordnete Gruppen
mit Zerlegungseigenschaft

Es sei G eine abelsche, additiv geschriebene Gruppe und 2
eine Teilmenge von & mit folgenden zwei Eigenschaften:

(Pp) P+ PCP;

(P2) P (—P)={o}.
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Dann definiert bekanntlich! 2 in G eine mit der Gruppenstruk-
tur vertrigliche Ordnungsrelation (teilweise Ordnung):

(R) xSy == y—xEP (x,y € G).

In bezug auf diese ist 2 die Menge aller positiven Elemente, d. h.
aller x € & mit o < . Ist umgekehrt < eine mit der Gruppen-
struktur vertrigliche Ordnungsrelation, so besitzt die Menge P
aller positiven Elemente die Eigenschaften (P;) und (Py) und P
definicrt seinerseits wieder die Ausgangsrelation <.

Insbesondere ist somit /2 hinsichtlich der induzierten Ordnungs-
relation eine geordnete Menge.

Wir nennen die Menge P Dedekind-vollstindig, wenn gilt:

(Py) Fiir jede nicht leere, nach wunten filtrierende Teilmenge Q
von P existiert inf Q in P, d. h. Q besitzt in der geordneten
Menge P eine grofite Minorante.

Dabei heiBt bekanntlich Q C P nack unten (bzw. oben) jil-
trierend, wenn zu je zwei Elementen x;, x,& Q ein Element
¥ & Q existiert mit x < xy und x < x, (bzw. 13 < x und x, < x).

SchlieBlich wollen wir sagen, es besitzt P die Zerlegungseigen-
schaft, wenn gilt:

(Py) Zu je drei Elementen a, b, x & P mit
x<a-+b
existieren Elemente a', b’ & P mit
x=a -+, d <a wund b <5b.
Hiermit gleichwertig ist die Eigenschaft:

Py PrA(@+b—P)=P~(a—P)+ P~ (b—P)
(a, 6 P).

Beispielsweise besitzt P die Zerlegungseigenschaft, wenn G
ein Verband, also eine verbandsgeordnete Gruppe ist oder wenn
allgemeiner 2 beziliglich der Ordnungsrelation < ein Verband

! Vgl. hierzu und fiir das Folgende N. Bourbaki [1], Chap. VI und [z],
Chap. 11,

*

4
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ist, In der Tat: in der mit der induzierten Ordnungsrelation ver-
sehenen Untergruppe G’ = P — P von G ist P die Menge aller
positiven Elemente. Nach [1], S. 13 (prop. 8) ist daher G’ cine
verbandsgeordnete Gruppe; nach [1], S.14 (corollaire) folgt
hieraus die Zerlegungseigenschaft fir 2.

Der einleitend angekiindigte allgemeine Satz gestattet nun
eine Aussage in der umgekehrten Richtung:

Satz 1. Esist Pein Verband, falls P dic Zerlegungseigenschaft
besttst und Dedekind-vollstindig ist.

Dem Beweis stellen wir zwei Hilfssitze und einige Bemerkun-
gen voran.

Hilfssatz 1. Es sei P Dedekind-vollstindig und Q eine nicht
leere, nach unten filtrievende Teilmenge von P. Iy jedes Ile-
ment a & P ist dann awch die Menge a - Q eine nach unten fil-
trierende Teilmenge von P. Zwischen den grifiten Minoranten
in P dieser beiden Mengen besteht die Beziehung

inf (¢ + Q) = a 4 inf Q.

Beweis. Mit Q ist auch die Menge @ - Q nach unten filtrie-
rend, da die Ordnungsretation < mit der Gruppenstruktur ver-
triglich ist; aus ¢ € £ und Q C P folgt a 4- Q C P nach (P)).
Gemil (Py) existieren also in 2 die Elemente ¢ = inf Q und
g'=inf (@ -+ Q). Da aus ¢ < x folgt a + g < a -f- x fiir jedes
x & Q, ist @ + ¢ eine in 2 gelegene Minorante von a 4 Q, also
a -+ g <gq'. Weiter ist @ < a 4 x fir jedes x & @, also a < ¢
und somit ¢’ — & ein Element von 2. Aus ¢’ < a 4 x fur alle
x & Q folgt daher, dal3 ¢’ — a cine zu 2 gehorige Minorante von
0, also ¢' —a <g ist. Aus a4+ g < ¢ und ¢ —a < g folgt
dann die behauptete Gleichheit: ¢’ = a + ¢.

Dieser Hilfssatz wire cine bekannte Tatsache aus der Theorie
der geordneten Gruppen, wenn in (Py) die Existenz von inf Q in
G und nicht nur in £ gefordert wire. Aus ihm folgt nun aber, daf3
das Infimum von @ in P sogar das Infiimum von Q in G ist.

Hilfssatz 2. Ist die Menge P Dedekind-vollstindig, so exi-
stiert fiir jede nicht leeve, nack unten filtrierende Menge Q C P
das Infimum in G und ist gleich dem Infimum in P.
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Beweis. Es sei ¢ das Infimum von @ in 2. Dann ist zu zeigen:
aus ¢ & G und ¢ < x fiir jedes x &€ Q folgt ¢ < ¢. Fur den Be-
weis sei x, ein beliebiges Element von Q. Wegen ¢ < x; ist dann
@ = x, — ¢ ein Element von 2 mit @ 4 ¢& P. Nach Hilfssatz 1
ist daher ¢ = a + ¢ das Infimum der Menge a + @ in . Aus
¢ < xfolgta + ¢ < a -+ xfurjedesx & Q; esist also a + ¢ cine
in P gelegene Minorante von @ + Q und somit 2 4- ¢ < ¢’ =
a -+ ¢. Hieraus folgt die behauptete Ungleichung ¢ < g.

Aus Hilfssatz 2 folgt nun mit den aus der Theorie der geord-
neten Gruppen gelidufigen Uberlegungen, daB3 die Eigenschaft
(Py) dquivalent ist mit der folgenden: Fiir jede nicht leere, nach
oben filtrierende, majorisierte Teilmenge Q von P existiert supQ
in P (und damit auch in G).

Nun erst soll der Beweis des Satzes 1 erbracht werden:

Wir beweisen zunichst die Existenz von sup (e, 8) in P (und
damit auch in &) fir je zwei Elemente ¢, § & . Es sei hierzu
O die Menge aller Elemente x & £ mit

(1) a<b-+ x.
( ist nicht leer, denn es ist beispielsweise @ ein Element von Q.
Wir zeigen, dafl Q nach unten filtrierend ist. Es seien ndmlich

¥, X, zwel Elemente aus Q. Wegen a < & - x; sichert (P,) die
Existenz von Elementen &', x’l = P mit

(2) a=1~0 42, & <b und x| <a.
Aus a < b -- x, und (2) folgt
(3) 2 <b—b -+ x,,

. M 7 . .
wobel & — &', x, und x| Elemente von 2 sind. Eine erneute An-
wendung von (P,) ergibt daher die Existenz von Elementen 4",
2= P mit

(4) =0 42", b <b—b und ¥ <u,.

Dann ist 2 ein Element aus Q mit 2" < x; und "' < x,. In der
Tat:aus (2) und (4) folgt

() a=15 b g < b+ x"
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und somit ' & Q. Nach (4) ist ferner "' < x, und wegen 6" € P
auBerdem 2’ < &' - x'' = x}, also nach (2) schlieBlich 2" < x,.
Somit ist @ eine nicht leere, nach unten filtrierende Teilmenge
von P,

Nach (Py) existiert dann ¢ = inf Q. Nun ist nach Definition
von @ das Element ¢ & P ecine Minorante der Menge 6 + Q,
also nach Hilfssatz 1

©) o <inf(b+ Q) =b-+q.

Es ist mit anderen Worten ¢ das kleinste Element der Menge Q.
Setzen wir ¢ = & + ¢, so ist also @ < ¢ und wegen ¢ < /2 auch
b6 < ¢. Wir zeigen, dal3 ¢ sogar die kleinste Majorante von @ und
b, also ¢ = sup(q, 6) ist. Es sei hierzu ¢’ eine beliebige Majorante
von g und b:a < ¢ und 6 <. Dann ist ¢/ —6E P und

¢)) a<c =06+ (—20b).

Es ist daher weiter ¢/ — 6 & @ und somit g < ¢/ — &, also ¢ < ¢'.
Also existiert wie behauptet sup (e, 8) und es gilt

(8) sup (@, b) = b+ ¢.

SchlieBlich existiert auch inf (¢, 6) in & (und damit wegen
0 < a und o <4 auch in P) fur belicbige Elemente a, 6 & 2.
Wir setzen hierzu

(9) d = a-+b-—sup(a,b)

und zeigen, dafl & = inf (@, 4) ist. Zunichst ist /= P, da a 44
eine Majorante von @ und 4 ist. Wegen ¢ < sup (e, ) und
6 < sup(a, b) ist ferner d < ¢ und & < 4. Ist weiter &' = G eine
beliebige Minorante von @ und 4, so ist 2 + b — &' eine Majo-
rante von @ und & und somit sup(e, b)) < a + 6 —d'. Also ist
d'" < dund daher 4 = inf (a, b).

Damit ist Satz 1 vollstindig bewiesen.

Bemerkung. Unser Beweis hat nebenbel crgeben, dal} die
grofite Minorante inf (a, 4) in P je zweier Elemente 2, 6 = P zu-
gleich die groBte Minorante dieser Elemente in & ist. Dies folgt
auch bereits aus dem Hilfssatz 2, da die aus den drei Elementen
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a, b und inf (a, &) bestehende Menge Q C 2 nach unten filtrie-
rend ist. Im {brigen gilt dies immer, wenn je zwei Elemente
aus P eine groBte Minorante in 2 besitzen. Der Beweis hierfiir
ist analog zu dem unseres Hilfssatzes 2. Vgl. auch [1], S. 13
(prop. 8).

Mit Hilfe bekannter einfacher Schliisse (vgl. [2], S. 21 (prop. 1))
ergibt sich noch:

Korollar. Besitzt P die Zerlegungseigenschaft und ist P
Dedekind-vollstindig, so existiert fiir jede nicht leere Teilmenge
Q von P das Infimumn in G und fiir jede nicht leere majorisierte
Menge Q C P das Supremum in G. Wird zusitzlich G = P— P
vorausgesetst, so ist G eine vollstindige verbandsgeordnete Gruppe.

3. Dedekind-Vollstindigkeit in topologischen Gruppen

Es soll hier gezeigt werden, daf3 gewisse Kompaktheitsvoraus-
setzungen in einer topologischen Gruppe G die Dedekind-Voll-
stindigkeit von 2 zur Folge haben.

Wir ergianzen hierzu die in der letzten Nummer iiber & und 7
gemachten Voraussetzungen. Es sel jetzt G eine topologische
abelsche Gruppe und 7 eine Teilmenge von ¢ mit den Kigen-
schaften (P;) und (P,). Fiir jedes Element a & P setzen wir

(10) Co,a] = PA@—P).
Es ist also [0, @] die Menge aller x & G mito < x < a.
Wir behaupten:

Satz 2. Die Menge P ist Dedekind-vollstindig, wenn fiir jedes
Element a & P die Menge (0, a] kompakt® ist.

Beweis. Es sei O eine nicht leere, nach unten filtrierende Teil-
menge von 2. Fiir cin belicbiges Element ¢ & @ ist dann auch
die Menge Q' aller x € Q mit x < a nicht leer und nach unten

* Wir verwenden den Bourbakischen Kompaktheitsbegriff (kompakt =
separiert und bikompakt).
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filtrierend. Da ferner jede Minorante von Q' eine Minorante von
Q ist und umgekehrt, gentgt es zu zeigen, dall inf Q' in 7 exi-
stiert. Wir kénnen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, dall Q ein grofites Element a besitzt: Q C [o, @] und
a & Q. Nach Voraussetzung ist [0, @] kompakt, also der Filter-
basis § aller Mengen Q ~ [o, #] mit x & Q mindestens ein Punkt
g € lo, a] adhirent. Wir wollen zeigen, dall ¢ = inf Q ist. Zu-
nichst ist nach Voraussetzung jede Menge [0, x] eine kom-
pakte Teilmenge des kompakten Raumes [o, 2}, also [o, ] in
[0, @] abgeschlossen fir jedes x © Q. Da ¢ & |o, @] der Filter-
basis § adhérent ist, folgt hieraus ¢ & [0, #] und damit ¢ <=«
fir jedes x & Q. Ist andererseits ¢’ & P eine beliebige Mino-
rante von @, so ist Q und damit jede Menge aus § enthalten in
der Menge aller v & G mit ¢ <x < g, also in ¢’ 4 [0, a — ¢')
C [o, @]. Da die Abbildung » — ¢’ 4+ x eine Homéomorphie des
Raumes G auf sich ist, folgt aus der Kompaktheit von [0, @ — ¢]
die von ¢' + [0, @ — ¢'] und hieraus die Abgeschlossenheit die-
ser Menge in [0, «]. Der der Filterbasis § adhidrente Punkt g4
muf also in ¢’ - [0, a ——¢'] liegen, d. h. es ist insbesonderc
¢" < ¢. Wie behauptet, ist daher ¢ das Infimum von Q in P.

Korollar. Die Menge |0, a] sei fiir jedes Flemnent a = P lomn-
pakt. Dann sind die beiden folgenden Eigenschaften gleichwertiy :

(D) P ist etn Verband.
(11) P besitst die Zerlegungseigenschaft.

Beweis. (I) = (II): Der Beweis ist enthalten in der im An-
schluB an die Eigenschaft (P}) gemachten Bemerkung auf S. 27-28
dieser Note. Die Topologic von G bleibt hierbei noch unberiick-
sichtigt.

(II) = (I): Dies folgt unmittelbar aus den Sitzen 1 und 2.

4. Anwendung auf Kegel mit kompakter Basis

Es sei jetzt G speziell ein topologischer (nicht notwendig lokal-
konvexer) Vektorraum E Gber dem Korper R der reellen Zahlen
und P ein konvexer Kegel in E mit der Spitze o & P; der Kegel
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sei spitz, d.h. es sei P ~(—P) = {o};* ferner sei P, aufgefalit als
Unterraum des topologischen Raumes 72, separiert, genlige also
dem Hausdorffschen Trennungsaxiom. SchlieB3lich besitze 2 eine
kompakte Basis, d. h. es wird die Existenz einer affinen linearen
Mannigfaltigkeit A7 in /£ gefordert, welche den Punkt o nicht
enthilt und mit jeder Erzeugenden von P cinen Punkt gemein-
sam hat und fiir welche B = M ~ P kompakt ist. Die kompakte
konvexe Menge B heillt cine Basis von 2. Es hat dann A7 mit
jeder Erzeugenden von £ genau einen Punkt gemeinsam, woraus
folgt, daB jeder Punkt x == o aus P awuf genau eine Weise in der
Form

(11) x=Aib mit A>0(E R)und 6& B

dargestellt werden kann.

Wir stellen zunichst einige weitere Eigenschaften solcher
Kegel 2 zusammen, die wir fiir unsere Zwecke benétigen.

Hierzu definieren wir die Menge

(12) S={i|o<i<1, 6E B}
und behaupten:
Hilfssatz 3. Die Menge S ist kompakt.

Beweis. Es sei 7= [o,1] das beziglich seiner ublichen
Topologie kompakte Einheitsintervall auf der Zahlengeraden R.
Durch die Abbildung (4, §) — 46 wird der Produktraum /7 X 7
stetig auf S abgebildet. .S ist kompakt als stetiges Bild des kom-
pakten Raumes /7 X B im separierten Raum 2.

Nun ist % eine abelsche Gruppe und 2 eine Teilmenge dieser
mit den Eigenschaften (P;) und (P,). Daher definiert 2 in /2
cine Ordnungsrelation < gemiB (R), die wegen der zusatzlichen
Eigenschaft von 2, stabil beziiglich der Anwendung von Homo-
thetien mit positivem Betrag zu secin, sogar mit der Vektorraum-
struktur von /¢ vertriglich ist.

Hilfssatz 4. Fiir jedes Flement a & P ist die Menge o, al
kompakt.

3 Definitionen dieser Begriffe findet der Leser bei N. Bourbaki [3].
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Beweis. Die Behauptung ist trivial fiir ¢ = o. Also kann a==0
und dann sogar ¢ & B angenommen werden, da x — Ax flr
jedes A > o eine Homdoomorphie von £ auf sich ist, die auf 7
einen Automorphismus hinsichtlich der Ordnungsstruktur indu-
ziert. Wir zeigen zunichst: aus ¢ & B folgt o, 2] C S. Fir jedes
Element x & [0, @] ist ¥ = @ —x ecin Element von 2 mit a =
=x -+ y. Fir x =0 oder x = a gilt trivialerweise x & S, so dal}
also x == 0 und y #= 0 angenommen werden kann. Nach (11)
existieren dann Elemente xy, & B und Zahlen 4 >0, p>o0
mit x = Ax, und y = uy,. Folglich ist

1 - A i n
TExn & & xy F A Yo

T o T—:' ‘;t_
ein Element der konvexen Basis B. Wegen a & B und der Ein-
deutigkeit der Darstellung (11) mufBl dann A+ p =1, also
0 < A <1 sein. Also ist x & S. Dal schliefilich [o, a] kompakt
ist, folgt aus der jetzt leicht zu bestitigenden Gleichheit

[0,a] = S~ (a—S)
und aus Hilfssatz 3.

Der in der Einleitung erwihnte Satz ist nun cine unmittelbare
Folgerung aus Hilfssatz 4 und dem Korollar zu Satz 2:

Satz 3. Fiir einen separierten, konvexen, spitzen Kegel P nit
kompakter Basis in einem topologischen Vektorraum FE sind
Sfolgende zwei FEigenschaften gleichwertig:

(D P ist ein Verband.
(1) P besitzt die Zerlegungseigenschaft.

Bemerkung. Im Anschlufl an den Hilfssatz 3 kann man zeigen:
S ist eine kompake Umgebung der Null in 7, der Kegel £ also
lokalkompakt. Bei G. Choquet [4], [7] wird (ohne Beweis) be-
hauptet, dall aus der Existenz ciner kompakten Basis schon al-
lein die lokale Kompaktheit (und damit die Separiertheit) von
P folgt. Man kann aber Beispiele dafiir angeben, dal} dies selbst
in lokalkonvexen Riaumen ohne die Voraussetzung der Sepa-
riertheit nicht zutrifft. Umgekchrt gilt nach Choquet (loc. cit.):
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Ist % lokalkonvex und besitzt die Null cine kompakte Umge-
bung in £, so ist /2 separiert und es besitzt 7 eine kompakte
Basis.

5. Anwendung auf Teilbarkeitsfragen

Bekanntlich kann aus jedem Resultat der Theorie der geord-
neten Gruppen eine Aussage tber Teilbarkeitsverhiltnisse in
Integrititsbereichen bzw. deren Quotientenkdrpern gefolgert wer-
den.* Ohne auf Einzelheiten einzugehen, soll hier abschliefend
die dem Satz 1 entsprechende teilbarkeitstheoretische Aussage
formuliert werden.

Es sei hierzu A ein kommutativer Integrititsbereich mit
Finselement und A* die Menge aller von Null verschiedenen
Elemente aus 4. Dann folgt aus Satz 1t und seinem Korollar:

Satz 1*. Der Integrititsbereich A besitze folgende zwei FEigen-
schaften:

(P} Ist xE A* Teiler des Produkbtes ab zweicr Flemente
a, b = A*, so ist x das Produkt @' b’ von Elementen a',6' & A*,
von denen a' ein Teiler von a und &' ein Teiler von b ist.

(PY) Ist Q eine nicht leere Teilmenge von A* derart, daf je
cwei Elemente xy, xy & Q einen gemeinsamen Teiler x < Q be-

sitzen, so extstiert in A* cin grifiter gemeinsamer Tetler vorn Q.

Unter diesen Voraussetzungen besitzt dann jede nicht leere
Teilmenge von A* einen grifiten gemeinsamen 1eiler; jede nicht
leere Tetlmenge von A* mit einem gemeinsamen Vielfachen be-
Sitst ein kleinstes gemetnsames Vielfaches.

* Vgl. N. Bourbaki [1], S. 6 ff.
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