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Ein Satz über Massenmomente rc-ter Ordnung 

Von Rudolf Albrecht in München 

Vorgelegt von Herrn J osef Lense am 1. Juni 1956 

C. A. Laisant beweist folgenden Satz: Ist MÜM ein Bogen 

der Bahn, die ein Massenpunkt unter dem Einfluß einer Zentral- 

kraft mit dem Zentrum O beschreibt, X der Schwerpunkt des 

Bogens MÜM, wenn er umgekehrt proportional der Geschwindig- 

keit des Massenpunktes mit Masse belegt ist und R der Schwer- 

punkt der Sektorfläche O M0M, so liegen die drei Punkte O, R 

X auf einer Geraden und OX = — O R. 
2 

Diese Aussage ist Spezialfall eines allgemeineren und ziemlich 

trivialen Satzes über Massenmomente n-ter Ordnung: Es sei 

r (P) der Ortsvektor vom Punkte O zum Punkt P eines Bereiches 

B, r(P) stetig differenzierbar bezüglich seiner Parameter, Q(P) 

die stetig veränderliche Massendichte und dw ein Linien-, Flä- 

chen- bzw. Raumelement von B. Das vektorielle Moment n-ter 

Ordnung bezüglich des Punktes O der Massenverteilung von B 

ist 

f ra I x I” Q dw, n = r 111”1. 

B 

Es gibt einen Mittelwert 5R, so daß 

9b |9t|” f odw = J H I r I" Qdw, 9tx = 91 laft)“
1
, 

B B 

ist. Wir betrachten folgende zwei Fälle: 

a) Der Bereich B sei die ebene oder Kegel-Fläche 

r(r, t) = o ^ r K 1, ta<Lt<Ltb, 

wobei durch j(7) eine offene oder auch geschlossene Kurve dar- 

gestellt werden mag. Dann ist 

dw — \ X tt I dsdt = s IJ X fjt \ dsdt 
München Ak. Sb. 1956 
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und wir haben für Q(P) = const, n —2, = ï|j|_1 

J J&lïllï X lt\dt> 
B 

l X h\dt=~-J EilïriïXï^/ 

Das Ergebnis ist für n = o und w = l evident. Wird z. B. durch 

j(V) eine geschlossene bezüglich des Punktes O sternige Kurve 

in der x, jy-Ebene dargestellt, so gilt für den Schwerpunkt 

= (xs, ys) des von dieser Kurve begrenzten Bereiches mit der 

Fläche F 

letzteres durch partielle Integration, und Entsprechendes für ys. 

Nehmen wir an, die Kurve j(zf) sei mit Masse belegt und 

Für das Moment ;w-ter Ordnung, m = n -f- r 1>—2, gilt mit 

dem Mittelwert £ 

2 F = J (xÿ — yx) d t, 

ï\~r + 1 |sinfe,^)|. 

a a 

oder 
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Deshalb liegt der Mittelwert ?»-ter Ordnung 3c des in der an- 

gegebenen Weise belegten Bogens und der Mittelwert n-ter 

Ordnung 31 der Fläche auf einer Geraden durch 0. Ist speziell 

r = o, so hat man 

I æ [" 
n + 2 

Für n = 1 erhält man hieraus das Ergebnis von Laisant, wobei 

ein Massenpunkt sich unter dem Einfluß einer Zentralkraft durch 

O auf der Kurve ç(7) bewegt, so daß |j X £,| = const wird und 

0 '—’ =- zu wählen ist. 
Vf, 

b) Wir erhöhen die Dimension um 1 und betrachten den räum- 

lichen Bereich B 

v(s, t, u) = sl(t, «); o ^ s 5^ 1 ; t,u ÇE G ; 

wobei durch £(7, u) eine offene oder auch geschlossene Fläche 

dargestellt werden mag. Dann ist 

d co = \xs[vt X rj| ds dt du = X £„]\ds dt du 

und wir haben für p(P) = const, n >—3, £1 = £[£|_1 

^ll^r J life X £*]\dtdu = —.f SiUriïtEz X £„]| dt du. 
G " "T J G 

Nimmt man wieder an, die Fläche £(7, u) sei mit Masse belegt 

und 

e(P) 
Ute x £„] 1 , 

I y x iu I il 
r+ 1

 I cos (£, lt X £„)|, 

dann gilt für das Moment m-ter Ordnung, m = n -f- r >—3, 

mit dem Mittelwert 3c 

æ1|æ|w = n + 3 0 
3t1|3t|

n 

J ] £ teXï«]| dt du 
G  

G 
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Die Punkte 36 und 9t liegen auf einer Geraden durch O, für r = o 

ist 

I æ I” = ^-±-^3^19t I". 

Die Ergebnisse lassen sich natürlich für einen a-dimensionalen 

Bereich x(s, tx, t2, ... ta_x) = sTç(tlt t2, ..., ta_1) erweitern, wobei 

aus der Funktionaldeterminante der Faktor J“
-1 heraustritt. 

Setzt man für die vorkommenden Einheitsvektoren l, so erhält 

man entsprechende Aussagen über skalare Momente n-ter Ord- 

nung. 

Man beachte, daß in der gegebenen Darstellung mehrfach 

zählende Bereichselemente auftreten, falls der Bereich B nicht 

sternig bezüglich 0 ist. 
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