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Differentialgeometrische Eigenschaften
der Integralflichen linearer partieller Differential-
gleichungen zweiter Ordnung

Von Robert Sauer in Miinchen

Vorgelegt am 8. Oktober 1954
Mit 2 Abbildungen

Die vorliegende Untersuchung bezieht sich auf die lineare
partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welche die gesuch-
te Funktion f(x, ¥) nicht explizit enthilt, also

“fei + 28/ + 1Sy + ofs+0f, = 0.

Die Koeffizienten sind Funktionen der unabhingigen Verinder-
lichen x, ¥ und sollen ebenso wie die gesuchte Funktion f(x, y)
die jeweils erforderlichen Stetigkeits- und Differenzierbarkeits-
voraussetzungen erfillen. Durch reelle Koordinatentransforma-
tion 14t sich stets erreichen, dafBl die Koeffizienten ¢ und o
verschwinden, dal3 also die Differentialgleichung die speziellere
Form

1) Llfl=alxy)fo+ 260, 9) )y + (x, y)fyy == 0

annimmt. Diese Form legen wir der weiteren Betrachtung zu-
grunde. Wir werden die Integralflichen der Differentialgleichung
(1) durch gewisse differentialgeometrische Eigenschaften kenn-
zeichnen und hierauf zeigen, dall man aus den Lésungen einer
Differentialgleichung (1) durch gewisse lineare Transformatio-
nen sofort die Losungen aller ,,projektiv-verwandten‘ Differen-
tialgleichungen erhilt.
Wir sctzen fortan

(2) D= fo. f,— /o Found ac—6° =0

\

voraus, beschrinken uns also einerseits auf nicht abwickelbare
Integralflichen und andrerseits auf Bereiche der x, y-Ebene, in
denen die Differentialgleichung entweder vom hyperbolischen
(ac— 4% < 0) oder vom elliptischen Typus (ac — 62> o) ist.
Miinchen Ak. Sb. 1954
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Ein kurzer Vorbericht tiber die Ergebnisse der vorliegenden
Untersuchung wurde beim Internationalen Mathematikerkon-
greB in Amsterdam gegeben.!

1. Kennzeichnung der Integralflichen im hyperbolischen
Bereich (ac—b% < 0)

Im hyperbolischen Bereich der x, y-Ebene (ac—46%* < 0) ist
D = o, es gibt positiv und negativ gekriimmte Integralflichen.
Durch
(3) ady?—2bdy dx 4 cdx® = o

sind zwei Scharen reeller Kurven (Charakteristiken) bestimmit,
dyy
dr,
gen der Charakteristiken der ersten bzw. zweiten Schar, so folgt
aus Gl. (1) und den beiden Gleichungen

(4) adyi, — 2bdy, dx, + cdxi = o (= 1,2)
wegen dy, dx, — dy,dx, = o sofort
(3) Frx dx; dx, +fxy (dxydy, + dxy dyy) +fyy dy, dy, = o.

Auch umgekehrt haben die Gln. (4) und (3) die Gleichung (1)
zur Folge.

. . dy, . .
welche ein Kurvennetz erzeugen. Seien- und d}x“ die Steigun-
2

Satz It Jm hyperbolischen Bereich sind die Integralflichen der
Differentialgleichung (1) dadurch gekennzeichnet, daf
das durch GI. (3) ein fiir allemal festgelegte Charakie-
ristikennetz in derv x, v-Ebene Grundrif} eines konjugicr-
ten Kurvennetzes etner jeden Integralfliche ist.

Das Integrationsproblem der Differentialgleichung (1) kann
also folgendermaBlen geometrisch formuliert werden: Es sind die-
jenigen Flachen im x, v, f~Raum zu ermitteln, welche Giber einem
vorgegebenen Kurvennetz der x, y-Ebene als Grundrif ein kon-
jugiertes Kurvennetz enthalten.

Diese differentialgeometrische Aufgabe 1483t sich durch folgen-
de differenzengeometrische Aufgabe verdeutlichen: In der x, v-

! Proc. Intern. Congr. of Math. 1954, Amsterdam, Bd. IT S. 252-253.
Vgl. auch Berichte des 1. Colloque sur les équations aux dérivées partielles,
Louvain 1953, S. 119-126.
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Ebene sei ein aus 2 Polygonscharen erzeugtes Vierecksnetz vor-
gegeben. Gesucht sind im x, y, /-Raum diejenigen Polyeder,
welche als Seitenflichen ebene Vierecke und als Grundrif3 in der

v}

)

b)
A\bb 1

x, y-Ebene das vorgegebene Vierecksnetz haben. Ein solches Po-
lyeder ist festgelegt, wenn man entweder (a) zwei aufeinander-
folgende Randpolygone oder (b) einen diagonalen Streckenzug
kennt (Abb. 1). Fall (a) entspricht dem charakteristischen, Fall
(h) dem nicht-charakteristischen Anfangswertproblem der Diffe-
rentialgleichung (1).
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2. Kennzeichnung der Integralfiichen im elliptischen
Bereich (ac—b2> 0)

Im elliptischen Bereich der x, y-Ebene (a¢c — 62> o) ist stets
D <o, alle Integralflichen sind negativ gekrimmt. Denn durch
eine Affinitdt

T=Ynx + Yz J=YaX+ Yy (Y11 Y22 — Y12 Y21 F 0)
IaBt sich Gl. (1) lokal stets in

afiz + efy; =0

uberfiithren und aus

ac = (ac—"0%) (Y1 Ye2—— Y12 Y2)? >0
folgt dann
oy —fa S fafi < o

Durch
6) ady,dy,—"b(dxidy, +dx,dyy) + cdx dxy = 0

ist in jedem Punkt x, v eine elliptische Geradeninvolution (charak-
teristische Involution) bestimmt. Die beiden Scharen der Asym-
ptotenlinien einer Integralfliche genligen in der x, v-Projektion
den Gleichungen

7> fxx dﬁt‘i + 2fxu a’lxk dyk +fyy d./vl?t =0 ('é = 1:2:'

Aus diesen beiden Gleichungen und Gl. (1) folgt wegen

dy dxy— dy,dxy = o sofort Gl. (6), und umgekehrt haben die
Gl. (7) und (6) die Gleichung (1) zur Folge.

Satz IL: [ elliptischen Bereich sind die (- stets negativ ge-
kriimmten =) Integralflichen der Differentialgleichung
(1) dadurch gekennzeichnet, daff die Grundrisse ihrer
Asymptotenliniennetze der charakteristischen Involu-
tion (6) geniigen.
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3. Legendre-Transformation

Neben dem Raum x, y, /-Raum R (homogene Punktkoordinaten
¥y, X9, %3, %y und homogene Ebenenkoordinaten uq, u,, u;, 2,)
betrachten wir auch einen &, v, ¢-Raum P (homogene Punkt-
koordinaten &;, £,, &; &, und homogene Ebenenkoordinaten
01, By, Oy, ©y). Wir bilden die Rdume R und P dual-projektiv
aufeinander ab, ndmlich durch die Legendre-Transformation

() Uy ity g oy = Gy by (—E) i (—Ey),
: W1 Wy iyl Wy = X1y (—xy) (—xy).
Entsprechende Elemente stehen dann in der Beziehung von Pol
und Polarebene am elliptischen Paraboloid

A b as—2ryr, = o0, dh 2Ry = 2f.

Diese Transformation verwandelt eine Fliche f = f(x, ») des
Raumes R in eine Fliche ¢ = o (£, v) des Raumes P, wobei die
bekannten Beziehungen

E=fo, n=F, x=9: y=09,, f+o=zxi+yy

bestehen. Ist f(x,v) Losung der linearen Differentialgleichung
(1), so ist ¢ (£, 1) Lésung der quasilinearen Differentialgleichung

(9) a (9, 9,) 0, —26(9:,9,) 0z, + (92, 9,) Pz = O

und umgekehrt.

Satz I11: Die Integralfldchen der Differentialgleichungen (1) und
(9) sind zueinander dual-projektiv. Den konjugicrien

Kurvennetzen und den Asymplotenliniennetzen ent-
sprechen also jeweils ebensolche Netze.

Bemerkenswert ist die Zuordnung der Grundrisse der einander
entsprechenden Integralflichen in der x,y-Ebene und der & v-
Ebene: Wegen

dt =fxxdx+f\ydy: d’] __-fxydx +fyydy
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und Gl (5) besteht fiir die Grundrisse einander entsprechender
konjugierter Kurvennetze die reziprok-orthogonale Beziehung

(Abb. 22)

Y.
J
% 172)) f
Abb. 2
<IO> dyy . fxxrd'f?. +fxyf'5’2 = dt, dys o _(I'EI
(21,1‘1 fodIZ -+ fyy”’}’z (l"l]._, ’ {71.2'2 (2"[11 :

Aus Gl (7) ergibt sich fiir einander entsprechende Asymptoten-
liniennetze die gegenldufig-orthogonale Bezichung (Abb. 2b)
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) Ay dn | dh
a axy day’ RES dy’

wegen

d‘ild'ﬂg‘—dagd"h == (dxldyz—dxzdyl) (fxxfyy —fiy)
und fxxfuy _"f:;c?u <o

ist die Zuordnung tatsichlich gegenldufig, d. h. der Umlaufsinn
kehrt sich um,

Satz IV: [ hyperbolischen Bereich sind die Charakteristiken-
netze fiir einander entsprechende Integralflichen der
Differentialgleichungen (1) und (9) (— als Grundrisse
entsprechender konjugierter Kurvemnetze —) resiprok-
orthogonal aufeinander bezogen. Im elliptischen Be-
reich und, soweit die Integralflichen negativ gekriimmi
sind, auch tm hyperbolischen Berveich sind die Grund-
risse dev Asymptotenliniennetze einander entsprechender
Integralflichen der Differentialgleichungen (1) und (9)
gegenldufig-orthogonal aufeinander bezogen.

4. Projektiv verwandte Differentialgleichungen

Als ,,projektiv-verwandt'* bezeichnen wir Differentialgleichun-
gen (1), bei denen im hyperbolischen Bereich die Charakteristiken-
netze und im elliptischen Bereich die charakteristischen Involu-
tionen durch eine (- nicht entartete —) kollineare Abbildung
(12) 2 = @ng‘_ﬁm}_”{” @14 Y _Bmi‘*‘_@g)’i’ Bzi

Bar + Baey + Bus } Barx + By + Bus

auseinander hervorgehen.
Ergianzt man die Transformationsgleichungen (12) durch die
weitere Gleichung

r /
<13) f o Baix + By + Bus ’

so wird eine kollineare Abbildung des x, y, f/~-Raums auf einen

x', ', f'-Raum definiert, bei welcher die x, y-Ebene der x/, 3'-

Ebene und der uneigentliche Punkt der f~Achse dem uneigent-




312 Robert Sauer

lichen Punkt der /'-Achse zugeordnet ist. Auf Grund der Sitze [
und IT fahrt diese Kollineation die Integralflichen f = f(x, y) der
vorgegebenen Differentialgleichung L [f] = o fdber in die
Integralflichen /' = f' (x', ') der projektiv-verwandten Diffe-
rentialgleichung L' [f'] = o.

Satz V: Die Integralflichen einer Differentialgleichung L] f] =0
und die Integralfiichen einer projektiv-verwandien
Differentialgleichung L' |f'] = o sind zueinander
kollinear, Aus den Lisungen einer Differentialgleichung
L[f] = o erkdlt man die Lisungen aller projektiv-ver-
wandten Differentialgleichungen L' [ f'] = o durch die
lineare Transformation (13).

Bei der Legendre-Transformation (8) entsprechen den Kolli-
neationen (12), (13) des z, ¥, f/~Raums die radialen Affinititen des
£, 1, p-Raums

(14) Bgy&’ = By & 4 Byav— B9, Byyn’ = By & - Byyn-~Byy5,
Byso' = — By & —Bym +Byo;

die B, sind die algebraischen Komplemente der (3;; in der {
Matrix.

ik

Satz VI: Die Integralflichen zweicr quasilinearer Differential-
gleichungen (9), welche durch Legendre-Transfor-
mation aus zwei projektiv-verwandien Differential-
gleichungen L[f] =0 wund L'[f] =0 hervorgehen,
sind miteinander durch dic rvadiale Affinitit (14)
verkniipft.

5. Anwendungen

Die Herleitung der Lésungen einer Differentialgleichung (1)
aus den Lésungen einer projektiv-verwandten Differentialglei-
chung gemil} Satz V ermoglicht eine sehr einfache und unmittel-
bare Einsicht in verschiedene bekannte Sitze der Differential-
geometrie und der Physik. Wir beschrianken uns auf eine kurze
Erlauterung der beiden folgenden Beispiele:
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(2) Infinitesimale Flachenverbiegung.!

Das Problem, zu einer vorgegebenen Fliche z = z(x, ) die
Flichen

x =x+€f(xsy): ¥ =J/+€J7(x,y): Z=3(x:y)+€§(x:y)

zu finden, welche bei Beschrinkung auf die in der Konstanten e
linearen Glieder Biegungsflichen der vorgegebenen Fliche sind,
fithrt auf eine Differentialgleichung vom Typus (1), ndmlich

.
(16) Zyy By == 285y Zxy T+ Fxx £y = O,

fiir die zu bestimmende Funktion z (x, y). Die beiden weiteren
gesuchten Funktionen # (x, y) und 7 (x, y) erhilt man dann durch
Quadraturen.

Ist die vorgegebene Fliche 2 = z (x, ¥) negativ gekriimmt, so
ist die Differentialgleichung (15) hyperbolisch und hat als Cha-
rakteristiken die Grundrisse der Asymptotenlinien der gegebenen
Flache. Ist die vorgegebene Fliache positiv gekriimmt, so ist die
Differentialgleichung (135) elliptisch; ihre charakteristische In-
volution ergibt sich als Grundril aus den Paaren konjugierter
Flachentangenten der vorgegebenen Flache.

Zueinander kollineare Flichen z = z (x, y) und 2’ = ' (%', y)
fihren hiernach in Koordinatensystemen, in denen die uneigent-
lichen Punkte der z-Achse und z'-Achse einander zugeordnet
sind, auf projektiv-verwandte Differentialgleichungen (15). Wenn
man also die Biegungsflichen der Fliche z = z (%, ¥) kennt, so
erhilt man nach Satz V sofort die Biegungsflichen aller kolli-
nearen Flichen z' = 2’ (x, ¥). Dieses bekannte Ergebnis der
Differentialgeometrie wird meist auf einem weniger unmittel-
baren Weg gewonnen.

(b) Strémungen von Gasen mit der Tschapligin’schen
Druck-Dichte-Beziehung.?

—

1G. Darboux: Théorie des surfaces, Bd. IV S. 11-12, Paris 1896. Vgl
auBerdem etwa R. Sauer: Anfangswertprobleme bei partiellen Differential-
gleichungen, Springer 1952, S. 95-98.

2 Vgl. etwa R. Sauer, a.a. O. S. 100 und 103.
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Bei Gasen mit der Tschapliginschen Druck-Dichte-Beziechung
(16) p:A+§

fihrt die Untersuchung sowohl der stationiren zweidimensiona-
len als auch der nichtstationidren eindimensionalen Strémungs-
vorginge (—unter gewissen idealisierenden Voraussetzungen —) auf
eine Differentialgleichung vom Typus (1). Im nichtstationéren
Fall und, wenn man sich auf Uberschallgeschwindigkeiten be-
schrinkt, auch im stationdren Fall ist diese Differentialgleichung
hyperbolisch. Die Charakteristiken sind im nichtstationiren Fall
die Tangenten einer Parabel, im stationdren Fall die Tangenten
eines Kreises. Infolgedessen sind die Differentialgleichungen (1)
der beiden Fille projektiv-verwandt, und mit Hilfe von Satz V
kann man sonach die zweidimensionalen stationiren Uberschall-
stromungen aus den eindimensionalen nichtstationdren Stré-
mungen herleiten und umgekehrt.

Die in dieser Untersuchung besprochenen differentialgeometri-
schen Beziehungen sind wohl groflenteils nicht neu. Es scheint
aber, daB sie in der vorhandenen Literatur nirgends unter einem
einheitlichen Gesichtspunkt dargestellt wurden.



