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Tterationsverfahren zur konformen Abbildung eines
Ringgebietes auf einen konzentrischen

Kreisring
Von Rudolf Albrecht in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Josef Lense am 14. Mai 1954

Die konforme Abbildung des allgemeinen, nicht ausgearteten
zweifach zusammenhingenden schlichten Gebietes auf einen
konzentrischen Kreisring ist von P. Koebe [1]! mittels seines
von ihm als ,,Schmiegungsverfahren’’ bezeichneten Iterations-
verfahrens geleistet worden. Das Problem wird dabei mit Hilfe
der universellen Uberlagerungsfliche des Gebietes auf die Ab-
bildung eines einfach zusammenhingenden Gebietes zuriick-
gefiihrt. Dieses Verfahren eignet sich jedoch nicht fiir praktische
Anwendungen.

Von E. Graeser [2] und Y. Komatu [3] wurden spiter zwei
andere, prinzipiell wenig voneinander verschiedene Methoden
der iterativen Behandlung der Abbildungsaufgabe angegeben,
die die Beniitzung der universellen Uberlagerungsfliche ver-
meiden. Nach den dort gegebenen Grundgedanken lassen sich
durch Verallgemeinerung und Lockerung der Voraussetzungen
im Hinblick auf die praktische Anwendungsméglichkeit anpas-
sungsfihige Iterationsverfahren konstruieren. Zum Nachweis
ihrer Konvergenz erweist es sich zweckmiBig, den Existenz-
beweis der Abbildung im folgenden nochmals zu fithren.

I. Existenz der Abbildung

Wir nehmen an, daB3 das abzubildende Gebiet schlicht ist, da
dieser Fall praktisch hauptsidchlich interessiert. Ferner wihlen
wir fiir das Gebiet eine Gestalt, die unserem Verfahren besonders
angepalt ist.

! Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf die am Schlusse an-
gegebenen Literaturnachweise.
Miinchen Ak. Sb. 1954
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Definition 1. Unter einem ,,Ringgebiet D sei ein zweifach
zusammenhingendes Teilgebiet eines schlichten konzentrischen
Kreisringes Kp . verstanden, dessen Randkontinua den inneren
Kreis des Ringes ganz umschlicfen.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir voraus-
setzen, dald das nicht ausgeartete, zweifach zusammenhingende,
abzubildende Gebiet ein Ringgebiet D ist, das in einem Kreisring
Ky, einer z-Ebene liegt, dessen Randkreise Ky bzw. X, die Glei-
chungen |z| == R bzw. |z| = » (R > » > 0) haben. Auf dem #u-
Beren Randkontinuumvon 2 gibtesnunmindestensje einen Punkt,
der vom Punkt z = o einen maximalen Abstand D, bzw. einen mi-
nimalen Abstand &, hat. Ebenso gibt es auf dem inneren Randkon-
tinuum von D mindestens je einen Punkt mit maximalem Abstand
D; bzw. minimalem Abstand &; vom Nullpunkt. Wir wollen in
Zukunft fiir den Kreisring Kp . R = D, und » = &; wihlen.

Definition 2: Als ,auBerer Modul M des Ringgebictes 2

D,
wird das Verhiltnis 7;‘, als ,,innerer Modul M/ das Verhiltnis
1

‘a .
D, bezeichnet.

Ist M = M= M, D also selbst schon ein konzentrischer
Kreisring, so wird der gemeinsame Wert 4/ bekanntlich Modul
schlechthin genannt. Die so definierten Moduln geniigen der Un-
gleichung # > M und sind simtlich gegeniiber den Abbildun-
gen w = czt! (¢ = const) invariant.

Wir betrachten nun die Familie § aller Funktionen, die

(I) in D reguldr und schlicht sind und 0 wieder auf in K . ge-
legene Ringgebiete so abbilden, dalB3

(II) die duBeren Moduln der Bildgebiete kleiner als der duflere
Modul von 2 sind.

Dann lassen sich folgende Sitze beweisen:

Hilfssatz 1. Die Funktionenmenge § ist nicht leer, enthilt
keine Konstanten und bildet in D eine normale Familie.

Beweis: Um zu zeigen, dal} § nicht leer ist, betrachten wir das
im Kreise K}, liegende, vom dufleren Randkontinuum von D be-
grenzte, einfach zusammenhingende Gebiet G, wobei wir, even-
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tuell nach einer Spiegelung am Kreise |z| == |/ R7, annehmen
kénnen, daf3 dieses Gebiet nicht mit dem Inneren von X}, iden-
tisch ist. Wir kénnen dann stets eine im Komplementirbereich von
D verzweigte Wurzelabbildung (z. B. eine Koebesche Quadrat-
wurzelabbildung [4]) so ausiiben, daf3 G an den Kreis K}, ange-
schmiegt wird und der Nullpunkt dabei in sich iibergeht. Dabei
wird 2 schlicht und so abgebildet, daf3 die Bildpunkte des inne-
ren Randkontinuums von 2 vom Nullpunkt wegriicken. Folglich
ist der dulere Modul des Bildgebietes kleiner als der von 0.

Nach Voraussetzung (I) soll 2 immer auf ein Ringgebiet ab-
gebildet werden, also enthalt § keine Konstante.

Infolge der gleichartigen Beschrianktheit der zugelassenen Ab-
bildungsfunktionen ist § eine normale Familie.

Hilfssatz 2 : Die Familie § ist kompakt.

Beweis: Wir zeigen, dal} fir den Betrag der Ableitung jeder
Funktion aus § in jedem abgeschlossenen Teilbereich von D eine
gleichartige (d. h. von der Wahl der speziellen Funktion unab-
hingige), nur von der Art des genannten Teilbereiches abhingige,
von Null verschiedene untere Schranke existiert:

Hat man eine offene, ganz in D gelegene Kreisscheibe, so folgt
die Existenz der behaupteten Schranke fir jede in der offenen
Kreisscheibe enthaltene konzentrische abgeschlossene Kreis-
scheibe aus dem Koebeschen Verzerrungssatz [5]. Auf die oft
angegebene normierte Formulierung dieses Satzes kann unser
Fall leicht zurtickgeftihrt werden durch eine ganze lineare Funk-
tion mit Koeffizienten, deren Betrag zwischen zwei von Null ver-
schiedenen festen Schranken liegt. Nach dem Heine-Borel-
schen Uberdeckungssatz kann jeder beliebige, ganz in D gelegene,
abgeschlossene Bereich durch eine endliche Anzahl offener, ganz
in D gelegener Kreisscheiben iiberdeckt werden. Daraus folgt
die Existenz der behaupteten Schranke fiir jeden abgeschlosse-
nen Teilbereich.

Infolge dieser Beschrianktheit des Betrages der Ableitung hat
keine konvergente Funktionenfolge aus § eine konstante Grenz-
funktion. Dann ist aber nach einem bekannten Satz jede Grenz-
funktion schlicht [6] und § also kompakt.

Die beiden Hilfssdtze liefern den
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Satz 1 Der auBere Modul A der Bildgebiete von D ist ein
stetiges Funktional 7 > M > 1 in §. Diejenigen Funktionen
aus §, fiir die er sein Minimum A/ annimmt, bilden das Ring-
gebiet D auf einen konzentrischen Kreisring mit dem Modul
M ab und sind bis auf Abbildungen der Art w = cz¥! (¢ =
const) eindeutig bestimmt.

Beweis: Jeder Funktion f &€ § ist eindeutig ein dullerer Mo-
dul M (f) zugeordnet, jeder konvergenten Funktionenfolge im
besonderen der dullere Modul ihrer in § enthaltenen Grenzfunk-
tion. A (f) ist also ein stetiges, positives Funktional in §. Somit
existiert nach einem bekannten Satz [7] eine Extremalfunktion
fEF, die M(f) minimalisiert, d.h. fiir die M (fy) < M(f) fiir
jede Funktion /& § ist. Das Minimum ]l[_(fo) = M ist >1, da
nach Hilfssatz 2 der dulBlere Modul eines Bildgebietes sich nicht
beliebig dem Wert 1 nihern kann.

Jo bildet D auf einen konzentrischen Kreisring mit dem Modul
M ab; denn wiren die Randkontinua des von f, entworfenen
Bildgebietes von D keine konzentrischen Kreise, so ist durch
Hinzunahme einer beim Beweis des Hilfssatzes 1 angegebenen
Abbildung eine Funktion aus § zu konstruieren, die den duleren
Modul weiter verkleinert, im Gegensatz zur geforderten Minimal-
eigenschaft.

Eine andere Extremalfunktion /§ muf3 D auf einen ebensolchen
Kreisring abbilden. Die allgemeinste Abbildung eines schlichten
konzentrischen Kreisringes mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt
auf einen ebensolchen ist bekanntlich v = ¢c2z+1[8]. Bei ihr bleibt
der Modul invariant. Folglich kénnen sich f, und f§ nur um eine
solche Abbildung unterscheiden, und es gibt keine Funktion, die
D auf einen konzentrischen Kreisring mit einem gréferen Modul
als M abbildet.

Satz 1 veranlaf3t zur folgenden

Definition 3. Wir bezeichnen die Funktionen aus § als,,Schmie-
gungsfunktionen fiir das Ringgebiet D*.

Bei einer schlichten Abbildung eines konzentrischen Kreis-
ringes auf ein Ringgebiet der bezeichneten Art ist der dullere
Modul des Bildes also groler als der des Kreisringes. Es gilt aber
noch allgemeiner folgende Aussage.
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Satz 2: Die Funktion z=g(w) sei im Kreisring 7, |w| <R,
regulir und eindeutig und auf das Innere des Kreisringes
r, << |2| << R, beschrinkt. Einer in 7, <|w|<ZR, gelegenen
geschlossenen Kurve mit von Null verschiedener Umlaufszahl
beziiglich des Punktes w = o mdge dabei eine ebensolche be-

R,

ziiglich des Punktes z = o entsprechen. Dann ist —;w— <- P
w z

und das =Zeichen tritt im und nur im Falle z = Cw*! (C =
const) ein.

Beweis: Wir betrachten die universelle Uberlagerungsfliche
von 7, << lw| < R,. Infolge der obigen Voraussetzungen wird
sie auf ein einfach zusammenhingendes Gebiet der universellen
Uberlagerungsfliche von 7, < |z| <C R, abgebildet. Durch je
eine regulire Funktion mit nicht verschwindender Ableitung
kénnen die Uberlagerungsflichen auf die Einheitskreise einer
w- bzw. einer {-Ebene abgebildet werden. Dann entspricht der
Funktion z = g(w) eine in |w| < 1 regulire, auf |{| << 1 be-
schrinkte Funktion { = g;(w). Wir fihren in den Einheitskrei-
sen eine beziiglich linearer Transformationen des Einheitskrei-
ses in sich invariante Metrik [9] mit dem Bogenelement

ds — 2 do |

So i

I —|w*

ein. Der in dieser Metrik gemessene Minimalabstand ¥,
zweier dquivalenter Punkte ist, wie eine einfache geometrische
Uberlegung lehrt, in der w-Ebene lings des Bildes vonw= |/ Ry 7,
zu messen und betragt

P 72
Foin = Tang — R, (10].
In ——
Infolge des Satzes von G. Pick [11] gilt fiir den in der gleichen
Metrik gemessenen Minimalabstand W zweier dquivalenter

min

Punkte nach der Abbildung ¢ = g, (w)
"pm'in S \F

— min
oder

v

R w
7; ]
w
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wobei das = Zeichen dann und nur dann eintritt, wenn { = g, (o)
eine lineare Transformation des Einheitskreises in sich ist. Einer
solchen entspricht aber eine schlichte Abbildung des Kreis-
ringes 7, < |w|<C R, auf den Kreisring », < |z| << R,, die
nur die Funktion z = Cw*1! leistet.

Ziel des Satzes 2 ist folgendes

Kriterium fiir Schmiegungsfunktionen : z— g(w) sei eine Funk-
tion nach Satz 2, die von einem Teilgebiet von 7, < |w| < R,
als Bild ein im Kreisring 7, << |z| <Z R, gelegenes schlichtes

R,
Ringgebiet D entwirft, dessen duBBerer Modul gleich , ist. Dann
z
ist der in D eindeutige Zwelg w = f(z) der Umkehrfunktion von
z = g(w) fiir D eine Schmiegungsfunktion.

Dies folgt nun unmittelbar aus Definition 3 und Satz 2.

Ein Beispiel einer solchen Schmiegungsoperation ist folgende
Verallgemeinerung einer von J. Heinhold [12] angegebenen
Schmiegungsabbildung einfach zusammenhingender Gebiete:

D sei Teilgebiet eines (schlichten) konzentrischen Kreisringes,
dessen Randkreise Punkte mit den Randkontinua von D gemein-
sam haben. Der Kreisring wird, falls dies moglich ist, durch im
Komplementirbereich von 20 verlaufende radiale ,,Geraden-
stacheln’ aufgeschlitzt. Die schlichte Abbildungsfunktion des
geschlitzten Kreisringes auf einen konzentrischen Kreisring ist
fiir £ nach obigem Kriterium eine Schmiegungsfunktion.

II. Konstruktion von Iterationsfolgen

Praktisch approximiert man eine nicht bekannte Abbildungs-
funktion eines Ringgebietes auf einen Kreisring durch eine Folge
iterierter Schmiegungsfunktionen fiir Ringgebiete aus der Fa-
milie §. Das Ergebnis einer solchen Iteration ist stets eine Funk-
tion aus §, die das Ringgebict auf ein anderes mit kleinerem dulle-
ren Modul abbildet und deshalb nach dem vorhergehenden Exi-
stenzbeweis eine Niherungsfunktion der gewiinschten Abbil-
bildungsfunktion darstellt:

Wir bilden 2 durch eine Folge von Funktionen £, (g) auf eine
Folge von Ringgebicten D, in z,-Ebenen (v = 1, 2, 3, ...) ab,



Iterationsverfahren zur konformen Abbildung 175

indem wir jeweils O, auf D, durch eine Schmiegungsfunktion
z, = ¢,(z,_1) beziiglich D, , abbilden und

fv (Z> e cpv(@v—l (@v—? . ))

setzen (der Index o ist wegzulassen). Die reguldre Funktion f, (z)
ist in [ schlicht und gehort wieder der Familie § an. Die zu den
Gebieten D, gehorigen dulleren Moduln Mv bilden dann eine im
strengen Sinn monoton abnehmende Folge. Wir fordern noch, dal

lim £, (¢) = f(2) vorhanden und
(111) T
Vlirr;o M, =M ist,
wobei M wieder die untere Grenze der dulleren Moduln bezeich-
nen soll. Dann ist #(z) nach Satz 1 cine gewlinschte Abbildungs-
funktion.

Wesentlich fiir die Anwendung ist nun, daBl man fiir die
Schmiegungsfunktionen ¢, elementare Schmiegungsfunktionen
zur Abbildung einfach zusammenhingender Gebiete auf eine
Kreisscheibe beniitzen kann. Diese Riickfiithrung des Abbildungs-
problemes auf die Abbildung einfach zusammenhingender Ge-
biete kann ohne Verwendung der universellen Uberlagerungs-
fliche auf zwei Arten erfolgen:

1.

Wir schneiden den Kreisring Ky, ., der das abzubildende Ring-
gebiet [ enthilt, lings eines Radius auf, dessen diametraler, in
Ky , verlaufender Radius nicht nur aus Punkten von 2 besteht.
Den aufgeschnittenen Kreisring samt dem durch den Schnitt ein-
fach zusammenhingend gewordenen Gebiet D bilden wir so auf
eine Kreisscheibe £ ab, daf3 die Bildpunkte der Schnittrander von
D) symmetrisch zu einem Durchmesser von % liegen. Diese Ab-
bildung benétigt die s#-Funktion. Dann iiben wir in %~ Opera-
tionen so aus, daB das Bild des aufgeschnittenen Ringgebietes 2
auf £ angeschmiegt wird und gleichzeitig die Symmetrie der Bil-
der der Schnittrinder von D erhalten bleibt. Beispiel einer sol-
chen Operation ist eine Koebesche Wurzelabbildung, deren in
2 gelegener Verzweigungspunkt auBerhalb des Bildgebietes des
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aufgeschnittenen Ringgebietes D auf dem Durchmesser liegt, der
Symmetrielinie der Bilder der Schnittriander ist.

Wird nun wieder £ samt dem angeschmiegten Bildgebiet so
auf einen radial aufgeschnittenen Kreisring Kj , abgebildet,
dafl} sich die Bilder der Schnittrinder von D ohne Stérung der
Stetigkeit aneinander schlieBen und auBlerdem dabei die ibrigen
in Ky . gelegenen Teile der Schnittlinie keine Bildpunkte der
Kreise K und K, enthalten,! so ist die resultierende Abbildungs-
funktion nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip und dem
obigen Kriterium fiir D cine Schmiegungsfunktion: IThre Um-
kehrfunktion ist als Zusammensetzung regulirer Funktionen in
Kp, ,, reguldr und bildet ein Teilgebict dieses Kreisringes schlicht
auf D ab.

2.

Die Verwendung elliptischer Funktionen kann aber auch ver-
mieden werden. Wie beim Beweise von Hilfssatz 1 bereits an-
gedeutet, fuhrt folgende Verallgemeinerung der alternierenden
Verfahren von E. Graeser[2] und Y. Komatu [3] zum Ziele:

Wir betrachten das abzubildende Ringgebiet D als Durch-
schnitt zweier einfach zusammenhingender Gebiete Gy bzw.G . G,
sei dasim Inneren von K gelegene, vom dulleren Randkontinuum
von [ begrenzte und den Nullpunkt enthaltende Gebiet, & das
im AuBeren von K. gelegene, vom inneren Randkontinuum von
D begrenzte und den Punkt oo enthaltende Gebiet. Wie beim Be-
weise von Hilfssatz 1 folgt, daf3 alle Funktionen, z. B. solche von
Wurzelabbildungen [1] (wobei nicht nur der meist gewihlte Fall
der Quadratwurzel gemeint ist), Kreissichel- [13], Stachel- [12]
oder Kreisbogendreieckabbildungen [14], oder auch die der Me-
thode von T. Theodorsen [15], die entweder G, unter Festhal-
tung des Nullpunktes an X, oder G, unter Festhaltung des Punk-
tes co an K, anschmiegen, auch Schmiegungsfunktionen fir das
Ringgebiet D zur Annidherung an einen konzentrischen Kreis-
ring sind.

! Diese Voraussetzung ist notwendig, damit in den Kreisring K, ,, keine
radialen Schlitze hineingezogen werden, wodurch der duBere Modul zunimmt
(siehe das Beispiel auf Seite 174).
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Ausdriicklich sei bemerkt, dafl wir bei der praktischen Anwen-
dung fiir die Schmiegungsfunktionen ¢ (z,_) nicht stets ein und
denselben Funktionstyp wihlen und damit durch Iteration eine
Niherungsfunktion

Sy = 9,(00—1 Pu—z ... .))

der gewlinschten Abbildungsfunktion herstellen, sondern jeweils
beliebige, moglichst zweckméBig dem abzubildenden Ringgebiet
angepalte Schmiegungsoperationen benutzen, wodurch die Kon-
vergenz des Verfahrens wesentlich beschleunigt werden kann.
Hierdurch unterscheiden sich unsere praktischen Verfahren von
den mehr im Sinne von Existenzbeweisen gefihrten der beiden
oben genannten Autoren, bei denen streng abwechselnd auf je
eines der Gebiete G, bzw. G, eine Koebesche Quadratwurzel-
abbildung oder eine exakte Abbildung auf einen Kreis durch-
gefithrt wird.

Praktisch werden immer nur endlich viele Schritte ausgefiihrt,
in denen 2 beliebig genau einem konzentrischen Kreisring an-
gendhert werden kann. Soll jedoch mit Hilfe eines solchen Itera-
tionsverfahrens der Existenzbeweis der Abbildungsfunktion ge-
fithrt werden, so ist zu beachten, dal3 nicht jede der oben genann-
ten Schmiegungsfunktionen bei beliebiger Gestalt der einfach zu-
sammenhiingenden Gebiete Gy und G anwendbar ist.! Ferner
miissen die Forderungen (III) erfiillt werden.

Wurzelabbildungen sind bekanntlich immer méglich. Mit ihnen
kann der Existenzbeweis folgendermaBen gefiihrt werden:

Wir wihlen im Falle der Anschmiegung von G, an K bzw.
von G, an K, jeweils einen Randpunkt, der vom Nullpunkt einen
kleinsten bzw. einen groften Abstand hat, als Verzweigungs-
punkt der Wurzelabbildung und wenden solche Schmiegungs-
operationen alternierend auf Gy bzw. G, an. Ferner fiithren wir
stets einen bestimmten Punkt von 2 in sich und das duflere Rand-
kontinuum von D in das duBlere des Bildes tiber. Aus der Folge
der so erhaltenen Schmiegungsfunktionen £, (z) ausgewahlte kon-
vergente Teilfolgen miissen simtlich gegen Grenzfunktionen kon-

! Das Innere einer radial aufgeschlitzten Kreisscheibe kann z. B. nicht
durch eine Kreissichelabbildung auf diese Kreisscheibe selbst angeschmiegt
werden.

13 Miinchen Ak. Sb. 1954
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vergieren, die D auf einen konzentrischen Kreisring abbilden, da
unser Verfahren nicht konvergieren kann, solange der innere und
der duBere Modul des Bildgebietes von 2 voneinander verschie-
den sind, und weil ferner die Familie der Schmiegungsfunktionen
normal und kompakt ist. Die erhaltenen Grenzfunktionen sind
aber alle identisch. Dies folgt aus Satz 1, denn Abbildungen der
Art w == ¢z*"' sind durch das Festhalten des Innenpunktes und
die Uberfithrung des duBeren Randkontinuums von 2 auf das
duBlere des Bildes ausgeschlossen. Weil jede konvergente Teil-
folge gegen dieselbe Grenzfunktion konvergiert, konvergiert die
Folge der /, (¢) selbst gegen diese nach Satz 1 eindeutig bestimmte
Grenzfunktion.
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