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Zur Quadratsummendarstellung
in relativquadratischen Zahlkorpern

Von Hanfried Lenz in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Oskar Perron am 4. Dezember 1953

Nach Artin® lafit sich jede totalpositive Zahl eines Korpers K
als Quadratsumme darstellen. Fir den Fall, dal X quadratisch
iber einem algebraischen Zahlkdrper & ist, beweisen wir nach
cinem Ansatz von Otto Meifiner? den

Satz: Ist ~y eine totalpositive Zahl einer guadratischen FErwei-
terung K eines algebraischen Zahlkérpers G, so gibt es eine Dar-
stellung

2 2 2 2
(1) vy=o¢*+a+a+..... + a,,,
wobei o dem Kiorper K und alle a,, dem Grundkiorper G an-

gehdren.

Bemerkungen: Setzt man den tiefliegenden und im Gegen-
satz zu dem erwihnten Artinschen Satz nur mit Methoden der
algebraischen Zahlentheorie zu beweisenden Siegelschen Satz?
von der Zerlegbarkeit der totalpositiven Zahlen aus G in vier
Quadrate voraus, so geniigt es, in (1) #z == 4 zu nchmen.

Ist G der rationale Zahlkérper 2 und K = G (}/4) mit ganz-
rationalem und quadratfreiem &, so kommt man mit » = 3 aus,
falls 4 == 1 (mod 8) ist, dagegen nicht, falls & = 1 (mod 8) ist.

Beweis: 1. G sei algebraisch vom #-ten Grade tiber dem ratio-
nalen Primkérper 2. i, i, ..., i, sei eine Basis von G uber 2.
G kann dann bekanntlich als z-dimensionaler Vektorraum ® iiber

! Emil Artin, Uber die Zerlegung definiter Funktionen in Quadrate. Abh.
math, Sem. Hamburg 5 (1927) S. 100-15.

? Otto MeiBner, Uber diec Darstellung der Zahlen einiger algebraischer
Zahlkdrper als Summen von Quadratzahlen des Kérpers. Arch. d. Math, u.
Phys. (3) 7 (1904) S. 266-68; 9 (1903) S. 202-03.

% Carl Ludwig Siegel, Darstellung totalpositiver Zahlen durch Quadrate.
Math. Zeitschr. 11 (1921) S. 246-75.
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Paufgefaltwerden. G liltsichindie z-dimensonalenVektorriume
N bzw. € Gber den Korpern R bzw. C der reellen bzw. komplexen
Zahlen mit denselben Basisvektoren einbetten. Definiert man die
Multiplikation von Punkten aus € mit Hilfe der in & erklirten
Multiplikation der Basisvektoren iy, . . ., i, und der distributiven
Gesetze, so werden &, R und € bekanntlich zu Avperkomplexen
Systemen oder Vektorringen Gber G, R bzw. C. (Die Gibliche Be-
zeichnung ,,Algebren® soll in dieser Note vermieden werden.)

Die Elemente von &, und damit auch die Punkte aus 65, lassen
sich bekanntlich auf »# verschiedene Weisen als komplexe Zahlen
deuten. Ist x ein willkiirliches Element des abstrakten Kérpers G,
so bezeichne @, (x) (w = 1, 2, ..., #) diese » isomorphen Abbil-
dungen von G in €. Wir nehmen an, dal} die Werte @, (x) fiir
w=1,2,...7 fur alle x aus & reell scien, wihrend fur p > »
w, (x) bei mindestens einem x & G komplex werde und 2o, 5, _,(x)
zu w, ,,(x) konjugiert komplex ausfalle (fiir /2 -—=1, 2, ...,
s = (n—r)[2).

Wir ordnen nicht nur den Elementen von &, sondern auch den
Punkten g aus &, R und € je 2 komplexe Werte 2, () zu mittels
der Vorschrift

n

w, (1) = X % w, (1),

—

i—1

(2) wenn .
] ’
r = 2 xi

i—1

die Komponentenzerlegung von ¢ ist.
Man verifiziert leicht die Rechenregeln

(3) ZUIL O: + 1)) - TUIL Oi) + ’ZU“O)),
4 w,(exr) = ew, (),
(3) w,(xy) = w,@w,(y)

firceC,y €C¢, ve C.

Konvergiert cine Punktfolge 1), aus € gegen cinen Punkt r, so
konvergieren alle @, (1,) gegen w, (¥).

Ein Element von G ist totalpositiv, wenn und nur wenn die
ersten » Werte w, (1) des zugeordneten Vektors 1 positiv sind.
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2 Hilfssatz 1: n belicbig vorgegebene komplexe Zahlen w,
(w==1,...,n) bestimmen eindeutig einen Vektor v C C, fiir den
w, (r) == w, ist. Sind die Zahlen w,, . . ., w, reell und die darauf
fﬂgu;m’m Paare w, |, w0, 45 ... W, oy, W, o, RONJUgicrt komnt-
plex, so ist g & R

Beweis des Hilfssatzes 1: Die Determinante A des Glei-
chungssystems
n

w, ) = 2 rw,(,) = w,
k=1

©)
ist von Null verschieden, denn thr Quadrat ist nichts anderes als
die Diskriminante der Basis {;, 15, . . ., i,,. Dic ersten » Zeilen der
Koeffizientenmatrix sind (unter der zusitzlichen Voraussetzung
der zweiten Hilfte des Hilfssatzes) reell, die folgenden paarweise
konjugiert komplex. Vertauscht man daher in den Zihler- und
Nennerdeterminanten der nach der Cramerschen Regel erhal-
tenen Auflosungsformel

des Gleichungssystems (6) je die (7 4= 2/ — 1)-te und (» + 2/)-te
Zelle (fir 2 =1, ...,s), so gehen sie in ihre konjugiert komple-
xen Werte Giber und multiplizicren sich andererseits mit (—1)%.
Daraus folgt, dal} die x, ihren konjugiert komplexen Werten
gleich, also reell sind, w. z. b. w.

«

3. 0 sei die Menge der Punkte aus ¢, die totalpositiven Ele-
menten von G entsprechen. Thre abgeschlossene Hiille P © R ist
der Durchschnitt der » Halbrdume 2, () 220 (@ = 1, ..., 7) des
Raumes R. Q sei die Menge der Punkte aus &, die Quadratzah-

len aus & darstellen.
Hilfssatz 2: Q is¢ dicht in ).

Beweis des Hilfssatzes 2: Es sei v ein Punkt aus 3. Dann
istw, (v) = o fur w =1, ..., r. Folglich sind die # rein quadra-
tischen Gleichungen (mit den Unbekannten oy, . . ., @,)

w, = w,(y)

so Iésbar, daB3 die 7, fiir . < » reell und fiir @ > » paarweise kon-
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jugiert komplex werden. Nach Hilfssatz 1 gibt es also einen Punkt

raus R, sodab furalle p=—=1,..., %
u’u. (”) - ‘ZE’“

w, (1) = @, = w,(v)

wird. Da nach Hilfssatz 1 jeder Punkt aus € durch seine » Werte
cindeutig bestimmt ist, folgt

oder

@) y = 1%

r ist Haufungspunkt von Punkten aus &, v wegen der Stetigkeit
der durch (7) vermittelten Abbildung von € in sich also Hiufungs-
punkt von Punkten aus 2, w. z. b, w.

4. Wir denken uns nun die ersten » Finl)ottungen von in C
(also in R) so numeriert, dal} 7, (&) fiir u = / positiv, fir 2 <7 p =
B v
negativ wird. y —a -6 |’ d sei total positiv in & — G(] (i).
gilt die Identitét

F 6V d\2 .  db?
a—{—bl/d—(f—f— 25)_*_[1' e

Unser Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dall sich e € ¢
so wihlen li0t, daf3 die Zahl

3
f=a—c— ",

totalpositiv wird. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn fur
w7

8 w,(f) = w, (@) — w, () —w, - >0
[N ) w\/ / 46

wird.

Farr>p >/ ist w, (d) < ound (8) ist sicher erfillt, wenn die
posm\o ,(1h1 w, (%) hinreichend klein, etwa fiir geeignete ratio-
nale @, >0

©) 0 < w(eh) <

»
. . d b* . L \
wird. (Denn —aw,, P wird dann beliebig grof3).
Fir w < £ kénnen wir die isomorphe Abbildung von ' in R
so auf den quadratischen Erweiterungskorper X fortsetzen, dald
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SN S
wu(l ”‘l) =} w, (d) >
wird.
Dann kann man schreiben

w, (f) = w,(a — |w, (b l/a’) |7U[,_(52) — ‘wu (%l/a’) l —_
" - l () = w5 Va) |

Wir wihlen nun einen Punkt v & € aus, der den folgenden Glei-
chungen und Ungleichungen gentigt:

b | .
w,(y) = w, (% ]fd) | >0 fiir w </,
o w,() < o, fur 2 <"u <7,
.;)/{_1(1)>—-7f/-),(13) fiiré:l,...,s.

Nach Hilfssatz 1 ist das méglich und v liegt in 9. Nach Hilfssatz 2
ist v also Hé'ufungspunkt von Punkten aus 2, d. h. es gibt eine
Folge von Quadraten ¢; aus G, so daB fiir p < %

( ) /}E,rn [LUIL<[I() - 1 w,, (i ' d) ’ I = 0,
11 ) 7
lim |, db — lwi (—f-]d)‘ = o,
hi—> 00 b 4[1{ l t 2 »

und auBerdem fiir hinreichend groBles 2 und 2 << p < »
(12) o< w,(ch) <o,
wird, v == a 4 & Vd ist totalpositiv, also
v, (@) — 75'“@ ]»/a’) >0 fur p < /4.

Daraus und aus (10), (11), (9) und (12) folgt fir hinreichend gro-
Bes £, wenn man ¢ = ¢, setzt:

w,(f)>o0 firalle p=1,2,...,7,
womit unser Satz bewiesen ist.

5. Es bleibt noch die anfangs gemachte Bemerkung {iber den
Fall zu beweisen, daB & der rationale Primkérper ist. Wir be-
nétigen dazu den bekannten Satz, da} eine natiirliche Zahl dann
Miinchen Ak. Sb. 1953 20
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und nur dann als Summe dreier ganzrationaler Quadrate dar-
gestellt werden kann, wenn ihr quadratfreier Bestandteil mod §
einen von 7 verschiedenen Rest besitzt.!

Daraus schlieBt man mithelos: Eine rationale Zahl ist Summe
dreier rationaler Quadrate, wenn und nur wenn sic erstens positiv
ist und zweitens der quadratfreie Bestandteil des Produkts aus
Zahler und Nenner mod 8 einen von 7 verschiedenen Rest hesitzt,

Es sci also nun ¢ = P, 4= 1 (mod 8). Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit diirfen wir @ => o und 4 als ganzrational, & als
ganzrational und quadratfrei annehmen. Die oben eingefiihrte

Zahl ¢ set als gekirzter Bruch /)7 geschrieben. Die Zahl f ist
{,
Summe dreier rationaler Quadrate, wenn und nur wenn die
ganze Zahl
o A p2? 1 2.4
7= 4qap’qt-—4pt—dbg

positiv und nicht von der Form 4°(8m + 7) ist.

Es sei & = 2% mit ungeradem 7. Dann kann man ¢ ungerade
und p durch eine so hohe Potenz von 2 teilbar withlen, dal3 dic
ganze Zahl

z 2% =0, 4, 7 (mod 8)

wird. Man kann im Fall & ~> o aullerdem noch erreichen, dal3
4 /T

C oy / db* . . ..
¢ = ] beliebig nahe an l . liegt, und damit, dal3 z positiv,
also Summe dreier Quadrate wird. Im Fall & <Z o geniigt es, ¢
hinreichend klein zu wahlen.

6. Ist dagegen 4 = 1 (mod 8), so sci wiederv = a 4 4 V d total-
positiv, ferner seien @ und & ungerade ganze Zahlen. Die oben
eingefithrte Zahl z = q4ap?q? — 4p* — d6%¢* 146t fir ungerades
g den Rest 7 (mod 8). Fiir gerades ¢ = 2¢, mul} p ungerade sein,
also wird

L} = gqaptqy — 4db%qy — p* = 7 (mod 8),

gleichgiiltig, ob ¢, gerade ist oder nicht. z kann daher {ur kein ra-

tionales ¢ = —‘;—in drei Quadrate zerlegt werden, f also auch nicht.

1 Vgl ctwa Enz. d. math. Wiss. I C2 S. 619 oder Burton W. Jones, The
arithmetic theory of quadratic forms. The Carus Mathematical Monographs
10 (1950) S5.187.




