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Uber dquimeBbare (verteilungsgleiche) Funktionen

Von Demetrios A. Kappos in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 1. Juni 1951

Einleitung

Es sei E ={x} eine beliecbige Grundmenge. Es sei ferner
¢ ={X} der Boolesche Vollverband aller Teilmengen von £. Es
sei & ein Boolescher s-Unterverband von € mit £& & und p
ein totaladditives, endliches Mal iiber & mit m(E) = 1; wir
sprechen dann kurz vom ¢-MengenmaBverband (&, p). Wir be-
zeichnen mit Mg die Gesamtheit aller p-meBbaren reellen und
endlichen Funktionen f(x), x € £, auf E. Jeder Funktion f(x)
& My ordnen wir ihre Urbildmengen (sbg. Mengenskala oder
Spektralschar) [ f(x) £E], — oo <CE < + o0, in & zu und defi-

nieren durch

¢; () = u([f(x) SE), —oo<TE<C + 0

die sog. p-Verteilungsfunktion von f(x). Sie ist bekanntlich
monoton wachsend, rechtsseitig stetig und es gilt ¢;(-—— o0 )=o,
¢i(+4 00) = 1. Gilt fir zwei f, g € Mg

(1) ¢;(8) = @,(&) fiir jedes §, — co <& < + o0,

so bezeichnen wir f und g als p-fiquimeBbar (oder p-verteilungs-
gleich).

Ist speziell £ ={x:0 <x <1}, & der o-Kérper (Lebes-
guesche Verband) aller nach Lebesgue meBbaren Teil-
mengen von %, und p das Lebesguesche lineare MaB, so gilt
folgender Satz (s. [1], [2]):?

Zu jeder beliebigen Folge £, fo, ... aus My existiert immer
cine Folge gy, g5, ... aus Mg, so daB gy, gy, . . . gegenseitig u-

! Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis
am Schluf3 der Arbeit,

8 Miinchen Ak. Sb. 1951
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unabhingig (beziiglich dieses Begriffes vgl. [3b]) und aufer-
dem g; und f; p-dquimeBbar fiir jedes 7 =1, 2, . . . sind.

Der Marcinkiewicz-Zygmundsche Beweis dieses Satzes stiitat
sich auf spezielle Eigenschaften des linearen Lebesgueschen
MaBes und kann daher auf den allgemeinen Fall eines beliebigen
MaBes tiber einem beliebigen ¢-Korper nicht iibertragen werden,
Dies liegt insofern in der Natur der Sache, als der in Rede
stehende Satz nicht allgemein gilt, in dem Sinne némlich, daB im
allgemeinen die Behauptung nicht fir jede (beliebige) Folge
zutrifft. Dies ergibt sich aus den in der vorliegenden Arbeit
aufzustellenden notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen, unter denen fiir einen 6-MengenmaBverband
(8, w) der Satz richtig bleibt. Um diese Bedingungen hier
anzudeuten, bemerken wir folgendes:

Ist M das 6-1deal der p-Nullmengen aus &, so bezeichnet man
zwei Funktionen f, ¢ € My als p-dquivalent (p- fastgleich) in
Zeichen f = ¢ mod I, wenn [f(x) &= g(x)] € 9. Aus der p-Aqui-
valenz folgt die p- Aqulchbarkelt aber die Umkehrung gilt im
allgemeinen nicht: Jeder Klasse von p-iquivalenten Funktionen
aus Mg entspricht eindeutig eine p-Verteilungsfunktion; um-
gekehrt aber kann dieselbe p-Verteilungsfunktion mehreren Klas-
sen entsprechen. Im Falle beispielsweise des linearen Lebes-
gueschen MaBes existieren abzdhlbar unendlich viele gegenscitig
p-unabhingige Klassen mit derselben p-Verteilungsfunktion. Geht
man vermdge Restklassenbildung nach M zu dem zu & homo-
morphen Booleschen s-Verband B = &/N tiber, so entspricht
dem der Ubergang vom Vektorverband M der meBbaren Punkt-
funktionen zum Vektorverband By der Ortsfunktionen iiber &,
Und gerade von der speziellen Struktur des Booleschen o-Ver-
bandes ¥ hingt es ab, ob der obige Satz gilt oder nicht. Besitzt
z. B. % eine abzihlbare Basis &, ist also @7 7°% = 9B, so gilt der
obige Satz fiir jede beliebige Folge von Funktionen dann und
nur dann, wenn B atomfrei ist.

Um Wiederholungen zu vermeiden, beziehen wir uns auf frii-
here Resultate (s. [3a, b]) und sprechen daher im folgenden nicht
von Maf3 bzw. Funktionen, sondern von Wahrscheinlichkeit bzw.
Zufallsvariablen. AuBerdem betrachten wir reduzierte Wahr-
scheinlichkeitsfelder (positive MaBverbinde) also Wahrschein-
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lichkeiten w mit o < w(x) < 1, falls x 5= 8, ¢; demgemal sind
unsere Zufallsvariablen Ortsfunktionen. Nach dem bekannten
Isomorphiesatz von Loomis (s. [4] § 11 und [5]) kann man einen
positiven ¢-MaBverband (vollideelles W-Feld) (§, ) immer durch
einen Booleschen 6-MengenmaBverband (&, p) von Teilmengen
ciner Grundmenge Z realisieren (darstellen) derart, daB (F, =)
isometrisch zu &/M ist, wobei N das c-Ideal der p-Nullmengen
in & bedeutet. Jede Zufallsvariable ist dann durch eine Klasse
von p-iquivalenten p-meBbaren Funktionen auf Z realisierbar.
Es ist daher klar, daB} alle Sitze, die wir unten beweisen, bei ent-
sprechender Formulierung auch fiir mef3bare Funktionen gelten.

§ 1. Atomfreie empirische W-Felder

1.1. Es sei (§, w) ein vollideelles W-Feld (s. [3]). Wir bezeich-
nen mit By den Vektorverband aller Zufallsvariablen iiber §.
Jeder Zufallsvariablen X &€ %y entspricht eine Spektralschar
[X £E], — oo <<, < + o0, in §. Wir definieren durch

¢xE) =w([X £E]), —oo<<E< + 00,

die sogenannte w-Verteilungsfunktion von X. Gilt fiir zwei X,

QX(E) — (PY(i) fiir alle Er > < & < + 0,

so definieren wir X und ¥ als w-verteilungsgleich (w-iqui-
meBbar).l

! Wir haben hier zur Definition der w-Verteilungsgleichheit die obere
Spektralschar [X” < E] gewihlt. Die Definition ist aber unabhingig von der
Wahl der Spektralschar, d. h. man kann auch zur Definition die untere
Spektralschar [X < £] bzw. jede beliebige Spektralschar aus der Klasse der
Spektralscharen sy () (Somenskalen) nehmen, die jeder Zufallsvariablen
(Oxtsfunktion) nach Carathéodory zugeordnet sind. Nur muB man in diesem
letzten Fall definjeren: X ist w-verteilungsgleich zu ¥, wenn ¢ y(£) = w (s x(&))
f'w(SY(E)) =¢y(E) fiir alle £ gilt, fiir welche ¢y und ¢y gleichzeitig stetig
sind. Es gilt nimlich *¢x () = w X< &) =w(sx E)=ox ) <o% (&)

= w([.Y =&]) und zwar Gleichheit fiir alle £, fiir welche alle drei Verteilungs-
8*
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Es gilt nun folgender Satz:

1.2. Satz: Es se (§, w) vollideell, mit empirischer Basis und
atomfrei. Es sei ferner Xy, X,, ... eine beliebige Folge von Zuy-
Sfallsvariablen aus Bg. Dann existiert immer eine Folge won
gegenseitig w-unabhingigen Zufallsvariablen Yy, Y, ... aus B;
derart, dafi X; w-verteilungsgleich zu Y, 7 =1, 2, ..., ist.

1

1.2.1. Zusatz: Das Lebesguesche W-Feld (3, p) gentigt den
Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit des Satzes 1.2.

Beweisdes Satzes 1.2.: Mit Komponenten (§;, w;) = (§, w),
i =1,2,..., bilden wir das vollideelle W-Produktfeld (s. [3}]
Nr.2.3): (@, %) = P(§; wy), :E€(1,2,...), was zu (§, w) iso-
metrisch ist (vgl. [3b] Nr. 1.2.2). Es sei a = f(a), a €EF. « € 9,
die Abbildung, welche diese Isometrie erkldrt. Wir bilden (nach
[3b] Nr. 3.3) den Booleschen Unterverband ®; von @ also auch

von @ fiir alle j =1, 2, .... Dann ist (®;, =) isometrisch zu (§;, ;)
= (§, w) fur alle j = 1, 2, .... Wir bezeichnen durch f = f;(4),
beF, PED;, 7 =1,2,..., diese Isometrien. Wir setzen s;(§) =

=[X;SE]€F, —oTE<T +00,7=1,2,..., und erhalten
durch Transformation mittels f;

(1) ;8 =/(E)ED;, —oo<E< oo, j=1,2,..

{o;(®)}, — 00 < § < + 00, besitzt fiir jedes j =1, 2, ..., die
Eigenschaften einer Spektralschar in ®; und definiert daher in &;
sowie demgemiB in @, cine Zufallsvariable X} & Bo; C Ts
AuBerdem gilt, wegen der Isometrie der Abbildung (1): ¢x;(€) =
= oyx;(€), — 00 <§ < + oo und die Folge X7, X3, ... besteht
aus gegenseitig m-unabhingigen Zufallsvariablen in @. Es sci
nuna = f1(x), « € @, a€§, die inverse Abbildung von o =7(a).
Wir transformieren die Spektralschar (1) aus @ mittels dieser Ab-
bildung in § und erhalten die Spektralschar

(2) tj(E) Zf'l(o'j(a), — oo <LE< +oo, in (§ w

funktionen gleichzeitig stetig sind. Wir bemerken, daB die Unstetigkeitsstellen
héchstens abzihlbar und fiir alle drei Funktionen die gleichen sind und zwar
ist an einer Unstetigkeitsstelle *@y linksseitig stetig, ¢% rechtsstetig, als0
*oy (E) < o%(£) und gy (£) liegt zwischen diesen beiden Werten.
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fiir jedes j = 1, 2, ..., durch welche eine Zufallsvariable ¥; € By,
j=1,2,..., erklirt wird. Die so entstechenden Zufallsvariablen
Yy, Y, ... bilden eine Folge von gegenseitig w-unabhingigen
Zufallsvariablen; wegen der Isometrie der Abbildungen f und f;
gilt auBerdem

ex;&) = ox; () = ov;(€)
fiir — oo <& <+ 00 und jedes j =1, 2,...

Damit ist der Satz bewiesen.
Der Beweis des Zusatzes 1.2.1 folgt unmittelbar aus der Iso-
metrie der W-Felder (§, @) und (3, p) (vgl. [3b] Nr. 1.2).

§ 2. Kriterium

2.1. Es sei (§, w) ein vollideelles W-Feld und (X});; eine Fa-
milie von Zufallsvariablen X; € 8z Wir ordnen (nach [3b] Nr.5)
jeder Zufallsvariablen X; das kleinste vollideelle W-Unterfeld
(§x; w) von §, w) tber der Spektralschar [X < E], — oo <& <
< 4+ oo zu. Es gilt dann der Satz:

2.2, Satz: Vor. Es sei (§, w) ein vollideelles W-Feld und
(Xie 1 etne Familie von Zufallsvariablen aus By.

Beh. Folgende zwei Aussagen sind gleichwertig:

(a) Man kann jeder Zufallsvariablen X,, i€ I, eine w-ver-
teilungsgleiche Zufallsvariable YV, i € I, in By so zuordnen, dafy

die Familie (Y));c; aus gegenseitig w-unabhingigen Zufalls-
variablen Y; € By besteht.

(b) Das wvollideelle W-Produkifeld ]—)1 Bx, w) st isometrisch
1€
su etnem vollideellen W-Unterfeld von (§, w).

Beweis. Wir bemerken zuerst: Sind X und Y € By w-ver-
teilungsgleich, so sind (§ y, %) und (§y, w) isometrisch, in Zeichen
@x @) = (§y, w). Kann man also jedem X, 7 €7, eine ver-
teilungsgleiche Zufallsvariable v.e %% zuordnen so daf3 die V7,

¢ €1, gegenseitig w-unabhingig sind, so gilt: es 1st @Bx; w) =
= (v, w), 7 € 7, und daher auch P Bxp w) = P @yp ),
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auBlerdem ist (nach Satz 5.3 [3 b])FI Sy @) und demgemil
1€

auch _FI (8 xi, w) isometrisch zu einem vollideellen W-Unter-
1€ o

feld von (§, w).

Umgekehrt folgt aus der Isometrie von .1—5’1 (& x;, w) mit einem
1€

W-Unterfeld von (§, w) die Existenz einer Familie (¥));.; von
gegenseitig w-unabhingigen Zufallsvariablen derart, daB X; w-
verteilungsgleich zu V', 7 € 7, ist. Man zeigt dies analog wie in
Satz 1.2. Bew.

§ 3. Beliebige empirische Felder

3.1. Es sei (§, w) ein vollideelles W-Feld. Es sei %5 eine Basis
von §, d.h. eine Boolescher Unterverband von §, so dal
B°% = § gilt. Es sei my die Michtigkeit von B. Durchliuft B
alle moglichen Basen von §, so existiert unter allen Méchtigkeiten
mg eine kleinste, die wir als den Charakter C; von § bezeichnen!
Fiir ein empirisches W-Feld ist Cy < ;. Wenn Cy = ¥,, dann
folgt aus der Definition der Basis, dal mg = ¢ (Machtigkeit des
Kontinuums); denn ein vollideelles atomares W-Feld mit Cy =4,
ist von der Michtigkeit des Kontinuums und dieses W-Feld ist
vom niedrigsten Typus mit Cy = &, (vgl. unten Nr. 3.3). Aus
mg = ¢ folgt nicht immer, daB Cy = ¥, ist. Beispiel: Das
W-Produktfeld (o, =) = ijeDI(%i, w;), wobei Cg. = ¥, 7€ /, und

m; = ¢. Fiir W-Felder mit mg > ¢ fallen Charakter und Machtig-
keit des W-Feldes immer zusammen.

" 3.2, Definition. Ein vollideelles W-Feld (§, w) heifit o
streckungsisomorph zu einem o-Mafverband (M, p) (d. h
etnem Booleschen o-Verband mit reduziertem, totaladditivem
endlichem Map, sowie mit Einkeit), wenn (§, w) isometrisch ist
2 (M, m), wobei m(x) = u(x): w(e), x € M und e die Einhet
von M bedeuntet.

! Siehe [6]. Bedeutet §g den Unterverband von By, der aus allen Zufalls-
variablen mit endlichem quadratischem Mittel (quadratische Summierbarkeit)
besteht, so ist Hy ein Hilbertscher Raum; und falls Cg = &, ist Cy gleich
Dimension 2 von §g; falls Cg << 8,, ist Cg = 20,
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3.3. Fiir Cy =8y kénnen wir nach dem Carathéodoryschen
Darstellungssatz (vgl. [3b] Nr. 1.2) drei verschiedene Isometrie-
typen von vollideellen W-Feldern unterscheiden, nidmlich:

I. Stetiger Typus, wenn (§, w) isometrisch zu (J, p) ist
(vgl.1.2.1.).

II. Gemischter Typus, wenn (§, w) Atome besitzt, aber die
Summe der Wahrscheinlichkeiten der Atome kleiner als 1 ist.

III. Diskreter Typus, wenn (§, w) atomar ist, d. h. die
Summe der Wahrscheinlichkeiten der Atomen gleich 1-ist.

Bezeichnet man bei Typus II. und III. mit 4 die Gesamtheit
der Atome von §, ferner mit ¥ den kleinsten 6-Booleschen Unter-
verband von § iiber ¥ und mit & den 6-Booleschen Unterver-
band von §, der aus allen Elementen x € § mit x C s besteht,
wobei s = ¢ — | g, so gilt: jedes y € § ist eindeutig in der Form

aeA

y =a\Utmita €, ¢ES darstellbar. Es giltalso: (U V &)~ =
=3 hierbei bedeutet \/ die mengentheoretische Vereinigung. Wir
bezeichnen U als den diskreten und & als den stetigen Teil
des W-Feldes (§, ). Bei Typus III. ist & leer. Der stetige Teil
(&, w) des Typus II. ist o-streckungsisomorph zu (3, ) also zu
Typus 1.

Wir setzen nun folgende Rangordnung zwischen diesen
Typen I.-III. fest. Es sei I. (rang-)hoher als II. und II. hoher
als [I1.1 Dann gilt

3.3.1. Satz: Ein vollideelles W-Unterfeld (§*, w) von (F, w)
15t nicht von einem hioherem Typus als (§, w).

Der Beweis folgt aus der Darstellung von (§*, w) durch ein
Unterfeld von (J, w) (s. [3b] Nr. 1.2).

3.4. Das in Aussicht genommene Kriterium lautet nun:
3.4.1. Satz: Vor: Es set (§, w) vollideell mit Cy =,

Beh.: Folgende beiden Aussagen sind gleichwertig:

! Wir setzen noch fest, daB (§, @) zum Typus I1I. gerechnet werden soll,
wenn C; endlich.
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(1) Es existiert zu jeder belicbigen Familie (X)), 1 aus By mit
my S8y eine Familie (V));.1 von gegenseitig w-unabhingigen
Zufallsvariablen aus Vg, so daff Y; w-verteilungsgleich zu X, fiir
i€ 1 ist.

(2) Es ist (§, w) vom Typus 1.

Bemerkung: Ist Cy = 8, ferner (§, @) von einem beliebigen
Typus und (X});¢; eine Familie aus 8By mit m; > 8, so kann
gemifl Satz 2.2 keine Familie (V});.; von gegenseitig w-un-
abhingigen Zufallsvariablen aus By existieren, so dal} V; w-ver-
teilungsgleich zu X, 7 € 7, gilt; dennileDI (8xp @) ist vom Charak-

ter >> &, also zu keinem W-Unterfeld von (§, w) isometrisch.

Beweis des Satzes 3.4.1: Betr. (2)— (1): vgl. Satz 1.2;
Betr. (1) — (2): folgt aus dem nachstehenden Satz:

3.4.2. Satz: Ist Cy = 8y und ist (§, w) von niedrigerem Typus
als 1., so kann man Folgen (X);cqin By mit 2 S my < 8y be-
stimmen, so daf _}_31 (Bx; w) su keinem vollideellen W-Unterfeld

1€

von (§, w) isometrisch ist.

Beweis. 1. Fiir m; = 8, setze man z. B. X; =X fir jedes
i € I, wobei X eine beliebige feste Zufallsvariable in By, dann
ist ‘PJ (§x;, w) vom Typus I. also nach Satz 3.3.1 zu keinem voll-
1€

ideellen W-Unterfeld von (§, w) isometrisch.

2. Um den Satz fiir beliebige endliche Michtigkeiten m; > 2
zu beweisen, genligt es, m; = 2 zu erledigen:

Es seien aq, a@,, ... die Atome von (§, w). Wir kénnen voraus-
setzen, daB sie derart nummeriert sind, da8 w(a;) = w(a;.1),
i=1,2,...,gilt. Ist nun ein W-Feld (§*, w) vollideelles W-Unter-
feld von (§, @), so ist (§*, w) nicht von hoherem Typus als (§, w),
besitzt also Atome af, a3, ..., und zwar gilt w(a}) = w(a,), wenn
a; das Atom von (§*, @) mit der gréten Wahrscheinlichkeit be-
deutet; denn die Vereinigung der Atome von (§*, w) enthilt die
Vereinigung der Atome von (§, w) und jedes @] enthilt minde-
stens ein Atom a;, falls 4} nicht zu allen a; fremd ist. Wir nehmen
jetzt zwei Zufallsvariablen X;, X, € By derart, daB (§x;, w) iso-
metrisch zu (§, w) fiir 7 =1, 2 ist; solche x; existieren immer.
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Das W-Produktfeld 1;1_1) 2)(%Xi, w), wobei (%Xi, w) isometrisch zu
1€ (1,

(§, w), ist offenbar vom gleichen Typus wie (§, w) jedoch weder
zu (§, w) noch zu einem vollideellen W-Unterfeld von (§, @) iso-

metrisch; denn das P-Ereignis P 4i mit 4, = @, fiir 7 =1, 2
ie(1,2)

dieses Feldes ist ein Atom, und zwar das Atom mit der groBten
Wahrscheinlichkeit in j(? " (%Xi, 20y), seine Wahrscheinlichkeit
1e(l,

n(Pb;)ist aber < w(ay),sodall (115 < (8 x;» w;) nicht isometrisch zu
te(l,
einem W-Unterfeld von (§, @) sein kann.

Bemerkung: Unsere letzten Uberlegungen bleiben richtig,
wenn fiir (§, w) gilt Cg <#. In solchen W-Feldern kann man
immer (X}); ; mit m; > 2 bestimmen, so daB A(§x;, w;) zu kei-
nem Unterfeld von (§, w) isometrisch ist. Es sei auBerdem be-
merkt, dalB wir in der vorlicgenden Arbeit (ebenso wie in [3b]
vgl. Nr. 1.1) nur W-Felder mit mehr als drei Ereignissen be-
trachten.

3.5. Wir fragen weiter, ob vollideelle W-Felder (§, w) mit
Cy S8, vom Typus II. oder III. existieren derart, daB der
Satz 1.2 fiir gewisse Folgen (X);c; mit m; < », gilt. Nach
Satz 2.2 kann man diese Frage auf folgende zuriickfithren:

3.5.1.: Enthilt ein vollideelles W-Feld von den Typen I1. oder
III. ein vollideelles W-Unterfeld, das zu einem W-Produktfeld
f} (@ w;), m; < 8, isometrisch ist ? Oder was dasselbe: Kann

ein W-Produktfeld P—I (& w;), mp < 8y, von Typus II. oder III.
1€

sein ? Denn in diesem letzten Fall kénnte man in diesem Produkt-
feld Folgen von Zufallsvariablen, fiir welche der Satz 1.2 gilt,
bestimmen,

Die Antwort auf diese Frage ist bejahend, wenn m; <C ¥y und
jede Komponente (§;, ;) héchstens vom Typus II1. bzw. II. ist.
Dann ist namlich 151 (§;, w;) vom Typus II., wenn minde-

stens eine Komponente vom Typus II. ist, bzw. vom Typus III.,
wenn alle Komponenten vom Typus III. sind. Es bleibt also der
Fall Cy = ), m; = 8, zu untersuchen. Hier kann man die Frage
3.5.1 auf folgende zuriickfithren:
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3.5.2. Es sei (@, ) = .151 (@ w;) ein W-Produktfeld, wobei
2 1€

m; =8, und §; der Boolesche Verband, den zwei Atome a;4, a;,
erzeugen, also §;, = {9, a;y, 4;5, ¢}, ¢ € /. Kann man die Wahr-
scheinlichkeiten der Atome, ndmlich w;(a;,), # =1,2; ¢ &/,
derart bestimmen, daB} (@, =) vom Typus III. bzw. II. ist?

3.6. Zwecks Beantwortung der Frage in Nr. 3.5.2 bezeichnen
wir zuerst mit K die Gesamtheit der sogenannten P-Ereignisse
Px;, wobei x; €F;, ¢ € 7 (vgl. [3b] Nr. 2), hierbei diirfen be-
kanntlich héchstens endlich viele x; == ¢ sein. Wir betrachten K
als M-Untersystem von @ (vgl. [3b] Nr. 2.2.4), dann gilt

(1) Kie? = K% = &.

K = ® ist ein Boolescher Unterverband (Basis) von @& und
besitzt keine Atome. Aus (1) folgt: Wenn in @ Atome existieren,
so sind sie als Durchschnitte « = ﬁlocv mite, EOund oy, Dy D ...
v=
darstellbar, gehdren also zu ®°, wobei (o) = lim =(x,) F 0
gilt. Hierbei kann die streng absteigende Folge oy, o, ... nicht
aus endlich vielen Gliedern bestchen, denn kein a, € @ ist cin
Atom. Wir setzen oy, = otz \J tpg \J ... &y pp, Wobei die ey, , €K,
=1 o eSS e S heltio] cichiemiserstemnsindex
% paarweise fremd sind. O. B. d. A. kann angenommen werden,
daB jedes oy, ,, genau in einem «; ,, enthalten ist. Wir betrach-

ten
oo

(2) kD1 (o1 Y oo \J oo T ap, )

Durch formale distributive Entwicklung der linken Seite von
(2) entstehen Durchschnitte der Form &; , M, , M..., Thre Ver-
einigung ist im allgemeinen nicht gleich o, denn das allgemeine
distributive Gesetz braucht in @ nicht zu gelten: jedoch ist diese
Vereinigung in « enthalten. Nun bemerken wir: jeder Durch-
schnitt o , M ey , M ... bricht entweder fiir ein £ ab, wenn nam-
lich in oy, kein oy, , enthalten ist, oder bricht nicht ab. Da
¢y, %, ... streng absteigt und nicht abbricht, so gibt es nicht ab-

oo
brechende Durchschnitte ;ﬂ1 Ok, 1y, und fur diese Durchschnitte

L=
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gilt offensichtlich:
(3) O 2 Crtne, und ap, NaFo, £=1,2,...

Nehmen wir zuerst an, daf3 ein nicht abbrechender Durch-
schnitt, als Element in ®° betrachtet, nicht leer ist, so dafB

hol an, 1, = P == o gilt. Dann haben wir 8 € «; da aber « ein Atom

o0
ist, ist 3 = «. Man kann in diesem Falle also « durch [ a, , mit
k=1

a1, € K darstellen.
Andererseits ist ein nicht abbrechender Durchschnitt, als Ele-

ment in ®® betrachtet, stets nicht leer. Denn aus ﬁ1 Op,t, = O
folgt lim 7 (otn,1,) = 0, so daf fiir geniigend groBes # gilt:
7 (o 1) << ™ (x). Daraus folgt aber = (an,s, M o) << 7 (%) und
wegen O == oy, 4, M e, auch w(on,,, M) >0, d. h. « ist kein
Atom (Widerspruch!).

Wir haben also gezeigt:

3.6.1. Satz: Ein eventuell in & vorhandenes Atom o == o ist
(o]
stets in der Form o = [\ o, mit o, EK, d. k. «,= Pz al, dar-
n=1 ie

stellbar. Hierbel kann angenommen werden, daff oy D oy D ...,
d. h. streng absteigt?

3.7, Wir bezeichnen einen Ausdruck L a; als Grenz-
produkt, wenn unendlich viele Komponenten a; € §; verschie-
den von ¢ sind und alle Komponenten verschieden von 8.

Wir wollen jetzt gewisse Elemente aus ®° durch solche Grenz-
produkte darstellen:

Wir betrachten Elemente « € ®°, o == o, die folgendermalBen
darstellbar sind:

00
(D) oc=nElocn, ci— SR G T GRG0 e s — SN N

Aus (D) folgt:

t. lim w(«,) = =(«) (klar).

2. Ist fiir ein 7 € 7 die Komponente 2} von «, von ¢ verschie-
alely S0 (el 7T = o s B =i B e

! Letztere Annahme, weil 2, €K keine Atome in @ sind.
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Wire namlich @?** == @ fiir ein £ =1, 2, ..., so wire dann
«, D a,,, falsch; denn als a}** kime dann nur &} = ¢ —a?
oder ¢ in Frage.

Aus 2. und «, D «,,, folgt nun:

3. Jedes o, besitzt alle von e verschiedenen Komponenten seiner
Vorginger und mindestens eine weitere solche Komponente, d. h.
mit 7 -» oo wichst die Anzahl der von ¢ verschiedenen Kompo-
nenten, die in den «, vorkommen iiber alle Grenzen.

Durch geeignete Einschaltung links von «; bzw. zwischen «,
und o, ;, # = 1, 2, ..., von endlich vielen neuen Elementen aus
K kann man eine neue Folge «f Do) D... bestimmen, die auch «
darstellt und fir welche gilt:

4. jedes o, 7 =1, 2, ..., besitzt genau 7 von e verschiedene
Komponenten. Hierbei werden genau dieselben von e verschie-
denen Komponenten in dieser neuen Folge vorkommen wie in der
Folge oy, oy, ...,

Man kann also o. B. d. A. bei (D) zusétzlich annehmen, daB
jedes a,, genau # von ¢ verschiedenen Komponenten besitzt.

Es seien x;, x;, ... alle von e verschiedene Komponenten, die
dem Element « in dieser Weise zugeordnet sind. Wir erkliren
dann das Grenzprodukt if]ai mit @; = xi, wenn ¢ =z, £ =1,

2,..., sonst @¢; = ¢, als eine Darstellung von o durch ein
Grenzprodukt, in Zeichen « = _Plai. Es gilt offensichtlich:
1€

U) =) = ,111_{2, IT s, (xi) = T] wiy (xi) = [I w;(a)).
k=1 k=1 iel

Letztere Darstellung dieses unendlichen Produktes ist gestattet,
weil die Konvergenz absolut (also unbedingt) ist und die bei die-
ser Schreibweise neu hinzutretenden Faktoren 7 aus / sdmtlich
gleich 1 sind.

Die eben erklirte Darstellung « = iEPIai des Elementes o €®°,
die wir auf Grund der Voraussetzung (D) erhalten haben, ist so-

gar unabhingig von der Wahl der Folge a;, oy, .... Andern wir
namlich bei (D) die Folge, in dem wir schreiben:

s

o =

By Bn=Pb?€K mit Bn)sn+1’

v=1
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so erhalten wir eine Darstellung o = ifléi mit b, = a;, ¢ €. An-
genommen namlich:

a) b; #+ a;, b; und a; == ¢ fir ein 7€ /. Dann ist 4; = ¢ —a;;
b; bzw. a; kommt mindestens in einem @, bzw. «, als Kompo-
nente vor, also gemaB 2) in allen B, ., bzw. o, ,, £ =1,2,....
Wegen &; = ¢ — a; muf} aber dann §, ., m «,,, = o fiir alle £,

r =11, 2eeennd m1th1n () B, fremd zu ﬂ o, sein (Widerspruch!).
Fiir g #e, b; = ¢ ist somit &; = a;.

b) é; & ¢ aber @; =¢ bzw. b, = ¢ aber a; 5= ¢ fiir ein 7€ /.
Dann istﬁé}n =o mit 8§, =a, "B, 2 =1,2,..., und erfiillt

n=1
Voraussetzung (D).
Es sel o = ; ]?di die hiermit gewonnene Darstellung von a
durch ein Grenzprodukt. In diesem Grenzprodukt ist die Anzahl
der von ¢ verschiedenen Komponenten gréfier als in P a;bzw. Pb‘

d. h. H wi(d;) < H w;(6;) und H w;(a;) = () (Wlderspruch
7u (U)') Umgekehrt kann man Jedem Grenzprodukt Pa mit
IT w;(a;) =& ==o0eine Folge oy D o D ... mit o, € K zuordnen,
iel

so daB jedes «, genau » von e verschiedenen Komponenten besitzt
und lim = (e,) = £ gilt.

Die Folge oy, ay, ... ist von der Art der Nummerierung der von
¢ verschiedenen Komponenten abhingig, man kann aber hier
leicht zeigen, daB bei verschiedenen Nummerierungen Folgen
entstehen, die immer dasselbe Element in ®® mit der Wahrschein-
lichkeit gleich £ darstellen.

3.8. Nach Satz 3.6.1 erfiillt jedes Atom « == 0 in @ die Bedin-
gung (D) von Nr. 3.7. Jedes Atom « == o ist also eindeutig durch
ein Grenzprodukt darstellbar. Es gilt aber ferner:

3.8.1. Satz: Vor.: Esses (@, ©) = _1-51(&, w;) etn Produkifeld,
te
wobei My = 8y und §; der Boolesche Verband, den zwei Atome

o £ —_— )
ersengen, also §; = {9, 215 29, e}, t el

Beh.: Folgende Aussagen sind gleichwertig:
(1) Ein Element o ist ein Atom in ®.
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(2) Ein Element o.in @ ist durch ein Grensprodukt PI a;, a;€F;,
i€
mit a; =F e, B fiir jedes i € I und [} w;(a,) = n(«) darstellbar.
iel

Beweis. Betr. (1) — (2): Ein Atom ist immer durch ein Grenz-
produkt « ='P1 a; mit [] w;(4;) = n(«) darstellbar. Es bleibt nur
e iel

zu zeigen, daB3 simtliche Komponenten des Atoms o von e ver-
schieden sind.

Es sei eine Komponente 2, =¢; dann ersetzen wir indem Grenz-
produkt Pa; die Komponente a;, durch a;, oder a,, €§, und er-
halten ein Grenzprodukt Pé; mit &; = a;, 7 & 4, b; = a,, oder
@, wenn 7 = 4. Das Element B in ®°, das dieses Produkt dar-
stellt, ist in « enthalten. AuBerdem gilt: nB) = ] wi(6) =

iel

7 (o) wy(ay,) oder = n(a) wy(ay,) auf jeden Fall also = (B) <<= (x)
und BC «, so daB} « kein Atom (Widerspruchl!).

Betr. (2) — (1): o ist offensichtlich ein Atom; denn kein Grenz-
produkt P4; kann in Pea; enthalten sein, wenn &; == «; fiir minde-
stens ein ¢ € / ist.

3.9. Jetzt konnen wir die Frage 3.5.2 beantworten durch den

3.9.1. Satz: Vor.: Wie beim Satz 3.8.1. Auflerdem soll die
Wakrscheinlichkeit w;(a;,) des ersten Atoms a;| nicht grifler scin
als 12 fiir alle ¢ € 1.

Beh.: Folgende beide Aussagen sind gleichwertig:

(1) Das W-Produktfeld (®, ) ist von ecinem niedrigeren Ty-
pus als der Typus 1.

(2) Die Reihe 3 w;(a;,) konvergiert.
iel

Beweis. Nach 3.8.1 existieren Atome in ® dann und nur dann,
wenn Grenzprodukte Px; mit lauter von ¢ verschiedenen Kompo-

nenten und J] w;(x;) = £ == o vorhanden sind. Nach einem be-
iel
kannten Konvergenzkriterium der klassischen Analysis konver-

giert [ w;(x;), oder was dasselbe [] (1 — w;(%;)), dann und nur
iel

iel
dann, wenn 2 w;(#;) konvergiert. Wegen w;(a;,) > 1/2 konver-
iel
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giert die letzte Reihe dann, und nur dann, wenn 2’ w;(a;,) kon-
iel

vergiert und ¥ = @;; gilt bis auf endlich viele Ausnahmen 7. Da-
mit ist der Satz bewiesen.

Aus diesem Satz folgt nun eine Verschirfung eines Teiles un-
seres Satzes 2.3.4 in [3b] beziiglich Bed. (B), nimlich:

3.9.2. Satz: Vor.: Es seten (§;, wy), i € I, m; = Ry, W-Felder.
Es gelte: (B*) Es gibt x; € §; mit w;(x;) < 1/2 aber divergenter
Reihe X wi(x), I'C I und my = x,,.

el

Beh.: Das W-Produkifeld (0, ©) = P (8, wy) ist atomfre.

M. a. W. Send (§;, w;) empirische W-Felder, die (B*) erfiillen,
so ist auch (, ™) empirisch vom Typus 1.

Anmerkung: Aus (B) im Satz 2.3.4 [3b] folgt (B*) des vor-
liegenden Satzes, aber nicht umgekehrt; denn setzen wir z. B.
w,(x,) = 1: (1 + #), so ist (B*) erfiillt, aber nicht (B).

Beweis des Satzes 3.9.2: Wir bilden die Booleschen Ver-
binde §F = (8, x;, #;, ¢) und daraus die W-Felder (§f, w;) fiir
alle 7€ /'. Nach Satz 3.9.1 ist (0%, ©*) = ig, &, w;) vom Ty-
pus I., also atomfrei und isometrisch zu einem W-Unterfeld von
(@, ©), so daB (@, =) keine Atome besitzen kann.

3.10. Unser Satz 3.9.1 beantwortet nicht die Frage, ob man
durch geeignete Wahl der Wahrscheinlichkeiten w;(a;;) < 1/2
erreichen kann, daB3 (@, ) von einem bestimmten Typus I1. bzw.
1. wird.

Wir bemerken dazu nur: Diese Frage besitzt dann und nur
dann cine bejahende Antwort, wenn die w;(a;,) < 1/2 folgender-

maen gewidhlt werden kénnten: Es konvergiert > w; (@;1);
iel

auflerdem sind alle diejenigen unendlichen Produkte, die durch
formale distributive Entwicklung aus

_HI(wi(“u) + wi(a;p)) mit a;5 = e —a;y

entstchen und konvergent sind, Glieder einer Reihe mit einer
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Summe kleiner bzw. gleich 1. Die Gesamtheit der konvergenten

unendlichen Produkte ist nach Satz 3.9.1 nicht leer, weil 2, w; (a;,)
iel

konvergiert, und héchstens abzihlbar, weil jedes W-Feld (@, n)
héchstens abzidhlbar viele Atome besitzen kann. Von den tber-
abzihlbar vielen moglichen unendlichen Produkten kénnen also
héchstens abzdhlbar viele konvergieren und Atome definieren,
alle iibrigen divergieren gegen Null. Die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten dieser Atome ist aber gleich 1, wie Herr F.
Grummich in einer in Vorbereitung befindlichen Arbeit be-
wiesen hat (s. auch [7]). Wir kénnen also in der Beh. des
Satzes 3.9.1. die Aussage (1) ersetzen durch die Aussage:

1%y Das W-Produktteld (©, ) ist vom Typus I11.
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