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Integrabilititsbedingungen in der Theorie
der Flichenabbildungen

Von Frank Liébell in Miinchen

Vorgelegt am 2. Mirz 1951

In fritheren Arbeiten bot sich gelegentlich schon Anlal3, auf
die Integrabilititsbedingungen hinzuweisen, welche die wesent-
lichen Funktionen der Theorie der Paare punktweise aufeinander
bezogener Flichen erfiillen miissen.

Im folgenden mége nun ein Anfang mit der Aufstellung der
Bedingungen gemacht werden, denen die die gegenseitige Lage
entsprechender Elemente festlegenden GrofBen! geniigen: die
RiBmaBstibe #, die QuerriBmaBstibe ¢ und die Normal-
riBmafBstibe y; es wird sich zeigen, daB in sie auch die Kriim-
mungsgrofen einer der beiden Flichen eingehen: die Normal-
krimmungen N, die Normalwindungen 7 und gewisse
geoditische Krimmungen G.

Wir wollen uns aber nicht damit begniugen, die Bedingungs-
gleichungen nur in der Form herzuleiten, die sich darbietet,
wenn man von der in der natiirlichen Differentialgeometrie iib-
lichen, auf das Arbeiten mit Ableitungen nach Bogenlingen ab-
gestimmten Integrabilititsbedingung? ausgeht. Es sollen
vielmehr auch vereinfachte Formen entwickelt werden, die haupt-
sichlich der durch das Vorherrschen von Linienelement-
funktionen® nahegelegten Verwendung geoditischer Rich-
tungsableitungen® zu verdanken sind; wesentlich ist hierbei,
daB es durch diese méglich ist, die Integrabilititsbedingung fiir

1 Siehe SitzBer. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. Kl., 1947, S. 16 u. S. 21;
Jahresber, d. D. Math.-Ver. 54 (1951), 2. Abt. S. 32.

?E.Cesaro, Lezioni di geometria intrinseca, Napoli 1896, p.155 (4)
(G; wird hier mit anderem Vorzeichen gebraucht); Jahresber. d. DMV. 39
(1930) S. 177 (wo fiir orthogonale Netze g, = G,, g = — G, wird).

3 Linienelementfunktionen und geoditische Ableitungen in der Flichen-
theorie. Math. Ann. 121 (1950) S. 427ff.; die Beziehung zwischen gewdhn-
lichen und geoditischen Richtungsableitungen steht dort auf S. 432.
Miinchen Ak. Sb. 1951
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eine reine Ortsfunktion ebenso kurz zu fassen wie bei Zugrunde-
legung einer Parameterdarstellung der Fliche. Weitere Verein-
fachungen kommen dadurch zustande, dal3 gewisse skalare Gro-
Ben zu Vektoren und diese schlieBlich zu Dyaden vereinigt
werden.

Skalare Bedingungsgleichungen

1. Wir kniipfen an die Grundbeziehung an, die zwischen
entsprechenden Linienelementen der beiden einander zu-
geordneten Flichen ¢ und 9 des euklidischen Raumes besteht?:

dy = ndy + gdr* + ynds; (1)

hier bedeutet n den Einheitsvektor der positiven Normalen der
orientierten Fliche ¢, &s die Lange von &z, ferner ist 42* =n X 4.
Wie M und 7 sind #, ¢ und v Linienelementfunktionen® auf g.
Nehmen wir ein orthogonales System von Bezugslinien auf g
an — nur fiir ein solches sollen die Integrabilititsbedingungen zu-
nichst abgeleitet werden — und unterscheiden wir die auf die bei-
den Scharen von Netzlinien sich beziechenden Gréen durch die
Indizes 1 und 2 voneinander, setzen wir endlich zur Abkiirzung

—Z:i— = t, speziell -jf; = tl und g}i— — tz, so wird wegen ti* — fz,
Rt
) JorI :
EYN =mt + at +nn, SRl gots + 725ty + vam . (1)
& 2

Es ist zu bedenken, daB p als Ortsfunktion auf ¢ angesehen wer-
den kann; daher mull vy die Integrabilititsbedingungen
fiir Ortsfunktionen erfiillen, die folgendermafBen lautet?®:

(ciz = Gl) aasl' = (’ei’{ 2§ GZ) ’72? T &

4 SitzBer. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. KI., 1948, S. 228; dort wurde
auf S. 232 die Integrabilitiatsbedingung fiir den Sonderfall einander gleich-
miBig entsprechender Flichen schon aufgestellt. Vergl. ebenda S.337.
Schon frither wurden von den Bearbeitern der ,,relativen Differentialgeo-
metrie’* Integrabilititsbedingungen fiir den Fall der Zuordnung durch
parallele Beriihrebenen betrachtet.
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die G; ( = 1, 2) sind die geoditischen Kriimmungen der Netz-
linien auf g. Folglich wird @)

2
(‘0}—_61) (mt+ it +am) — (asl“f‘ Gz) (=goti+ 723ty + Yon) =o0.

Zur Vereinfachung der weiteren Rechnung wenden wir den be-
kannten Satz der Kinematik an, der besagt, daf3 die absolute
Anderungsgeschwindigkeit eines Vektors — hier ¢ = »t 4 gt* -
-y1n -, der sich relativ zu einem starren Korper — hier dem be-
gleitenden Dreibein (t;, t,, 1) der Fliche ¢ ~ bewegt, der eine
Fithrungsbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit®

d=Tt+ Nt* 4+ Gn (3)

vollzieht, die geometrische Summe seiner Fithrungsgeschwindig-
keit
a9 '
s =D Xq (3"
und seiner Relativgeschwindigkeit ist, die allein von der Ver-
inderlichkeit der GroBen #, ¢, und v herrihrt; wir finden

tl(( ——G)n1 ( +G)gz)+t2(( -G - (il+62)n2)+

, P 8
AT ((‘ds2 _Gl) i (8&- T GZ) YZ)
+ Dy X (1t + @y te 4 i) — Dy X (— gty + #7515 + vo1) = 0.

Wir kénnen nun nach Einsetzen der aus (3) zu entnehmenden
Werte von b, und b, auch die beiden Vektorprodukte in ihre Kom-
ponenten nach t;, ta, 1 zerlegen, wir kénnen aber auch die Glei-
chung nacheinander skalar mit t;, t,, n multiplizieren; auf jeden
Fall erhalten wir, bei Beriicksichtigung der Bonnetschen Re-
lation®

e oY @

® Eine Zusammenfassung simtlicher Ableitungsgleichungen der Kurven-
und Flichentheorie in einer einzigen Beziehung, wie sie (3') darstellt, mit
Hilfe eines ,, Kriimmungsvektors* D, findet sich wohl zum erstenmal bei
Cesaro l.c. p.250; siche Jahresber. d. DMV. 39 (1930) S. 173 u. S. 172,

¢ O.Bonnet, Mémoire sur la théorie des surfaces, Journal de I'Ecole
Polytechnique, t. XVIII, 1843, p. 4.
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als Aquivalent der Vektorbedingung die drei skalaren Gleichun-
gen:
Q)

9 2
(5}_ o G1) 7 + (? + Gz) gs + Gy1tg— Gogy — NyYa— 711, =0,
2 1
o ?
(3“__ Gl) T (6—x g Gz) 1y + Grgo + Gty + 7172 + Voy1=0,
2 1
2 ?
(3—-"2_61) (i (6_:1 L GZ) Yo— N, go— Nogy — T3 (ny—my)=o.

Dies sind die gesuchten Integrabilitdtsbedingungen fir
das Flachenpaary & 9. Ihr Erfilltsein ist notwendig und hin-
reichend dafiir, daB sich zu der als gegeben anzusehenden Fliche
1 eine Fliche 9 finden 1408t, die auf sie so abgebildet werden kann,
daB die Funktionen #;, ¢;, v; die geforderten Bedeutungen haben;
p ist bis auf eine beliebige Translation im Raum bestimmt. Nimmt
man aber zu den Gleichungen (I) noch die GauB-Codazzi-Mainar-
dischen Fundamentalgleichungen der Flachentheorie hinzu, de-
nen die GréBen &V;, T;, G; gentigen miissen, so braucht man die
Fliche g nicht als gegeben anzusehen, da ihre Existenz der Ge-
stalt und GroBe nach dann nach dem Bour-Bonnetschen Satz ge-
sichert ist.

Wir bemerken aber, daB3 die beiden Codazzi-Mainardi-
schen Gleichungen aus den zwei ersten der Gleichungen (I)
hervorgehen, wenn man

y=n (3)
annimmt und die Zuordnung ¢ — 1 so vornimmt, daB einander
Punkte mit gleichen Normalvektoren zugewiesen werden; die
dritte der Gleichungen (I) ist jedoch dann identisch erfillt. In
diesem Fall ist nimlich? auller v = o

=N und ¢g=—7. (&)
Einfihrung geoditischer Richtungsableitungen

2. Da wir es hier, wie oben schon betont, vorwiegend mit Li-
nienelementfunktionen zu tun haben, liegt der Gedanke

7 SitzBer. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. K1., 1947, S. 23. Dort ist &V
als Biegung, 7 als Drillung bezeichnet; hierzu vgl. Jahresber. d. DMV. 53
(1943) 2. Abt. S. 33.
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nahe, es konnten die gefundenen Beziehungen dadurch ein-
facher werden, daf3 wir geoddtische Richtungsableitungen

; : : d
—;; statt der gewbhnlichen geometrischen Ableitungen —~ verwen-

den3; diese beiden Operationen hingen untereinander vermoége
der Beziehung
d 3 2

o G 6

zusammen, wo —a% die partielle Ableitung nach dem Richtungs-

winkel des Linienelementes bedeutet, von dem die zu differenzie-
rende Funktion auBer vom Ort abhingt. Beriicksichtigen wir
auBerdem, daB3 sich die bei der Umformung auftretenden Ab-
leitungen der GroBen #;, ¢;, v; nach ¢ durch diese selbst aus-
driicken lassen, und zwar auf Grund der allgemeinen Beziehun-
gen:®

D el S ey Y SN )
wobei

IS, Lt e e N o W £F
Ny =Ny, Ny =M, 1 = G2, 92 =41, Y1 =Y» Y2 = TN

zu setzen ist, so erhalten wir, ausgehend von (I), auf dem be-
schrichenen Wege durch einige Rechnung, die aber keinerlei
Schwierigkeiten bietet, folgende einfachere Form der Inte-
grabilitidtsbedingungen:

3n 3

'3321 ar ‘ai:‘ =171 + v, (IIa)
3¢ S

'5;:'—'3512 =—1M—171, (IIb)
8- 3

3}-’21 = '312' = (ny— )Ty + @1 Vs + g2 V1. (II)

8 Wenn @ eine Linienelementfunktion ist, deren Argumentelement im
Punkt 2 die Richtung t hat, so bedeute ®* den Wert von ® in P fiir das

um - T; in der Berithrebene gedrehte Element der Richtung t*.

Dic Relationen (7) folgen aus den Gleichungen (10) auf S. 20 und (17) auf
S.22 der in der vorigen FuBnote genannten Arbeit, ferner aus der Gleichung
= — 3d, die auf S. 230 der in FuBnote 4 angegebenen Arbeit bewiesen
ist (statt deren wir hier zu schreiben haben: y = —3t); & ist namlich eine

reine Ortsfunktion, und es gilt, wie ohne weiteres zu erkennen ist: t, = t¥,
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Es ist zu beachten, daB3 die hier vorkommenden Argument-
elemente der verschiedenen Linienelementfunktionen verschie-
den gerichtet sind; ihre Richtungen t; und t, wechseln nach Ma@-
gabe der Indizes 1 oder 2 der zu differenzierenden Grof3e.

Die Gestalt, die die Codazzi-Mainardischen Gleichungen hier-
nach in dem oben hervorgehobenen Sonderfall der GauBschen
Abbildung £ — 11 annehmen, ergab sich schon bei einer fritheren
Gelegenheit.? Es wird auffallen, daB sich Gaul}’ theorema egre-
gium dabei nicht auch einstellt; das rithrt davon her, daB3 zwischen
den Gréfen G einerseits und vy andererseits im Rahmen der hier
durchgefiihrten Betrachtungsweise keine Verwandtschaft von der
Art besteht wie zwischen den Gréien V und 7 einerseits und #
und ¢ andererseits. Die geoditischen Kriimmungen sind ja nicht
einmal Linienelementfunktionen wie die NormalriBmalBstibe,
wenn man sie nicht, soweit als sie in den Entwicklungen in Er-
scheinung treten, durch besondere Vorkehrungen dazu macht;
diesen Gedanken wollen wir aber hier nicht weiter verfolgen.
Will man erreichen, dal3 (I11) als Verallgemeinerung des theorema
egregium erscheint, so mufB3 man Abbildungen von ¢ auf andere
Flichen y heranziehen; aber auch das mége einer anderen Ge-
legenheit vorbehalten bleiben.

Es sei noch erwihnt, daB allgemein bei Flichenabbildungen,
bei denen die Normalenrichtungen erhalten bleiben, die
durch das identische Verschwinden aller v gekennzeichnet sind,
nach (IIT) gilt:

Nyt g+ Ty + 17y =0 (8)

Vektorielle Zusammenfassungen

3. Die am Schluf3 von Abschnitt 1 gemachten Bemerkungen,
nach denen in unseren Integrabilitidtsbedingungen die Codazzi-
Mainardischen Gleichungen als Sonderfall enthalten sind, dridn-
gen, da diese zu einer vektoriellen Beziehung vereinigt wer-
den kénnen,1® zu der Vermutung, daf3 man die beiden ersten der

® SitzBer. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. KI., 1949, S. 39.
10 Der erste, der die drei Fundamentalgleichungen der Flichentheorie mit
Hilfe GraBmannscher AusdehnungsgroBen, die in diesem Falle Vektoren sind,
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Gleichungen (I) oder die beiden Gleichungen (Ila) und (IIb)
vielleicht auch in eine Gleichung zusammenziehen kann, in der
die Vektoren

2y

b =n X'asi“—“_%ti‘i‘”it? ©)
eine Rolle spielen, die der der geoddtischen Krimmungs-
vektoren

on
g =n xa;=7}fi+Nif? (10)

in jener Zusammenfassung analog sein miiite; die f; sind wie
die g; Linienelementfunktionen. In der Tat ist das méglich:
Wir brauchen nur die erste der Gleichungen (IIa) und (IIb)
mit t,, die zweite mit — t; zu multiplizieren und sie dann zu ad-
dieren; dabei haben wir zu bedenken, daf} gilt
3ny __ 3(mty) % 3t,

oyt E ey e, USW
2 95, 05,y 1 as,

und dafB3 die geoditische Ableitung eines beliebigen, mit einem
begleitenden Dreikant der Fliche g starr verbundenen Vektors g,
wie etwa t,, sich mit Hilfe des geoditischen Kriimmungsvektors
g=7t+ Nt* zul!

39

72,; - 8 X q (lol)
ergibt. Dann finden wir
3 (7, 1) 3(g,ts 3(g, t
7;2 —— 18 Xty —‘(g; ) — 20 X tp— (gizll 182 Xt -

S(i,t '
+ ) — iy Xt =T+ Y V) + (Ve + 170 1h

o5,

oder

3b 36,
E)x: TTes + (0 Ny + 1, N+ (g —g) T+ 118 —Ye8=0. (II)

in einer Gleichung vereinigte, war wohl Cesaro l. ¢. p.253. Siehe SitzBer.
d. Bayer. Ak. d. Wiss.,, Math.-nat. Abt., 1929, S. 165-173; Jahresber. d.
DMV, 39 (1930) S. 180 FuBnote: und S. 178. ¥

1! Vgl. die in FuBnote 3 angefiithrte Arbeit S. 433.
2 Minchen Ak. Sb. 1951
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Diese Beziehung geht in dem mehrfach erwihnten Sonder-
fall (5) in die vektorielle Codazzi-Mainardische Glei-
chung? tiber, weil ) dann vermdge (5') zu ¢ wird und.der Faktor
von 11 den doppelten Wert des Gaufischen Kriimmungsma@es

K =N, N, — T?

annimmt.12

Vereinfachte Integrabilitdtsbedingung fiir Orts-
; funktionen.

4. Die Einfachheit der Verbindung, in der in den erhaltenen
Resultaten immer wieder die beiden geoditischen Ableitungen
3 b
E und E
mutenden Erscheinung ein allgemeingiiltiger Sachverhalt
zugrunde liegt. In diesem Zusammenhang ist zunichst der Ge-
danke an die in einer fritheren Arbeit aufgestellte Integrabilitits-

bedingung fiir Linienelementfunktionen ® naheliegend 13

3 3@ 3 3D oQ
Gl (*‘ Gl e G

05, R 0o

auftreten, 1406t vermuten, daB3 dieser gesetzmiBig an-

in der simtliche geoditischen Ableitungen unter der Annahme
zu vollziehen sind, daBl das Linienelement, von dem @ abhingt,
in der Differentiationsrichtung infinitesimal parallel verschoben
wird. Wenn aber die Bedingung (11) auf eine reine Ortsfunktion
als eine spezielle Linienelementfunktion angewandt wird, so geht
sie, worauf schon in der soeben erwihnten Arbeit hingewiesen
wurde, in die Integrabilititsbedingung (2) fiir Ortfunktionen
iiber, weil dann selbstverstindlich wegen des Wegfalls der den
Wert der Funktion mitbestimmenden Richtung des Argument-

12 Cesaro l.c. p.167. In der Tat ist seiner urspriinglichen Bedeutung

nach das GauBische KriimmungsmaBl A" = nz—z; —g:—z =1 ((gy X 1) X (g X n))
= ng, g, = NV, -+ T T,; dhnlich erkennt man, dall gilt: An = gy X ga.

i o

Ausdriicke von der Form %ﬁ‘- =

2 1

meiner, auf duBere Ableitungen Pfaffscher Formen im Sinne H. GraBmanns
und E. Cartans.

13 Vgl. Math. Ann. 122 (1950) S. 156 (15).

52 deuten auf Rotoren hin oder, allge-
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elementes tiberall an die Stelle geoditischer Ableitungen gewéhn-
liche Richtungsableitungen treten miissen und die partielle Ab-
leitung nach dem Richtungswinkel verschwindet. Im besonderen
erhalten wir fir @ = p die schon anfangs benutzte Beziehung (2):

sy e oy
(8:2_ Gl, a5, (651 Gz) 05, i

; 5 dy . s ;
Beachten wir nun aber die Tatsache, dal3 - d?— eine Linienelement-

funktion ist; die Richtungsableitung einer Ortsfunktion hingt ja
von dem in die Differentiationsrichtung weisenden Linienelement
ab. Es hat deshalb einen verniinftigen Sinn, nachtriglich die in
den Klammern stehenden gewdhnlichen Richtungsableitungen

’-ail und 61 durch die geoditischen Ableitungen »ai: bzw. EZ- aus-
zudriicken, die sich jetzt aber — wie tibrigens schon in (IIa), (IIb)

und (IIT) — auf die beiden verschiedenen Linienelemente mit den
Richtungen t; und t, beziehen sollen, von denen :;)— bzw. g% ab-
1 2

hingen; wir erhalten nach (6):

( : +sza—ﬂ—cl)?"r—(ai-+Glg%+cz)ﬂ=o

05,y 7o) 051 05,

Bekanntlich gilt nun, wenn die Differentiationsrichtung von e

diejenige des Einheitsvektors t = t, cos ¢ 4 1, sin g ist,

dy oy g ii)_

T + sing 25, (12)
Daher wird, weil die Abhingigkeit der Ableitung 7;2 von ¢ nur
von den Faktoren cos ¢ und sin ¢ herriihrt, nicht aber von den

i 0 - . .
GréBen b—v— und at)—, die in der Relation (12) als reine Orts-
51 05,
funktionen fungieren,

A g e (A 99
oo ds SHEC, 25, + coso a5y’
d. h.
o dy _ dy |
Lo, 63

insbesondere ergibt sich fiir ¢ = o und fiir ¢ =: :
2%
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0 9y _ oy 0 oy __ oy

9 95, 05y’ dp dsy 95,
. 7 o an oy 0
insofern hier, im Gegensatz zu oben, - und .-~ als Linienele.

Y ads s

mentfunktionen der speziellen Elemente1 mit der21 Richtungen t,
und t, anzusehen sind.

Hiernach kénnen wir die Integrabilititsbedingung fiir

eine reine Ortsfunktion in vereinfachter Form so schreiben:

3 oy 3 oy

-852 05, = 331' a5, = (14)

es sei wiederholt, daf3 hier jede der geoditischen Ableitungen sich
auf die Differentiationsrichtung der jeweils hinter ihr stehenden
gewohnlichen Richtungsableitung als Richtung des Argument-
elementes bezieht, d. h. unter der Annahme ausgefithrt zu den-
ken ist, daB t, bzw. t, infinitesimal parallel verschoben wird.

Natiirlich kann in (14) v durch eine beliebige skalare oder ten-
sorielle Ortsfunktion ersetzt werden, die die nétigen Differenzier-
barkeits- und Stetigkeitseigenschaften besitzt.1

Wir verstehen jetzt, beim Anblick von (14), warum in den
Gleichungen (IIa), (IIb), (III) und (II) sowie in den &dquiva-
lenten spiteren Bezichungen die GréBen G; und G, nicht mehr,
wie in (I), auftreten.

Folgerungen

5. Auf Grund des Ergebnisses des vorigen Abschnitts hétten
wir zu unseren fritheren Integrabilititsbedingungen von vorn-
herein mit geringerem Rechenaufwand gelangen kénnen; wir

14 DaB die beiden Differentiationen auf der linken Seite von (13) wegen
Y, = 0 nicht vertauschbar sind, rithrt davon her, daB ¢ erst durch die geo-
metrische Ableitung eine Linienclementfunktion wird; es besteht also hier

kein Widerspruch zu der Tatsache, dal3 —:s— 5‘;- = -62 o]
nicht auf den Azimut der Differentiationsrichtung bezieht, wie nach dem Hin-
weis, der in der in der vorigen FuBnote genannten Arbeit auf S. 155 gegeben
wurde, bewiesen werden kann,

Es sei darauf hingewiesen, daB die Beziehung (14) auch bei Zugrunde
legung eines nicht-orthogonalen Bezugsnetzes gilt; dies wird in einer Arbeit
bewiesen, die demniichst in den Math. Ann. erscheinen soll.

: RO
ist, wenn - - sich
=
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hitten nur auszugehen brauchen von der gemilB (1) geltenden
Gleichung:

3
31_ (mty + qute + vam) — 75N (— oty + 73ty 4 yom) = 0. (15)

Bei ihrer weiteren Umformung, deren Ziel die Zerlegung in Kom-
ponenten nach den Richtungen 1y, t,, n sein soll, greifen wir wie-
der auf die Beziehung (10') zurtick; es ergibt sich

8uy  8¢p (i?l b ”2) (,311, o ﬁz_)
h (Wﬁ:r_,i o 05, it 05y Tt 05, ot

051 05y

+ g Xty F ity +1am) — 81 X (— oty F 7ty +y,n) =0.

Auf diesem Wege kommen wir schneller als in Abschnitt 2 zu den
Gleichungen (I1a), (ITb) und (III).

Méchte man aber von Anfang an auf die vektorielle Zusam-
menfassung (II) der Beziehungen (IIa) und (IIb) lossteuern, so
kann man die Gleichung (15) vektoriell mit n multiplizieren ; man
findet wegen n X (m;t; + ¢;17) =B,

3  3n

08y 03y

3b, dn

) . :
Da nach (10') '8: =g; X nist, wird
1

3%
”a‘;:‘ — (82 X ) X (mty + g1t +1an)

8h, ‘
— 3% (g X ) X (— oty + 7ty + Yam) =0,

und hieraus folgt, da fiir Vektoren a und b, die zu n senkrecht sind,
(aXn) X b=a X (n X b) ist, die oben schon gefundene Be-
zichung (IT) in der Form

3 36 /
'35: _‘75%_‘92 X B+ 8 X b+ 1ig— Yo =0. II)

Um schlieBlich die dritte der Integrabilititsbedingungen, nim-
lich (I11), auf diesem neuen Wege zu gewinnen, multiplizieren
wir die Gleichung (135) skalar mit n; wir erhalten

§Y in S 3n
a’_;-:—"as; (nltl + g]_fg +Y1n>— *azlzf + = <_g2t1 + 7221,2 +Y2n)=0,

05,

X(mt +ate Hnm)— o i 95, X (— gt +7t+1an)=0.
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mithin
Sy 8y

"alsl' — gen(mty + g1ts) — as—z + gin(— gty +7t) =0
2 1

und daraus gemiB (9) unmittelbar die gesuchte Beziehung in der
Form:

3 8 :
3:: > ‘a'}f' + 8162 — g0y = 0. (11
Wir hitten auch nt; + g;tF =1b; X nin (15) einsetzen kénnen;
die dabei sich ergebende Relation 146t sich mit Hilfe eines Kunst-
griffes, der im nichsten Abschnitt beschrieben werden soll, rasch
in die Gleichungen (II') und (III") zerfillen.

6. Statt der Vektoren §j;, die wir in Abschnitt 3 wegen der Ana-
logie ihres Baues zu dem der geoditischen Kriimmungsvektoren g;
eingefithrt haben, die infolge ihrer kinematischen Bedeutung als
Drehgeschwindigkeiten der Bertithrebene der Flache g bei infini-
tesimaler Parallelverschiebung fiir die Flichentheorie wichtig

] = . . g oy
sind, kénnen wir auch die Tangentialkomponenten von 8;;,
niamlich :

)

fi ey lLES a5,

Xn=5h Xn (16)

heranziehen. Man kann sogar die Ansicht vertreten, dal3 der Vek-
tor f fiir die Flichenpaare eine wichtigere Rolle spielt als fy. In der

. . " g 2
Flachentheorie wiirde ihm der Vektor ar; =g X n entsprechen.

Die Bedingungsgleichung, der f; und f, gentigen miissen, er-
gibt sich am einfachsten aus der allgemeinen Bezichung (15):
Wegen

dy
S (16)
ist
3f, sz S(Yli) Sy, m) ke
_3-‘22_—-1331v+_352 e o o
oder :
Sfl_s_fz____(s‘{l _ 8yy )_ £
By s o _832'11 ED n (Y18z X 11— Yaf X 1)

Nun sehen wir, daB} der erste der beiden eingeklammerten,
rechts vom Gleichheitszeichen stehenden Vektoren ein normaler,
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der zweite ein tangentialer Vektor beziiglich der Fliche g ist. Den
Vektor auf der linken Seite kénnen wir aber ebenfalls in seinen
normalen und seinen tangentialen Bestandteil zerlegen, und
zwar auf Grund folgender Uberlegung: Wenn e eine beliebige
vektorielle Linienelementfunktion in der Fliche g, d. h. ein diese
stets berithrender, auBBer vom Ort noch von einer Tangentenrich-
tung t abhingiger Vektor ist, so wird beim Fortschreiten iiber die
Fliche r seine Anderungsgeschwindigkeit relativ zur mitbeweg-
ten, speziell etwa infinitesimal parallel verschobenen Beriihr-
ebene stets ein in dieser liegender, d. h. tangentialer Vektor sein?®.
Nun kénnen wir aber die einer Fortbewegung mit dem Geschwin-
digkeitsvektor t vom Betrag 1 entsprechende Relativgeschwindig-

keit als Differenz der absoluten Anderungsgeschwindigkeit —:,j_—
und der von der infinitesimal parallel verschobenen Beriihrebene
verlichenen Fithrungsgeschwindigkeit darstellen, die nach (10%)
dem Vektor ¢ X e gleich ist. Folglich muf3?®

Tt e

ein Tangentenvektor sein, wihrend g X e die Normalkompo-
de
ds
Gleichung in der Form

nente von ist. Schreiben wir also unsere auf (16") folgende

of 3f,
st—-‘h X fl_%_;_ + 81 X fa + (g —ve80 X n =
8 8"’2
=g X fa—ga X fl*“(a:_:_'a}l)’

so muB auf der linken Seite des Gleichheitszeichens ein tangen-
tialer Vektor stehen; der Ausdruck rechts davon aber ist unmit-
telbar als Normalvektor der Fliche zu erkennen. Das ist nur mog-
lich, wenn beide Seiten der Gleichung verschwinden; mit einem
Minimum an Rechnung fithren wir so die Zerfillung der Aus-
gangsbeziehung in die beiden folgenden Gleichungen herbei:

15 Die Uberlegungen des Textes sind dhnlich den in Math. Ann. 121 (1950)
S. 436f. FuBinote 15 durchgefiihrten, die die Beziehung zwischen dem abso-
luten Differential des Tensorkalkiils Cartanscher Prigung und dem geoditi-
schen Differential kldren sollten; dort muBte jedoch im Gegensatz zu den
hier vorliegenden Notwendigkeiten ¢ als Ortsfunktion angenommen werden,



24 Frank Lobell

56, . 8F,

—3£2 _-31 +a X o8 X i—n X Me—rs)=0, (IV)
3 8y :

_82"/: Lo, ’3}12'_11 (0 X fo—gs X fp) =o0. V)

Wegen (16) ist (IV) mit der im Abschnitt 5 aufgestellten Glei-
chung (IT’) identisch.

Sie zeigt, daB die Bedingung (8), die bei Paaren von Flichen,
die sich mit parallelen Bertihrebenen entsprechen, infolge des
Verschwindens von v erfillt ist, gleichbedeutend mit einer der
folgenden Beziehungen ist [vgl. (16)]:

G1h— @by =0 oder g X fo—gy X f; =0, (8')
da dieser Vektor, wegen g; =1 X 2—2 gleich n (fl :;1; —f, a%%), ein

normaler ist. In diesem Falle (y = o) muB} also, wie (IV) zeigt,
auch gelten

Sl iy
05y 08y

— O, (8//)

was aber nach (16") wegen (14) schon daraus folgt, daB hier f; und
f, die partiellen Ableitungen von v nach den Bogenlingen der Be-
zugslinien sind, woraus sich umgekehrt (8) ergibt.

Invariante Darstellungen.

7. DaB die Vereinigung der beiden Gleichungen (IIa) und
(IIb) zu der vektoriellen Gleichung (II) oder (II') als eine natiir-
liche anzusehen ist, wird dadurch bekriftigt, dall man sie auch
in eine vom gewihlten Bezugsnetz unabhingige, kurzinvariante
Form bringen kann,

Wir fiihren die im allgemeinen unsymmetrische Dyade

H=1t b+t b (17)

ein, mit deren Hilfe § folgendermaBen durch t ausgedriickt wer-
den kann:

b = tH; @7)
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H nimmt in der Theorie der Flichenabbildungen eine #hnliche
Stellung ein, wie sie in der Flichentheorie der schon vor lingerer
Zeit aufgetretenen symmetrischen Dyade oder dem Tensor?®

P=g ta—g h=t g—t g (18)
zukommt, mit dem ¢ in der Beziehung steht:
@ ==t == IR (18"
Es gilt:
DH—T . X H—-T3J =o0; (UE)

hier bedeutet © den schon bei anderen Gelegenheiten verwen-
deten Differentialoperator??

g a
D=t -a'sl~——tlﬁz- (19>

und J die absolute Differentialinvariante des Flichenpaares
L0
2y

7
_3.5'2 _t2 X D (20)

X — i L
& = t;_ X a5y’

das Zeichen - X aber bedeute die Aufeinanderfolge der skalaren
Multiplikation der Dyaden I" und H und der vektoriellen Multi-
plikation der dadurch entstandenen Vektoren. Die Richtigkeit
der Beziehung (II1'") 148t sich ebenso leicht verifizieren — etwa

durch Einsetzen von f; = t; H und von®

Yi =—3t (21)

18 Jahresber. d. DMV. 39 (1930) S. 179; dort wird die Bezeichnung { fiir $*
gebraucht. Einen Zhnlichen Tensor fiihrte A. Lotze in seiner Vektor- und
Affinoranalysis, Miinchen 1950, auf S. 80 ein, den er Kriimmungsaffinor
nennt und der gleich —n X I' X n ist.

Es sei bemerkt, daB DI = 2 8 ist, wo ) ein fiir die Kriimmungsverhilt-
nisse einer Fliche charakteristischer Vektor ist, der in der in FuBnote 3
zitierten Arbeit auf S. 441 ff, untersucht wurde; der Vergleich mit der dor-
tigen Gleichung (10) zeigt, daf DI = 2 DA ist, wo A die mittlere Kriim-
mung der Fliche bedeutet.

17 Jahresber. d. DMV. 39 (1930) 2. Abt. S. 71; SitzBer. d. Bayer. Ak. d.
Wiss., Math.-nat. Abt., 1944, S. 132; 1947, S. 179; 1948, S. 71f.; Arch. d.
Math. (1949) S.17ff.; D in verallgemeinerter Bedeutung: Math. Ann.121
(1950) 8. 443f.

18 SitzBer. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. Abt., 1943, S. 218 und 220.
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in (II') und (II1") — wie die der folgenden:

Sy pltothl =, (111"
die die invariante Form der Gleichung (I1I) oder (III") darstellt;
in ihr bedeutet das Zeichen - die zweimalige Wiederholung der
skalaren Multiplikation!® von I' und H.

In dem mehrmals erwidhnten Sonderfall £ — n wird
H=—nXT'=—T*=t-g +1%"g.
Da in diesem Falle

,‘o,s =t1 Xiﬂ_—tz X ’aﬁn'=t1 X (gz X n)_‘tz X (91 X ll) ==
05, d5;y

= —n(ti g —t20y) = n (N + V),

also 'y =o
und
I ahii= e it gt e MRS (a0l

=@ X@G—0 X§ =26 Xg=2Kn

ist33, so konnen wir schlieBen, dafl der Codazzi-Mainardischen
Gleichung die Form gegeben werden kann

DI* 4 2 Kn = o, (22)
wihrend wegen
DI=D(MV, +Nyn) =0
und
P H=(g-ta—gt) (i@ +12°g) =18 — G =0
die Gleichung (III") in diesem Sonderfall identisch erfiillt ist.

8. Ganz dhnlich gebaute Beziehungen erhilt man, wenn man
den Affinor F = H X n beniitzt, mittels dessen f durch t aus-
zudriicken ist:

= 9i{n BX (il =iy (23)

1 Siehe M. Lagally, Vorl. ii. Vektorrechnung, Leipzig 1945, S. 54, 220
und 304.
Es sei darauf aufmerksam gemacht, dafl allgemein gilt:

31t 193 P 3
85q sy o3
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und besonders beachtet, dal gilt:
F'xF=2%-n, (T

als Ersatz fiir die Gleichungen (IT"") und (II1"") oder (IV) und (V).

Wendet man sie auf den wiederholt betrachteten Sonderfall
£ —n an, so findet man, da dann H X n =—n X I' X n wird,
wieder, daB (III"") identisch erfiillt ist, wihrend aus (II"') wird:

Dm x I X n) =o, (22)
88 _ 3¢,
% 05, 95y
deren Aquivalenz mit der Codazzi-Mainardischen Gleichung man
aber erst durch Anwendung der SchluBweise erkennen kann, die
im Abschnitt 6 zur Zerfallung der auf (16') folgenden Beziehung
in die zwei Gleichungen (IV) und (V) fihrte.

was mit n X ( ) = o gleichbedeutend ist, einer Relation,

9. So viele verschiedene Gestalten man den Integrabilitits-
bedingungen aber auch zu geben vermag — in manchen Fillen
wird es gut sein, sich daran zu erinnern, daf} die einzige und dabei
besonders einfache Beziehung (15) alle in diesen Zusammenhang
gehdrenden Bedingungsgleichungen umfaBt. In sehr gedrangter
Form kann man sie schreiben, wenn man den schon in fritheren
Arbeiten erwihnten Affinor A heranzieht, durch den die lineare
Abhingigkeit des Linienelementes &y von &t ihren einfachsten
Ausdruck findet:*

(15) wird dann gleichbedeutend mit
DA =o. (VI

Es entspringe einem MiBverstindnis, wollte man eine solche
Symbolik fiir leer halten; ihre Vorziige liegen vielmehr in folgen-
dem: Man kann die Darstellungsform eines Affinors zwanglos
den verschiedensten Zwecken, die man im Auge haben mag, an-
passen, indem man fiir ihn jeweils die zweckentsprechendste

*0 SitzBer. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. Abt., 1943, S. 237; 1944,
S.114; 1946, S. 183.
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Dyadenform wihlt. So 148t sich zunichst (VI) durch Einsetzen
von

N 2y ay
4 ztl'—as; +ta 05,

aufs leichteste verifizieren, besonders, wenn man zunichst den
Operator D in seiner verallgemeinerten Bedeutung?!?

anwendet, wodurch man auf (14) gefiihrt wird. Je nachdem
man dann '

A=ty t+mty b+ oty t—gota  fy + (1t + 12t - 1

oder =
A=t fi+t-fo+ Mt + 1oty 0

oder gemiB (16'), (21) und (23)
A=F—3-n

setzt, kann man ohne Miuhe die Gleichungen (Ila), (IIb) und
(11I) oder (IV) und (V) ableiten. Ein besonderer Vorzug der Dar-
stellung (V1) liegt aber darin, dal man aus ihr ohne tiberfliissige
Rechnungen unmittelbar die Integrabilititsbedingungen fir den
Fall finden kann, dall man ein beliebiges Netz von Parameter-
linien, d. h. ein allgemeines Koordinatensystem auf der Fliche ¢
und dementsprechend auch auf y zugrunde legt und mit den par-
tiellen Ableitungen nach den Parametern arbeiten méchte.



