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Uber ein vollstéindiges System von Bewegungsinvarianten
der Hyperflichen zweiter Ordnung im %,

Von Karl Seebach in Miinchen

Vorgelegt von Herrn J. Lense am 3. November 1950

Unter dem ,,Hauptsachenproblem** versteht man die Reduk-
tion einer reellen quadratischen Form

n

& Qi ¥ Xpy Qi = A €y
i, h=

auf die Normalform
n

2 N5

i-1
durch eine orthogonale Transformation. Die A; sind die Eigen-
werte der symmetrischen Matrix (a;;); sie stellen ein vollstin-
diges Invariantensystem der Form bezligl. orthogonaler Trans-
formationen dar. Eine Hyperfliche zweiter Ordnung im affinen
R, (kurz F, genannt) ist nun gegeben durch eine Gleichung

n
N’ bt i Y )
o QipXiXp =0, Xy = 1; &;p = @y, (2)

i,h=0

wobei wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen
konnen, daB das im ¢, zugrundegelegte Koordinatensystem
kartesisch ist. Bei der metrischen Klassifizierung werden genau
alle diejenigen 7, in eine Klasse zusammengefaft, die sich durch
ine Bewe
eine gung G)
n n

6 T ZZ;gis (25 =13 ts); Zgis'ghszsik; (ir k=1,... ”)
8= a=1

ineinander transformieren lassen. Wie bekannt ist, gibt es in
jeder Klasse einen Reprisentanten, der durch eine der beiden
Gleichungen dargestellt wird

a) 7\133—’(—...-%—7\],2?‘—{—0 =Iq}:

i 2
by A 2f ... RRED it PP i e O
Minchen Ak. Sb. 1950

?\1'7\2...7\].:%:0. (4)
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Hierin bedeuten die Zahlen 2, . . . A, die von Null verschiedenen
Eigenwerte des homogenen Teiles (1). Sie bilden zusammen mit
den Konstanten D bzw. £, wenn man von der Reihenfolge der )
und einem gemeinsamen Proportionalititsfaktor absieht, ein voll-
stindiges Invariantensystem bzgl. der Bewegungsgruppel. Wih.
rend nun die A als Eigenwerte des homogenen Teiles unmittelbar
bestimmbar sind, habe ich eine allgemeingiiltige Darstellung der
restlichen Invariante D bzw. £ als Funktion der Koeffizienten
in der Literatur nicht gefunden. Es ist natiirlich langst bekannt,
daB3 D bei einer nichtentarteten Mittelpunktfliche zweiter Ord-

nung den Wert g hat, wobei A die Determinante der vollen

Matrix, & die Determinante des homogenen Teiles ist; in den
Entartungsfillen kommt man im R, und R, meist durch direkte
Rechnung zum Ziel. Im folgenden soll nun fiir die Invarianten
D bzw. E ein Ausdruck hergeleitet werden, der es gestattet, dic
Endgleichung (4) der #, ohne Ausfiihrung der Transformation
in jedem Falle sofort anzugeben. Der Gang der Rechnung lafit
s kaum vermeiden, daB dabei auch lingst bekannte Dinge noch-
mals in Erscheinung treten.

Wir fihren folgende Bezeichnungen ein: Grof3e deutsche Buch-
staben ohne Index bedeuten durchwegs (# -+ 1)-reihige quadra-
tische Matrizes mit reellen Elementen. Sei ctwa

U4 = (“ik); ({, k=0,1,...0)

eine solche Matrix; streicht man in ihr die nullte Zeile und nullte
Spalte, so entsteht eine 7-reihige Matrix, die ,,gerinderte Matrix".
Den Prozel der Rinderung deuten wir durch den Index 1 an;
es ist also

W =(a;), G h=1,2...7).

Weiter verstehen wir unter

[%]=apl|, W =(q) KR

in iblicher Weise die Determinante, die transponierte Matrix
und den Rang von 2. SchlieBlich benétigen wir noch die charak-

1 Vgl. etwa Schreier-Sperner, Analytische Geometrie 1I, Hamb. Math.
Einzelschr. 19. Heft, 1935; S. 292.
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teristischen Polynome einer beliebigen Matrix % und ihrer ge-
rinderten Matrix ;:

|U = w€l.= (=) Te [t — g op s (=)L, ]

(U =26 = (=) [ =g Tt (- ) a];

€=(8in). (5)

Die Koeffizienten dieser Polynome lassen sich in bekannter Weise
darstellen als Summen der Hauptunterdeterminanten von U
bzw. U,:

()
]
“Zi,il iy + - g, Diyiy Bpiy - - By,
n n .
Ll . Y
Av =‘ 2 @i,y Pigig » ﬂlgl,. 3 (z”.z~ ) : @ipi) Bigiy - a1ﬁ11,|.
i (g (A, T iy (ia (- (i, 5
0 1 {
[lli,,i, A Ty Pigy o - B4,

Wir betrachten nun die linke Seite von (2), also den reellen qua-
dratischen Ausdruck

n

Lo A - - - — . o Sl
J= 2] appx;%, Xp=1; ;= ay,
i,h=0

den wir in Matrizenschreibweise folgendermafBen darstellen kén-
nen: :

o G760 (7)
§—2ux; 5= iz °).u—(s) =
Eich 4 (&) XpO .. 0

Setzen wir noch
R =R; W) =,

dann gelten die Beziehungen
1SrSREr42; r<n; RESn-+1, 6]

und zwar 1 =7, weil f ein quadratischer Ausdruck sein soll,
und » < R <7 + 2, da der Rang ciner beliebigen Matrix héch-

stens um 2 gréBer ist als der Rang ihrer gerinderten Matrix.
10 Minchen Ak. Sb. 1950
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Bildet man niamlich eine beliebige (# +- 3)-reihige Determinante
A aus der Matrix % = (g;;,), so hat diese Determinante den Wert
Null, falls sie ganz zu ¥, gehort; enthilt A zwar die erste Zeile,
nicht aber die erste Spalte von % und entwickelt man 4 nach der
ersten Zeile, so sind simtliche algebraischen Komplemente als
(» + 2)-reihige Determinanten von 2, gleich Null; dieselbe
SchluBweise gilt, falls in 4 die erste Spalte, nicht aber die erste
Zeile von U vorkommt. Enthilt schlieBlich 4 sowohl die erste
Zeile als auch die erste Spalte und entwickelt man wieder nach
der ersten Zeile, so verschwindet das algebraische Komplement
von @y, als (# 4 2)-reihige Determinante aus 2, jeder andere
(r -+ 2)-reihige Minor der ersten Zeile ist aber ebenfalls Null,
weil bei seiner Entwicklung nach der ersten Spalte lauter ( + 1)-
reihige Determinanten von ¥; auftreten. Andererseits siecht man
leicht an folgenden Beispielen, dafl die Rangbeziehungen R = 7,
R =y -+ 1, R =7 -+ 2 wirklich vorkommen konnen:

00 O 100 00 1
010 o1o0 o010
ooo/;: \ooof; 1 o o].

Wir fiihren nun im affinen ®, eine beliebige Bewegung aus,
die sich bei euklidischer MaBbestimmung darstellen 1iBt durch
das Gleichungssystem (3). Durch Aufspaltung von (3) in ecine
Drehung um den Nullpunkt und in eine Translation ergibt sich

S A\a;gis e Sysp =tk (7 s —Riedo sl
=

oder in Matrizenschreibweise: 9)
190 i ot KO 10..0\

Drehung: X=6-9; ¢ = RSN ;=20 °l;
,ognl "gnn, J’ILO"O/
1707 £ 0 to..0

Translation: P =2+ 3; T = I A ; 3= iRl B

fp 0. .1 2,0 ..0
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Der quadratische Ausdruck § von (7) geht bei aufeinanderfol-
gender Ausfithrung der Transformationen (9) iiber in

V=D EAGY = V' DY; B = G'AG; 7
10)
R ¥ BII=363; C=TVT=T HFUGL.

Die Matrizes B und € sind offenbar wieder symmetrisch. Im fol-
genden sollen nun gewisse Invarianten dieser Transformationen
aufgestellt werden, aus denen sich dann ein vollstindiges Inva-
riantensystem gegeniiber der Bewegungsgruppe ergeben wird.

a) Drehung: Nach (9) und (10) haben wir
X=06%7, B=06'%Y06.

Die gerinderte Matrix &; von @ ist nach Voraussetzung ortho-
gonal; daher ist auch ® orthogonal, wie man sich sofort iiber-
zeugt; es bestehen also die Relationen

66 =¢ 6.6,=6¢ (11)

Nun ergibt sich aus der Matrizengleichung B = &’'% G auch
folgende Beziehung fiir die gerinderten Matrizes

y ] )
?Bl = (ﬁl Q‘l @51,

die man durch Ausrechnen leicht bestitigt. In Verbindung mit
(11) folgt also

B=6G1AG; B, = 6 Y, 6, (12)

Die Matrizes ¥, 9B einerseits und %,, 8, andererseits sind also
zueinander dquivalent

A~ B, A~ B,

und haben daher dasselbe charakteristische Polynom:
[ U—p€| = [B—pC[; |%—rE| = | B, —21C, |

Die Koeffizienten beider Polynome sind somit Invarianten gegen-
tiber beliebigen Drehungen um den Nullpunkt; in der Bezeich-

nungsweise (5) gilt also:
1o0*
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ARSI e S TGN gl W (=SS MR B (i

Wie auBerdem bekannt ist, sind auch die RanggroBen R und »
Invarianten:

R{B) =RAW); R(B) =RA).

Der transformierte Ausdruck §* aus (10) ist also wieder quadra-
tisch. Fiir das folgende merken wir noch an, daB sich die Matrix
% durch geeignete Wahl von & (Hauptachsentransformation des
homogenen Teiles) auf dic Gestalt bringen 1a8t:

'/ b bt - - - boy bopi1 i O . . O \
i skt S B0 R 0) f !
by On . FEMGHSSNO
% = R ok TN SR o0 Mo 3 o
o 0
Ut O
Hierin bedeuten 74, ... 4, die » von Null verschiedenen Eigen-

werte von %;; (» = R (). Die GréBe by, ,,, ist dann und nur
dann von Null verschieden, wenn R(W) =R = 4 2 ist. Im
Falle » = » kommt dieses Element natiirlich nicht vor.

b) Translation: Wir behandeln die Translation unabhingig
von einer eventuell vorausgegangenen Drehung. Demgemil kan-
nen wir nach (9) und (10) schreiben

‘to. .0

,1 1 . . o
E=20; C=AYL; T=
Z, O 1

\"1
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Aus der Gleichung fiir € folgt fiir die gerdnderten Matrizes die
Relation

€ =9,

wie man wieder durch Ausrechnung sofort bestitigt; die quadra-
tischen Glieder werden ja durch eine Translation nicht beein-
fluBt. Das charakferistische Polynom der gerinderten Matrix
bleibt daher trivialerweise invariant; wir schreiben dies in Ana-
logie zu (13) fiir die Koeffizienten an

a,=c¢,, (v=1,2,...%). (15)
Weitere bekannte Invarianten sind die RanggréBen
R(O) = FW; R(E) = R,

wie man aus der Tatsache, dal € wegen |2 | = 1 nicht singulir
ist, auch unmittelbar erkennt.

Nun ist die Translationsmatrix ¥ auBer im Falle der Identitit
nicht orthogonal; daher bleibt auch das charakteristische Poly-
nom von % —im Gegensatz zur Drehung — im allgemeinen nicht
invariant. Wir werden jedoch zeigen, daf} die Translation wenig-
stens eine gewisse Teilmenge der Koeffizienten dieses Polynoms
ungedndert 146t. Zu diesem Zweck transformieren wir € durch
eine orthogonale Matrix @ in eine dquivalente Matrix €*:

C* =F1E6 = (612 6) (G1UG) (G1TG); G- 6’ = ¢
Setzt man noch (16)

GAG =U*;, GG = 3T*; G136 =(G1TG) = (T,

wobei jeweils die mit Stern versehenen Matrizes zu den ur-
spriinglichen dquivalent sind, dann ergibt sich

G = (T*) A>T+, (17)

Die orthogonale Matrix ® werde nun speziell von der Form (9)
gewiahlt
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I EOSE o - (e}

Ly o] 5 % o o

G = S Ein @’1 . @1 _— Gl!
0 gnl N gnn,

wobei durch geeignete Verfiigung iiber & erreicht werden kann,
daB ¥* = G1AG die bei der Drehung erwihnte Endform (14)

annimmt?!:

%oy %oy g1

%o %01 50 o \
%o 7 o o] 5
8 o A O
U* =] o149 O o) 0 (18)
o 0
0 . 0

Man rechnet leicht nach, daf3 die Matrix T* bei obiger Wahl von
& das Aussehen hat

1 o o
sy i 7 @ »iveDb i
TF=01TG = . 3 '19)
(o] 1

wobei es auf die Werte der t, nicht ankommt, Wesentlich ist nur,
daB T* wieder die Gestalt von ¥ annimmt, was auch unmittelbar
einzusehen ist; denn der Ubergang von ¥ zu ¥* bedeutet ja nur
die Einfithrung eines neuen Koordinatensystems, in dem sich
natiirlich wieder eine Translationsmatrix ergeben muf. Fiir ¢*
erhalten wir schlieBlich nach (17), (18) und (19) die Darstellung®:

1 Die Elemente der mit Stern versehenen Matrizes werden jeweils durch
entsprechende griechische Buchstaben bezeichnet.

2 Fiir 7 = # ist natlirlich %, 1 o = ¢, 1 nicht vorhanden; ebenso ist die
obere Summationsgrenze 7 + 1 in diesem Fall durch » zu ersetzen,
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{1 G .F.”\| Grglo, M wios TR - Mot Culoes e \ (l 0o..o0
o AV o 07 TR RISER o PR O ; T A G SR )
: ) )
e %, O 2, O ,
Upr1,0 O 0o ©
\o 0 1 } o] } \‘rn o 1)

ril r :
. O - 1. %) 2 il =R (G S =R
doo+ 22 tyo Ty + 2 Ry ~,,) (#or+M 1) - - (ogp + A %) g iy
V=1 V=1 H
(g9 4 24 71) 2 o o} o i
)
(o0 + A, 7%, o A, (ol
Ui1,0 ) o 0

% st et e i R

Nun bedeuten 4, bzw. €, nach (6) die Summen aller v-reihigen
Hauptunterdeterminanten der Matrizes % bzw. €; dieselbe Be-
deutung kommt den Gréen 4% bzw. C% hinsichlich der Matrizes
A und C* zu. Wegen

A~ A, €~ C*
gilt also:

‘At — fly; C:—_“Cw <V=1727"'71’+1>" (21\

/

Fiir das weitere unterscheiden wir nach (8) die beiden Fille:
R:7'+2; Ré?‘—i—l.

L. R=r+ 2: Unter den (» 4 2)-reihigen Hauptunterdeter-
minanten von U* bzw. €* sind nach (20) samtliche gleich Null mit
Ausnahme der einen, die aus den ersten » -|- 2 Zeilen und Spal-
ten zusammengesetzt ist; letztere ist wegen des Ranges » -2
wirklich von Null verschieden. Daher ist auch die Summe aller
(r - 2)-reihigen Hauptunterdeterminanten aus %* bzw. G* je-
weils gleich derjenigen, die in der linken oberen Ecke steht.
AuBerdem erkennt man leicht, daf3 die Gleichung (20) richtig
bleibt, wenn man simtliche darin vorkommenden Matrizes durch
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die (» -} 2)-reihigen Matrizes ersetzt, die aus den ersten 7» - 2
Zeilen und Spalten gebildet sind. Geht man in (20) fiir die so
verkleinerten Matrizes zu den Determinanten iiber, so erhilt
man, da auch die Determinanten der reduzierten Translations-
matrizes den Wert Eins haben, in Verbindung mit (21) die
‘Beziehung:

Crir=Cls = AJs = App0. (22)
Ist 72 -+ 1 => » + 2, dann gilt weiter far jede natiirliche Zahl v
aus dem Intervall » 2 <Zv <2 - 1:

C,=C*=o0=4=A4,; r+2<<vin-+1; (23)

L1y,

denn alle mehr als (# - 2)-reihigen Hauptunterdeterminanten
von U* bzw. €* haben, falls sie existieren, den Wert Null. Zu-
sammenfassend ergibt sich aus (22) und (23):

C,=A,; »r+2=<vZn+t1; R=r 42 (24)

2. R <1+ 1: Indiesem Fall kommt das Element ¢, ..y = 1,9

entweder {iberhaupt nicht vor oder es hat den Wert Null. Es

gelten im wesentlichen dieselben Schliisse wie bei 1), wenn wir
# - 2 durch » 4 1 ersetzen. Wir haben also

C,=4,;r+1<vZn+1; R<r+1. (23)

Die Formeln (24) und (25) lassen sich noch zusammenfassen in
die eine Gleichung:!

C,=4d,; pEvEn+1; p=Max(R,»+1). (26

Bei einer Drehung bleiben nach (13) simtliche Koeffizienten
A, des charakteristischen Polynoms | % — u € | invariant; bei
einer Translation hingegen nur diejenigen Koeffizienten, deren
Indizes dem in (26) angegebenen Intervall angehoren. An Bei-
spielen 148t sich leicht nachweisen, dal3 die Grenzen dieses Inter-
valles im allgemeinen nicht mehr erweitert werden kénnen. Fiir
eine beliebige Bewegung kommen also unter den Koeffizienten
von | ¥ — 1 €| genau die in (26) angegebenen als Invarianten
in Frage. Damit haben wir

1 Nichttrivial ist die Aussage natiirlich nur firv = p.
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n
Satz 1: Sei f = D a;, %%y %o = 1 cin reeller quadratischer

i, k=0
Ausdruck mit symmetrischer Matrix W = (a;;) vom Rang R;
der Rang der gerinderten Matrix, die dem homogenen Teil
von f entspricht, werde mit r bezeichnet. Schliefilich sei
o = Max (R, » + 1). Unterwirft man die Variablen x; des Aus-

druckes f einer orthogonalen Transformation

Con n i
KXo = B, Yy = Z;gis (‘Zs S ts); Zlvgis_'gks = 8ik;
8= s§=

L2k =1, 25 7))

n
so mdge f dibergehen in den Ausdruck fV = 3 by, 2, 2, 29=1
i,k=0 _
mit der Matriz B = (6;;,). Bedeuten A, bzw. B, die Summen
aller v-reihigen Hauptunterdeterminanten von U bzw. B, dann
gilt :
A, =B, firp v Sn 1.

Nach dem Vorhergehenden ist es jetzt leicht, ein vollstindiges
Invariantensystem der betrachteten quadratischen Ausdriicke (7)
hinsichtlich der Bewegungsgruppe anzugeben; wir werden zei-
gen, dafl die Invarianten :

Ry7ryh. . A, A 27

2

ein vollstindiges System darstellen. Jeder Ausdruck (7) 18t sich
orthogonal auf eine der Normalformen transformieren, welche
durch die linken Seiten von (4) reprisentiert werden. Die darin
auftretenden Konstanten lassen sich nun alle durch die GréBen
(27) ausdriicken; zu zeigen ist das nur noch von den Konstanten
D bzw. E. :

Im Falle R < 7 41, also p = 7 -+ 1 gilt (42). Die Matrix des
Ausdruckes hat die Form

{Do..
Oy = ¥Hu0

o]
d/
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Es ist also

Ay=A. =D 2...%; D =

Fir R =7 42, p =7 + 2 gilt (4b) mit der Matrix

(oo..o'EE

o)\l..oo:
o)

00 TR R0

EZo .. 00

Wir haben daher
A
A =A4.,.,=—EFEN...1; E=]/—-_ L —. (29)
i M o

ZweckmaiBigerweise fithren wir noch die GroBe

ein; dann ist auch
R, 7 by, ok K

ein vollstindiges Invariantensystem; denn die Normalform des
Ausdruckes (7) laf3t sich jetzt nach (28), (29) und (30) in der
Form schreiben

- o) - 2 .
Mzt F K — K, fir p =741,
RpER A an T —l—).,.z;‘f +2K 2, fir p =9 4 2.

Zusammenfassend ergibt sich:

n
Satz 2: Sei f= D ay,x;x, 29 =1 ein reeller quadratischer
i, h=0 o
A ri-3=0
Ausdruck mit symmetrischer Matrix und? K = (-- 5 Q)'\ ) i
-1 . e w r
Die Groflen R, 7, )y, . . . ., K stellen ein vollstindiges Invariai-

1 Hieraus folgt nebenbei fiir ¢ = 7 4 2: sign (&;...%,) = —sign A,.
2 Bzgl. der Bezeichnungsweise siehe Satz 1.
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tensystem bzgl. der Bewegungsgruppe dar. Der Ausdruck f lifjt
sich orthogonal auf eine der beiden Normalformen trawsfor-

mieren.
Mt b s— K, fir R X741,
. e 2 z
Mt .. NS 2K 2, fir R=7r 2.

Bei den Hyperflichen zweiter Ordnung, deren Gleichung sich
durch Nullsetzen von f ergibt, ist natiirlich zu beachten, dal3 es

bei den Invarianten 2,,...2,, X auf einen gemeinsamen Pro-
portionalititsfaktor nicht ankommt.



