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Dreifach-orthogonale Kurvenkongruenzen.
Von M. Lagally in Dresden.

Vorgelegt in der Sitzung vom 5. November 1932 von S. Finsterwalder.

1. Ziel der Untersuchung.

Unter den dreifach-orthogonalen Kurvenkongruenzen im eukli-
dischen Raum haben diejenigen das meiste Interesse gefunden,
die sich zu dreifach-orthogonalen Systemen von Flichen zusam-
menfassen lassen. Nach dem Dupinschen Satz sind die drei
Systeme von Kurven, in denen sich diese Flachen schneiden, ihre
Kriimmungslinien. Fir die Existenz eines dreifach-orthogonalen
Flichensystems sind die L a m éschen Gleichungen, ein simultanes
System von neun Differentialgleichungen erster Ordnung zwi-
schen geometrischen Gréfen, charakteristisch.

Dreifach-orthogonale Kurvenkongruenzen, die sich im all-
gemeinen nicht zu dreifach-orthogonalen Flichensystemen zu-
sammenfassen lassen, treten bei der Untersuchung des Feldes
eines allgemeinen symmetrischen Tensors zweiter Stufe auf, der
jedem Punkt des Feldes drei aufeinander senkrechte Hauptrich-
tungen zuordnet, die die Tangentenrichtungen dreier sich senk-
recht schneidender Kurvenkongruenzen bilden. Das bekannteste
Beispiel aus der Mechanik sind die in jedem riaumlichen Span-
nungsfeld vorhandenen drei Systeme von Spannungstrajektorien.

Die Bedingungen dafiir, daf3 drei Kurvenkongruenzen ein der-
artiges Orthogonalsystem bilden, scheinen nach der geometrischen
Seite hin nicht ndher untersucht worden zu sein. Nach der ana-
lytischen Seite hin sind allerdings zahlreiche Untersuchungen an-
gestellt worden, deren Ziel viel weiter gesteckt ist, und die sich
mit #z-fach orthogonalen Kurvensystemen in Riemannschen
Riumen und mit den Eigenschaften der fiir ihre Existenz cha-
rakteristischen Riccischen Drehungskoeffizienten befassen.l
Demgegeniiber ist das Ziel der vorliegenden Untersuchung die
Aufstellung eines Systems von Bedingungsgleichungen, denen

1 Vgl. T. Levi-Civita, Der absolute Differentialkalkiil, 1928, I\’\p 7.
Sitzungsb. d. math.-naturw. Abr. 1932, III.
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die geometrischen Gréflen gentigen missen, welche ein dreifach-
orthogonales Kurvensystem bestimmen; diese Bedingungsglei-
chungen missen die Laméschen Gleichungen als Spezialfall
enthalten.

Als Anwendung sind die Gleichgewichtsbedingungen eines
Spannungszustands, bezogen auf die Spannungstrajektorien,
aufgestellt.

2. Das begleitende Dreibein und seine Drehung.

Fir die Wahl des begleitenden Dreibeins einer Kurve aus einer
der drei Kongruenzen gibt es zwei naheliegende Maglichkeiten.

Erstens kann man das Dreibein der Einheitsvektoren t, 11, b
in Richtung der Tangente, Hauptnormale, Binormale verwenden;
dann erhilt man die Frenetschen Formeln. Diese haben fiir
eine Kurve der ersten Kongruenz, wenn man samtliche auf sie
beziigliche Gréflen durch cinen unteren Index 1 kennzeichnet,
und wenn man das Dreibein als Rechtssystem voraussetzt, fol-
gende Form:

dt
=, Xt; = x Irnl *;
dsy P1
an I 1
(1) é’sll:Dlxnlzz_— P1t1 * —{—lel;
A I
=9, X b, = * — 11 *,
dsq ! ! Ty
g, und 7, sind der Kritmmungs- und Torsionsradius;
I o
(2) h=_th+ b
‘1 P1

ist der Vektor der Drehung (D arbouxscher Vektor).

Diese Wahl des begleitenden Dreibeins hat den Nachteil, daf3
sie fiir jede der drei sich in einem Punkt senkrecht schneidenden
Kurven ein anderes Dreibein notwendig macht. Diesem Nach-
teil entgeht man, indem man die drei Tangentenrichtungen t;,
t,, t; der drei Kurven selbst als Dreibein nimmt. Setzt man den
Drehvektor fiir die Bewegung des Dreibeins liangs ciner Kurve
der Kongruenz (1) mit unbestimmten Koeffizienten in der Form

(3) Uy = alyty + @ty + aty
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an, und nimmt man das Dreibein als Rechtssystem an, so ergibt
sich fiir seine Bewegung folgendes Gleichungssystem:

Zéi =1y X = * ad ty—a% ty;
(4) Z’ti =1y Xt,=—2a%1 *  bality;
gj_‘z:ul Kty = a4ty —alit, *,
Die Koeffizienten a; lassen sich formal berechnen:
(5 ol b = g A=

will man sie aber durch geometrische Gréf3en ausdriicken, so muf3
man das zweite Dreibein auf das erste bezichen.

Werden die Richtungen 11; und by durch eine Drehung um den
Winkel ¢, in die Richtungen t, und t, tibergefihrt, so ist
ny =ty cos oy —1, sin o

also nach (1)

dt I .
"=«  cosogty—  sin ot
ds, °1 1
Anderseits ist
ty =1y cos oq -+ by sin oy;
t = —1y sin o; - by cos o;.

Hieraus erhidlt man durch Differentiation nach s; und geeig-

nete Zusammenfassung unter Verwendung der Frenetschen
Formeln:

dty, 1 o oo d o Hes
ds, o P1 cosarty * - (.71 B dfl)t3’
dty 1 ; 1 doy ’
dsy o I ('71 - dfl) i
Damit sind die Koeffizienten
(6) aly = : + a]g"l; @ = ' sin oy, ad = ' cos oy
T dsy P1 P1

und der Drehvektor
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bt
@) 1, = (;1 + d:ll) t, + - sm oy by + cos oy by
oder
: a
7 =0yt
berechnet.

Gleichung (7') hat eine unmittelbar ersichtliche geometrische
Bedeutung: Die Drehung des Dreibeins i, t,, t; setzt sich zu-
sammen aus der Drehung des Dreibeins t;, 1y, b; und aus einer
Drehung gegeniiber diesem Dreibein um t; als Achse.

3. Die mit den Kurven verbundenen Fliachenstreifen.

Wenn sich auch die Kurven der drei Kongruenzen nicht zu
orthogonalen Flichen zusammenfassen lassen, so kann man doch
jede Kurve mit einem Fliachenstreifen verbinden, auf dem sie
liegt und auf dem die Richtungen der beiden anderen Kurven
die Tangentialnormale und Flachennormale bestimmen. Diese
Zuordnung ist auf zweierlei Art moglich:

Flachenstreifen Fliachenstreifen
der ersten Art der zweiten Art
t; = t Kurventangente; t; = t Kurventangente;
t, = t Tangentialnormale; ty — t Tangentialnormale;
t, = M Flachennormale. t, = M Flichennormale.
t,t

t,t, % bilden ein Rechtssystem. , N bilden ein Linkssystem.

Jetzt kann man den Drehvektor langs jeder Kurve in doppelter
Weise ansetzen, indem man ihn auf das Dreibein 1, t,, {; bezieht
und als Koeffizienten die Normalkrimmung &, die geoditische
Kriimmung G und die geoditische Torsion 7" der Kurve auf einem
der beiden Flichenstreifen einfithrt. Die Gréflen NV, G, 7 sollen
mit einem unteren Index versehen werden, der die Tangenten-
richtung der Kurve bezeichnet; auBerdem /& und G mit cinem
oberen Index, der die Normalenrichtung des Flichenstreifens
kennzeichnet, auf dem die Kurve betrachtet wird. Fir die geo-
ditische Torsion kann von der Anbringung dieses zweiten Index
abgesehen werden, da sie auf den beiden Flichenstreifen, die
sich in einer Kurve senkrecht schneiden, den gleichen Wert hat.
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Also ist fiir das Rechtssystem?!

(8a) W= Tyt Vot 4 Gty

und fiir das Linkssystem*

(8b) u =71ty — N4t — Gty

Daraus folgen fiir die Koeffizienten &"; die Werte:

y 1 du

(93.) ay o 1 dsl Tl:
2 r .

(9b) asy — bl sin o = V3, = — G%;

9 P R

Diese Gleichungen enthalten die Meusniersche Formel, den
Ausdruck fiir die geodatische Kriimmung und geoditische Tor-
sion ciner Flichenkurve, und sind somit direkt zu verifizieren.
Sic sagen weiter aus, daf} fiir zwei sich senkrecht schneidende
Flachenstreifen die Normalkriimmung der Schnittkurve auf dem
einen gleich ihrer geoditischen Krimmung auf dem anderen ist.

Der Vektor der Drehung des begleitenden Dreibeins kann
nun, wenn sein Scheitel auf einer Kurve der ersten Kongruenz
fortschreitet, in folgende endgultige Form gebracht werden:

(10a) Wy = 7ty + Nty — N2ty

entsprechende Ausdriicke erhilt man durch zyklische Ver-
tauschung der Indizes fir die zu den Kurven (2) und (3) ge-
horigen Drehvektoren:

(10b) w, = 7oty + Vit — N3ty
(10¢) Uy = 7ty + Vi, — Nt

Die Anderungen eines Vektors b, der mit dem Dreibein starr
verbunden ist, sind dann, wenn sein Scheitel auf einer der Kur-

ven fortschreitet, nach (4) durch folgende Richtungsdifferential-
quotienten gegeben:

1 Wegen der Bezeichnungen und besonders wegen der Vorzeichen vgl.
M. Lagally, Die Verwendung des begleitenden Dreibeins fiir den Aufbau
der natiirlichen Geometrie. Miinchener Berichte 1927.
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ob

(11a) 351:1[1 X 05
ou

(11b) PR =1y X b;

2

ob
(r1c) S Uy X 0.

Im besonderen ergeben sich fur die Aenderungen der das Drei-
bein bildenden Vektoren selbst durch Ausrechnen der Vektor-
produkte folgende Ausdriicke:

Zf; S T Y. T
(12a) gil —JEh & ATk
2%1 R h— Ty, s
oty 3 1 0 1 72 ¢ .
o= ¢ VAN = e —NGh— N
Crzhb, &) a@% =AMt % Tt gi =NLt, * 4+ Tyt,;
gi =Nt — Tt *; ?il = N%4t,— T3t *.

Die auf der rechten Seite dicser Gleichungen auftretenden
GroBen NV und 77 lassen sich nach (9) auf die Kriimmungs-
und Torsionsradien der Kurven und auf die Winkel ihrer
Schmiegungsebenen mit den Ebenen des Dreibeins ihrer Tan-
genten zuriickfihren.

4. Die Integrabilitatsbedingungen.

Wenn die neun Differentialgleichungen (12) vertridglich und
integrabel sein sollen, miissen die Integrabilititsbedingungen er-
fillt sein, die darin bestehen, daB die Differenz zweier zweiter,
nur durch die Reihenfolge der Operationen unterschiedener Rich-
tungsdifferentialquotienten eine lincare Form der ersten Rich-
tungsdifferentialquotienten ist; also
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02p - 0%
(13) Osp 055 Os; as/,

2 Cikl aat:

In dem Gleichungssystem (13) miussen zunichst die Koeffi-
zienten c¢j; berechnet werden. Bestimmt man dann die ersten
und zweiten Richtungsdifferentialquotienten von b mittels der
Gleichungen (11), so erhidlt man die Integrabilititsbedingungen
in der Form eines Systems von Gleichungen zwischen den Gréfien
N und 77 und ihren Differentialquotienten.

Die ersten Richtungsdifferentialquotienten sind in vektorieller

Form .
ov op o0
1 =1t vD; =1f,-vb: —=t,-vD;
(1) os, 1 o gy W E vo; izt Vo
dann ist
0% ¢ oty
prmy - . = - 7 « . 2 M
05,05,  0Os, (ts - vo) 95, VP Tty v0;
02 0 ot,

~ = . t:)' = <. PRV
05,05, (’s1<“ Vo) 05, VO fyty- - 970

und wegen der Symmetrie von y2b

0% 6”1) ot ot
( . z)w

05508, 05,05, Osy 05y

Unter Verwendung von (12) und (14) ergibt sich

(15) 0% 9% , Cb L0
5. 05,05, _?51?$2;>—‘/V~1?s1 IVZE o F +T>a

Anderseits ist nach (11)

— 2 X e N .
Psy0s;s — G5, b 41y < (g X b);

also unter Verwendung einer bekannten vektoralgebraischen
Identitat

k)] o2 0 0
(I 6 — = Jul e (’U2 5 | N2 ~/
) 85395, 25,05, (as2 - X b4 (g X)) X v,
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Damit sind die simtlichen Glieder von (15) als Vektorprodukte
mit dem gleichen zweiten Faktor b dargestellt: nach dessen Weg-
lassung ergibt sich eine Integrabilititsbedingung

01[ auo
(17) Bs,l \ +“1 Xy = — Ny + N, — (7 + Tyu,,

aus der durch zykhsche Vertauschung die beiden noch fehlenden
Integrabilititsbedingungen hergeleitet werden koénnen.

Aus diesen Gleichungen 148t sich ein System von neun skalaren
Bedingungsgleichungen zwischen den Gré8en A% und 73 und
ihren Differentialquotienten ableiten. Hierzu hat man die Dreh-
vektoren 1y, Uy, Uy, nach (10) durch ty, t,, t, auszudriicken; des-
gleichen die Richtungsdifferentialquotienten der Drehvektoren;

z. B.
(18) as;ts

+ Ty (VY t-—Tuts) +N31 (— V3, t3—~N12 t)—VH (V3 + T ty).

oul 0
Osy

Tlt+aN1t

Setzt man diese Ausdricke in (17) ein und ordnet nach ty, {,, t5,
so erhilt man die folgenden drei skalaren Gleichungen:
(19)

oN3, 07, . .
= -+ ‘f' = N, (V3 N32)+N21(12—' 1)‘*N23<71+T2>;

a~ T W (V3 — V) + N (Ty— 7)) + N (73 + 73);
Sa 51

N1,
. 1, ° ot = VR (VR VA N (T T) T Ty T

Hierzu treten durch zyklische Vertauschung der Indizes zwei
weitere Systeme von je drei Gleichungen; damit ist die Gesamt-
heit der neun Integrabilitdtsbedingungen aufgestellt.

Es sei bemerkt, dall auch die sog. Jacobische Identitat?
Integrabilititsbedingungen liefert, aber nicht alle, sondern nur
drei, die mit drei linearen Kombinationen der neun Gleichun gen
(19) 1dent15ch sind.

1 Vgl. W. Blaschke, Topologische Fragen der Differentialgeometric
19. Flichengewebe und ihre Diagonalen. Abhandlungen aus dem Math.
Seminar der Hamburgischen Universitat 8 (1930).
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Von Interesse sind folgende spezielle Félle: Wenn eine der
drei Kongruenzen, etwa die dritte, cine Normalenkongruenz ist,
lassen sich die Kurven der beiden anderen Kongruenzen zu einer
Schar von Flichen zusammenfassen, auf denen sic orthogonale
Netze bilden. Dann ist

7+ 7,=o0;

die ersten drei von den Gleichungen (19) gehen iber in die Glei-
chungen von GauBl und Codazzi. Besonders cinfach werden
die Integrabilititsbedingungen, wenn die Richtungen (1) und (2)
durch die Hauptnormale und Binormale der Kurven (3) gegeben
sind, die ein Normalensystem bilden; dann wird «; = o, und
man kann, ohne umstindliche Gleichungen zu erhalten, die
Kriimmung und Torsion der Kurven (3) in die Integrabilitits-
bedingungen einfiithren.

Sind zwei von den Kongruenzen, etwa (2) und (3), Normalen-
kongruenzen, so lassen sich sowohl die Kurven (1) und (3) als
auch die Kurven (1) und (2) zu Fldchenscharen zusammenfassen,
die sich orthogonal in den Kurven (1) schneiden, welche ihrer-
seits keine Orthogonalflichen besitzen. Sind alle drei Kongruenzen
Normalenkongruenzen, so ist 77 = 73, = 7, = 0; die Kurven
sind die Schnittlinien eines dreifachen Orthogonalsystems von
Fliachen und bilden auf ihnen die Krimmungslinien. Die Glei-
chungen (19) gehen in die Laméschen Gleichungen ber.

5. Anwendung auf die Spannungstrajektorien.!)

Die Spannungstrajcktorien bilden in einem rdumlichen Span-
nungsfeld dasjenige dreifach-orthogonale Kurvensystem, dessen
Tangenten in jedem Punkt in die drei Hauptrichtungen des dort
herrschenden Spannungszustands fallen. Der Spannungstensor
hat, bezogen auf die drei Hauptrichtungen, die Normalform

6= 26 tutu;

1) Zusatz bei der Korrektur: Wihrend der Drucklegung sind mir
Untersuchungen von A. Tonolo bekannt geworden, die ein ihnliches Ziel
verfolgen, sich aber der Methode der Tensoranalysis bedienen. Besonders:
Forma intrinseca delle equationi dell’ equilibrio dei mezzi clastici. Rendiconti
della R. Acc. dei Lincei. Vol. 11, seric 6, 1930. Ferner: Une interpretation
physique du tenseur de Riemann et des courbures prinzipales d’une variété V.
Comptes rendus 190, 1930.
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dabei sind oy, 64, o3 die drei Hauptspannungen. Die Gleich-
gewichtsbedingung ist

(20) v-o+ =0,
0
— S,
WO v = 2ty 35,

zu setzen ist und & = 24, t, die auf dic Volumeinheit be-
zogene Massenkraft bedeutet. Also wird die Gleichgewichts-
bedingung

Et/ ’)C‘ EG« tu tu + E'é t/ =0
oder
0 n n ¢ u
(2 I) Zt/ . at tu Gu + E % G/‘ i + = t# (é(; aa Ekr“ t/' =0

Jetzt missen die beiden ersten Summanden auf das Dreibein
t;, to, t; bezogen werden. Nach (12) ist

oty ot, ot . -
tl.asl +tga}2 +t38s3_N 2+N37
allgemeiner
at” H 1t
/Zt) ) a.;, - jv/’—l + N,u+ 1’
ferner
o, N
8;,5{,—! - [V:“ : t‘u—l - */V:u +1 t'” +1-

Also wird (21)
XV N Yot (Vi oty + V0 T Ontiesy)

( Gu

t/: _f“ EIIC'U tu = 0.

Durch Indexvertauschung ergibt sich
\7 u 1t
i [( =t N“+1) e Y N, _yu—1

+ a:"u v k’”jl t‘“ o



Diese Gleichung zerfillt in drei skalare Gleichungen:

Damit sind die Gleichgewichtsbedingungen

Dreifach-orthogonale Kurvenkongruenzen

-~

G
DL N, (51— ) + VY (33— ) -+ g = ;
1
06, : -
%92 | N3y (o — )+ Wy ey o) + Ay = ;
2
%1 | N5y (o a1) + Ny oy — o) + by =o.

3
3
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Spannungszustandes, bezogen auf die Spannungs-
trajektorien, aufgestellt. Die Gréllen V*; miissen noch den
Integrabilititsbedingungen (19) geniigen. Zu bemerken ist, da
die Groflen 75 nicht etwa Null sind; sie treten nur in den Gleich-
gewichtsbedingungen nicht auf.



