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Die Grundgleichungen der Flichentheorie
und ihr Ausdruck durch Integralsidtze,

Von Frank Lébell in Stuttgart-Cannstatt.
Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 1. Juni 1929.

In neuerer Zeit beginnt die kinematische Differentialgeo-
metrie, wie sie besonders Cesaro in seinen Vorlesungen fiiber
natiirliche Geometrie!) dargestellt hat, mehr Pflege zu finden;
so wurde sie verschiedentlich von Herrn Lagally gefordert und
auch bei mechanischen Untersuchungen angewandt?). Allgemein
bekannt ist die wichtige Rolle, die kinematische Uberlegungen
in der Darbouxschen Behandlung der Kurven- und Flichen-
theorie spielen. Bedenkt man, wie nahe verwandt diese Methoden
durch ihre Anschaulichkeit mit der rein geometrischen Betrach-
tungsweise sind, durch die kirzlich die Herren Finsterwalder
und Sauer die Einsicht in mancherlei differentialgeometrische
Zusammenhiinge erleichtert haben?®), so werden vielleicht die fol-
genden Bemerkungen zu den Fundamentalgleichungen der Fliichen-
theorie einigem Interesse begegnen.

1) Cesiro, Lezioni di geometria intrinseca, Napoli 1896; Cesaro-
Kowalewski, Vorl. i. natiirliche Geometrie, 1. Aufl. Leipzig 1901, 2. Aufl.
Leipzig u. Berlin 1926.

2) Lagally, Die Verwendung des begleitenden Dreibeins fiir den Auf-
bau der natiirlichen Geometrie, Sitzungsb. d. Bayer. Akad. d. Wiss,, Math.-
naturw. Abt.,, 1927, S.5ff.; Lagally, Vorl. i. Vektorrechnung, Leipzig 1928,
8.60—98; Lagally, Uber Spannung und elastische Deformation von unebenen
Membranen, Zeitschr. f. ang. Math. u. Mech., Bd. 4 (1924), S. 377ff. — An-
wendungen der kinematischen Flichentheorie finden sich auch in zwei Ar-
beiten des Verfassers in der Zeitschr. f. ang. Math. u. Mech., Bd. 7 (1827),
8. 463f. und Bd. 9 (1929), S.218ff. — S, auch Delens, Méthodes et pro-
blémes des géométries différentielles cuelidienne et conforme, Paris 1927.

3 Saner, Geometrische Uberlegungen zu den Grundgleichungen der

Flichentheorie, Sitzungsb, d. Bayer. Akad. d. Wiss, Math.-naturw. Abt.,
1928, S. 974,
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1. Dbie Lagrange-Darbouxsche Beziehung und die
Grundgleichungen der Fliichentheorie.

Besitzt ein starrer Korper eine Beweglichkeit von zwei Frei-
heitsgraden, sodafy seine Lage als Funktion von zwei Parametern
p und ¢ angesehen werden kann, so bezeichnen wir als seine
partiellen Winkelgeschwindigkeiten beziiglich der gewiihlten
Parameter die Winkelgeschwindigkeitsvektoren 1t; und u, der Be-
wegungen, die der Korper beschreibt, wenn das eine Mal ¢ als
Konstante und p als die Zeit, das andere Mal p als Konstante und
q als die Zeit betrachtet wird; es gilt dann die schon auf
Lagrange zuriickgehende, aber wohl erst von Darboux viel
gebrauchte Formel?):

(1)

ch am,

5q +u1><11,_-0

Diese Beziehung kann man zur Untersuchung einer Fliche
verwenden, wenn man auf dieser zuniichst eine integrable
Richtungsiibertragung?) einfithrt und dann einem starren
Korper & eine zweiparametrige Bewegung durch die Forderung

1) Sind a, b, ¢ drei beliebige Vektoren, so bedeute im folgenden a b
das skalare Produkt, a0 das Vektorprodukt von a und b; ferner wird
a(bxc) = abc besetzt. — Die Formel (1) ist bewiesen bei Hamel, Ele-
mentare Mechanik, Leipzig u. Berlin 1912, 8. 532; es mige jedoch ilwe
Herleitung hier skizziert werden: Wenn q irgend einen mit dem starren
Korper fest verbundenen Vektor bedentet, so gilt

g; =i, < q und gfg»:u;p(q;
folglich ist
92(‘(___311\ . N 3(’( au\ N
YYT IR Bq“q_}—"‘/‘a - Mg X, )
_duy. L 911,\
< ap,(q—i—u Evh Cq b % Gy g

Vermige der Identitiit
1y 4 (s Q) =1, X (g 3 ) A g X (i HKa) =0

2y, 3 1,
aq ap
da dies fiir jeden Vektor g gilt, ist (1) bewliesen.
?) Hessenberg, Beispiele zur Richtungsiibertragung, Jahresber. d. D.
Math. Verein. Bd. 83 (1925), 2. Abt., S. 931

ist also
g4y %) X g =0;
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aufzwingt, daB ein Punkt I von & sich auf der Fliche bewege,
und daf ferner die orientierte Tangentialebene und die durch die
soeben eingefiihrte Richtungsiibertragung in jedem Flichenpunkte
festgelegte, tangentielle Leitrichtung in dem Korper @ fest sei.
Die Winkelgeschwindigkeiten von © kénnen dann durch soge-
nannte Kriimmungsvektoren ersetzt werden; unter dem Kriim-
mungsvektor einer Flichenkurve') in einem ihrer Punkte P ver-
steht man den Vektor
(2) =Tt Ni+ Gn,
wo 7' die geodiitische Windung, N die Normalkriimmung, & die
geodiitische Kriimmung, t und j die Einheitsvektoren der Tangente
und der Tangentialnormale®) und n ==t X'} den Einheitsvektor
der Fliichennormale in P bedeutet. Sind niimlich b, und b, die
Kritmmungsvektoren der Parameterlinien ¢ = const. u. p = const.,
v, und v, die Geschwindigkeitsbetriige von P bei Konstanz von ¢
bzw. p und bei Deutung von p bzw. q als Zeit, ferner ¢, und ¢,
die Winkel der Leitrichtung mit den Tangentenvelktoren t, und t,
der Parameterlinien, sodal} also v = ¢, — ¢, der Winkel zwischen
diesen ist, so wird, wenn man

b, =, by, D, = v, D
setzt,
Py — L O Py
ap’ 1, ‘,11190
und man findet, wenn man die fiir jeden mit dem Kirper & fest
verbundenen Vektor q giiltigen Iormeln

u, =10, -1

3

oq o N 2@, Ny
92)—111,\11—-(@,—}-11 v A q,
2q <. 2 Pa
— Ll p— | = N
24 i, < q (Dq , 119(1),««]
anwendet:
o o Dp o bq N LD
: - VAN p =0
('J) 2q - 8])+b1 b’1"*'“9179(1

1) Es ist dies der ,Darbouxsche Vektor® bei Lagally. (Die nach-
folgende Beziehung (2) dient beim Aufbau der kinematischen Differential-
geometrie zur Definition der drei Flichenkriimmungen G, N, T einer
Flichenkurve.)

%) Diese Bezeichnung stammt von Knoblauch.

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg, 1929, 12
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Diese von der speziellen Wahl der Richtungsiibertragung, wie
zu erwarten war, unabhéingige Gleichung umfafit die Grundglei-
chungen der Flichentheorie von Gaufs, Codazzi und Mainardi?).

2. Gauss’ theorema egregium und der Gauss-Bonnetsche
Integralsatz.

Multipliziert man die Gleichung (3) skalar mit u, so erhilt
wan wegen

2(nbd,) __ 8 W Lo, 3 i3 aud,) i 2y, +p, an
oq dq Paq Ap ap "ap
und
: on on
— v, 0, = v, (4 == D, X - =D
ndy ==y Gy 1= 1,G,; ap bp X 1, ag U I
(v, G)) o (v, G, | % w
(4) AGTE Dy, —" (0 ) - Dy by m - nd, b, =37
2q op opoq

Bs erweist sich nun vielfach als niitzlich, neben dem Kriim-
mungsvektor D einer Flichenkurve noch dessen mit einer be-
sonderen Bezeichnung versehene Tangentialkomponente zu
verwenden; wir setzen

(5) g = T't4 N,
soda nach (2)
) b=g--Gn

wird. Die Bedeutung des Vektors g wird von vornherein ein-
leuchten, wenn man beachtet, daf g die Winkelgeschwindigkeit
eines starren Korpers bei Zugrundelegung der Bogenliinge als
Zeitskala ist, der mit der lings der Kurve im Levi-Civitaschen
Sinn parallel verschobenen Beriihrebene fest verbunden ist. Tis
ist dann

nb, by =22, 1g,g,.

Nun erkennt man unmittelbar aus der Beziehung
)

in der s die Bogenliinge der Fliichenkurve, zu der g gehort, be-

dn
=g Xu
ds 9

1) Eine Zusammenfassung dieser drei skalaren Gleichungen in eine
Vektorgleichung gab zum ersten Mal Cesiiro, Tezioni (s.Fufin. 1, S.1656) p. 253,
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., on an 8 0 5 g

deutet, da | = und 3, die Ableitungen von 1 in den Richtungen
Ol 2

der Parameterlinien, durch ,Stiirzen“!) aus —g, und — g, hervor-

gehen; hieraus folgt ohne weitere Rechnung:

an on

T as, A,

(8) 8y X ge

Nach Gaul' urspriinglicher Definition gilt aber fiir das
Kritmmungsmali K:
- au ., on
9 nKsinw = -— X _—;
(9) X2
folglich ist
nd, 0, = Ko v,sinw.

Mithin gilt nach (4)

.. 1 f3(»p,G) 3(vGy | ’c\?a_;)
(10) K sin 0)—-—%}1”2( aq ap apag)

Dies ist das theorema egregium von Gauli in der Liouville-
schen Form.

Es ist bekaont, dafi diese Beziehung gleichbedeutend mit
dem Gaufi-Bonnetschen Integralsatz ist. Es sei gestattet,
hier eine einfache Form fiir diesen anzugeben, zu der man ge-
langt, wemn man von der methodisch naheliegenden Frage aus-
gelt, wann die Levi-Civitasche Parallelverschiebung eine inte-
grable, wann eine nichtintegrable Richtungsiibertragung darstellt.
Um dies zu entscheiden, betrachten wir die Levi-Civitiasche
Parallelverschiebung liings einer Kurve y, die von einem Punkte
A zu einem andern Punkte B fithrt; bedentet ¢ irgend einen
Einheitsvektor in der Berithrebene von A4, so ist die Anderung,
die der Winkel von ¢ mit dem Tangentenvektor t von y bei der
Parallelverschiebung erleidet,

— (G ds
¥

(7 mub also eine integrierbare geodiitische Kriimmung besitzen).
Um die Abhiingigkeit dieser Anderung vom Wege zu finden, be-
trachten wir eine zweite Kurve 7', die ebenfalls von A nach B
fihrt; es kommt dann auf die Feststellung der Differenz der

) Hessenberg 1. c. (Fubin. 2, S. 166) S. 94,
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beiden Integrale —f{@ds md — § G ds oder des Wertes des
Y ¥

iiber den geschlossenen, von den beiden Kurven y und — ' ge-
bildeten Weg erstreckten Integrales

fads
O

an. Hs soll angenommen werden, daB y und " ein einfach zu-
sammenhiingendes Gebiet & auf der Fliche umschliefien; die
Bezeichnung sei so gewiihlt, daff ¢
zur Linken von y — y" liegt. Da-
mit der Winkel von ¢ mit t wihrend
der Parallelverschiebung nirgends
einen Sprung erleide, sollen die
Kurven 7y und 3" keine Ecken
haben; ferner ist es bequem fiir
den Vergleich der Winkelinderung
lings der beiden Wege y und »’,
wenn diese so verlaufend voraus-
gesetzt werden, daB sie am Anfang
in 4 und am Ende in B gleiche
Winkel (auch dem Sinne nach)
miteinander bilden, dies aber kann,
weil y — »” ein einfach zusammen-
Fig. 1 hiingendes Gebiet einschliefien soll,
also keinen Doppelpunkt haben darf,
nur dadurch zustandekommen, dak sich y und " in 4 und in B be-
rithren. Fiihrt man nun eine Schar von Parameterlinien zwischen
y und 7’ ein, die alle y und " In 4 und B beriihren, und eine
zweite Schar, die so beschaffen ist, daf jede ihrer Kurven einen
Punkt von y mit einem Punkt von y’ verbindet, so findet man,
wenn man beachtet, daf das skalare Flichenelement df—=
vv,sinodpdg ist'):

1) Es sei besonders daranf aufmerksam gemacht, daB hier, wie man
ber der Durchfiihrung der Umformungen im einzelnen bemerkt, sich der
Zweifel, ob in (1) rechts statt 0 nicht ein anderes ganzzahliges Vielfaches
von 2z, 2k, stehen mubl, gar nicht erhebt; aber auch wenn dies der Fall
wire, so wirde stetige Uberfilhrong von 7 in y, bei der sich 2kz nur
stetig, also tiberhaupt nicht dndern kinnte, erkennen lassen, dafi b = 0 sein
muf}, weil, sobald 3" mit y zusammenfillt, dieser Wert allein in Frage kommt.
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(11) deer({de_—_o.
[©]

Von der Annahme der Ecken in 4 und B mit Winkeln von
der Grote 7 und von der Annahme der Glattheit in den iibrigen
Punkten der Randkurve kionnen wir uns dadurch befreien, daB wir
durch kleine Kurvenbégen, die je die beiden in einer Kcke zu-
sammentreffenden Kurvenstiicke berithren, die Randkurve gliitten;
liBt man diese glittenden Bigen gegen die Kcken zusammen-
schrumpfen, ‘so ergibt sich, dafi (11) noch gilt, wenn man das
Linienintegral der geoditischen Kriimmung in jeder Ecke um den
an ihr liegenden Aufienwinkel springen liBt (sodall man es am
besten im Stieltjesschen Sinne auffaft). Dies fithrt auf die ge-
wohnte Form des Gauf-Bonnetschen Integralsatzes.

Man erkennt aber durch solche Uberlegungen auch, daf die
geometrische Bedeutung dieses Satzes in folgendem gesehen werden
kann'): Verschiebt maun einen die Fliche berithrenden Vektor
lings einer Kurve y parallel nach Levi-Civita von 4 nach B,
so nimmt er, wenn man von einer bestimmten Anfangslage in 4
ausgeht, eine gewisse Endlage in B an; transformiert man die
Kurve y stetig so, dak sie immer A4 mit B3 verbindet, so dreht
sich diese Endlage, feste Ausgangslage vorausgesetzt, um einen
Winkel, der gleich der curvatura integra des von der Kurve iiber-
strichenen Gebietes ist, und zwar gilt dies auch dann, wenn die
Kurve in ihrer neuen Lage die urspriingliche Kurve y in 4 und
B nicht mehr beriihrt und wenn sogar Ecken zwischen 4 und B
auftreten. Diese Betrachtung fithrt weiter zu der Einsicht, daB
man durch die GauB-Bonetsche Integralformel in den Stand
gesetzt wird, die Levi-Civitische Parallelverschiebung lings
Kurven zu erkliren, die keine stirkere Anforderung erfiillen als
die, stetig zu sein und den Jordanschen Inhalt 0 zu besitzen.

3. Die Codazzi-Mainardische Beziehung und ihre
integrale Fassung.

Subtrahiert man von der Grundgleichung (3) die mit no, v,
multiplizierte Gleichung (10), so erhiilt man, wenn man die Be-
ziehungen

1) Vgl. Klein-Blasehke, Vorl. i, hoh. Geometrie, Berlin 1926, S.342f.
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am, & Qv du A, G .

e, Gy) ,IC_( L _12_}_ v, G, — =1 (0, € J}—]-vl v, Gyge X 11,
2q 2q 2q 24 o

(v, G, (v, Gy on a(w, () .

B(r v, Gg) __ it ©: &) F v, G, = &»—£ -2 L v,v, G0, X1,
91) al) - - a 82) - -

ferner (6), (8) und (9) beriicksichtigt, die folgende, die beiden
Geichungen vonCodazzi-Mainardi zusammenfassende Formel:
(12) 21 [sin o = N (-8—(—02 8) _ 20 }],)> .
0,0, op 2q

Duarch Integration iiber ein einfach zusammenhiingendes Ge-
biet & auf der Fliche kann man hieraus auch einen Integralsatz
erhalten, und zwar braucht man, wie sich zeigt, hierbei keine
Bedenken gegen das Vorhandensein von Icken am Rande von (5
zu haben; der Grand hierflir ist, dafi der Vektor g in jedem Punkt
der Fliche durch die Richtung t, der er zugehdrt, schon eindeutig
Destimmt ist. Man findet, wenn df == 1 df das vektorielle Flichen-
element bedeutet:

(13) fgds=2{Kdi

O (S

Aber auch, wenn man die Integration erst ausfithrt, nach-
dem man vorher die Gleichung (12) vektoriell mit dem Orts-
vektor v der Fliche multipliziert hat, gelangt man zu einer Inte-
gralformel. Es ist niimlich

J 3 3_(r_?< 9. ";_') v @ (v, 9.) et

, ap T, ap T 82
und

1 a@Xge) v 2(g) Y

v, v, oq T, g gy
Nun ist aber
(14) t, KXge—t, Xg, =0,
wie in einer demniichst im Jahresbericht der Deutschen Mathe-
matikervereinigung erscheinenden Arbeit gezeigt wird, in der
nachgewiesen wird, da in jedem Punkt der Fliche ein Tensor {°
von der Art existiert, daf g == '] ist; die Bedeutung der Glei-
chung (14) ist einfach, dafi der Tensor I’ in der Tangentialebene
wirkt und symmetrisch ist. Hier soll diese Gleichung nur unter
der im vorliegenden Fall immer erlaubten Annahme orthogonaler
Parameterlinien bewiesen werden:
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Es ist (mit |, = t,, j. = —1))
Gy, = T,t, o 1\71 T
(15) Ho == ‘T‘_' t;"i* N:r i;'a
folglich

t X g, — fo X 4y = (1’1 s T:) 115

nach Bonnet sind aber die geoditischen Windungen zweier senk-
rechter Tangentenrichtungen in einem Flichenpunkt entgegen-
gesetzt gleich, womit (14) bewiesen ist. Wegen des Bestehens
von (14) ergibt sich aber aus (12) die weitere Integralformel:

(16) Svolgds =2fr X Kdj.
) (&

Die beiden Integralsiitze (13) und (16) lassen sich unmittel-
bar mechanisch deuten'): sie zeigen, dall man das System der
Vektoren g einer Fliche als System von tangentialen Spannungen
in emer mit der Fliche in Deckung liegenden Membran ansehen
kann, das einem System von dulieren Kriiften fdquivalent ist, die
in der Richtung der Membrannormalen wirken und die Grike 2K
haben. Man kann dies auch so ausdriicken: I lifit sich als ein
Spannungstensor deuten, der dem System der duBeren Kviifte 2 Kn
dquivalent ist; die Boltzmannsche Forderung der Symmetrie des
Spannungstensors ist nach dem oben heniitzten Satze von Bonnet
erfiillt, da dieser Satz, wie die Gleichungen (15) zeigen, mit der
Aussage identisch 1st, daB der Tensor I symmetrisch ist.

Bemerkenswert ist noch Folgendes: Bei einer Verbiegung
der Membran transformiert sich das System der Spannungskriifte g
derart, dai die ihm das Gleichgewicht haltenden #HuGeren Kriifte
— 2 K u starr au die Berithrebenen geheftet erscheinen. Bekannt-
lich ist aber durch die duBieren Kriifte allein der Spannungstensor
noch keineswegs bestimmt.

1) Vgl auch Finsterwalder, Mechanische Beziechungen bei der Fli-
chendeformation, Jahresber. d. D, Math.-Verein., Bd. VI, 2 (1899), S. 451T.



