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Uber einen Satz von E. Steinitz.
Von Otto Haupt, Erlangen.

Vorgelegt von Georg Faber in der Sitzung am 15. Dezember.

1. Vorbemerkung: Es sei K ein Korper der Charakteristik
p>2Y. Die Frage, ob bzw. wann jede Erweiterung 2. Art von
K Radikale p-ten Grades iiber dem Grundkorper, némlich iiher K
enthilt, wurde wohl zuerst von R.Holzer behandelt und von E. Stei-
nitz beantwortet. Letzterer teilte mir hieriiber folgendes mit?2):
,,Ubrigens habe ich, durch die Holzer’sche Vermutung angeregt,
damals einige Zeit die Untersuchungen iiber unvollkommene Kérper
wieder aufgenommen und erlaube mir, Ihnen die Ergebnisse, die
sich auf die Holzer'sche Frage beziehen, mitzuteilen. Es gibt un-
vollkommene Korper, fiir die die Holzer'sche Vermutung zutrifft,
bei denen also jede Erweiterung 2. Art p-te Radikale iiber K
enthiilt. Es ist dies dann und nur dann der Fall, wenn fiir jedes
irreduzible Polynom 2" + a, 2" ~! + . . . 4 a, aus K gilt, daB, falls

nicht ll}al',v T ]p/a,, simtlich zu K gehoren, K (ll;dl. C e lp/a,,)
iber K vom Grade p ist. Es fragt sich aber, wie man diese Korper
niher charakterisieren kann. Da zeigt sich, daB es zwei Arten
solcher Korper (bei denen die Holzer'sche Vermutung zutrifft)
gibt. Erstens diejenigen, fiir welche K iiber K, von Grade p ist?)
(Korper dieser Art erhiilt man z. B., indem man einem vollkom-
menen Korper von der Charakteristik p ein transzendentes Element
adjungiert). Zweitens diejenigen, bei denen jede algebraische Er-

1) Fiir die im folgenden gebrauchten Bezeichnungen vgl. Haupt, Ein-
fiithrung in die Algebra (Leipzig, 1929), abgekiirzt zitiert mit A.

%) Brief vom 24. IX.27. In der nachstehenden wortlichen Wiedergabe
sind nur einige Bezeichnungen gefindert.

4) K, bezeichnet den Kdrper der p-ten Potenzen aller Elemente von A
(vgl. A., Nr. 6, 8; Satz 4). Falls X = K, ist, heiit K ,vollkommen®, sonst
»unvollkommen®.
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weiterung ein Wurzelkérper') ist. (Um einen solchen Korper zu
erhalten, geht man von einem beliebigen unvollkommenen Korper
K aus. Ist N die algebraisch abgeschlossene, algebraische Er-
weiterung von I{, A der Kérper zwischen K und N, der die Ele-
mente von N umfait, die in Bezug auf K von 1. Art sind, so
hat jeder Korper 1" zwischen A und N die geforderte Kigenschaft.)
Schwierig ist der Beweis, dafi mit diesen beiden Arten alle ,Holzer-
schen Korper® erschopft sind.“ Soweit der Steinitz’sche Brief.
Den am Schlusse von ihm erwihnten Beweis teilte mir Steinitz
nicht mit; tibrigens ist meines Wissens ein Beweis fiir den Steinitz-
schen Satz bisher dberhaupt nicht verdffentlicht worden. Deshalb
diirfte ein (wohl als einfach zu bezeichnender) Beweis, welchen
ich inzwischen gefunden habe (vgl. weiter unten 3., Satz 2, Bew.),
nicht ohne Interesse sein.

2. Wir erinnern zuniichst an folgende bhekannte Tatsachen,
auf die wir uns spiiter zu berufen haben:

I. Es bezeichne I einen unvollkommenen Korper der Cha-
rakteristik p > 2, ferner A, den Kérper der p-ten Potenzen aller
Elemente von XK. Polynome P{z), deren Koeffizienten Elemente
aus K (bzw. K)) sind, heifien Polynome iiber K (bzw. K|) oder
auch Polynome aus K [z] (bzw. K, [z]). Die im Folgenden be-
trachteten Polynome sollen iibrigens ausnahmslos so normiert
sein, daf der Koeffizient der hochsten Potenz von o Eins ist. Ein
iber K irreduzibles Polynom P () heifit von 1. Art, wenn
P () nur einfache Wurzeln besitzt; sonst von 2. Art.

Ist P(x) =@ (xp[) von 2. Art und vom Exponenten { ither
K ({>1), soist Q(y) von 1. Art tber K (vgl. A., Nr. 13, 3);
tiberdies kann P (z), und damit @ (y), nicht zu K, [»] gehbren,
weil andernfalls P (z) die p-te Potenz eines Polynoms aus K [#],
also P (z) reduzibel iiber K wire. — Ist umgekehrt R (y) vom
Grade 7 und von 1. Art iiher K und gehort fi (y) nicht zu K, [«],
so ist I (z) = S (Jc”t) von 2. Art iiber A’ (¢>1 beliebige natiir-
liche Zahl). Denn wiire F'(x) reduzibel iiber & und etwa I, (2)
ein irreduzibler (echter) Teiler von 17(x) ither K, so hiitte auch
17, () den reduzierten Grad n, es wire I'(x) = [I", (x)|", wo

1) Auch ,,Radikalkorper”, vgl. im Text weiter unten (2., 1L.).
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a=p° s>1, und I'(x) gehorte zu K [x] gegen die Voraus-
setzung,

Aus dem iiber Polynome 1. u. 2. Art Gesagten folgt: Das Koef-
fizientensystem eines jeden, nicht zu K [#] gehdrigen
(normierten) Polynoms L. Art ist auch Koeffizientensystem
von Polynomen 2. Art und umgekehrt.

II. Kine Erweiterung A von K heifie ,Radikalkdrper iiber
K, wenn jedes Element « aus A ein a-tes Radikal, d. h. Wurzel
eines irreduziblen Binoms z" — a iiher K ist, wo 7 == p" eine
zu a passend gewiihlte Potenz von p bedeutet (» > 1). Ist der Radi-
kalkorper A vom Grade p iither K (Zeichen: [A: K| = p), so
ist jedes nicht zu K gehorige Element a von . ein p-tes Radikal
iiher K5 ferner gilt A = K (a), falls « nicht zu I gehort. Ordnet
man jedem Element von /I seine p-te Potenz zu, so wird K iso-
morph auf K, abgebildet (vgl. A., Nr. 6, 8) und gleichzeitig 4
isomorph auf einen, in K enthaltenen Radikalkdrper It vom Grade
p iiber IC, (falls [A: K| = p). Ubrigens ist 12 primitiv iiher K,
sodali zwel beliebige derartige Radikalkorper 2, und It, entweder
identisch sind oder elementenfremd (vgl. A, 1\1 6 5) iiber A,

P,
Sind b, ..., b, Elemente aus K, so sind l /; oo Vi
dann und nur ddnn siimtlich in einem Radikalkorper p ten Grades

iiber /i (aber nicht siimtlich in X) enthalten wenn [Jf(lr’b

]/!),,) K] = p ist, oder, was damit gleichbedeutend, wenn 4,
by zum nimlichen Radikalkrper R vom Grade p iiber I\1 (‘1])81
nicht simtlich zu I()) gehdren; falls etwa [/A (b)) : A[] = p ist,
gilt K (b)) =K (b, ..., b).
3. Den Ausgangspunkt fitr den Beweis des Steinitz'schen
Satzes bildet (vgl. auch 1.) der
1. Satz: s sei M = N (f) eine einfache Erwei-
terung von 2. Art tiber A; dabei sei i etwa Wurzel
von P(x) tibher K. Damit M cin Radikal « =]p/Ei vom
Grade p tber A enthalte, ist notwendig und hin-
reichend, dali die Koeffizienten von P(x) simtlich
zum Radikalkorper 0= I (a) vom Grade p tiber A
gehdren?),
1y Zutfolge 2., 1. gehoren nicht alle Koeffizienten zu A, weil P(x) von
2, Art iiber K ist. (Betr. Erweiterungen 2. Art vel, etwa A, Nr. 23, 2)
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Beweis: A) Damit a in M enthalten sei, ist not-
wendig und hinreichend, daf P (z) iiber K (a) redu-
zibel wird. Die Bedingung ist notwendig, weil [a: K] = p
ist, also [f: K (a)]<[f: K] sein muk, falls a in M ent-
halten ist. Die Bedingung ist aber auch hinreichend: Es
zerfalle nimlich P () iiber K (a). Dann zerfillt nach dem
Kronecker-Kneser'schen Satz (vgl. A., Nr. 17, 6) auch B (x)
= o’ — a iiber K (); aber B (z) zerfiillt als Normalpolynom
von Primzahlgrad in lauter Linearfaktoren (vgl. A., Nr. 21,
2; oder Nr. 13, 3; Satz 3, Bew.). Mithin ist a in K (f) enthalten.

B) Damit P (x) iiber K (a) reduzibel werde, ist not-
wendig, dag P (x) = [P, (z; «)]¥, wo P, (x; a) irreduzibler
Teiler von P (z) iiber K (a) ist; jeder Primteiler P, (z; a)
muB nimlich den reduzierten Grad » besitzen, woraus wegen
[f: K (a)] ==np'—1(vgl. A) die Behauptung folgt. DaB dies
auch hinreicht, ist trivial. Nun gilt aber eine Relation
P(z) = [S(z; a)]” dann und nur dann, wenn die Koeffi-
zienten von I (z) siimtlich p-te Potenzen von Elementen aus
K (a) sind; gleichbedeutend damit ist zufolge 2., II., daB die
Koeffizienten von P (x) zu R = K, («) gehiren w. z. z. w.
Mit Hilfe des1.Satzes erhilt man jetzt den Beweis desSteinitz-

schen Satzes. Bezeichnen wir zur Abkiirzung als ,Hoélzer'schen
Kérper® einen (unvollkommenen) Kérper K von der Eigenschaft,
daB jede Erweiterung 2. Art iiber K (mindestens) ein Radikal p-ten
Grades iiber K enthiilt, so lautet die Behauptung von Steinitz:

2. Satz: K ist ein Hélzer'scher Kérper dann und
nur dann, wenn entweder K iiber K, den Grad p hat,
oder, wenn jede algebraische Erweiterung von K ein
Radikalkérper ist.

Beweis: Notwendig und hinreichend ist jedenfalls, dafi jede
einfache Erweiterung 2. Art iiber K ein Radikal p-ten Grades
iiber K enthiilt. Nach dem 1. Satze tritt dies aber dann und
nur dann ein, wenn die Koeffizienten eines beliebigen Polynoms
2. Art iiber K jeweils siimtlich einem Radikalkérper R vom Grade
p liber K, angehoren. Gemif3 1., 1. ist aber diese Bedingung gleich-
bedeutend damit, daf iiberhaupt fir jedes wiher X irreduzible,
nicht zu J/C [«] gehorige, Polynom die Koeffizienten jeweils simt-
lich zu einem I gehiren.
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Im Falle [K: K,] = p ist nun (vgl. 2., IL) nur ein R vor-
handen (I == K), also K ein Holzer'scher Korper. Ist hingegen?)
[/ : K] > p? so kann — dem soeben Bewiesenen zufolge — X
ein Holzer'scher Korper nur dann sein, wenn ein nicht-lineares,
nicht zu K, [#] gehoriges, Polynom P (z) itber K reduzibel ist,
sobald nur P (x) Koeffizienten aus mindestens zwei verschiedenen
Radikalkorpern vom Grade p tiber K, (etwa aus I, und R,) be-
sitzt (R, + I,). Zum Beweise des 2. Satzes geniigt deshalb der
Nachweis, da jedes nicht durch « teilbare, nicht-lineare Poly-
nom H (z) iber K, welches kein Binom pl-ten Grades ist (1> 1),
sich in ein, nicht zu K [y] gehoriges, Polynom @ (y) mit (nicht
zu K, gehorigen) Koeffizienten aus B, und R, iiberfilhren liGt
(R, +R,) vermdge einer (ganzen) linearen Transformation
y=a,x - a, (a,+0; a,, a, Elemente aus K). Da nimlich bei
derartiger linearer Transformation (der Unbestimmten ) jedes iiber
IC irreduzible Polynom wieder in ein iiber I irreduzibles vom
gleichen Grade iibergeht, und da die Transformation ein-eindeutig
ist, so folgt: K kann, falls [/: K,]> p? ist, ein Holzer'scher
Korper nur dann sein, wenn jedes nicht lineare, von einem Binom
p'-ten Grades (I > 1) verschiedene Polynom iiber K reduzibel ist,
wenn also als algebraische Erweiterungen von X nur Radikal-
korper in Frage kommen. Ein solcher Kodrper K ist aber auch
wirklich ein Holzer'scher Korper.

Lineare Transformationen der in Rede stehenden Art gewinnt
man etwa durch folgende Uberlegungen: Es sei [K: K] > p?
und es seien 12, I2, zwei verschiedene Radikalkorper p-ten Grades
iiber K, in K. SchlieBlich sei

Play=u"ta,z"'4...4-an, a.+0

ein nicht-lineares Polynom tiiber A", dessen Koeffizienten alle zu
I, oder ev. sogar alle zu K, gehoren (n > 2).

Wir unterscheiden zwei Fiille:

1. Fall: %30 (mod. p).

a) Wir kénnen @, == 0 annehmen; ist ndwmlich' ¢, +0, so
konnen wir P (x) durch die Substitution 2 =y — (nxe)~ 1. a,

1) Man beachte, dab [K: I{|] stets eine Potenz von p sein mubB, es sei
denn, dafi K iiber K, gar nicht endliche Erweiterung ist. Dieser letztere
Fall soll bei der Aussage [K: J,] = p? stets mit einbezogen sein.
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in ein Polynom £l (y) vom Grade n in y iber A transformieren,
in welchem der Koeffizient von y»—! Null ist. IFerner konnen
wir stets erreichen, dafi 2 (#) nicht zu K, [#] gehort; denn an-
dernfalls erhalten wir durch die Substitution @ = ¢ z (wobel ¢ ein
beliebiges, nicht zu A gehiriges, KElement aus It bezeichnet) das
Polynom ¢~" P(c:) = I'(¢) in # iiber /', in welchem der Koef-
fizient von 29 gleich a, ¢=* ist und (wegen 2 3. 0 (mod. p)) gewiy
nicht zu A, gehort, wenn «, 40 in A liegt.

b) Zufolge a) konnen wir zu P(x) == 2" -l~a, 2" "> ... -,
einen kleinsten Index 7 > 2 angeben, sodab a, nicht zu K, ge-
hort, also inshesondere von Null verschieden ist. Gehort a,, ebenso
wie alle tibrigen Koeffizienten von 2’ (z), etwa zu R, so trans-
formieren wir P (z) vermbge 2 ==y [, wobel f ein nicht in R,
gelegenes Klement aus A, etwa aus I, bedeutet. Wir erhalten:
P(y-+f)=H@) =y~ ex )y~ -l QO =

2 <r<n.

Dabei ist ¢/ (f) ein Polynom in [/ iber A, weil @ (f) nur von
den, dem a. " in P (x) vorangehenden Gliedern zm, .
ay—q ="+ herrithrt und weil deren Koeffizienten simtlich zu &,
gehoren. Infolgedessen gehort «, - Q(f) weder zu K, noch zu
R,, wihrend (% f) in R, liegt, aber nicht in K. Daher ist das
transformierte Polynom H (y) wirklich von der gewiinschten Be-
schaffenheit; denn a, ' @ (f) ist ein (nicht zu I?, gehiriges) p-tes
Radikal iiber K.

2. Fall: » = 0 (mod. p).

a) Ist P(z) = @ (J:”I) ({>1), so kann sich die Betrachtung
auf @ (i) beschriinken; denn ist @ (y) als reduzibel iiber A nach-
gewiesen, so ist auch P (x) reduzibel!). Demgemiif diirfen wir
(im Falle » = 0 (mod. p)) die Existenz eines kleinsten, zu p teiler-
fremden Index ¢ annehmen, ftir welchen a;+0 in P (r); es ist
2<m, 1<t<n—1, also n —¢—1>0, Man kann ferner an-
nehmen, daBi a; nicht in K, liegt, weil dies andernfalls durch
eine Substitution » = ¢z (wo ¢ zn 2|, aber nicht zu K| gehirt)
erreicht wird (vgl. 1. Fall, a).

1) Dabei ist (2 (y) als nichi-linear anzunchmen, weil andernfalls P (x)
Binom vom Grade p! wiire. Ist der Grad m von Q(y) in ¥ nicht durch p teil-
bar, so konmen wir auf den 1. Fall zuriick.
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b) Iis gehére nun «;, ebenso wie alle iibrigen Koeffizienten
von P (x), zu I, iberdies «¢; nicht zu K. Wird o == y [
gesetzt, wo [ zu R,, aber nicht zu 2, gehdrt, so erhalten wir
Py HH=H@yp) =y Fay - af--afm)y— 1
Da ninmlich fir die in P (z) links von a; @™~ stehenden Glieder
(soweit sie von Null verschieden sind) der Exponent von z stets
durch p teilbar ist und da (y --F)""* = (" - f7)? ist, so liefern
besagte Glieder iiberhaupt keinen Beitrag zum Koeffizienten von
y*~t. Da ferner die Koeffizienten besagter Glieder simtlich zu
I, gehéren und da f* in K liegt, so liefern besagte Glieder zum
Koetfizienten von y»=‘—1 — wenn iiberhaupt — lauter Elemente
aus R, als Beitrige, sodai aij.1 sicher zu It, gehdrt. Weiter ist
txar+0 wegen a;+0 und £ 0 (mod. p), sodal >« f -+ aisy
nicht zu I, gehort. Daher ist H(y) von der gewiinschten Be-
schaffenheit.



