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206 H. Graf

Einleitung.

§ 1. Definition und Veranschaulichung der Kurvengeflechte.

Die vorliegende Arbeit beschiiftigt sich mit reellen Kurven-
getlechten auf reellen Flichen. Fiir das Folgende verstehen wir
unter ,Kurven“ und ,¥lichen® nur reelle Gebilde und definieren
sie in folgender Weise:

,Fliche = umkehrbar eindeutiges, stetiges Bild eines einfach
zusammenhiingenden ebenen Bereiches I einschlieBilich der
Berandung.

JKurve” = Bild einer Geraden, soweit sie dem Bereich I3 und
seiner Berandung angehdrt; der Kirze halber wollen wir
weiterhin solche ,Geradenstrecken® des Bereiches I3 einfach
als Gerade bezeichnen.

»Kurvensystem“ = Bild siimtlicher Geraden des Bereiches I3, welche
parallel zu irgend einer Richtung sind.

,Kurvengeflecht = Bild aller Geraden des Berciches D.

In der Ebene des Bereiches B withlen wir ein rechtwink-
liges Koordinatensystem (u, v) und wollen die Bilder aller ,Ge-
raden® (== Geradenstrecken) dieses Bereiches, welche den Achsen w
und v parallel sind, als ,Parameterkurven® der Fliche ein-
fithren. Die Kurven der beiden Parametersysteme haben auf Grund
der Definition folgende Eigenschaften:

1. Durch jeden Punkt der Fliche geht genau je eine Para-

meterkurve der beiden Systeme.

2. Irgend zwei Parameterkurven des gleichen Systemes schnei-

den sich nicht.

Analytisch stellt sich irgend eine Gerade der (i, v)-Ebene
durch die Gleichung u cos A -}-v sin 2 = w dar; die reellen Para-
meter 2 und o der Geraden miissen in deren Variabilitiitshereich
0 <2<2x und w >0 so beschaffen sein, dafi die Gerade den
Bereich B schneidet.
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Wihrend also ein Kurvengeflecht von 2 Parametern 2 und o
abhingt, erhiilt man ein Kurvensystem durch Festhaltung von
2 bis auf Vielfache von @ und durch Variierung von w; bei
Fixierung von 2 und o wird eine Einzelkurve des Geflechts fest-
gelegt.

Um uns eine anschauliche Vorstellung von einem
JKurvengeflecht® zu verschaffen, {iiberzichen wir den Be-
reich B der Ebene mit lilfe einer diskreten Anzahl achsen-
paralleler d#quidistanter Geraden mit einem Rechtecksnetz (das
lings der Berandung von B natiirlich keine geschlossenen Recht-
ecksfelder mehr aufweisen wird). Als Bild dieses Rechtecks-
netzes erhalten wir definitionsgemif8 auf der Fliche ein aus Para-
meterkurven hestehendes Vierecksnetz, das keine iiberschlagenen
Vierecke aufweist. Vermittels dieses Parameternetzes sind wir in
der Lage, sofort den Verlauf weiterer ,Kurven® des Geflechts auf
der Fliche zu verfolgen; denn die Bilder irgendwelcher Geraden
des Bereiches B, welche Knotenpunkte des Rechtecksnetzes ver-
binden, sind auf der Fliiche Kurven des Geflechts, welche die
entsprechenden Knotenpunkte des Vierecksnetzes enthalten. Hs
st klar, da man bel Zugrundelegung geniigend engmaschiger
Rechtecksnetze aut der I'liche eine beliebig weitgehende Ver-
anschaulichung des Kurvengeflechtes erhiilt.

Sitzungsb. d, math.-naturw, Abt, Jahrg, 1948, 15
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I. Kapitel: Kurvengeflechte in der Ebene,

§ 2. Geflechte aus systemweise kongruenten Kurven.

A. Welches sind die allgemeinsten Kurvengeflechte
in der Ebene von der Higenschaft, daf jedes darin ent-
haltene Kurvensystem aus kongruenten Kurven besteht,
die durch Parallelverschiebung in einer festen Rich-
tung auseinander hervorgehen?

Die Kurven verschiedener Systeme brauchen dabei nicht kon-
gruent zu sein.

Wir kinnen die Frage auch so formulieren: Welches ist die
allgemeinste, bereichweise umkehrbar eindeutige, stetige Abbildung
der (u, v)-Ebene in die (z, y)-Ebene derart, daB alle parallelen Ge-
raden eines Bereiches B der (, v)-Ebene in kongruente Kurven eines
Bereiches B der (i, y)-Ebene iiber-
Merys) {ezur) gefithrt werden, welche durch Par-
} O\ - allelverschiebung in der z-Rich-
tung zur Deckung kommen?

Wir greifen in der (z, y)-Ebene
ein Rechteck 7 heraus, dessen
Seiten paarweise zu den Koor-
dinatenachsen parallelsind (Fig.1):
das ebene Rechteck B tritt an die Stelle der in § 1 eingefiihrten
,Fliche® und stellt demgemdt das Bild des Bereiches B der (u, v)-
Ebene dar.

Unserer Forderung gemifs heifien die Abhildungsgleichungen
der («, v)-Ebene auf die (», y)-Ebene:

w= I (z -fy)
= ]"‘_,({L‘ j‘ /_‘(7/»

______________________

Fig. 1

(1
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Die Parameterkurven gehen durch Parallelverschiebung in
der z- Richtung aus zwel Ausgangskurven z - f,(y) =0 und
x4+ f,(y) == 0 hervor.

Hinsichtlich der Funktionen f,, f, und F|, I, treffen wir
folgende Voraussetzungen:

L. fi{y) und f.(y) seien im endlicken Intervall 4y, <y <y,
reell, eindeutig, endlich und zweimal differenzierbar.

IL () =f,(y) — f,(y) soll im gleichen Intervall genau eine

Nullstelle besitzen und ferner soll die zu v inverse Funk-
tion vy im Definitionshereich eindeutig sein.

Aus (1) folgt, dai jedem Wertepaar x, y genau ein Wert
=2+ [ (y) baw. v = z -+ f,(y) entspricht, d. h. simtlichen
Wertepaaren des Rechtecksbereichs entspricht ein bestimmter u-
bzw. »-Bereich.

ML F (1) und I7,(») sollen fiir den gp- bzw. »-Bereich reell,

eindeuntig, endlich und zweimal differenzierbar sein.

IV. Die zu u = I’ (u) bzw. v = F,(v) inversen Funktionen

sollen in ihrem Definitionshereich ebenfalls eindeutig sein.

Diese 4 Voraussetzungen wmfassen jedenfalls die Forderung.
dic in § 1 an unsere Abbildung gestellt wurde.

In §2 wird von dem Geflecht weiter verlangt, dafi irgend
ein System paralleler Geraden des Bereiches I3 der (u, v)-Ebene
sich in ein System von kongruenten Kurven der (2, y)-Ebene ab-
bildet, welche durch Parallelverschiebung in Richtung der z-
Achse ineinander iiberfithrbar sind. Fiir die achsenparallelen Ge-
raden der (u, v)-Ebene ist diese Forderung durch die unter (1)
angegebene Form der Abbildungsgleichungen bereits erfiillt.

‘Wir werden nun zuniichst nicht darnach trachten, dieselbe For-
derung zugleich fiir alle Parallelensysteme der(u,v)-Ebene zu stellen,
sondern wir erheben sie nur fiir ein bestimmtes 7, z. B. 4 = 4 a/4
(vgl.S.206, unten); das zu diesem Parallelensystem w-t-v=+V2-w
gehorige Kurvensystem in der (,v y)-Ebene muk dann notwendig
die Parameterform o = F (a0 - f,(y)) haben; aus den drei Glei-
chungen folgt aber, wenn wir noch fiiv 12+ I, = I, schreiben,
die Funktionalgleichung:

(2) P 1) A I(e ) = F(e + ()

15%
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welche im ganzen Bereich I fiir jedes z und # identisch zu er-
tiillen ist.

Die Identitit (2) mub notwendig fiir jedes Geflecht von
den Kigenschaften des § 2, A erfiillt werden.

Wir fithren neue Veriinderliche ein:
=)
v=x+ [,{y):
auf Grund der Voraussetzungen I. und IL von 8. 209, welche ;1 =»
ausschliefien, ergeben sich » und ¢ eindeutig:

=3t i) — L))

y=plu—r),
folglich:

7+ f () = 3G e — ),
32— ) = B0 — $200) - £o00)s

7(uw—) ist dann wegen (2) gleichfalls im Definitionshereich reell
und zweimal difterenzierbar.

wobel

Die Identitidt (2) mimmt nunmehr die Form an:
(3) Fy () + Fo0) = Fy[3 (e A4 4 20 — ).

Wir differenzieren (3) nach x bzw. nach » und erhalten, wenn
wir die Ableitungen der Funktionen nach ihren Argumenten mit ’
bezeichnen:

Fi=3(1+ 7)) I
Fi= 30— ) Fi;
Iy existiert wegen (2) S. 209; daraus folgt:
(4) (I—=2)I= Q0+ )
(4) nach g bzw. » differenziert gibt:
A=V — ) Fi= " Iy
2 E= QA= 1

li

folglich:
®) A== (041,

Da wir von Iy =0 bezw. I, = 0 absehen miissen, was
F = const., I, = const. ergibt und folglich keine Abbildung mehr
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liefert, sind damit wegen (4) auch die beiden Fille ;' = — 1 baw.
7 = + 1 ausgeschlossen; aus (4) und (5) folgt somit immer:
() () _ )
]”{7/25 = o ) = a = const. ;

a ist dabei irgend eine reelle Zahl.

1. a+0:
I (1) = byet + ¢,
T, =b, et + ¢,

a; by, by ¢,y e, sind beliebige, reelle Konstante. Fithrt man
an Stelle von x und » die urspriinglichen Veriinderlichen z, y
ein, so schreiben sich die Abbildungsformeln:

() {u — bl ea(f-l—f: W) 4 ¢

v=b,e @Hat 4 ¢
Beide Abbildungsfunktionen /', und I, sind Exponential-
funktionen mit der gleichen Basis e?. Das Bild irgend eines
Parallelensystems 72 == const. der (i, v)-Ebene: wecos/ -~ vsin 2 = w
ergibt in der (z, y)-Ebene das Kurvensystem mit dem Parameter o:

a@ =gy )

m=¢ -¢,co8h l-eysin i,

wobei
(fa) for(y) = JIn (b e* 1@ . cos & -1~ b, e*2W . 5in 7).

Das Kurvensystem enthilt also nicht nur, wie die Funktional-
gleichung (2) forderte, parallel in der x-Richtung verschobene
Kurven fiir 2 = x/4, sondern fiir jeden Wert 2. Die Kurven-
funktion £y, (y) dndert sich entsprechend der Identitit (6 a), withrend
die Funktion Iy die Exponentialfunktion mit derselben Basis e
ist wie I7, und F,.

2, = 0:

! — |
() =0bn ¢
Iy() =byv | ¢y
by bys ¢y, ¢, sind beliebige, reelle Konstante. Wenn man

anstelle von 4z und » die Koordinaten @ und y einfiihrt, ergeben
sich die Abbildungsformeln:
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{“’ =0, (x4 () + ¢,

v="1y(z+ 1)+ ¢.

Beide Funktionen F, und I, sind lineare Funktionen.
Auch hier besteht wie im TFalle (1) die Abbildung irgend
eines Systemes paralleler Geraden 2 == const. der (u, v)-Ebene aus
Kurven, die durch Parallelverschiebung in Richtung der a-Achse
auseinander hervorgehen. Die Gleichung des Systems lautet:

w == (bycos 2+ bysin2) (z+ fi(y)) e, cos k4 e sin 7,
wobei '
(Ta) (b cosh =+ bysinA) fi () = b, f,(y) cos 2+ byf. (y) sin /.

Die Funktion Fy ist ebenfalls linear.

Unter der Voraussetzung, da; sich die zuletzt unter 1. und 2.
gewonnenen Abbildungsgleichungen (6) und (7) realisieren lassen
und Geflechte liefern, was anschlieiend gezeigt werden wird, haben
wir zuniichst als Ergebnis den

Satz 1: Enthilt ein ebenes Kurvengeflecht 3 verschiedene
Kurvensysteme mit der Kigenschaft, dak jedes
einzelne System aus kongruenten und in einer
festen z-Richtung parallel verschobenen Kurven
besteht, dann haben alle Kurvensysteme des Ge-
flechtes die gleiche Eigenschaft.

Aus den 3 Kurvensystemen lassen sich aber immer 3 diskrete
Folgen von Kurven so herausgreifen, daf sie zu einem beliebig
engmaschigen, unterteilbaren , Dreiecksnetz® zusammengefiigt
werden konnen. Das Dreiecksnetz der Kurven in der (z, y)-Ebene
ist dann gemiif § 1 das Bild eines Dreiecksnetzes aus 3 Parallel-
biischeln gerader Linien der (u, »)-Fhene.

Es gilt also auch der

Satz 2: Das allgemeinste ebene Dreiecksnetz, das sich
aus 3 verschiedenen Kurvensystemen von der
Eigenschaft aufbauen lift, dali die Kurven jedes
der3Systeme durch Parallelverschiebung in einer
festen Richtung inecinander ithergehen, ist Be-
standteil eines Kurvengeflechts, dessen simtliche
Systeme die gleiche Bigenschaft besitzen, also

eines Geflechts vom Typus A des § 2.
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Wir werden jetzt die Abbildungsgleichungen (6) und (7),
welche sich in den beiden Fillen 1. @ + 0 und 2. a = 0 ergaben,
dadurch vereinfachen, daB wir die unwesentlichen Konstanten der
Losung spezialisieren. Wir setzen ¢, = ¢, = 0 und b, = b, =1
und sehen dadurch lediglich von einer trivialen Parallelverschie-
bung bzw. aftinen Deformation der (u, v)-Ebene in der u- und -
Richtung (eventuell mit Spiegelung) ab. Ferner sei im 1. Falle

== 1; das bedeutet nur eine affine Deformation der Geflechts-
ebene (o, ) in der Richtung der x-Achse.

Unter diesen Voraussetzungen treten an Stelle der Glei-
chungen (6) und (7) die folgenden:

1. Logarithmisches Geflecht:
Ine  2+f(y)
Inv =z-1,(y)

(8) Inw z-- /'(;_) (7/)
fos(y) = In (et cos i |- eeW sin k).
2. Lineares Geflecht:

w =x--f,(y)

v =z+fy (y)
() w ooy (y)! [cos 2 +sin2];

y) cos 4 o(1) sin 7
fon(y) = () + fo() _

cos4 —+ sin

Die Gleichungen (8) und (9) stellen unter den Voraussetzungen
[—IV des §2 die allgemeinsten Abbildungsgleichungen dar, welche
fir die unter A. geforderten Geflechte notwendig sind. Inwieweit
diese Abbildungsgleichungen auch dazu hinreichen, um Ge-
flechte zu liefern, die kongruente und durch Parallelverschiebung
i der «-Richtung ineinander iberfithrbare Kurven enthalten,
wird die folgende Betrachtung zeigen.

Die Abbildungsfunktionen 77; und F, sind fiir beide Fiille 1.
und 2. derart, dat gemiili den Voraussetzungen III und IV in
§ 2 fir das a-Intervall {#, —a,} keine Grenzen vorgeschrieben
sind; nur die Endlichkeit des Intervalls ist wegen III vorausgesetzt.

Wir wiihlen daher an Stelle des Rechtecks 2 der (z, #)-Ebene
(IMig. 1) den ganzen Parallelstreifen der Kuklidischen Ebene
zwischen den Geraden y == y, und » =y, als Geflechtshereich
(Fig: ).
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' Die beiden Ausgangskurven

_'f?)fi';?""‘\"y""""'"’" &y und %, mit den Gleichungen

! 1./1“’\/_ e+ i) =0uwd 2+ fy) =0

' ) 5 nehmen wir im Parallelstreifen

0wy~ willkiirlich an unter Wahrung

der Voraussetzungen I und II

Fig.2 S. 209, welche an die Funk-

tionen f,(y) und [,(y) gestellt wurden und welche geometrisch
Folgendes besagen:

I. Die beiden Ausgangskurven %, und %, und alle zu.ihnen
in der a-Richtung parallel verschobenen Kurven haben an jeder
Stelle ihres Definitionsbereichs {y, — y,} eine Tangente und Kriim-
mung und verlaufen ganz im Endlichen. Zu jeder y-Koordinate
gehort eine a-Koordinate.

IL. Die beiden Ausgangskurven %, und /, schneiden sich in
genau einem Punkt P, da v (y) = f,(y) — [.(y) genau eine Null-
stelle besitzen soll. Irgend zwei zu den beiden Ausgangskurven
parallell in der a-Richtung um die beliebigen Betriige ¢, und r,
verschobene Kurven schneiden sich in einem oder keinen Punkt,
weil (e, — ¢,) eindeutig sein soll im ganzen Definitionsbereich.

1. Diskussion der durch die Gleichung (8) vermittelten
Abbildung (logarithmisches Geflecht):

: Den beiden Ausgangskurven £, und /%,
des Streifenbereiches entsprechen in der
(u, v)-Ebene die Achsenparallelen im Ab-
stand 1 (Fig. 3). Irgend einer Parallelen
< zur z-Achse des Streifenbereiches entspricht
ein Halbstrahl von ¢ aus, der gegen die

Qu—l—_‘[,q,,,ff*—.d—— " ?l'AChSe dle lTeigung
Fig. 8 ’ . |
(10) tg‘ o — ” — e/g(!/) — [1{N

besitzt. Dem ,Streifenbereich® {y, — 4,} der (z, y)-Ebene ent-
spricht ein ,Ficherbereich® (Winkelraum) der (u, v)-Ebene, wel-
cher ganz im 1. Quadranten verliuft; die Neigungswinkel «,
und a, seiner Randstrahlen gegen die «-Achse rechnen sich aus (10)
durch Einsetzen von y, und %,. Dem Unendlichfernen des Streifen-
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bereiches in der Richtung der posifiven w-Achse ist das Un-
endlichferne des Ificherbereiches zugeordnet, dem Unendlichfernen
in der Richtung der negativen z-Achse hingegen nur der Ursprung
@1). Wegen der Voraussetzungen I und IL in § 2 ist die Zu-
ordnung des Streifenbereiches {y, — y,} der (r, y)-Ebene und des
Fiicherbereichs {a, — «,} der (u, v)-Ebene einschlieBlich der Be-
randungen und mit Ausnahme von Punkt ¢ eine stetige und
umkehrbar eindeutige und zwar ist keine der beiden Halb-
achsen # und v Randstrahl fiir den Ficherbereich.

Fiir den /Z-Bereich des Geflechtes (vgl. § 1) hat man,
@, > o, vorausgesetzt, die Ungleichung:

(11) (12—|—:>/”,>al—

[N

Jetzt, nachdem die umkehrbar eindeutige Zuordnung der Punkte des
Ficherbereiches und des Streifenbereiches gezeigt ist, werden wir
nach den Bildern irgend welcher Geraden des Fiicherbereiches fragen.

Zuniichst betrachten wir Gerade eines Parallelensystems,
welche beide Randstrahlen des Ficherbereiches treffen. Die Bil-
der dieser Geraden sind Kurven, welche dann ebenfalls die Rand-
geraden des Streifenbereiches schneiden und ganz im Endlichen
verlaufen. Das ganze Kurvensystem besteht aus kongru-
enten Kurven, welche durch Parallelverschiebung in der
z-Richtung auseinander hervorgehen. Zu den Kurvensystemen
dieser Art gehdren auch die Bilder der achsenparallelen Geraden,
nimlich die Parametersysteme 2 = 0 und 2 = «/2.

Die Geraden eines Parallelensystems, welche jeweils nur einen
der beiden Randstrahlen des Fiichers treffen, schliefien mit der
u-Achse Winkel « ein im Intervall zwischen «, und «,. Jede
derartige Gerade ¢ bildet sich als Kurve ab, welche nur einen
Rand des parallelen Streifens triftt und den Streifen nicht ganz
tiberquert, sondern in Richtung der positiven a-Achse asympto-
tisch ins Unendliche verliuft; die zur z-Achse parallele
Asymptote der Kurve ist das Bild der Parallelen zu g durch
den Ursprung ¢ des Koordinatensystems (u, #). Das ganze Pa-
rallelensystem zu ¢ hat als Bild ein System von Kurven, welche

1) Genauer gesagt: Der Grenziibergang a— - oo bzw. »— - >0 zieht
den Grenzithergang u— -4+, ¢~ -0 hzw. «u~ 0, ¢ =0 nach sich.
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die gleiche Asymptote besitzen; der eine Teil des Kurvensystems
verlduft oberhalb, der andere unterhalb der Asymptote. Jedes
der beiden Teilsysteme besteht einzeln aus kongruenten,
durch Parallelverschiebung in der z-Richtung inein-
ander itbergehenden Kurven.

2. Diskussion der durch die Gleichung (9) vermittelten
Abbildung (lineares Geflecht):

Den Ausgangskurven %, und %, entsprechen die Achsen der

(1, v)-Ebene (Fig. 4). Hiner Parallelen zur x-Achse des Streifen-

- bereiches entspricht eine Parallele zur

Iy

‘Winlkelhalbierenden des ersten und drit-
ten Quadranten der (u, ¢)-Ebene:

(v 0= fly) —fi -

Dem Streifenbereich {y, - y,} der

RS )-Ebene entspricht in der (u, v)-Ebene

ebenfalls ein Streifenbereich, der sich iiher

alle 4 Quadranten erstreckt und den Ur-

sprung P mm Innern enthilt; dem Un-

endlichfernen des Parallelstreifens in der

(2, y)-Ebene in Richtung der positiven und negativen 2-Achse ent-

spricht das Unendlichferne des Parallelstreifens in der («, v)-Ebene

im ersten und dritten Quadranten. Wegen der in § 2 unter 1. und 11

getroffenen Voraussetzungen ist auch hier die Zuordnung der beiden

Streifenbereiche einschlieBlich ihrer Randgeraden eine stetige und
umkehrbar eimndeutige.

Der A-Bereich des Geflechts ist hier
(12) 0<i<2z.

Die Bilder aller Geraden des Streifenbereichs der (u, »)-Ebene,
welche nicht parallel sind zu den Randgeraden, sind durchwegs
Kurven, die beide Rinder des Parallelstreifens der (r, y)-Ebene
treffen und dort ganz im Kndlichen verlaufen. Alle Kurven sind

systemweise kongruent und gehen durch Parallelverschiebuny
in der @-Richtung ineinander iiber.

Ergebnis: Die Diskussion der Gleichungen (8) und (9) hat
gezeigt, dafi sie nicht nur die notwendigen (vgl. S. 213), sondern
auch die hinreichenden Geflechtshedingungen darstellen.
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B. Welches sind die allgemeinsten Kurvengeflechte
in der Ebene von der Eigenschaft, daf jedes darin ent-
haltene Kurvensystem aus kongruenten Kurven besteht,
die durch Drehung um ein festes Zentrum auseinander
hervorgehen?

Auch hier brauchen die Kurven verschiedener Systeme nicht
kongruent zu sein.

Die Beantwortung dieser Frage liBt sich unmittelbar aus
den Ergebnissen des vorigen Paragraphen ableiten. Wir setzen
in den erhaltenen Formeln iiberall aunstelle der Cartesischen Ko-
ordinaten @ und y die Polarkoordinaten ¢ und # und deuten die
Resultate in der Ebene des Polarkoordinatensystems; » = 0 ist
das feste Zentrum O. Anstelle des Parallelstreifens der (z, %)-
Ebene, worin das ganze Geflecht eingebettet ist und sich nach
beiden Seiten hin beliebig ausdehnt, tritt nun- -
mehr ein Ringstreifen zwischen zwei zu O
konzentrischen Kreisen als Berandung. Na-
tiirlich kann sich, wenn die Eindeutigkeit
der Abbildung nicht gestort sein soll, das ‘
Geflecht nicht iiber einen Vollring hinaus !
ausbreiten, ebenso darf O nicht innerhalb
des Streifens liegen. Die im vorigen Ab-
schnitt A. unter den Kurven des Geflechts enthaltenen Geraden und
Asymptoten parallel zu der z-Achse sind in der Ebene des Ring-
streifens konzentrische Kreise um O (Fig. 5).

Fig. b

Zusammenfassung: Wir definicren das Kurvengeflecht durcl,
die in § 1 beschirichene Abbildung eines (w, o)-Bereichs auf einen
(z,y)-Bereich.

A. Dus allgemeinste Kurvengeflecht itn der Ebene, welches
aus systemweise kongruenten Kurven besteht, dic durch Pa-
rallelverschicbung in einer festen Richtung, der x- Richtung, in-
cinander iibergehen, hat dann die folgende Eigenschaft:

Zuwet Systeme wvon Iurven, aus denen wir ein Geflecht auf-
bauen kinnen, sind ganz awillkiivlich willbar bis auf die Voraus-
setzungen T— 11, 5. 209 oder S, 214. In jedem System des Ge-
Jlechtes sind  die Kuwrven, welche gleichabsidndigen Geraden  der
(u, v)-Lhene als Bilder entsprechen, nach Abstinden x angeordnet
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entweder 1. ciner logarithmischenSkala mit der gleichen beliebigen
Basis, oder 2. einer linearen (reguldren) Skala.

Ein Geflecht der ersten Art (logarithmisches Geflecht) ent-
halt Kurvensysteme, deven Kuvven jeweils einer einzigen Kuwrve
kongruent sind, und Kurvensysteme, deren Kurven jeweils zwei
Kurven Longruent sind; letztere haben eine dem System zugeordncte
asymptotische Gerade parallel zur z-Achse als ausgeartete Linzel-
kurve gemeinsam.

Ein Geflecht der zweiten At (lineares Geflecht) enthdlt nur
Lurvensysteme, deren Kurven jeweils einer Kurve kongruent sind;
unter den Kurvensystemen ist ein spezielles System vorhanden, dessen
Kurven in Parallele zur x-Achse ausarten.

B. Das allgemeinste Kurvengeflecht in der Ibene, das aus
systemaveise kongruenten und durch Drehung wm cin festes
Zentrum O auscinander hervorgehenden Kurven besteht, hat dann
wirtlich dieselben Eigenschaften wie das unter A. angefiihrte, wenn
wir nur an die Stelle der Abstandsfolge © die Drehwinkelfolge ¢ und
an die Stelle der parallelen Geraden zur x-Achse konzentrische
KNreise um O setzen.

§ 5. Geflechte aus systemweise &hnlichen Kurven.

A. Welches sind die allgemeinsten Kurvengetlechte
in der Ebhene von der Higenschaft, daf jedes darin ent-
haltene System aus #hnlichen Kurven besteht, welche
durch ,Strahlung® von einem festen Punkt O aus in-
einander iberfihrbar sind?

Fiir die Kurven verschiedener Systeme wird keine Ahnlich-
keit gefordert.

Wir bezeichnen hierbei Kurven eines Systems, welche ihn-
lich und zum Punkt O #hnlich gelegen sind, als durch ,Strah-
lung“?) ineinander iiberfithrbar; homologe Punkte der Kurven
liegen auf Strahlen durch O.

In § 2 untersuchten wir Kurvengeflechte in der (z, y)-Ebene,
welche Systeme kongruenter und durch Parallelverschiebung in-
einander iiberfithrbarer Kurven enthielten.

1) Auch als ,,Streckung” oder ,,perspektive Dehnung® bezeichuet (vel.
H. Beck, Koordinatengeometrie, 1919, 1. Bd,, S. 53).
t=l b
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Wir bilden ein derartiges Geflecht der (z, y)-IEbene reell auf
eine neue (¢, r)-Ebene ab durch folgende Gleichungen:

. z = alnr

(19) { y="be;

¢ und » sind Polarkoordinaten, » == 0 ist der Koordinatenursprung O.
a,b sind beliebige reelle Konstante. Irgend einer Parallelen y == const.
zur x-Achse entspricht in der neuen Ebene
ein Strahl ¢ = const. :

Der Parallelstreifenbereich {y, — y,}
in der (x, y)-Ebene, worin das urspriing-
liche Geflecht gelegen ist, kann (bei ent-
sprechender Wahl von &) immer auf einen
Ficherbereich {4 (¢, — ¢,)} der neuen Ebene
umkehrbar eindeutig abgebildet werden
und zwar einschlieflich der Berandung ohne
den Ausnahmepunkt O (Fig. 6).

Irgend ein Kurvensystem eines Geflechtes in der (z, y)-Ebeue.
welches aus kougruenten und in der z-Richtung parallel ver-
schobenen Kurven besteht, stellt sich, als Bild eines Parallelen-
systemes 2 = const. der Geraden w = wcosZ + vsinZ der (v. r)-
Ebene aufeefaflit, durch die Gleichung dar:

w = 1@+ fuly)

Wenn wir nun ein solches Kurvensystem mit Hilfe der Glei-
chungen (13) in die neue Ebene abbilden, dann lautet dort die
Gleichung des Kurvensystems:

(14) w = G- gule):
hierbei ist

0 e
I'(alnt)y = G(#) und e ¢ = gu(p).

Die Gleichung (14) zeigt, daf alle Kurven dieses Systems
dhnlich und zu O ihnlich gelegen sind, also durch ,Strahlung®
auseinander hervorgehen.

Den Nachweis, daB es keine anderen Geflechte dieser Art
mit iihnlichen Kurven gibt, liefert folgende Uberlegung: Man
kann ein Kurvensystem mit dieser Eigenschaft immer in der
Form (14) schreiben. Sucht man ein ganzes Geflecht, dann
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hat man — den Uberlegungen von § 2 gemiiff — als notwendige
Bedingung eine Funktionalgleichung fiir die 3 (unbekannten)
Funktionen G, G, und G, dreier Kurvensysteme identisch fiir
jeden Wert » und ¢ zu erfiillen; ersetzen wir i und ¢ gemif den
Gleichungen (13) durch @ und v, dann tritt anstelle der letatge-
nannten Funktionalgleichung (14) die bereits S. 209 erwithnte Glei-
chung (2), welche fiir jeden Wert « und y zu befriedigen ist. Fiir #'
ergab sich aber als allgemeinste Losung die Exponentialfunktion
bzw. die lineare Funktion, folglich fiir & als allgemeinste Losung
die Potenz- bzw. logarithmische Funktion.

Das allgemeinste Geflecht, welches aus systemweise
ihnlichen Kurven besteht, die durch Strahlung von O aus
meinander iibergehen, gehdrt daher einem der bheiden folgenden
Typen an; dabei sind die Geflechte als Bilder der Geraden der
(u, r)-Ebene aufgefafit:

1. Potenz-Geflecht.

1

=g, ()

=0 g, ()

1 / .
0 =7r-gu(p) =r- ((_(/1 (¢))* cos £+ (¢, ()" sin ).)".
2. Exponential-Geflecht.

uH

e =g, (y)

= g, (0) |
w . . 1

eh (cos 2 F-sin 2) )"5/(}_)((!7) = . ((\(/1((]1’))0“8/" (!/2 ((l;))sm/.) cos A 4-sin ;. .
Sowohl bei 1. wie bei 2. ist « eine beliebige, reelle, von Null
verschiedene Zahl.

B. Welches sind die allgemeinsten Geflechte in der
Ebene von der Eigenschaft, daB jedes darin enthaltene
System aus #hnlichen Kurven besteht, welche durch
,O9piralung® um ein festes Zentrum ¢ ineinander iiber-
fithrbar sind?

Fiir die Kurven verschiedener Systeme wird keine Ahn-
lichkeit gefordert.

Wir bezeichnen hierbei die unter sich dhnlichen Kurven eines
Systems, deren homologe Punkte auf kongruenten und zum Punkt
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O konzentrischen logarithmischen Spiralen gelegen sind, als durch
,Spiralung® in einander uberfiihrbar?).

Ebenso wie unter A. dieses Paragraphen werden wir dic
Kurvengeflechte in der (z, y)-Ebene, welche Systeme kongruenter
und durch Parallelverschiebung in einander iiberfithrbarer Kurven
enthielten, auf eine neue Ebene abbilden; die Abbildungsgleich-
ungen sollen nunmehr lauten:

@ = ¢
(15) { y=bFe—Iur).
Hierbei sind ¢, » Polarkoordinaten in der neuen Ebene; » == 0

ist der Ursprung O. «, b, I sind beliebige, reelle und von Null
verschiedene Konstante. Allen Parallelen ------ -

y = const. der (z, y)-Ebene entsprechen
in der neuen (¢, 7)-XEbene lkongruente,
konzentrische logarithmische Spiralen
p=elleteonsh Dey Parallelstreifenbereich
{9, — y,} in der (z, y)-Ebene kann (bei
entsprecliender Wahl von 4) auf einen
Spiralstreifenbereich der neuen Ebene
einschliefilich der Berandungen ohne den
Ausnahmepunkt ) umkehrbar eindeutig
abgebildet werden. Die Riinder des Spiralbereiches sind zwei kon-
gruente, beziigl. O konzentrische logarithmische Spiralen (Fig. 7).

Fig. 7

Irgend ein Kurvensystem in dem Geflecht der (z, y)-Ebene,
dessen Gleichung o = I'(x +- [ (y)) lautet, bildet sich in die neue
Ebene durch die Gleichungen (15) als folgendes Kurvensystem ab:

(16) W == 1"((4 ¢ [ kp —1In 7"),)‘).

Aus der Darstellung (16) ist ersichtlich, daB alle Kurven
dieses Systemes unter einander iihnlich sind; die homologen Punkte
der ihnlichen Kurven liegen auf konzentrischen logarithmischen
Spiralen, den Bildern der Parvallelen zur a-Achse.

i) ,Spiralung” ist dalier die Gesamtheit der ,Drehstreckungen” oder
.Dehnungen® (vergl. Anmerkung auf Seite 218) mit gemeinsamem Festpunkt.
bei welchen zwischen dem Streckungsfaktor A und dem Drehwinkel ¢ der
Zusamwmenhang A = ol besteht.
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Wir suchen nun ein ganzes Kurvengeflecht auf, dessen
Kurven systemweise #hnlich sind und durch Spiralung ausein-
ander hervorgehen.

Die Uberlegungen sind die gleichen wie die unter A. An-
stelle der notwendigen Funktionalgleichung (2) S. 209, welche
dort fir jeden Wert 2 und y identisch zu erfiillen war, tritt nun-
mehr vermdige der Substitution (15) eine in ¢ und » identisch
zu erfilllende Funktionalgleichung. Die allgemeinste Losung der
Funktionalgleichung ergab fir I die Exponential- bzw. lineare
Funktion. )

Folglich ergibt sich als allgemeinstes Geflecht, das aus
systemweise dhnlichen Kurven besteht, welche durch Spi-
ralung beziigl. O ineinander iibergehen, einer der beiden fol-
genden Typen; die Geflechte sind die Bilder der Geraden der
(i, ¢)-Ebene und haben die Gleichungen:

1. Logarithmisches Geflecht:
Inu =ap+f, (Wle—Inr))
Inv = ap+f, by — Inr)
Inow=a¢p -+ fo(bp — Inr)),
wobei f;) = In(e/t cos ] 4 e sin ).
2. Lineares Geflecht:
w =aq 4 f(bke— Inr)
v —=ap+[,bFke — Inr)
o == [ap + fi,(bEp — Inr))} - (cos i 4 sin k),

wobel (cosZ - —-sink)-fu = cosi-f, 4 sini-f,

<

Sowohl bei 1. wie bei 2. sind die beiden wesentlichen Kon-
stanten @ und % beliebige, reelle, von Null verschiedene Zahlen.

Zusammenfassung: Wir definicren ein Kurvengeflecht nach
§ 1 durch Abbildung eines (u, v)-DBereiches auf einen (¢, v)-Dereich.

A. Das allgemeinste Kurvengeflecht in der Kbene, welches
aus systemweise ihnlichen Kurven besteht, die durch Stral-
lung von O aus ineinander iibergelen, hat ganz analoge Ligen-
schaften wie das unter A. des wvorigen Paragraphen angefiilrte
Greflecht aus Longruenten Kurven in der (z, y)- Ibene.  Die Abstands-
folge v vom Punlte O aus ist fiir homologe Punlkte der dlinlich und
iilmlich geleyenen Kurven eines Systems, welche dquidistanten Paral-
lelen der (u, v)-Libene entsprechen,
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entiweder 1. eine Potenzskala mit beliebigem gleichem Lixponenten,

oder 2. eine Fxponentialskala mit beliebiger Busis.

Die Rolle dev Parvallelen zur x-Achse des vorigen Parographen
itbernchmen in dem Geflecht dieses Parvagraphen die Strahlen durch O.

B. Das allgemeinste Iurvengeflecht in der Ibene, welches
aus systemweise dhnlichen Kurven besteht, die durch Spiraluny
wm O ineinander ibergehen, hat wortlich die gleichen Eigenschaften
wie das unter B. angefithrte Geflecht des wvorigen Paragraphen,
wenn wir an Stelle der konzentrischen Kreise um O Lonzentrische
logarithmische Spivalen des Geflechtes setzen.

§ 4. Geflechte aus lauter kongruenten Kurven.

In § 2 wurden die allgemeinsten ebenen Geflechte bestimmt,
welche Kurvensysteme aus kongruenten Kurven enthielten; die
Kurven jedes einzelnen Systems gingen entweder A. durch Parallel-
verschiebung in einer festen a-Richtung oder B.durch Drehung um
einen festen Punkt O ineinander iiber.

Wir werden in § 4 die allgemeinsten ebenen Geflechte der
Art A. untersuchen, worin die Kongruenz nicht nur fir die Kur-
ven jedes Kinzelsystems, sondern fiir alle Kurven des Geflechts
eefordert wird; dabel sollen irgend zwei verschiedenen Systemen
angehorende Kurven des Geflechtes ebenfalls durch reine Trans-
lation gegenseitic zur Deckung gebracht werden kénnen; wir
heiien deshall alle Kurven des Geflechts ,zueinander parallel-
gestellt®.

Es ist unmittelbar ecinleuchtend, daf eine Affin- oder Ahn-
lichkeitstransformation eines ebenen Geflechts, das lauter kon-
gruente und parallelgestellte Kurven enthiilt, diese Higenschatt
nicht zerstért. Wir Lonnten daher den nachfolgenden Unter-
suchungen an Stelle eines rechtwinkeligen Koordinatensystems (z, i)
auch ein schiefwinkeliges zugrunde legen, ohne die wesentliche
Greflechtseigenschaft zu verdindern. Ohne Beschriinkung der All-
gemeinheit diirfen wir die auf 5. 213 vereinfachten Abbildungs-
agleichungen (8) und (9) fiir unsere Rechnung benutzen.

Analytisch ist die Bedingung dafiir, dafi alle Kurven
e foln) = (@)

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1928, 16
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verschiedener Systeme 4 kongruent und parallelgestellt sind, die
Identitdt in 2, ¥, 4 und w:

£ Flo) + fi(y) = 2 — F(0) 4 p(2) + by + ()
(17) A for(y) = p() + h(s + q():

hiebei sind die Verschiebungsgroen p(4) und ¢(4) der Kurve
z + h(y) = 0 in Richtung der a- bzw. y-Achse Funktionen von 2
und sollen fiir den ganzen 2-Bereich des Geflechts (vgl. S. 215, (11)
und 8. 216, (12)) endlich und zweimal differenzierbar sein!

Wir schreiben fiir die Ausgangskurven .+ f(y) = 0 und
2 ~+f.(y) == 0 der beiden Parametersysteme « = const. und v = const.

fe+fp=c+p +0y+q)=0

| 2+ f0) =2+ + 0y +a) =0,

worin jetzt p,, p, und q,, g, feste reelle Zahlen sind und wegen
Voraus. [1 § 2 ¢, + ¢, sein darf. Je nachdem wir es mit einem
logarithmischen Geflecht (1. Typus) oder linearen Geflecht (2. Typus)
zu tun haben, ergibt sich die Funktion fi;(y) eines entsprechend
der Wahl des Parameters 42 herausgegriffenen Systems auf Grund
der Identititen (8) und (9) auf 8. 213 und (17) und (18):

(19) 1. ep@)hly+a0) = cos ). ent HhW 90 4 gin j - ere-bhy + @)

(20) 2. [ pA) 4 2y - gA)][(cos i + sin )
= [p, + 2(y+ q))cos2+ [p, + kly + ¢.)] sin L.

Diese heiden Funktionalgleichungen miissen notwendig fiir
jeden 7- und y-Wert der betreffenden Bereiche erfillt sein, wenn
wir ein Geflecht vom 1. bzw. 2. Typus erhalten wollen, das lauter
kongruente parallelgestellte Kurven umfakt.

Wir werden die beiden Félle 1. und 2. getrennt behandeln.

(18)

1. Logarithmisches Geflecht aus lauter kongruenten
parallelgestellten Kurven.

Die Funktionalgleichung (19) it sich vermittels der Sub-
stitutionen
et = H(y)
P = (1)
12}

(21)

i

(41

a.

er2

i
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auch schreiben:

(22)  «(@) - H(y - q(D)) = a,cos2- H (y--q,) -+ aysinl- Uy + q.)
= R(y, A).

Bezeichnen wir mit /1° und H" die Ableitungen nach dem je-
weiligen Argument von [/, dann ist auch die nachfolgende Be-
ziehung in 2 und y identisch erfiillt, welche sich aus (22) durch
zweimaliges Differenzieren nach 1 ergibt:

a(2)-q*(2) - H'ty - q(2) + [a(l)q" () + 2a’ ()¢’ (W H (y + q()
+ o’ () H{y + q(2)) = — Ly, 2).

Durch Addition folgt die in 2 und y identisch zu erfiillende
Gleichung:

(23) AQ) - H'(y + q(1) + 282 - H'(y + q(2))
O H(y + q(2)) = 0.

Die Koeffizienten A, I, ¢! hiingen nur von 2 ab und sind reell:
AGy £ 0 (A2 = 0 fibrt auf B() =0 und H(y + ¢(%)) = 0).

Suchen wir diese Identitiit fiir irgend einen hestimmten Wert
)= 1, zu erfiillen, so mufi H notwendig die Losung einer redu-
zierten linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten sein. Fiir die unabhiingige Veriinderliche y + g(4,)
schreiben wir kurz y. Die allgemeinsten Losungen der Differen-
tialgleichung sind je nach dem Wert ihrer Diskriminante:

a) DB — AC <0 H(y) = ne™ycos(m,y ——in,)
by DB — A0 >0: H(y) = n,e™rCoj(m,y + n,) ¢ m, = 0
H(y) = nye™ Sin(m,y + ny)

¢) D - AC-=0: H{y) =ne"™(y - n,).
Die sdmtlichen reellen Losungen fiir die Funktion A werden
durch reelle Wahl der Konstanten me,, m,, m; n,, n, erfafit.

Jede Funktion I, welche die Funktionalgleichung (22) erfiillt.
mull notwendig die Form einer der angegebenen Losungen der
Difterentialgleichung (23) haben. KEs liit sich durch Einsetzen
dieser Losungen in die Funktionalgleichung zeigen, daf diese
formal erfillt wird. Die aus der Differentialgleichung ge-

16*
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wonnenen Ldsungen fiir H(y) und damit gemiits (21) fiir /(y)
sind folglich die allgemeinsten.

In jedem Einzelfalle vereinfachen wir die Gleichung der
reellen Kurve # + /i(y) == const. durch Einfiihrung eines passend
gewiithlten schiefwinkeligen Koordinatensystems (&, ), dessen
$-Achse in Richtung und Mafeinheit mit der alten z-Achse iber-
einstimmt. Die Transformationsformeln lauten:

Se=a ~my+Injn,
§ o= Mg Y Ny

Fe—= N, In »
fiir ¢): {C ey !

yo=y - 7’&2.

fiir a) und b): {

Diese unter a), b) und ¢) angegebene Transformation bewirkt,
daB die reelle Gleichung der Kurve im (&, 5)-Koordinatensystem
eine der nachfolgenden Formen annimmt:

a) ¢ -+ In(cos ) = const.

b) «) &--In(Cojy) = const.

(24) 1 p) &= In(Siuy) = const.
) ' 7) & - In(Sin(—mn)) = const.
¢) @) & | Iny = const.

-+ In(— %) = const.

vre

)

Unseren weiteren Untersuchungen wollen wir diese zuletzt
angeschriebenen einfacheren Kurvengleichungen zu Grunde legen
und konnen dabei ohne Beschrinkung der wesentlichen Geflechts-
eigenschaft das (&, y)-Koordinatensystem wieder als rechtwinkliges
auffassen und dafiir (z, y) schreiben; die unter a), b) und c)
angefiihrten Gleichungen ergeben dann Kurven von der in Fig. 8
dargestellten Form.

Der Streifenbereich {y, — y,} des Geflechts der (x, y)-Ebene,
in dem die an die Funktionen /| (y) und £, (y) gestellten Voraus-
setzungen I und II. § 2 erfiillt sind, ist in Unterscheidung
der einzelnen Fille:

a) der Streifenbereich der Kuklidischen Ebene von der
Breite kleiner als z;
b) und c¢) die Euklidische Voliebene.
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1) N\ 16)

Die in der Figur ge-
S - strichelten Linien sind
7 Asymptoten derKurven.

Fig. 8

Schliefilich ist noch festzustellen inwieweit die Zusatzbe-
dingung auf S. 224, nimlich dag die Verschiebungsgrofien p (%)
und g(2) fir den ganzen Geflechtshereich von 2 reell und end-
lich werden, in jedem einzelnen der aufgeziihlten Fille erfiillt
ist. Die VerschiebungsgrioBen ergeben sich aus der Identitit (19)

1

S. 224 als Funktion von /Z:

Ip(/‘.) i (#5479 r,=eP1cosq, cos Z+eF2¢0s g,sin s
» 7,\ hierbei ist:
l q(2) arccotg = Ty

o

a)

ePisin g, cos A--ef2sin g,sin

[p(/‘.) =1ln(r, -7, ¥, — entitcos A4 er2te2sin/

b , ? K . -
) l g(A)=%1e | =) r, eft—leosi--el T 2sin A
2 Y 2
[])(/'.): Inwr, ¥, - ePig cos/+ef2qg,sini
HE S " . .
) l g r, ePicosi--efrsin .
% :

Aus den Formeln erkennt man, dali die Verschiebungsgréen
nicht in jedem Fall fiir den ganzen Z-Bereich reell und endlich
sind.  Wir konnen von vornherein die unter a), b) und c¢) mog-
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lichen Fille », = 0 und #, = 0 ausschliefien, denn sie fordern
bei a) q, = q, -+ &z, bei b) und ¢) ¢, = ¢, und scheiden deshalb
wegen der Voraussetzung II. § 2 aus. Der Reihe nach erhalten
wir folgende Ergebnisse:

a) Fir jeden Wert 1 des ganzen 7-Bereiches sind die Ver-
schiebungsgroBen p(2) und ¢(2) reell und endlich, d. h. das Ge-
flecht besteht aus lauter kongruenten parallelgestellten Kurven
vom Typus o 4 In(cosy) = const.

Das Geflecht bezeichnen wir als ,vollkongruent®; abge-
sehen von den zur a-Achse parallelen Geraden, in welche co!
Kurven des Geflechtes (jeden logarithmischen Geflechtes! vgl.
8. 215) ausarten, enthiilt das Geflecht -2 kongruente und parallel
gestellte Kurven einerlei Art.

b) Ist », oder #, gleich Null, dann sind p(%) und g (4) nicht
mehr endlich, sodal; die Funktionalbeziehung (17) ihren Sinn ver-
liert. Fiir die beiden zugehorigen speziellen Z-Werte arten die
Kurvensysteme in die beiden Geradensysteme « '~y == const. und
x — y == const. parallel zu den Kurvenasymptoten aus. Die Ge-
raden gehoren nicht zu den kongruenten parallelgestellten Kurven

des Geflechts,

Erhalten 7, und », verschiedene Vorzeichen, so werden p(2)
und g(Z) beide nicht mehr reell. Zu dem Realteil von p(Z) und
q (%) tritt jeweils noch die additive Griofe = In V —1 so hinzu,
daf trotzdem die Geflechtskurve reell wird. Bauen wir beispiels-
weise ein Geflecht aus Kurven vom Typus a) & + In (Cojy) = const.
auf, so liefert nur ein Teilbereich von 7 kongruente und parallel-
gestellte Kurven; fiir einen zweiten und dritten Teilbereich
erhalten wir Kurven vom Typus ) z 4 In(Siny) == const. und
7) 4 In (Sin(—y)) == const. Beginnen wir mit Kurven vom Typus
f) oder ), dann ergibt sich im wesentlichen das gleiche Geflecht.

Das Geflecht bezeichnen wir als ,teilkongruent®, d. h.es
besteht, abgesehen von insgesamt 3 Parallelbiischeln gerader Linien,
in welche 7! Kurven degenerieren, aus dreierlei Kurven-
arten; je ~~ 2 Kurven einer Art sind kongruent und parallelgestellt.

¢) Ist », = 0, so erhilt man fir p(2) und ¢(%) keine end-
lichen Werte mehr. Das zugehorige Kurvensystem des Geflechts
artet in das Geradensystem . = const. aus; die Geraden gehoren
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nicht zu den kongruenten parallelgestelllen Kurven des Ge-
flechts.

Ist », negativ, dann wird p(i) nicht mehr reell; zu dem
Realteil von p(2) tritt noch die additive GroBe In (—1) so hinzu,
© daB trotzdem die Geflechiskurve reell wird. Erzeugen wir z. B.
das Geflecht durch Kurven vom Typus «) z -+ Iny == const., so
sind die Kurven eines Teilbereichs von 4 dazu kongruent und
parallelgestellt, die Kurven eines zweiten Teilbereichs von Z hin-
gegen vom Typus f) & - In(— y) = const. Das Geflecht ist teil-
kongruent; es enthilt, von den beiden Parallelbiischeln gerader
Linien abgesehen, in welche o=! Kurven degenerieren, zweierlei
Kurvenarten; die =% Kurven einer Art sind kongruent und
parallelgestellt.

Die drei eben besprochenen Geflechtstypen 1a), 1b) und 1c)
sind auf S. 233 und 234 dargestellt (vgl. auch Erklirung der
Figuren 8. 235).

2. Lineares Geflecht aus lauter kongruenten
parallelgestellten Kurven.

Die notwendige Bedingung fiir die Funktion / einer Kurve
x - h(y) == const. eines linearen Geflechts, das die geforderte Ei-
genschaft besitzt, ist die bereits S. 224 unter (20) angegebene in
/- und y identisch zu erfiillende Funktionalgleichung fiir 4:

[p() -~ h(y--qA))] (cosi - -sinZ)
=lp, -h(y— q))cosi+ [p,+ h(y + g.)]sini = R4, y).

Durch zweimaliges Differenzieren nach 2 ergibt sich die eben-
falls in 7 und y identisch zu erfiillende Gleichung, worin 2" bzw. /"
die Ableitungen nach den jeweiligen Argumenten von / bedeuten.

[q2(%) (cosZ |-sin )] A"(y 1~ q(Z)) - [q"(2) (cos 2 + sin )
+2¢'() (cost s (y + 4(2) -+ p" () (cos i + sin )
+ 2p"(7) (cosZ — sii) — [ pA) -+t (y 4+ g(2))] (cosZ - sin )
=R, y.
Die Addition der beiden Beziehungen liefert die nachfolgende
in 2 und y identisch zu befriedigende Funktionalgleichung:
Ay gD + BO Ky ) T o@) = 0.

Fiir einen festen Wert 2 = 4, muls % notwendig die Losung
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obiger linearen Diftferentialgleichung 2. Ordnung mit reellen kon-
stanten Koeffizienten sein. Wir setzen fiir die unabhiingige Ver-
inderliche 7 - p(4,) einfach y. Die allgemeinsten Losungen der
Differentialgleichung sind:
a) B=0: £h(y)= (my 4+ n) - n.:
by B+ 0: &h(y) = e™y i+ myy + 1y, wobel my + 0.

A+ 0 (4 =0 wiirde B = 0 bedeuten, ist also ausgeschlossen).

Die Konstauten me,, m, und m sind, da sie nur von Koef-

fizienten der Gleichung abhiingen. reell; folglich auch die Inte-
grationskonstanten », und n,, wenn die Geflechtskurven o - % (y)

= const. selbst reell werden sollen. Wir kinnen -— ganz analog
wie bei den logarithmischen Geflechten —— die Gleichungen der

Kurven z + 7 (y) = const. auf ein passend gewiihltes neues schief-
winkliges Koordinatensystem (&, %) beziehen:
2 {iE:x - n,
=My g
b) { tE&=a-fmuy+
T L TR el [N
Die zwei Vorzeichen bedeuten lediglich die fiir lineare Ge-
flechte triviale Gleichwertigkeit der positiven und negativen Abs-
zissenachse,
Im neuen Koordinatensystem ausgedriickt, heifien dann die
Gleichungen der Geflechtskurven:
@5 9 [W S
b) - e — const.
Wir fassen das schiefwinklige Koordinatensystem (&, 3) wieder
als rechtwinkliges auf und schreiben (z, y) statt (&, ).
Die Bilder der Kurven sind:

— const.

ey

2a) 20)
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Der Streifenbereich {y,-— 7,} des Geflechts, in welchem die
Voraussetzungen I. und II. § 2 fiir die unter (25) a) bzw. b) ange-
gebenen Kurventypen erfiillt sind, umfaft heidesmal die Euklidi-
sche Vollebene.
Die VerschiebungsgriBen p(2) und q(Z) ergeben sich aus der
[dentitiit (20) S. 224:

’ ) q)eosh - (p,-' gY)sini o
p(;.) 7_(21_{—11) : } (p_,; Q) -—Q"(A)
) COS /A ~f- sin 4
7) — q,€08 % + qysin A
4 == cos/Z - sin /.
() =— P, 08 A+ p,sin i
h) pie) == cos/Z -+ sin
. e cos/ -+ etz sin/
q(%) —=n ( cos 2 4 sin / k')
DerFall tg 7 = — 1 sei gleich vorweggenommen; das Kurven-

system des Geflechts artet hier in das System gerader Linien
parallel zur z-Achse aus, welches in jedem linearen Geflecht
enthalten ist (vgl. 5. 216).

a) Fir alle ibrigen 2-Werte 0 <2 <C2x des Geflechtsbe-
reiches sind p(7) und ¢ (2) reell und endlich. Das Geflecht ist voll-
kongruent: es besteht — von dem System der == Geraden
i = const. parallel zur 2-Achse abgesehen — aus ==? kongruenten
und parallelgestellten Parabeln von der Form z 4 y? = const.

b) Fiir tg/7 = — enn—% artet das Kurvensystem des Geflechts
in ein Parallelensystem zur y-Achse (= Asymptotenrichtung) aus.
Bauen wir das Geflecht aus Kurven vom Typus & -+ e/ = const.
auf, dann erhilt man flir einen Teilbereich von 7, fiir den ¢(7)
reell bleibt, dazu kongruente parallelgestellte Kurven, fiir einen
zweiten Teilbereich, fiir den ¢(4) imaginir wird, Kurven vom
Typus @ — e/ = const,

Das Geflecht ist teilkongruent und enthiilt — abgesehen von
den beiden Systemen der ~-' achsenparallelen Geraden z = const.
und y = const. — insgesamt zweierlei Kurvenarten; die ~-*
Kurven emer Art sind kongruent und parallelgestellt.

Darstellung der Geflechtstypen 2a) und 2b), sowie Figuren-
erkliirung stehe S. 234 und 235.
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Zusammenfassung: Wenn wir fordern, daf in einem Ge-
Hecht die Kurven micht nur systenuweise unter sich kongruent sind
und durch Parallelverschicbung in der a-Richtung auscinander her-
vorgehen, sondern daf auch die Kurven der verschiedenen Systeme
kongruent und parallelgestellt sind, dann ergeben sich allgemein
folgende Geflechtstypen, wieder in Unterscheidung des logarithmi-
schen und lincaren Geflechtes:

1. Logarithmisches Geflecht:

a) Das Geflecht ist vollkongrwent. FEs enthilt nur cinerlei
Kurven vom Typus x + In (cosy) = const., auferdem nur
die zur z-Achse parallelen Geraden y = const.

b) Das Geflecht ist teillongruent. Is enthiilt dreierlei Kurven-
typen: ) x -+ n (Cojy) = const., pY x + n (Siny) = const.
und ) o -+ I (S (—y)) = const. Auferdem zwei verschie-
dene Geradensysteme x -+ y = const. und x — y = const. als
ausgeartete Kurvensysteme und die zur r-Achse parallelen
Geraden iy = const.

¢) Das Geflecht ist teilkongruent. Iis enthilt zweierlet Kurven
vom Typus «) & -y = const. und [}) x - n (— y) = const.,
auferdem cin Geradensystem x = const. als ausgeartetes Kor-
censystem und die zur v-Achse parallelen Geraden y — const.

2. Lineares Geflecht:

a) Das Geflecht ist vollkongruent. FEs enthilt nwr einerlei
Iurven vom Typus z + y? = const., auferdem das System
dey zur a-Achse parallelen Geraden y == const.

bj Das Geflecht ist teilkongruent. Es enthiilt zweierlet Kurven
vom Typus x + e = const., © — e/ = const., auflerdem dic
beiden Systeme der zur y- und z-Achse parallelen Geraden
x = const. und i = const,

(Vgl. Darstellung der fiinf Geflechtstypen in den Figuren
S. 233235, sowie Figurenerklirung S. 235.)
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Erkldrung der Figuren S. 233 bis 235.

In den Figurentafeln S. 233 bis 235 sind alle 5 moglichen
voll- und teilkongruenten Geflechtstypen durch je ein endliches dem
Getlecht angehoriges Dreiecksnetz veranschaulicht; jedes der 5
aus Geflechtskurven bestehenden Dreiecksnetze kann gemif § 1
als das Bild eines Dreiecksnetzes gerader Linien aufgefafit werden,
welches durch 3 Parallelbiischel iiquidistanter Geraden gebildet
wird. Die dargestellten Dreiecksnetze bzw. die durch sie veran-
schaulichten Geflechte breiten sich iiber die ganze Ebene aus:
wenn wir jedoch die ein-eindeutige Zuordnung von Geraden und
Kurven des Geflechtes fordern, ist der Geflechtsbereich im Falle
1a) hichstens der Streifenbereich der Euklidischen Ebene zwischen
den 2 strichpunktierten Randparallelen ausschlieBlich derselben.
Durch besondere Auswahl der 3 Systeme von Netzkurven aus
dem Geflecht wurde dabei erreicht, daf die dargestellten Netze
folgende Eigenschaften besitzen:

In allen 5 Typen sind siimtliche tir das betretfende Getlecht
charakteristischen Kurven unter den gezeichneten Netzkurven
vorhanden (bei la), 2a) je eine Kurve, bei l¢), 2b) je zwei ver-
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schiedene Kurven und bei 1b) drei verschiedene Kurven). Jedes
Geflecht enthilt also nur Kurven, welche zu seinen charakteristi-
schen Kurven kongruent und parallelgestellt sind. Der Verlauf von
weiteren Kurven des Geflechts lit sich dadurch verfolgen, daf
man gleichviele Netzdreiecke systematisch zu einem weitermaschigen
Vierecksnetz zusammentait und die ,, Diagonalkurven® einfiigt. Man
erhiilt so beliebige weitere Kurveunsysteme des Geflechts als Diagonal-
systeme des Dreiecksnetzes.

In allen fiinf Typen sind die dem betretenden Geflecht cha-
rakteristischen Ausartungen der Geflechtskurven in Gerade unter
den Diagonalsystemen der gezeichneten Dreiecksnetze vorhanden
(bel allen fiinf Typen die Parallelen zur w-Richtung, aubierdem
bei 1a), 2a) keine weiteren Geraden, ber 1c¢), 2b) je ein weiteres
Parallelensystem senkrecht zur z-Richtung, bei 1b) zwei weitere
Parallelensysteme unter =+ 45° zur 2-Richtung geneigt).

Bemerkung: Die ebenen Geflechte, bei denen nur drei
Systeme aus lauter kongruenten und parallelgestellten Kurven
bestehen, haben als notwendige Bedingung die bereits S. 224 an-
gefiihrten Funktionalgleichungen (19) bzw. (20), je nachdem man
I. ein logarithmisches oder 2. ein lineares Geflecht zu Grunde legt;
2 st jedoch jetzt in den Gleichungen eine feste Zahl. Wir kénnen
somit an Stelle von (19) und (20) einheitlich die in 4 identisch
zu erfiillende Funktionalgleichung schreiben:

w4 g =+ eply- g+ v+ 0.
Darin bedeuten: q,, ¢,, 4.; ¢, ¢, ¢, reelle vorgegebene Zahlen,
wobel ¢, < q, << gq. sei und ferner ¢, + 0, ¢, + 0. Die gesuchte
Funktion v hat die Bedeutung:

1. Logarithmisches Geflecht: ¢) == 0; Gleichung einer Ge-
flechtskurve: x -+ In (v (y)) = const.

2. Lineares Geflecht: ¢, + 0; Gleichung einer Geflechtskurve:
a1 (y) = const.

Es Ll sich leicht einsehen, dak y in dem Intervall ¢, <y <gq.
als beliebige reelle stetige Funktion gewiihlt werden kann, wenn
nur v (gq,) = ¢, + ¢, (q,) + ¢, (q.). Im ganzen iibrigen Bereich
von y ist dann 1 (y) eindeutig bestimmt.
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Ergebnis: Ein Dreiecksnetz aus drei Kurvensystemen,
welches lauter kongruente parallel gestellte Kurven ent-
hilt, die systemweise durch Parallelverschiebung in der
z-Richtung auseinander hervorgehen, kann aus Kurven
aufgebaut werden, die noch in weitem MaBie willkiirlich
sind.

§ 5. Geflechte aus lauter dhnlichen Kurven.

In § 4 wurde die Frage untersucht, inwieweit es mdoglich
ist, Geflechte aus lauter kongruenten Kurven aufzubauen; dabei
sollten nicht nur die Kurven eines Systems, sondern auch zwei
beliebige Kurven verschiedener Systeme kongruent sein und durch
Parallelverschiebung auseinander hervorgehen.

Wir wollen nun die analoge I'rage fiir iihnliche Kurven stellen:
Kann man aus lauter ihnlichen Kurven Geflechte aufbauen, bei
denen nicht nur die Kurven eines Systems #hnlich sind und
A. durch Strahlung oder B. durch Spiralung binsichtlich
eines festen Zentrums O auseinander hervorgehen, sondern bei
denen auch die Kurven verschiedener Systeme durch Drehstreckung
hinsichtlich O ineinaunder iiberfithrbar sindv

Ebenso wie wir in § 3 Geflechte mit systemweise #hnlichen
Kurven dadurch erhalten haben, dal wir die Geflechte mit system-
weise kongruenten Kurven transtormierten, werden wir in diesem
Paragraphen Geflechte aus lauter Zhnlichen Kurven dadurch ab-
leiten, dafi wir die gleichen Transformationen auf die Getlechte
mit lauter kongruenten Kurven anwenden. Die notwendige Be-
dingung datiir, daB alle Kurven cines Geflechts kongruent und
parallelgestellt sind, war folgende Gleichungsform fiir irgend eine
Kurve eines beliebigen Systems 2 des Getlechts (vgl. S. 224, (17)).

(26) 2 -+ p(2) + L (y + q(4) == const.

Wir transformieren die (z, y)-Ebene in die (¢, »)-Ebene (g
und » sind Polarkoordinaten) vermittels der in § 3 unter A. bzw,
B. angegebenen Formeln (13) bzw. (15). Ein Kurvengeflecht in der
(z, y)-Ebene, das aus lauter kongruenten parallelgestellten Kurven
von der Gleichung (26) besteht, verwandelt sich durch diese Trans-
formation in ein Kurvengeflecht, dessen Kurven die Gleichungen

haben:
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A aln (r- ep,(,;')> = h {(}(«]‘ “f ql()/f))} == const.,
B. ((, +1)(/ )—}— /L[l)]u<(p+p(;)) ~Oln ( /p(/) qtl))J= const.

Die Kurven verschiedener Systeme 7 sind in beiden Fillen ihnlich
und gehen durch Drehstreckung hinsichtlich O(r == 0) auseinander
hervor. Die Grofie der Drehung und Streckung einer Kurve be-
zliglich der Ausgangslage p(2) = 0, ¢(2) = 0 driickt sich aus:

(A 24

A, Drehung = b Streckung — e a .
: p() PE gl
b' ” — a 3 ” - ek a ho.

Die Gleichungen der Kurven, aus denen wir ein voll- oder teil-
yahnliches* Getlecht aufbauen kinnen, ergeben sich durch Trans-
formation der Kurvengleichungen (24) S.226 und (25) S. 230 gemiit;
den Beziehungen (13) S. 219 und (15) S. 221.

Ausammenfassuny:

Wenn wir fordern, daf in einem Geflecht nicht wur die Kwroen
cines Systems dhnlich sind wund A. durch Strahlung oder B. dwreh
Spiralung hinsichtlich O auseinander hervorgehen, sondern daff auch
die Kurven der verschiedenen Systeme unter sich dlmlich sind und
dureh  Drehstreckung  beziiglich O ineinander iibergefiilrt werden
Lonnen, dann erhalten wir besondere Geflechte bziw. Geflechishurven
ganz analog denjenigen von § 4 (24) und (25). Die allgemeinste
Lisung des Problems ergibt sich durch die Transformation
dev in §4 angefiihrten voll- oder teillongruwenten Geflechte
vermittels der Gleichungen (13) bzw. (15):

A «ln bew. B, TTu@

y="bq y="0bkqe — Inr).
Dabei sind z, y Cartesische Koordinaten, r, ¢ Polarkoordinaten.
Die Klassifizieruny der Geflechte erfolyt wieder wnach den Gesichts-
punkten des vorigen Paragraphen wnd zwar crgeben sich ,voll-
oder teildhnliche* Geflechic im analogen Sinn definiert wic die
voll- und teillongruenien Geflechte des vorigen Paragraphen.  Als
Ausartung  enthalten die Geflechie von O ausgehende Gerade bz
logarithmische Spiralen.
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2. Kapitel: Kurvengeflechte auf krummen Flichen.

§ 6. Geflechte systemweise kongruenter Kurven auf Zylinder-, Dreh-
und Schraubenfldchen.

A. Welches sind auf einem beliebigen Zylinder die
allgemeinsten Kurvengeflechte derart, daf jedes darin
enthaltene Kurvensystemauskongruenten(Raum-)Kurven
besteht, welche alle durch Parallelverschiebung in Rich-
tung der Zylindererzeugenden auseinander hervorgehen?

Die Antwort auf die Frage ist nach Vorliegen der Resultate
in der Ebene trivial. Wir biegen den Streifenbereich eines ebenen
Geflechtes vom Typus § 2 A. so auf den Zylinder auf, daB die
Parallelen zur z-Achse Zylindererzeugende werden.

Das entstehende Kurvengeflecht auf dem Zylinder ist
das allgemeinste von der geforderien FEigenschaft.

B. Welches sind auf einer beliebigen Drehfliche bzw.
Schraubenfliche die allgemeinsten Kurvengeflechte der-
art, daB jedes darin enthaltene Kurvensystem aus kon-
gruenten Kurven besteht, welche durch Drehung bzw.
Schraubung um die Achse auseinander hervorgehen?

Auch hier kénnen wir durch Abbildung eines ebenen Geflechts
vom Typus § 2 B. auf die Dreh- oder Schraubenfliche ein Geflecht
erzeugen, welches die geforderte Eigenschaft besitzt. An die Stelle
des Drehwinkels ¢ im ebenen Geflecht tritt der Meridianwinkel,
den Radius » deuten wir als Bogenlinge des Meridians. Die Rolle
der konzentrischen Kreise tibernehmen hier die Breitenkreise oder
Schraubenlinien der Fliche. Dem Ringbereich des ebenen Geflechts
entspricht ein Zonenbereich der Dreh- oder Schraubenfliiche. Die
damit gewonnene Lisung ist die allgemeinste.

§ 7. Geflechte systemweise dhnlicher Kurven auf Kegel-
und Spiralflichen.

A. Welches sind auf einem beliebigen Kegel die all-
gemeinsten Kurvengeflechte derart, da jedes darin ent-
haltene Kurvensystem aus idhnlichen Kurven bestelt,
welche alle durch ,Strahlung® von der Kegelspitze O aus
ineinander iibergehen (d. h. iihnlich und zu O iihnlich gele-
gen sind)?

Sitzungsb, d. math.-naturw. Abt. Jabrg. 1928, 17



240 H. Graf

Wir biegen den Ficherbereich eines ebenen Geflechts vom
Typus § 3 A. so auf den Kegelmantel auf, dat die Strahlen Kegel-
erzeugende werden. Auf solche Weise kann jedes migliche
Kurvengeflecht mit der geforderten Lligenschaft erzeugt
werden.

B. Welchessindauf einerbeliebigenLie'schenSpiral-
fliche') die allgemeinsten Kurvengeflechte derart, daB
jedes darin enthaltene Kurvensystem aus iihnlichen Kur-
ven besteht, welche alle durch ,Spiralung® beziiglich
der #-Achse der Spiralfliche und des darauf gelegenen
festen Punktes O ineinander iibergehen?

Wir bilden ein ebenes Geflecht vom Typus § 3 B. auf die
Spiralfliche ab; den Winkel ¢ deuten wir als den Meridianwinkel,
den Radiusvektor + als die Bogenlinge des Meridians, von homo-
logen Punkten aus geziihlt. Dem Parallelstreifenbereich des ebenen
Geflechts entspricht eindeutig ein Zonenbereich der Spiralfliiche
zwischen zwei Flichenspiralen. Die so gewonnenen Geflechte
sind die allgemeinsten ihrer Arl.

§ 8. Definition besonderer Drehflichen, Schraubenflichen und
Spiralflichen durch Eigenschaften daraufliegender Kurven-
geflechte.

Im vorigen Paragraphen wurden Kurvengeflechte auf Dreh-,
Schrauben- und Spiralflichen angegeben, deren Kurven system-
weise durch Drehung, Schraubung, Spiralung auseinander hervor-
gingen. Dabei waren sowohl der Flichenmeridian als auch die
beiden ein Geflecht bestimmenden Kurven der Ausgangssysteme
auf der Fliche in weitem Make willkiirlich.

1) Eine Lie'sche Spiralfliche entsteht dadurch, daB sich eine Raum-
kurve um eine feste Achse 2z dreht und in bezug auf einen feslen Punkt O
der Achse gleichzeitig mit der Drehung ¢ iihnlich veriindert: jeder Punkt P
der Kurve mit dem Radiusvektor OP beschreibt bei seiner Drehung ¢ um
die z-Achse und gleichzeitiger Streckung OP = efv eine Kegelloxodrome
(Spirale) anf je einem besonderen Drehkegel, dessen Achse z und dessen
Spitze O ist. Jede Kurve der Spiralfliiche erzeugt die Fliiche durch die
gleiche (mit der Konstanten I festgelegten) Drehstreckung, die wir als
»3piralung® hezeichnen wollen.
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Ich werde in diesem Paragraphen Beispiele dafiir anfiihren,
dal sich spezielle Flichen oben bezeichneter Klasse dadurch
definieren lassen, dab man dem daraufliegenden Kurvengeflecht
systemweise kongruenter bzw. dihnlicher Kurven besondere Kigen-
schaften hinsichtlich der Fliche zuweist.

1. Beispiel: Von dem Kurvengeflecht auf der Fliche sollen so-
wohl die beiden Ausgangssysteme « und v, welche
das Geflecht definieren, als auch noch ein spezielles

weiteres Kurvensystem o = wcosZ -~ vsink, etwa 1 = n[4,

aus geodiitischen Linien der Fliche bestehen. Die drei Systeme

geodiitischer Linien kdnnen zu einem ,infinitesimalen

Dreiecksnetz® zusammengefiigt werden. Je nachdem man

dem geoditischen Dreiecksnetz ein logarithmisches oder lineares

Geflecht zu Grunde legt, kommt man zu besonderen Dreh-,

Schrauben- oder Spiralflichen. Nur der Fall, daf die Kurven u

und v eines linearen Geflechts bezliglich der Meridianebene einer

Drehfliiche symmetrisch liegen, liefert keine bestimmten Meridian-

kurven, d. h. auf jeder Drehfliche (und Schraubenfliche) gibt es

solche triviale geodiitische Dreiecksnetze. Dreh-, (Schrauben-) und

Spiralflichen mit nicht-trivialen geodiitischen Dreiecksnetzen sind

von Herrn R.Sauer?) in seiner Habilitationsschrift untersucht. Die

Tatsache, dal die dort als Beispiele fiir Flichen mit geodiitischen

Dreiecksnetzen angefithrten Dreh- und Spiralfliichen die allge-

meinsten sind, hei welchen die geodiitischen Netzlinien durch

Drehung bzw. Spiralung ineinander iibergehen, folgt aus § 2, S.212

Satz 1, sowie § 6, S.239 B, und § 7, S. 240 B. ohne weiteres;

denn die logarithmische bzw. lineare Anordnungsfunktion fiir die

Parametersysteme « und v ergibt sich (unabhingig davon, ob

geodiitisch oder nicht) bereits aus der Forderung, daB auber «

und » noch irgend ein weiteres (durch 7 bestimmtes) Kurven-
system o aus Kurven bestehen soll, die durch Drehung bzw. Spi-
ralung auseinander hervorgehen.

Herr O. Volk?) hat diese Frage der Allgemeinheit bereits in
anderem Zusammenhang gekliirt.

1) R. Sauer, ,FLichen mit drei ausgezeichneten Systemen geoditischer
Linien, die sich zu einem Dreiecksnetz verkniipfen lassen®. Sitzungsber. der
bayr. Akad. d. Wiss,, math.-naturw. Abt.,, 1926, S. 3651%

2) 0. Volk, ,Uber diejenigen Rotationsflichen, auf denen drei Systeme
geodittischer Linien ein Drelecksnetz bilden®. Ebenda 1927, S. 2611

17%
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2. Beispiel: Von dem Kurvengeflecht auf einer Dreh-, Schrauben-

_ oder Spiralfliche sollen die beiden Ausgangssysteme

w und v ein Orthogonalsystem bilden; auBerdem

fordern wir, dafi die beiden mit o, =u - und w, =u—2»

bezeichneten Kurvensysteme (nach unserer Schreibweise von § 1

sind die zugehorigen A-Werte bis auf Vielfache von zz die Werte
1x und 4 7) aus geodiitischen Linien der Fliche bestehen.

Die Geraden w,, w,; u, v lassen sich dann bei diskreter An-
ordnung in der («, v)-Ebene als Quadratnetz mit Diagonalgeraden
deuten, das beliebig verfeinert werden kann; der GrenzprozeB der
Verfeinerung definiert auf der Fliche ein ,infinitesimales®
Rhombennetz aus geoditischen Linien o, und w,. Da die
Existenz eines infinitesimalen geodiitischen Rhombenunetzes not-
wendig und hinreichend ist fiir die sog. Liouville’schen I'liichen?),
liefert unsere Forderung Dreh-, Schrauben-, bzw. Spiral-
flichen, die zugleich Liouville’sche Flichen sind. Nun
ist aber jede Drehfliche und Schraubenfliche Liouville’sche Fliche;
es enthilt nimlich jede Drehfliche mfinitesimale Rhombennetze
aus geoditischen Linien, die zu den Meridianen der Drehfliche
symmetrisch gelegen sind und deren Diagonalsysteme aus Meridianen
und Breitenkreisen bhestehen; letztere gehiren einem linearen Ge-
flecht als Ausartung an. Sehen wir bei Dreh- bzw. Schrauben-
flichen davon ab, als eines der zwei Ausgangssysteme u oder v
die Breitenkreise bzw. Schraubenlinien zu wiihlen, dann gelangt
man je nach Zugrundelegung eines logarithmischen oder linearen
Geflechts sowohl bei Drehfliichen und Schraubenfliichen als auch
bei Spiralflichen zu bestimmten Meridiankurven. Speziell die
so erhaltenen Dreh- und Schraubenfliichen tragen dann
neben den vorher erwiihnten trivialen geoditischen
Rhomhbennetzen noch weitere davon verschiedene, miis-
sen folglich nach Darboux? Dreh- und Schrauben-
flichen sein, die =? infinitesimale geodiitische Rhom-
bennetze enthalten.

1) A. Voss, ,Uber diejenigen Flichen, welche durch zwei Scharen von
Kurven konstanter geodiitischer Kriimmung in infinitesimale Rhomben zer-
legt werden.“ Sitzungsber. der bayr. Akad. d. Wiss., math.-naturw. Abt., 1906,
S. 247 1.

2) Darboux, ,legons sur la théorie générale des surfaces®, Paris 1894,
IIT. Bd., S. 34
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Als Koordinaten der Fliche fithren wir die Bogenlinge o des
Meridians und den Winkel ¢ der Meridianebene ein. Das Linien-
element ds schreibt sich dann immer:

A. Fiir Schrauben- und Drehflichen:
ds? = do®-1- 21 (o) dadqp 4 Gy(a) dgp?;
bei Drehflichen ist I(s) = 0.
B. Fir Spiralflichen?) :
ds? = e*ke[de* - 2B (o) dodep - - Cyo) dg?];

k40 ist die Konstante der Spiralfliche. Die Parametersysteme
@ und v der Fliche, welche 1. einem logarithmischen oder 2.
einem linearen Geflecht angehoren und dort nicht Ausartungen
in Breitenkreise, Schraubenlinien bzw. Spiralen sein sollen, miis-
sen sich dann fiir beide Flichenklassen A. bzw. B. darstellen:
alnw = - -fo)

[entwedel‘ 1. {alnfy =@ _“f‘_'(o)

™o
-1

bou = q--f(o)
der 2. 1 e
' P by =g o)

«, by, b,, sind beliebige, reelle, von Null verschiedene Kon-
stante.

Wie eine kurze Rechnung zeigt, erhalten wir in Unterschei-
dung der einzelnen Fille fiir die FundamentalgroBen 1.Ordnung
folgende Funktionen:

A. Dreh- und Schraubenflichen.
E, I, G sind entweder:
(28){ 1. homogene Funktionen von « und » vom Grade (-— 2), oder:
2. Funktionen von (b,u — b,v) allein.
B. Spiralflichen.
LI, F, G sind entweder:
1. homogene Funktionen von « und v vom Grade 2 (ak - 1), oder:
2. Funktionen von (b, — b,v) mal dem Falktor e*¢1v-+22v),

2o |
@/

1) Darbonx, ,lecons sur la théorie générale des surfaces®, Paris 1887,
Bd. 1, S. 109.
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Nach Darboux?) ist diese Form der Fundamentalgrofen 17, I, ¢+
charalteristisch fiir Dreh-, Schrauben- bzw. Spiralflichen, deren
Parameterlinien % und » in der durch die Gleichungen (27) an-
gegebenen Weise angeordnet sind.

Die beiden Kurvensysteme « und ¢ der Fliiche sollten nach
unserer Forderung die beiden zueinander orthogonalen Diagonal-
systeme eines infinitesimalen geodiitischen Rhombennetzes vor-
stellen. Das Linienelement fiir eine beliebige Liouville’sche Fliche
kann man immer in der Form ds* =—= (U V) (Udu® | Vde?)
schreiben, wobei U bzw, F nur Funktionen von « hzw. ¢ allein sind:

Die geoditischen Linien der Liouville’schen Iliche, welche
irgend eine Kurve u == const. oder v == const. umbhiillen, lassen
sich zu einem infinitesimalen geodiitischen Rhombennetz ver-
kniipfen, welches stets die beiden Systeme « und v als Diagonal-’
kurvensysteme hat.

Die FundamentalgroBen 1. Ordnung der Liouville’schen Fliichen,
als Funktion von « und v, sind:

= WMl I'=0; =1 1)V,
70
Daraus: U= % . s V= ,(] e I -G 4 0.
VE+ G Vit
Speziell fiir die Parameterlinien « und » einer Dreh-, Schrauben-
bzw. Spiralfliche, die systemweise durch Drehung, Schraubung bzw.
Spiralung ineinander iibergehen, ergal sich aber 3. 243 (28) und

(29), also:
AL U) EZ‘_I'G)(Q)’ B. L. U =u" 1.«/»(“-),

v ‘
2. ) =2, u—byv), 2. U(u) = el (b — b,o),

d. h. @ ist iiberall eine IKonstante. Analoges folgt fir V(v). Das
Linienelement ds® = (U 4 Vy(Udu? 4 Vdo?) der zu be-
stimmenden Dreh-, Schrauben- bzw. Spiralfliiche hat
folglich eine der beiden folgenden Formen:

Uu) = ¢, um=",

Viey = ¢, vl

U(w) = ¢, em”,

V() =c,em";

J) Darboux, ,lecons sur la théoric géndérale des surfaces®. Puris 1894,
HIL Bd., 8,73, 74.
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dabel sind ¢,, ¢, heliebige reelle von Null verschiedene
Zahlen und zwar ist:
A. bei Drehfliichen und Schraubenflichen: m = 0,
B. bei Spiralfliichen: m + 0 und heliebig.
Im Fall 2. ergibt sich also fiir Drehfliichen der Drehzylinder.

Zum Schlusse will ich noch erwiithnen, wie sich der Meridian
einer Drehfliche im Fall 1. bestimmen 146t Schreihen wir
fiir das Linienelement der Drehfliiche

ds®=doc? - r*o)d? ¢,

wobei (o) den Achsenabstand des Flichenpunktes bedeutet, dann
erhiilt man die Bedingung fiir die Orthogonalitit der Kurven-
systeme o und »

alnuw = ¢+, (o)

alnv = ¢ +/,(0)
in folgender Form:
(30) #(0) + fi(a) - falo) + 1 ==

Da die Kurvensysteme o, == u -{-» und o, == u — v geo-
diitiscl sein sollen, miissen ihre Kurven ¢ 4 g (o) = const. und
¢+ g.(0) = const. den Clairautschen Gleichungen gentigen:
f5 ’ 01 . , I),
e e A U ) o p)
wobel o und o, die Konstanten sind, welche die geoditischen
Linien auf der Fliche bestimmen; hierbei ist

(0) f () G fa (o)
62 g, 0) = am ("7 +27): g() = a7 — 7).
Aus den drei Beziehungen (30), (31) und (32) folgt dann schlieBlich:
LAr 0t — )V — ol — 0,0 — o)V — o
YT (of — o) #?
Nach Ausfithrung der Quadraturen driickt sich o6 in »
durch elementare Funktionen aus.

Speziell fiir o, = 0 besteht das eine System der geoditischen

.. cqe . . r TN G
Netzlinien aus Meridianen, die Quadratur ergibt = == QD]<~L—)
0, ao,
d. h. wir erhalten eine Drehfliiche von konstantem nega-
st der

tivem Krimmungsmali des hyperbolischen Typus: o,

Kehlkreisrading, o wird vom Kehlkreis aus geziihlt.
Karlsruhe, Juli 1927.



