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Uber eine Klasse irreduzibler Gleichungen.

Von Hermann Schmidt in Jena.

Vorgelegt von O. Perron in der Sitzung am 9. Juni 1928.

Satz: Es seien f(z), ¢ (z) Polynome von den Graden
m, n mit Koeffizienten aus einem vollkommenen Kérper
f; beide seien in f irreduzibel. In einem und demselben
Erweiterungsksrper habe f(z) = 0 die Wurzelnz,, z, . ..
Zw und @ (z) = 0 die Wurzeln y,, ,...%s. Der Durch-
schnitt b = (f,, ,) der beiden Wurzelkorper

=8, z,, 2o, ...p) und £, =8 (&, ¥1, ¥ . .. Yn)
sei mit f identisch und die Produkte

e p=1,2,...m
o == gl {v =5 N n}
simtlich voneinander verschieden. Dann ist das Polynom
yw(x) = I (x—u,,) in { irreduzibel.

Beweis: Man hat
v @ =, @), wo v, (@) = flw —5.9)-

v, (@) hat offenbar Koeffizienten aus & (f, «,) und entsprechend
y () solche aus f. Sei & die Gruppe von w (2) ==0 in [ und
@ (U1 Urgy o o  Uins Uty - o Uns o oo U ly Um2y + o o Umn) = 0
eine Relation zwischen den Wurzeln von vy (x) = 0 mit Koeffi-

zienten aus f.

Schreibt man sie in der Form

(L Yy o X Yns Tolfyy o ToYns o v T Yyy oo TmlYn)

= 0 (x,, Xg, ... %) =0,



158 H. Schmidt

so hat Q Koeffizienten aus f,. Nun reduziert sich wegen (f,t,)
= f die Gruppe &, von f () = 0 in I bei Adjunktion von f,
nicht?); daher bleibt 2 = 0 richtig bei allen in &, enthaltenen
Substitutionen der a,. Wegen der Irreduzibilitit von f(x) gibt
es aber, wenn % eine beliebige der Zahlen 1, 2,...m bedeutet,
in &, sicher eine Substitution S; der Gestalt

@, T, ... o
e = ( Lo N ) mit iy . = k.
Xiy o Fig e - o - T

m, k

Daher bleibt @ = 0 richtig bel den Substitutionen

- Uy on Yy
( e = s 3
/Zl"/t, Y 2 llll{, I Y

die somit & angehéren.
Ebenso muf3 es in der Gruppe &, von ¢ (2) = 0 zu jedem /
aus der Reihe 1,2,3,...n eine Substitution 1 geben

_T[ = ('(/‘ > mit 7.117 = /,
yjy,/

om (Yo (59
u/(j],‘ 1 x‘lt ,l/j)'./
vorkommt.
Deshalb gehdren zu ¢ auch die mn Substitutionen der w,,

et ) (B Y= ()
u".u,,l."' ’”’.‘u ,/{jl', ! ?(i.u,,’.'j'l',l

Diese sind simtlich voneinander verschieden, da u,, in die
m#n nach Annahme verschiedenen Elemente Uiy iy g = Ukl itberge-
fithrt wird. Daher ist & transitiv und also vy (z) irreduzibel,
w.z. b, w,

Allgemeiner seien f,(z) = 0 (o = 1,2, ...9) r in { irredu-
zible Gleichungen von den Graden 7, mit den Wurzelsystemen
Xoy (v = 1,2,...m,), die wieder in einem gemeinsamen Erwei-
terungskorper liegen sollen, ferner w, ., . .. vy T L1 gy oo Ty,

sodaB in ®

Und Usywy « v vvp = Uiy« -0 o, F0 fiir 30 (v, — 2,)2 $ 0.
1

‘Wir setzen
Iy (x) = JT(x— &0 %20y « . Loy,)
1’1.. [

_ (o=1,2,...7; I' (2) = f, ().
1) Vgl. etwa Hasse, Hohere Algebra II 1927, S. 126, 3.)
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Sei ferner
f, = Wurzelkorper von f, (x) = 0 iiber {
N, = 3 » Fo@)=0 , f (& =fE)
Wenn dann (&, f)) = (&, {)=... (-1, &) = I, dann
st 17 () irreduzibel in f
Das ergibt sich leicht durch sukzessive Anwendung obiger
Schlufiweise auf die Polynompaare

(Flwf‘)); (14‘21/;]):, 0 G0 (E’—Iyﬁ')v

wobel zu beachten ist, dafi auch a, ., . .., — Wiy . .., F O fir

3

7
2 (v, —#,)* £ 0, da andernfalls auch eine Beziehung
1

Unyog « o g pg = = 7p = Uimgmg « « > sgrgyy = = = mp =10
mit
LQ l) - /Q) :t: 0
giilte, wie sie nach Voraussetzung unmpglich ist; man briuchte
janur vogpr=...9 =x,4 =...% = 1 zu setzen.

Im Falle f = & (1) sei auf die Verwandtschaft des obigen
Satzes mit Satz87 des Hilbertschen Zahlberichts hingewiesen (aus
der Annahme (d,, d,) = 1 fiir die Diskriminanten von £, £, folgt
nach Satz 86, 39, 44 a. a. O. (k, k,) = & (1), also unsere Voraus-
setzung). Indessen braucht bei uns weder n, der Grad von f,,
noch &, mit & (f, £, £,,... ) identisch zu sein. Andererseits
sind dort 751,7.', nicht notwendig Galoissche Kiirper Ist aber z.B.
fo(x) = 0 die Gleichung fiir die primitiven p,2-ten Einheitswur-
zeln (pyy po, .. . pr verschiedene Primzahlen), so sind die Voraus-
setzungen beider Siitze erfiillt, wie man aus der Kenntnis der
Korper £, und ihrer Diskriminanten leicht entnimmt, und hieraus
folgt sodann die Irreduzibilitit der Kreisteilungsgleichung fiir
zusammengesetztes #.



