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Uber die Aufwickelung einer instabilen Wirbelschicht
von endlicher Breite.

Von Walter Kaufmann in Miinchen.

Vorgelegt anr 4. Oktober 1946.
Mit 7 Figuren.

1. Einfiihrung.

Bei der Bewegung einer materiellen Filiche von endlicher
Breite und kleinem Anstellwinkel in einer unendlich ausgedehn-
ten idealen Flissigkeit bildet sich bekanntlich, von der Hinter-
kante der Fliche ausgehend, eine Wirbelschicht aus, die sich
Uiber das ganze von der Fliche durchstrichene Fliissigkeitsgebiet
erstreckt. Diese Wirbelschicht ist nicht stabil, sondern wickelt
sich von den seitlichen Enden der Fliche her nach der Mitte zu
allmahlich auf und geht schlieBlich in zwei isolierte Einzel-
wirbel {iber [1]!. Es entsteht also in einiger Entfernung hinter
der Fliche ein Wirbelpaar, das sich theoretisch bis ins Un-
endliche erstreckt.

Die von einem unendlich langen Wirbelpaar in einer zu den
Wirbelachsen lotrechten Ebene am Orte P erzeugte Geschwindig-
keit hat die Grof3e

wenn 7, und #, die Abstinde des Punktes £ von den Wirbel-
achsen, 2@ deren Abstand und I'y die Zirkulation bezeichnen,
und wenn der Querschnitt der Einzelwirbel als unendlich klein
angenommen wird [2]. Wie man sieht, geht w — 0o, wenn 7,
oder 7,— 0 gehen. Bei den hinter einer materiellen Fliche ent-
stehenden Einzelwirbeln trifft dies jedoch nicht zu. Vielmehr hat
man hier zwei sich verschieden verhaltende Bereiche zu unter-
scheiden: die Wirbelkerne, welche von der spiralartig auf-

! Die in eckigen Klammern stehenden Zahlen geben die entsprechenden
Nummern des Schrifttumsverzeichnisses am Schlufl der Arbeit an.
Miinchen Ak, 8b, 1945/46 12



110 W. Kaufmann

gewickelten Wirbelschicht gebildet werden und endlichen
Querschnitt besitzen, und den auBerhalb der Kerne liegenden
Bereich, in dem Potentialstrémung herrscht.

Fir eine Reihe von Problemen der Hydrodynamik ist die
Kenntnis der GroBe der Wirbelkerne sowie der Zirkulations-
verteilung in ithnen von Wichtigkeit.

Einen bemerkenswerten Schritt zur Klarung dieser Frage hat
erstmalig H. Kaden [3] getan, indem er den zeitlichen Verlauf
des Aufspulvorganges in seinem Anfangsstadium — d. h. unter
der Annahme, daf3 der aufgewickelte Teil der Wirbelschicht
noch klein ist gegeniiber ihrer Gesamtausdehnung — unter-
sucht und einige Bezichungen abgeleitet hat, welche gestatten,
etwas lber die Zirkulationsverteilung im Wirbelkern aus-
zusagen. Zur Vereinfachung der Aufgabe wird dabei eine sich
einseitig ins Unendliche erstreckende Wirbelschicht vorausgesetzt
und der Aufspulvorgang nur von einem Ende her betrachtet,
Unter dieser Annahme findet Kaden fir die Zirkulation im
Kerninnern liangs eines Kreises vom Halbmesser » um den
Spiralenmittelpunkt den Wert

.o=2x)7, (1)

wobel » ein Mal} fiir die Intensitit des Wirbelkerns ist. Man
kann dieses Gesetz angenihert auch auf das Anfangsstadium
des Aufspulens der Wirbelschicht hinter einer materiellen Flache
von endlicher Breite anwenden, solange die Breite 4 grof} ist
gegeniiber dem Stiick der bereits aufgewickelten Wirbelschicht,
nicht aber bis zur vollstindigen Aufspulung. Aus (1) folgt nim-
lich als Anderung der Zirkulation in radialer Richtung

Dieser Wert wird zwar mit wachsendem » immer kleiner, geht
aber erst gegen Null, wenn » — co geht, was eben mit der sich
einseitig ins Unendliche erstreckenden Wirbelschicht zusammen-
hingt. Bei Flichen mit endlicher Breite 46 mul} aber am Kern-
rande » = », die Bedingung

E T @
O b=
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erfiillt sein, da fiir » = »y kein Anwachsen der Zirkulation in
radialer Richtung mehr stattfinden kann.

A. Betz [4] behandelt die Frage nach der GréBe der Wirbel-
kerne unter Benutzung eines von ihm abgeleiteten allgemeinen
Satzes der Wirbeltheorie, wonach das Tragheitsmoment einer be-
stimmten Wirbelgruppe der hier betrachteten Wirbelschicht in
bezug auf ihren Schwerpunkt wihrend des Aufspulens anndhernd
unverdndert bleibt. Danach findet er fiir den Halbmesser der
Endwirbel im Falle elliptischer Zirkulationsverteilung in der
Wirbelschicht den Wert

Vo = b%.

Da nun die Wirbelachsen bei dieser Verteilung gerade den Ab-
T . .
stand ¢ = ég von der Mitte haben (Symmetrie vorausgesetzt),

so miiBBten sich die beiden Endwirbel, zu denen sich die Wirbel-
schicht aufgewickelt hat, nach der Betzschen Theorie in der
Symmetrieecbene berithren. Das wiirde aber bedeuten, dafl die
Kontinuitat der Strémung aullerhalb der Wirbelkerne nicht ge-
wahrt, bzw. dal} lings der Berthrungsgeraden der Kerne singu-
lire Punkte in der Strémung vorhanden wiren.

Die Betzsche Losung erfiillt zwar die Randbedingung (2),
geht aber von der Annahme aus, dafl die aufgewickelte Wirbel-
schicht auf konzentrischen Kreisen um die Wirbelachsen an-
geordnet ist.

Auflerhalb der Wirbelkerne herrscht Potentialstrémung; die
Kernrinder missen also Randstromlinien dieser Stromung sein.
Nun sind aber die Stromlinien der von einem Wirbelpaar er-
zeugten Potentialstromung  Apolloniussche Kreise, deren
Mittelpunkte nicht mit den Wirbelachsen zusammenfallen [5].
Streng genommen gilt dieses allerdings nur fiir ein Wirbelpaar,
bei dem die gesamte Zirkulation in den Wirbelachsen konzentriert
ist (unendlich kleine Querschnitte der Wirbel). Es wird aber auch
fiir den vorliegenden Fall um so genauer zutreffen, je starker die
Konzentration der Zirkulation um die Achsen der Wirbelkerne

ist. Die weitere Rechnung wird zeigen, daf dies in der Tat der
Falt ist.
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Die Annahme eines derartigen Kreises als Randstromlinie
bedeutet also, daf3 die Wirbelkerne exzentrisch zu den Wirbel-
achsen 4 bzw. A’ liegen, und zwar riicken ihre Mittelpunkte 47,
bzw. M von den Wirbelachsen weg nach den Seitenriindern der

a2

A
S S A Ay
2

Abb. 1.

Flache zu (Abb. 1). Diesem Umstand muBl man Rechnung
tragen, um eine dem wirklichen Sachverhalt besser gerecht
werdende Theorie zu erhalten.

2. Erweiterung der Theorie von Betz.

Es bezeichne T, die Zirkulation um die Auf- oder Quertrieb
erzeugende Fliche an der Stelle x (Abb.2). Der Anderung
dieser GroBe um &1, entspricht bekanntlich ein nach riickwirts

abgchender Wirbelfaden von der Zirkulation — ‘ilrx - d x1. Die
x

Gesamtheit dieser Wirbelfdden bildet die Wirbelschicht, deren
Aufwicklung hier betrachtet wird. Teilt man nun das ganze
kontinuierlich {iber die Breite & verteilte Wirbelsystem in zwei
Gruppen, links und rechts von der Mitte, so haben beide Gruppen
entgegengesetzt gleiche Gesamtzirkulation von der Grofle I,
und ihre Schwerpunkte S miissen bei der Bewegung der beiden
Wirbelgruppen (Aufwicklung) konstanten Abstand 2z von-

* Unter Beachtung des aus Abb. 2 ersichtlichen Drehsinns von I'y.
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einander behalten [4]. 2 ist also auch der Abstand der beiden
Endwirbel, zu denen sich die Wirbelschicht aufwickelt.

In Ubereinstimmung mit Kaden und Betz (s. oben) sei nun
angenommen, dal3 die Wirbelschicht nahezu kreisférmige, sehr
eng beieinander liegende Windungen bildet. Da der duBere
Rand des Kerns ein Apolloniusscher Kreis sein soll, liegt es
nahe, auch die inneren Spiralenwindungen als Kreise anzusehen,
deren Mittelpunkte exzentrisch zu den jeweiligen Wirbelschwer-
punkten liegen. Das Stiick der Wirbelschicht von x bis /2 mit

s

o |z

N
~
LN

-
e

der Gesamtzirkulation I'; mége also nach dem Aufspulen einen
Kreis vom Radius 7 erfiillen, dessen Mittelpunkt A/ vom Schwer-
punkt S der aufgewickelten Wirbelschicht den Abstand ¢ haben
moége (Abb. 2). Dann mul} die Zirkulation I', lings dieses Kreises
gleich '} sein. Das Tréigheitsmoment /. der noch nicht auf-
gewickelten Wirbelgruppe von x bis 4/2 in bezug auf den Schwer-
punkt S; dieser Gruppe ist

dFE A r)2 \
fx—‘—v/'g dE (x;—E)% (3)

wenn x; den Abstand des Schwerpunktes S; von der Mitte o be-
zeichnet. Nach dem Aufspulen der Wirbelgruppe in den Kreis »
muf dieses Trigheitsmoment in bezug auf S; nach dem weiter
oben zitierten Satz von Betz wieder vorhanden sein. Es sei jetzt
mit /. bezeichnet, also

/r:]x' (4)

13
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Wenn x um &x abnimmt, d. h. wenn die Aufwicklung weiter
fortschreitet, geht der Kreis » in den Kreis #* liber, wobei sich S}
und A verschieben. Dabei dndert sich die Zirkulation I', wegen
P, =1, um

dr,
F‘I -y 1. it X a’,;
y =T - dx (5)
und das Tragheitsmoment /. um
d/
S fy=— 2
./l /7 dx A (6>

Da die rdumliche Verteilung der Zirkulation nach der Aufwick-
lung nicht bekannt ist, 148t sich vorldufig {iber die Differenzen
I,'—T, und /' — /, nichts weiter aussagen. -

An Stelle der den unendlich kleinen Spalt zwischen den
Kreisen #/ und 7 erfiillenden, unsymmetrisch und flichen-
haft verteilten Zirkulation I')/ — T, sei jetzt eine lings des
Kreises # linienhaft und kreissymmetrisch verteilte ,,redu-
zierte Zirkulation' 1", eingefiihrt, die folgende Bedingungen
erfiillen soll:

1. Es soll das Trigheitsmoment der dieser Zirkulation ent-
sprechenden Wirbel in bezug auf den Wirbelschwerpunkt S;
gerade gleich /, —/, sein.

2. Die reduzierte Zirkulation &1, soll die Gréfe der flichen-
haft verteilten Zirkulation I',—T, haben.

Dann wird mit Riicksicht auf (6) und (3)

/.
dr, (r? 4 ¢%) = — (//r dx (7
und
ar,
I =——74dux.
dr, e dx (8)

Durch Verbindung beider Gleichungen folgt
A/

(9),
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Nun ist wegen (3)
d. dr, )
dx - dx (xl_—x) )

und Gl. (9) liefert den einfachen Zusammenhang
P2 et = (r, — 1) = f (). (10)

Die Schwerpunktskoordinate x; erhédlt man aus folgender Be-
dingung:

=b2F ) £=b/2 E=1b/2
fﬁ,—fdé = Ir‘e-a_frgda] =T, x—f—ff‘ dE,
x =2
weshalb s=b)2
1
xl"—x:Fx‘"/ Pédz (\11>

ore

=a

Die in dem Ausdruck (10) noch auftretende Exzentrizitit ¢ 148t
sich flir ein Wirbelpaar durch # und z; (Abb. 2) ausdriicken.
Mit € = const. gelten folgende zwei Bedingungen [5]:

¥ =, ) e¥—1

Xy ~F € == x;¢.

Durch Elimination von ¢ folgt daraus

7=V2ex1+e2 (12)

e:%[1+&ﬁﬂ} (13)

Die Schwerpunktsabszisse x; liegt stets zwischen x; = & und
%, = 6/2. Da nun fiir kleine Radien » die Exzentrizitit e sehr
klein ist und flir groBe » die Abszisse x; nicht viel von a ab-
weicht, soll im Hinblick auf die sonstigen hier gemachten An-
nahmen in Gl. (13) x; = a4 gesetzt werden, so daf

e=a[E/:L(_Z)é——1] (14)

2
"
e? = 2a% -+ 73— 242 1+(—)-

a

bzw.

und
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Fiihrt man diesen Wert in (10) ein, so wird

2

72-{—a2—-;—f(x)=az V1 —}—(;)

Die Auflésung dieser Gleichung nach #2 liefert schlieBlich

p=llf@—etaV@Tas @ Gy

Damit ist der Zusammenhang zwischen » und x gefunden. Wenn
sich die ganze Unstetigkeitsfliche in die beiden Endwirbel vom
Halbmesser 7y aufgewickelt hat, ist ¥ = o und x; = & geworden.
Damit folgt aus (10)

f<x>[x=o] = a?
und aus (13)
4

o= 4a Vi—: 0,9306 a (16)

als Halbmesser des Wirbelkerns.
Im Falle elliptischer Zirkulationsverteilung ist [4]

— ‘
r.=r, V1—(2—;—) =T1ysin ¢ (17)

und
b 1.
xlquincp (cp + 5 sngo),
wenn an Stelle von x die Veridnderliche ¢ durch
2x . . 2 x\? .8)
- — ! S1 = —_—
cos ¢ = —=; sin ¢ 5 (18)

eingefiihrt wird. Man erhilt also wegen (10)

re={Y [;S;n - [+ 2sin 2 g) —cos <p]2 (10)

und kann jetzt mit Hilfe von (15) und (18) das zu jedem x ge-
hérige » berechnen. Insbesondere erhilt man fiir den Kern-
halbmesser wegen
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nach (16) den Wert
7o = 0,36556
und fir die Exzentrizitdt ¢; nach (14)
2g == 0,1440.
Der durch Gl (15) und (19) dargestellte Zusammenhang
zwischen » und x bzw. » und ¢ wird durch die folgende Zahlen-

08
o

\
96 <
\

05

04 =
a3 %

92 \\
97 S

\Jx S
0 07 02 03 0% 05 06 07 08 Q9 10— >
Abb. 3.

tafel I sowie durch Abb. 3 veranschaulicht!. Zahlentafel I ent-

T
hilt auBerdem noch die Verhiltniswerte :— sowiep—r gemiB Gl (17).
0 0

Zahlentafel 1.

cosg = 2—b’f= 0,0 | %:0,7309 :_'—n= 1,000 ;:L=1,ooo
0,1 l 0,6485 0,887 0,993
0,2 0,5694 0,779 l 0,980
0,3 ~0,4935 0,675 | 0,954
0,4 0,4188 | 0,573 ‘ 0,917
0,5 0,3470 . | 0,475 i 0,866
0,6 i 0,2756 0,377 | 0,800
0,7 0,2051 0,281 ! 0,714
0,8 0,1360 0,186 | 0,600
0,9 | 0,0677 ' 0,093 ' 0,436

1,0 , 0,0000 | 0,000 ! 0,000

1 Bei der Durchfithrung dieser und der nachfolgenden Zahlenrechnungen
hat mir Frl. cand. phys. M. Siegerstetter wertvolle Hilfe geleistet.
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In Abb. 4 sind die Zirkulation I', iiber » (ausgezogene Linie)
und die Ellipse mit den Halbachsen I'g und 7, (punktierte Linie)
aufgetragen. Man erkennt daraus, daf3 sich die theoretische Kurve
I, = f(») mit guter Anndherung durch die elliptische Ver-

teilung
1‘,.=F0§/1~(r°_5)" (172)
7o

ersetzen 1aBt, was fiir die weitere Rechnung von Bedeutung ist.
Insbesondere zeigt Abb. 4, daB bereits in dem Kreise vom Halb-

7

_/

( T
AT
|m=as: .

|

A .
i =

Abb. 4.

~—
'

x

N

e

1 . . .
messer » = — 7 rund 9o%, der gesamten Zirkulation ein-
2

geschlossen ist.

3. Die Wirbelkerne bei nicht-elliptischer Zirkulationsverteilung.

Mit Hilfe der obigen Gleichungen (10) und (135) 148t sich
— unter Beachtung der hier gemachten Annahmen — grund-
satzlich fiir jede vorgegebene Zirkulationsverteilung der Mecha-
nismus der Wirbelkerne berechnen. Es ist dazu nur die Bestim-
mung der Funktion

S @) = (x,—a)° (20)

nach Gl. (11) erforderlich. Insbesondere folgt aus (11) fiir x = 0

und I' = I,

b
§=2

1
[xl]x=O:a:iw— T.dt. (21)
0
&

=0
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Mit Riicksicht auf cine spitere Anwendung soll hier ein
Niherungsansatz fiir I'j benutzt werden, der sich — wie die
weitere Rechnung zeigen wird — fiir Uberschlagsrechnungen
als recht brauchbar erweist.

In Anlehnung an den elliptischen Ausdruck (17) sei jetzt die
Zirkulation um die bewegte Fliache durch die Funktion

E vil/»
RAETS FOI 1— (3;) ] (22)

dargestellt, wobci v so bestimmt werden soll, daBl der Schwer-
punkt S der nicht aufgewickelten halben Wirbelschicht (linke
oder rechte Hélfte) gerade den der wirklichen I-Verteilung ent-
sprechenden Abstand @ von der Mitte besitzt. Nun ist nach (11)

und (22)
tzb
F T ng'lv .
;rl—x:i;z/ |1———(—Z—)| 743

f=x

oder, wenn zur Abkiirzung

o
2
e (23)
b
gesetzt wird,
=1
Ly &6 |
0 N
vy — X = — = [ [1—2"]"" du. (24)
.2
2x
U —-T

Entwickelt man den Integranden in eine binomische Reihe, so
wird

2(x—ax) Ty / ll__l vy 1/V<1/:~L)sz_

— %
v

o (1/v—16) (1fy—2) Wy +—- N du,

woraus durch Integration folgt
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2(;m—x) _ Tof| 22 1 N 2 e T A VAT,
B Hl v<v+1>‘1 5}

b R b 2 (2v + 1)
) e

Fir x = o wird x#y = a und I', = T'y. Damit geht (25) tiber in
2a 1 th(1fp—1)
7=1_v(v+1) 2(2v + 1)
iy (fv—1) (1/v—2)
_— 6(3v+1)
Zahlentafel IT und Abb. 5 geben den durch Gl. (26) dargestellten

Zusammenhang zwischen ¢ und v an.

g =

4 — .. (26)

LG =22
5
70 =
L—
iz //
g2
0 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 v
Abb. 5.
Zahlentafel II.
v=|1o a2 s s 20 [225 25 |27

¢ = l 0,5 0,6119 | 0,6888 | 0,7472 I /4 [ 0,8245% [ 0,8507 ‘ 0,87167

v=1]30 |35 |40 |as |s0
0= | 0,8896 | 0,9166 l 0,9318 ' 0,9474 ‘ 0,9548

Ist also @ fiir eine bestimmte Zirkulationsverteilung gegeben
oder mit Hilfe von (21) berechnet, so kann aus Abb. 5 der zu-
gehorige v-Wert entnommen und in die Funktion (235) eingefiihrt
werden, wodurch diese bekannt ist. Damit 146t sich aber nach
Gl. (15) auch » in Abhingigkeit von x angeben und der Kern-
halbmesser »; nach (16) berechnen.
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4. Die Druckverteilung in den Wirbelkernen.

Zur Priifung der vorstehenden Theorie soll jetzt die Druck-
verteilung in einem zu den Wirbelachsen lotrechten Schnitt in
grofler Entfernung hinter der bewegten Fliche betrachtet und
mit Druckmessungen verglichen werden.

In Abb. 6 seien 4 und B die Achsen der beiden Endwirbel,
M bezeichne den Mittelpunkt eines Kreises vom Radius # inner-
halb des Wirbelkernes, lings dessen Peripherie die Zirkulation

SEZ

74

X/
lo
Up A
L —]

Abb. 6.

I', vorhanden ist. My sei der Mittelpunkt des Wirbelkernrandes
vom Halbmesser 7y, #4, und #y, die Geschwindigkeiten der End-
punkte des horizontalen Kerndurchmessers C—2.

Denkt man sich die gesamte Zirkulation I’y in den Wirbel-
punkten 4 bzw. B konzentriert und betrachtet A—278 als Wirbel-
paar, so erteilt jeder der beiden Einzelwirbel dem andern eine
Abwirtsgeschwindigkeit von der Gréfle

Ty

. /2~
pr (27)

Wo ==

Im vorliegenden Falle ist zwar I'y flichenhaft und un-
symmetrisch iiber den ganzen Wirbelkern verteilt; es wurde aber
weiter oben bereits gezeigt, dal der gréte Teil der Zirkulation
sehr nahe um die Wirbelachsen konzentriert ist, so dafl Gl. (27)
naherungsweise auch hier beibehalten werden soll.
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Fiir ein mit den Wirbelachsen fest verbundenes Koordinaten-
system ist die Bewegung des ganzen Geschwindigkeitsfeldes
stationdr. In bezug auf diecses Koordinatensystem ist der Ge-
samtdruck in grofler Entfernung von den Wirbelachsen

by =720+ —2 w2, (28)

wenn p, den ungestorten statischen Druck bezeichnet. Fir die
Geschwindigkeit 2 eines Punktes G der durch die Wirbelachsen
gelegten Geraden im Abstand x von der Mitte o erhilt man
unter der obigen Voraussetzung

— FO Fo . Foa
Uy == 27 (a+ x) 2ﬂ(ﬂ—x>_ﬁ<a2__x2)’ (29)

relativ zu den Wirbelachsen also v, — w,. Nach der Bernoulli-
schen Gleichung ist somit im Bereich der Potentialstromung
auBerhalb der Wirbelkerne

? + S‘woz :Px“}_'z—(vx_'wo\)zy

woraus wegen (29) und (27) als Unterdruck an der Stelle x
folgt
el a2+ 2
Do—Px= PrRp ey (30)

Entsprechend findet man flir einen Punkt AZ im Abstand 2’ von o
(Abb. 6)

el a% 4 x'®
4.71:2 (x/2 I 42)2'

DPo— P = (31>

Am Kernrand C ist x = a —7, und p, = py,» also herrscht im
Punkte C nach (30) der Unterdruck
o2 28— (2a—7p)
pO - pul - 2 ! N2
4r {70 (za—7y)]

(32)

In dhnlicher Weise erhdlt man fiir den gegeniiberliegenden
Punkt D des Kernrandes

So— pr. = el% 222+ 7y (2a 4 77)
Tl T T Ga T AP

(33)
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Nun ist nach (16) »4 = 0, 9314 und nach (14) ¢, = 0,3664, also
7o = 7o —ey = 0,505 und 7y = 7y + €y = 1,297a. Damit gehen
(32) und (33) Uber in

oIS
Po—puy = 1,81 . (34)

nra”

und

2¥

Po—Puy = 0,343 T (35)

Es seien jetzt %, und #, die Geschwindigkeiten der Punkte £
und F des Kreises vom Halbmesser ». Betrachtet man noch den
diesem Kreis unendlich nahe liegenden Kreis, lings dessen Rand
die Zirkulation I',+&T', vorhanden ist, und faBt beide Kreise
im Endzustand als Stromlinien der Kernbewegung auf, so muBl
die sekundliche DurchfluBbmenge zwischen beiden Kreisen aus
Kontinuititsgriinden konstant sein. Es wird also mit den Be-
zeichnungen der Abb. 6

uy A7 = uydr’. (36)

Nun ist nach (14)

Y =r—e=r—V L+ a (37)
und somit

ar' = ————l/m_—rdﬁ
Va4 72

Entsprechend erhilt man

¥=rde=r+Vat4+rr—a (38)

und
ar=YELrtr g,
Va? + 72
Aus (36) folgt also

" — w‘ (39)
Uy a?+r2—r
Die ,,mittlere Geschwindigkeit® lings des Kreises vom Halb-
messer 7 ist definiert durch den Wert
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Iy

%= .
2TY

Setzt man durch Mittelwertsbildung

wy ' do A uy ' do

3 =wurdo,

so erhilt man als zweite Bedingung fiir 2, und z,

Uy 7 by = 2&_7:7;—'
oder, mit Riicksicht auf (37) und (38),
wmr—~V @4+ a) fuy(r +V a® + 2 —a) = 7; (40)

Aus der Verbindung der Gleichungen (39) und (40) ergibt sich

"y = (Vaz L2 4p). (41)

2T”ar

ny = ZTmr(] a+rt—7). (42)
Diese Ausdriicke sollen jetzt fur die weitere Rechnung noch

etwas umgeformt werden. Aus (37) folgt

Var+ridtr=2r+a—»

und
,2a—7

2r =7 ———. (43)

a—r
Entsprechend aus (38)
Va2 ey =7t a-—2r

und
2a-+7"
ppe=p 2L ’
T 44)
Fiihrt man diese Werte in (41) und (42) ein, so gehen letztere
iiber in
Fr a

nr 2a—7r'

45)

2y ==
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und
I, a

Uy = —— ——————
7'’ 2a -4 ¥

(46)

Am Kernrande ist I', = Ty, # = 7, und " = ;. Somit wird

Ty a

’ ’
Ty 28—

Uy =

und
Iy a

Unp = ——— ————————
02 ’” 1’
7Yy 2a + 7o

Wie man sich leicht {iberzeugt, sind dies die gleichen Werte,
wie sie sich aus der Potentialstrémung in den Punkten € und D
des Kernrandes ergeben. Die Randbedingungen sind also durch
die obigen Ansitze fir #, und #, befriedigt.

Durch die Gleichungen (45) und (46) sind die absoluten Ge-
schwindigkeiten fiir alle Punkte des Kerndurchmessers C-D
festgelegt. Relativ zu den Wirbelachsen ist also

. T, a I

Uy = Uy~ Wy =

v 2a—7r 4ma
und
. r a I
Uy == Uy + Wy == r” — Cly
7' 2a+4-r 47a

Bei der elliptischen Zirkulationsverteilung hatte sich gezeigt,
daB sich die Funktion I', = f(#) durch die Ellipse (17a) an-
nahern 1aBt. In analoger Weise soll hier fiir I', der Ansatz

nznf—ﬁ"ﬁr @

7o

gemacht werden, der fiir v= 2 in die Ellipse (17a) iibergeht.
Man erhilt also

i AV P
Mg 1-‘0[1_(70 7)] 2 - ~i=

nr’l 7o a—7r'  4ma
und
. Iy [1 o (7’0——7’)’ Ly a Ty
B 7o 1| za+7"  4ma’
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Der Druck im Kerninnern sei mit p bezeichnet. Dann ergibt
sich als Druckgefille an der Stelle £ (Abb. 6)

dp eu  ol% |1 ) (ro— )” v q 1]2
dr' o wr s %o 2a—7"  4a]’

und der Druck selbst ist
. ng / 1 _1 (7’0———7’)” 21y a*
=" o\ 7o (za—7r")?

k3
. [1_ (ro—~r)”]“ S

27y 7o 2a—7r’ 16 a®r
Die Integration liBt sich in geschlossener Form nicht durch-
fithren. Fiir die weitere Rechnung sollen deshalb einige Ver-
einfachungen im Sinne einer Naherungslésung vorgenommen
werden. Zunichst ist der dritte Summand in der geschweiften
Klammer von (48) gegeniiber dem ersten fiir den in Frage
kommenden Integrationsbereich vernachldssigbar klein und
kann gestrichen werden. Weiter sei wegen # = »-—¢

dr +C.  (48)

I3 1]
ro—7 7y —7
~ 0

7o 7o

!

gesetzt, was sowoh! fiir kleine als auch fiir gro3e » unbedenklich
ist. SchlieBlich ist wegen (43)

1 2(a—7") 1
R o~
r(za—vr'y 7' (2a—7') 27a
und
2 2 ! !
a _2d%@a—r) 2(a~—7")

r{za—7r')? T (za—7r") Nr’(~8 ;727—%—_6215
Nun ist 0 £ # < 0,565 2. Der vorstehende Ausdruck 1a8t sich
also gut anndhern durch den Wert
a? 1
r(za—r' 2 47"

Mit diesen Vereinfachungen geht (48) iiber in

PZ 1 WA T'S 341 1 AERPWAT'S § ¥Y
o Tl e T e TN
47T (4 70 rea 7o

+ C, (49)
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wobei jetzt die Integration durch Reihenentwicklung ausgefiihrt
werden kann. Fiir die weitere Rechnung sei zunichst gesetzt

el AT T e

so daf} (49) lautet
s S+ C

_ PFZ

Am Kernrand C ist #' = 7, undp = pyp also

I i
Pu.lzﬁf(ro) +C

Somit wird

[5(,1“—15— g {f( 0) —f(r)J'

Addiert man diese Gleichung zu (34), so erhilt man schlieBlich
als Unterdruck im Kerninnern lings der Geraden -4
oS

4m2a

Po—p = (1,81 4 a% [ £ () — £ (D)) (51)

Entsprechend findet man fiir den Unterdruck lings der Geraden
D—A

el's
i

bo—p = (0,343 + a® [f (ry) — F (']}, (52)

mit

~ ”" TN} 2w L4 r\v]1/y
1 ro—7 i 1 ro—7 ‘
Wz 0 0 it
GO =1 L - ] + = 1~( - )] }a’r
y /a 3 70 r ca 70

Damit ist die Druckverteilung im XKerninnern lings des
horizontalen Durchmessers C—A-—2D bekannt, sobald die Funk-
tionen £ (") und f (»"") durch Auswertung der Integrale (50) bzw.
(33) gefunden sind.

Die hier berechnete Druckverteilung soll nun mit Messungen
verglichen werden, die von H. Muttray [7] an einer recht-
eckigen Tragfliche vom Flicheninhalt # = 0,1439 [#?] und der
Spannweite & = 0,878 [m] beim Auftriebsbeiwert ¢, = 0,503
durchgefiihrt worden sind.

(50)

(53)
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Fiir die in den obigen Druckgleichungen auftretende Zirku-
lation I'y erhilt man wegen (21) und unter Beachtung des Kutta-
schen Auftriebssatzes

cév&,ﬁ: 2alyp vy
Daraus folgt
Cq Voo &7

I, =
0 4a

und somit
eTh  pue? 2F? i F%g
47?2 327ma? 32wiad’ (54)

wo ¢ den ungestérten Staudruck bezeichnet. Der theoretische

Wirbelabstand « fiir eine Rechteckfliche vom Seitenverhiltnis

F oo

ﬁ=g kann einer Arbeit von J. Hueber [6] entnommen wer-

b
den. Er betrigt @ = 0,864 5 wozu nach Abb.5 v = 2,66 gehort.

Diese Werte diirften ungefihr denen des Muttrayschen Mo-
dells entsprechen. Fiihrt man die oben angegebenen Zahlen-
werte in (54) ein, so kénnen jetzt die auf den ungestérten Stau-

Po—?

druck ¢ bezogenen Unterdriicke=——= aus den Gleichungen (30),

(31) und (51), (52) berechnet werden.

Abb. 7 zeigt die von Muttray im Abstand /= 3,69 F/6
hinter der Tragfliche gemessene Druckverteilung. Zum Ver-
gleich wurde fiir eine Anzahl Punkte des horizontalen Kern-
durchmessers C—A4-—D der Unterdruck nach der obigen Theorie
berechnet und in die Figur eingetragen. Man erkennt die fast
vollstindige Ubereinstimmung der gemessenen und der berech-
neten Werte. Theoretisch geht der Unterdruck bei Anniherung
an die Wirbelachse 4 asymptotisch gegen unendlich, wihrend
die Messung dort einen endlichen Wert ergibt, was auf die Wir-
kung der Zahigkeit zuriickzufiihren ist. Eine grundsitzliche Ab-
weichung ist noch insofern festzustellen, als die Wirbelachse A
bei der Messung den Abstand & = 39,8 [cm] von der Mitte o
besitzt, wihrend der theoretische Wert ag,, = 38 [cm] be-
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tragt. Es ist zu vermuten, daB der Aufspulvorgang an der MeDB-
stelle / = 3,60 F/b noch nicht ganz beendet ist, so daf3 die Wirbel-
achsen noch nicht ihren kleinsten Abstand 2a voneinander er-
reicht haben. Im ibrigen diirfte der hier durchgefiihrte Ver-
gleich eine Bestdtigung der obigen Theorie darstellen. Wesent-

39,6

Ppeor.

w0 ca 30

Mive
& da-ﬁagf?e
g Naneiil
Wirbelackse

50 60 0 80

J

=

gemesser,

025

gerechner,

050

|
1

s i
s gt L Ikl e

|
N S T “J__,igg

R
%

Abb. 7.

lich ist die Erkenntnis, dal3 Theoric und Versuch eine erhebliche
Abweichung vom ungestérten Druck nur in unmittelbarer Nahe
der Wirbelachse liefern. Der eigentliche Wirbel hat also nur
einen geringen Durchmesser. Darin ist wohl der Grund zu der
verschiedentlich gemachten Annahme zu erblicken [8], [9], dalB
der Wirbelkern wie ein starrer Korper von kleinem Durch-
messer rotiert, was durch die vorstehende Theorie aber nicht be-
stiatigt wird.
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