Die

von optisechen Systemen
grosserer Oeffnung und grosseren Gesichtsfeldes

erzeugten Bilder.
Auf grund der Seidelschen Formeln untersucht

von

S. Finsterwalder.

(Mit 8 Tafeln.)
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Solange man sich bei der Untersuchung der Wirkungsweise cen-
trierter dioptrischer Systeme und der von ihnen erzeugten Bilder raum-
licher Objekte auf die nichste Umgebung der Axe solcher Systeme be-
schriinkt, kann man bekanntlich jedes noch so komplicierte System dieser
Art durch eine einzige Linse von endlicher Dicke ersetzt denken, welche
innerhalb der angegebenen Beschrdnkung von jedem Gegenstand ein Bild
in gleicher Grosse und Lage erzeugt, wie jenes System. Dass dieser
Ersatz nur in der Theorie, nicht aber in der optischen P raxis seine Be-
deutung hat, liegt einesteils darin, dass er nur unter Voraussetzung ein-
farbigen Lichtes gilt, andernteils, dass er sich nicht auf die in der Regel
vorhandenen Abweichungen der urspriinglich von einem Punkte ange-
gangenen und dann gebrochenen Strahlen von einem gemeinsamen Ver-
einigungspunkt ausdehnen lasst. Die ganze optische Leistung eines
Systems: Achromasie, Scharfe und Richtigkeit der Bilder liegt also ausser-
halb des Geltungsbereiches jenes Ersatzes. Um dieselbe von vorneherein
beurteilen zu kénnen, muss man entweder, wie es von seiten der aus-
iibenden Optiker zumeist geschieht, eine genaue numerische Rechnung
fir den Gang einer grosseren Zahl von Strahlen durch das System an-
stellen und aus dem Resultate derselben auf die vorhandenen Abweichungen
zu schliessen versuchen, oder man muss die Theorie derart zu erweitern
streben, dass sie ein ausreichendes Gesammtbild der eintretenden Ab-
weichungen liefert. Im ersteren Falle sind langwierige Zifferrechnungen
unvermeidlich. Dieselben bestehen allerdings nur in der oft wiederholten
Anwendung weniger, leicht verstandlicher Formeln, welche zuerst Herr
Professor L. v. Seidel auf eine fir die rechnerische Praxis bequeme
Form gebracht hat!). Im letzteren Falle dagegen scheint zunichst die zu

erwartende Compliciertheit der Formeln ein ernstes Hindernis nicht nur

1) Sitzber. d. II. CL d. k. Ak. d. Wiss. vom 10. Nov. 1866.
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fir die Ableitung, sondern auch fir die schliessliche Anwendung zu bieten.
Indessen hat sich herausgestellt, dass fir die in der Praxis vorkommen-
den optischen Systeme gewisse Vereinfachungen eintreten kénnen, welche
uns gestatten, die Abweichungen der gebrochenen Strahlen zwar nicht
absolut genau, aber doch mit geniigender Anniherung allgemein zu be-
rechnen und in geschlossenen Formeln auszudriicken. Die von Gauss
zum Abschluss gebrachte Theorie der centrierten optischen Systeme, auf
welche sich der erwihnte theoretische Ersatz derselben durch einfache
Linsen stiitzt, geht von der Voraussetzung aus, dass alle Strahlen mit der
Axe kleine Winkel einschliessen, deren dritte und hohere Potenzen ver-
nachléssigbar sind. Insofern sie nur Strahlen beriicksichtigt, welche die
Linsenflichen in nichster Nihe der Axe treffen, ist sie nur fir Systeme
von kleiner Oeffnung und sofern sie blos fiir Objektpunkte in der Nihe
der Axe gilt, auch nur fir Systeme mit kleinem Gesichtsfold anwendbar.
Zuerst entstand das Bediirfnis nach Beriicksichtigung der Abweichungen,
die mit Vergrésserung der Oeffnung eintreten; ihm geniigte die von
Euler, Schleiermacher. Grunert, Bessel, Gauss, Seidel W A,
entwickelte Theorie der sphérischen Aberration oder der sogenannten
Abweichung wegen der Kugelgestalt. Spater, unter dem Einflusse der
Photographie entwickelte sich die Notwendigkeit neben der ausgedehnteren
Oeffnung auch ein grosseres Gesichtsfold in Betracht zu ziehen und die
Abbildung von Objekten zu untersuchen. die sich in einiger Entfernung
von der Axe des optischen Systems befinden. Mit der ungleich schwie-
rigeren Frage nach dem Einfluss der Entfernung des Objektes von der
Axe auf die Giite des nun nicht mehr in der Mitte des Gesichtsfeldes
liegenden Bildes hatte sich zuerst wohl Petzvall) beschaftigt, ohne sie
indessen einer geniigenden Beantwortung zufithren zu kénnen. Erst Herrn
Professor L. v. Seidel?) ist es gelungen, auf ebenso allgemeine, wie
relativ einfache Weise die Abhéngigkeit des in einem Linsensysteme be-
liebig oft gebrochenen Strahles vom einfallenden derart darzustellen. dass
der Einfluss der Oeffnung und des Gesichtsfeldes auf die Giite der Bilder
zum Ausdruck kommt. Dabei hat v. Seidel die durch Gauss einge-

1) Bericht iiber dioptrische Untersuchungen. Sitzber. d. k. k. Ak. d. Wiss. Wien 1857;
erschienen.

eine frithere Schrift unter gleichem Titel war 1843 in Pest selbststi
2) Astronomische Nachrichten Nr. 1027 fF.
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fithrte Reihenentwickelung auf Glieder dritter Ordnung ausgedehnt, nach-
dem er gezeigt hatte, dass Glieder vierter Ordnung nicht auftreten und
demnach die Schlussformeln bis auf Glieder von der flinften Ordnung
genau sind. Spiter sind #ahnliche Untersuchungen wie die Seidel’schen
aber merkwiirdigerweise ohne Kenntnis derselben unternommen worden,
so 1870 von Dr. Zinken!) gen. Sommer in Braunschweig, die an
Allgemeinheit, Eleganz und Anwendbarkeit weit hinter den Seidel’schen
zuriickblieben, und erst ganz neuerdings (1890) hat Herr Dr. M. Thiesen 2
in Charlottenburg genau dieselbe Aufgabe behandelt, die v. Seidel vor
35 Jahren allgemein geldst hatte. Er ist denn auch auf ganz ver-
schiedenem Wege zu wesentlich denselben Resultaten wie Seidel ge-
langt, wenngleich seine Formeln noch nicht in gleichem Masse zur rech-
nerischen Anwendung vorbereitet sind wie die Seidel’schen.

Herr Professor v. Seidel begniigte sich nicht it der Aufstellung
der erwihnten Formeln, welche zur Untersuchung eines Linsensystems
missigen Gesichtsfeldes und missiger Oeffnung ausreichen, sondern er
bestimmte auch die Brennfliche, welche die von einem leuchtenden
Punkte ausserhalb der Axe ausgegangenen Strahlen nach ihrer Brechung
umhiillen. Dieselbe findet sich in den gelehrten Anzeigen der K. b.
Akademie der Wissenschaften vom Jahre 1857 beschrieben; ihre Gleichung

ist — allerdings ohne Beziehung der Coefficienten auf die Constanten
des Linsensystems — in einem DBriefe Seidels an Kummer, der in

den Sitzungsberichten der K. Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom
Jahre 1867 abgedruckt ist, angefithrt; tiber die Ableitung derselben ist
bisher nichts publiciert ‘worden.

Eine weitere Aufgabe wird der analytischen Dioptrik bei Betrachtung
der Wirkungsweise neuerer photographischer Objektive, welche bei sehr
ausgedehntem Gesichtsfeld relativ geringe Oeffnung besitzen, gestellt,
namlich die strenge Beriicksichtigung der Winkel, von welchen ersteres
abhiingig ist, wogegen man sich in Hinsicht der Oeffnung auf den bei
der Gauss'schen Theorie erreichten Genauigkeitsgrad beschranken kann.
Die Lésung dieser Aufgabe fithrt auf die Theorie der sogenannten astig-

1) Untersuchungen iiber die Dioptrik der Linsensysteme. Braunschweig 1870.
2) Beitriige zur Dioptrik. Sitzungsberichte der K. Ak. d. W. zu Berlin 1890.
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matischen Strahlenbiindel, jener Gebilde namlich, welche als Elemente
eines beliebigen, in einem itropen Medium optisch darstellbaren Strahlen-
systemes aufgefasst werden konnen. Ein solches astigmatisches Strahlen-
biindel besteht bekanntlich aus der Gesammtheit der Strahlen, welche
zwei unter sich und zur Axe des Biindels senkrechte und diese
schneidende unendlich kurze Brennlinien treffen. Solcher Art sind auch

die unter beliebig grossem Winkel aus einem Linsensysteme austretenden
unendlich diinnen Strahlenbiindel und es handelt sich darum, die Ele-
mente derselben (z. B. die Abstinde der Brennlinien von einem bestimmten
Punkte der Axe des Biindels) durch die entsprechenden Elemente der
zugehorigen Biindel der einfallenden Strahlen auszudriicken. Dies hat

u. A. Herr Professor Lippich?) in Prag 1877 ausgefithrt. Um das

Verhiltnis der Seidel’schen Theorie zur Theorie der astigmatischen
Strahlenbtindel richtig zu beurteilen, ist zu bedenken, dass erstere die

letztere bei grossen Gesichtsfeldwinkeln natiirlich nicht ersetzen kann;

dafiir leistet sie aber bei missigen Gesichtsfeldwinkeln insofern weit mehr
wie die andere, als sie nicht blos eine unendlich kleine Oeffnung beriick-
sichtigt; sie gibt vielmehr die Elemente beliebig vieler tiber die Oeffnung
verteilter astigmatischer Strahlenbiindel, aus denen sich schliesslich die
Brennfliche zusammensetzt.

So erscheint die Seidel’sche Theorie auch gegeniiber der von den
astigmatischen Strahlenbiindeln noch hervorragend geeignet zur Unter-
suchung der Bilder der meisten und wichtigsten optischen Instrumente.
In der folgenden Untersuchung soll nun auf Grund der Seidelschen

Formeln, welche von ihrem Urheber bereits zur Klirung einer Reihe
wichtiger Fragen der Dioptrik verwendet worden sind, eine moglichst
umfassende Darstellung der Abhingigkeit reeller Bilder von dem Ge-

sichtsfelde, der Abblendung und der Lage der Schirmebene, auf welcher
man das Bild auffingt, in Angriff genommen werden. Hiebei erweisen
sich einige Transformationen der Seidel’schen Formeln und namentlich
die Ableitung der Gleichung der Brennfliche mit voller Bedeutung der

Coefficenten als notwendig.
Ein besonderer Wert wurde auf die exakte graphische Dar-

1) Denkschriften der K. K. Akad. d. W. in Wien 1877.
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stellung typischer Fille gelegt, deren Reproduktion in mehreren Tafeln
am Schlusse der Abhandlung beigegeben ist. Bei der Durchfithrung der
dabei notigen Rechnungen hat sich auch das letzte Bedenken gegen die
Anwendbarkeit der Seidel’schen Theorie, das in der moéglicherweise uner-
triglichen Rechenarbeit begriindet war, endgiltig gehoben. Im Vergleiche
zu dem bei der gebrauchlichen Berechnung einzelner Strahlen noétigen
Rechenaufwand bedeutet die Beniitzung der Seidel’schen Formeln eine
ganz wesentliche Ersparnis, die um so wirksamer wird, je complicierter
das System und je zahlreicher die zu 1)91*@&11191111911 Strahlen sind. Da
die Seidel’schen Formeln die Abweichung der Strahlen als Funktion der
Gauss'schen Naherungswerte ergeben, so gentigt die genaue, etwa 7-stellige
Durchrechnung eines oder zweier Strahlen, die in der Nahe der Axe ein-
fallen und mit dieser in einer Ebene liegen, wéhrend alle Correktionen
nur auf etwa 2—3 Stellen bekannt zu sein brauchen. Zur genauen
Durchrechnung der Strahlen und zur Ableitung der Coefficienten in den
Seidel’schen Formeln daraus empfiehlt sich die Beniitzung einer Rechen-
maschine; far die Ausfiihrung der Cor rektionsrechnungen selbst geniigt
der Rechenschieber.

Die folgenden Untersuchungen sind in 7 >aragraphen nachstehend
angefithrten Inhaltes gegliedert:

1) Zusammenstellung der Seidel’schen Formeln aus den Astrono-
mischen Nachrichten Nr. 1027 u. ff. und Erlauterung der dabel ange-
wandten Bezeichnungsweise.

2) Untersuchung des Systems der gebrochenen Strahlen und seiner
Brennfliche im allgemeinen Falle unter Annahme des leuchtenden Punktes
ausserhalb der Axe. Die Abbildung der Brennfliche in eine Ebene durch
Einfithrung elliptischer Parameter. Die Lage derselben gegen die op-
tische Axe des Systems.

3) Specielle Fille der Brennfliche namentlich bei gehobenem Kugel-
gestaltsfehler in der Axe und bei Erfillung der Fraunhoferbedingung.

4) Untersuchung der Abbildung der Ebene der Blende in die Ebene
des auffangenden Schirmes, welche durch die von einem leuchtenden
Punkt der Axe ausgegangenen und im Linsensystem gebrochenen Strahlen
vermittelt wird. Fiinffache Ueberdeckung der Schirmebene mit Schnitt-

punkten von gebrochenen Strahlen.




5) Helligkeitsverteilung in den Lichtflecken, welche im allgemeinen
an stelle scharfer Bilder leuchtender Punkte auftreten.

6) Begrenzung der Lichtflecke bei wechselnder Grosse und Lage der
Blende. Diskussion der Moglichkeit, die Verschiebung der Blende zur
Verbesserung der Bilder ohne Einbusse an Helligkeit zu beniitzen.

7) Geometrische Untersuchung iiber den Zusammenhang der Brenn-
fliche der gebrochenen Strahlen mit der Centrafliche der Flichen

2. Grades. Erzeugung des Systems der gebrochenen Strahlen durch

einen Mechanismus.

Alle Untersuchungen beziehen sich zunichst auf Strahlen einerlei
Farbe; sie geben daher iiber die Achromasie eines optischen Systems
keinen direkten Aufschluss. Einer Weiterfitlhrung derselben mit Beriick-
sichtigung der Dispersion stehen keine wesentlichen Schwierigkeiten im
Wege. Andrerseits ist kaum ein praktisches Resultat von der Erweiterung
der gewohnlichen Theorie der Achromasie auf Glieder hoherer Ordnung
zu erwarten.

8.1,
Die Seidel’schen Formeln.

[m Folgenden werden principiell Indexhezeichnungen fiir die Bestimmungsstiicke
eines centrierten optischen Systems und der in einem solchen verlanfenden Strahlen
eingefithrt und zwar in der Art, dass alle auf brechende Flichen beziigliche Grossen,
wie z. B. Krtimmungsradien, Einfallshohen mib geradem Index, wobei 0 der ersten
brechenden I'liche entspricht, versehen werden. Alle auf die Medien sich beziehenden
Grossen, wie z. B. Brechungsexponenten, Dicken, Neigungswinkel und Vereinigungs-
weiten der darin verlaufenden Strahlen, sollen ungerade Zahlen als Index tragen und
zwar sei das der brechenden Fliche mit dem Index 0 vorausgehende Medium durch
den Index —1, das nachfolgende durch ~+1 charakterisiert. Die Richtung des Fort-
schreitens sei durch die der einfallenden Strahlen gegeben; Radien oder Vereinicunes-
weiten, weleche vom Scheitel der brechenden Fliche ab gerechnet in dieser Richtung
liegen, gelten als positiv.

Kin dioptrisches System ist zuniichst durch seine natiirlichen Bestimmungsstiicke:
die Kriimmungsradien ¢ der Linsenflichen, die Dicken d der Medien auf der Axe
gemessen und die Brechungsquotienten » derselben gegeben, welche laut obiger Be-

zeichnung in nachstehender Aufeinanderfoloe geordnet sind:
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att dieser Bestimmungsstiicke hat nun v. Seidel mit grossem Erfolge neue
eingefiihrt und zwar solche, welche sich auf einen von ihm so genannten Normal-
strahl beziehen, der von einem Punkte der optischen Axe ausgehend und stets unend-
lich kleine Winkel mit derselben bildend das System durchliuft. Diese neuen Be-
stimmungsstiicke sind die Entfernungen A, , von der Axe, in welchen der Normalstrahl

jeweils die brechenden Flichen trifft, und die Winkel
einzelnen Medien mit der Axe bildet, beziehungsweise,
Hage v

A
“E |, [t g
L 2
_,‘{._ﬁv_._[lf‘f_ it .J._._..,Aﬂ,_A_.._._._\_.\;\__
v, i R v,

Der Quotient
£

O ip 10 welche derselbe in den
da ja beiderlei Grossen unend-
lich klein sind, beliebige end-
liche Multipla derselben. Siehe
beistehende Figur 1, in wel-
cher der Verlauf eines Nor-
malstrahles durch ein System
mit 4 brechenden Flichen dar-

gestellt ist.

stellt dann beispielsweise die Entfernung des Ausgangspunktes

unseres Normalstrahles vom Scheitel der ersten brechenden Fliche dar. Statt der

Brechungsquotienten 7, , sollen deren reciproke Werte Yo eingefithrt werden.

Hs stellt sich nun heraus, dass die Grossen k, o, » das dioptrische System ehenso gut

bestimmen wie die urspriinglichen ¢, d, n. Um von den A, 0, v zu den ¢

gelangen, dient folgendes Gleichungssystem:

d, n zu

L8}

0 g5 Z\TQJ' h?i' +
Sl i e T
2 oria Dot ot o a Uo 1
N 7 7)2 o /1’21'—“»‘3 1
TSk s ‘ y = iha g s =
Db e e ST O Mo i1 e
&t ét

Will man umgekehrt von den o, d, » zu den £,

g, v tibergehen, so kann man

folgenden von Seidel angegebenen Algorithmus beniitzen®): ,Man bildet sich die

Constanten «,, «,, @, .... nach den Gleichungen
Woy 1= Napny rem
i S TR e
(7‘) i1
«, —e O 2
2¢-+1 (P

: . h :
wihlt hierauf A, und o_, so, dass 9 gleich dem Abstand des Ausgangspunktes des
= ” g

Normalstrahles vom Scheitel der ersten brechenden Fliche ist; man macht »_, =n_,0_,

1) Astr. N. 1027, S. 294.
Abh. d. IL. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIL Bd. IIL.- Abth.
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%o = hy und berechnet mit diesen Anfangswerten alle spiteren % nach der Gleichung

S 4 Juid e o it EE S eEE et b TS
g1 = € %, T %, 15 alsdann hat man allgemein:
= Ay ifl 4
}» =
291 )/_, o

Um nun die Lage eines Strahles vor der Brechung zu bestimmen, wiihlt

o : : : : = i SRR : :
v. Seidel die zwei Pare von Coordinaten Noqs em o 600 der Punkte in welchen:

der Strahl zwei bestimmte, zur Axe des Systemes senkrechte Ebenen A B it

in dhnlicher Weise soll der gebrochene Strahl auf zwei Ebenen A,, B, im zweiten

1
Medium und so fort A, v b, im 2i+41ten Medium bezosen werden. Die Ebenen
2 4-J-1 ) 1 ! te)

“”*H sollen jedoch in hestimmter Weise von den Ausgangsebenen

A _, B_, abhiingig sein; sie sollen sich nimlich dort befinden, wo nach den Gauss’schen

Néherungsformeln die reellen oder virtuellen Bilder der Ebenen A_, und B_, in den

betreffenden Medien entstehen.

Denkt man sich durch den Schnitt der Ebene A_, mit der Axe einen Normal-

I

strahl mit den Bestimmungsstiicken %, ¢ geleot. so ist. wie schon erwihnt, der
‘ >
iy

hg

Abstand der Ebene 4 . vom Scheitel der ersten brechenden Fliche, der Abstand
4 o,
der Ebene 4, vom gleichen Scheitel, —2— der Abstand der Ebene A, vom Scheitel
(0]
i

der zweiten brechenden Fliche u. s. f. Fihrt man noch einen zweiten Normalstrahl
ein, der durch den Schnitt der Ebene B . mit der Axe geht und dessen Bestimmunos-
stiicke durch A ¢’ bezeichnet werden, so lassen sich die Abstinde der Ebenen B in

ganz dhnlicher Weise ausdriicken. Die Entfernung der Ebenen ;L,,{ sundil .1, 1st dann
, : 9. 24

h

9
27

() G o (0}

)9 i1 2442 2441 21

(

Dabei sind natiirlich die %, o und % ¢ nicht von einander unabhingig, da sie ja
beide aus den urspriinglichen ¢, d entsprungen sind. Hieraus ergibt sich die Gleich-
heit folgender Ausdriicke:

’

I

1'_.7 1‘1 ¢ 1 ]3

]

i 5 0, h, o h,o

b
09, Dt d 2: iy gty

Gl h
Mittels Einfithrung des Wertes 7' und mit der weiteren abkiirzenden Bezeichnung:

R ;
=y v,. 4+

/ \ 271-1

]ﬂ
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kann man die Abhingigkeit der A und ¢ von den % und ¢ in folgenden Formeln

ausdriicken:

)

sm= (0 e O, el (y— 7123+

25—1 " 25—1 hy
Vo s (“‘ie'—!—k Vil 04 1= (Wois08 1 Vora1 % L‘) (o — 'j’i')
Kok 3
(Fiir 4— 0 fallen die Summen I zur Rechten ganz weg.)?")
Wihlt man die Coordinaten, deren man sich in den verschiedenen Kbenen
Iliz|-1 Jﬁgl,“[_l zur Fixierung der Punkte bedient, in welchen sie von den Strahlen ge-

£ ’

troffen werden, entweder als rechtwinklige Vosrn Soerss Tapia die unter sich
; el 94

’ ’

parallel sind und von dem Schnittpunkt der Ebenen mit der optischen Axe aus
)

jeweils ihren Ausgang nehmen, oder Polarcoordinaten 7, ., vy, 1, 790, ¥ deren
. g =] ) . 2¢41 "24--17 241

Pole in der optischen Axe liegen und deren Winkel von parallelen Geraden aus

P11

zihlen, so driickt sich die Forderung, dass nach den dioptrischen Niherungsformeln
die verschiedenen Khenen A, unter sich und die Ebenen B,, unter sich durch be-
liebige, das dioptrische System durchlaufende Strahlen #hnlich auf einander abgebildet
werden, einfach durch Proportionalitit der linearen Coordinaten aus. Hs mogen die
Buchstaben # &, o £, v, » v die aus den dioptrischen Niherungsformeln folgenden
Werte fiir die Coordinaten der Treffpunkte eines Strahles in den Ebenen 4, B be-
zeichnen; ihre Proportionalitit lisst sich dann nach einem hekannten Zusammenhang

zwischen Bildgrosse und Convergenz der Strahlen in folgenden Formeln darstellen:

(9 ;
o o, 0y O '
y ==Ly = - Jaikly = e e = H
; ,
Vi 5 ey 1 v, ] v, |
/
g : . o ’ ,
Hitoea 0 > (§ st 2 e B (0} o a g Pl 3
g e 1 e — 282 Lo Bt g s Z: & =1 S S e [ / 'i”")
y —1 el Tk 3 9 &4y e 5 3
= 1 3 Gk 1 3
'
g o N t
-1 a Sl (9] (9] : ’
=l = =, .4 R PRk g Sl o o0l
v el Tt J e 3 1 > 3
—1 1 5| 1 3

Die Grosse H, Z, R, H', Z', R kionnte man als reducierte Coordinaten der
Durchschnittspunkte zwischen dem Strahl und den Ebenen bezeichnen, indem man
I

gy

sich namlich die Coordinaten o £ », n < #' in den verschiedenen Ebenen mit passend

gewihlten Massstiben gemessen denkt, wodurch tiberall dieselben Masszahlen fiir die

1) Astr. N. 1028, S. 315,
70*
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Coordinaten der einem bestimmten Strahl zugehdrigen Durchschnittspunkte einerseits
fiir die Ebenen A, andererseits fiir die Ebenen B gefunden werden. Die Abweichungen
nun, welche die Coordinaten der wahren l)111'(;]’1.\:tos<ﬂnwpunkte von den gensherten

iy - Vi 57 e L i
zeigen, mogen durch J)/,”[, ‘]‘zz 5 J’2»+1f 'J"zf_]-w J'/’+1*' Tz'—g Ay, z-I—I'JI 241
ausgedriickt werden; mit den reduciert ten Massstiben gemessen (soweit sie linear sind)
oy 55 Ay 2 A4 7 T Na  1at . {7
durch J1[21+1, 47, et Zl[”zq-v A H aipin 44 g3 J]'“zz'-}-x‘ Bs ist dann z. B.

v
241 gy | e i

g (H A4 Hy )= Mo i1 + 47, i1

241

L et Ho 4b)

i ( 1) =W gpyq T4 7 2441

- ’ (R el 1) ’2,-+1+J"‘2z'+1 o sieh

241

Wenn man nun an die Berechnung dieser Abwe *ldmmwn A H . die im

2 i1
Vergleich zu den Niherungswerten der Bestimmungsstiicke H, Z, H Z' eines Strahles
als Correktionsglieder zu gelten haben, schreitet, so zeigt sich der grosse Vorteil, der
in der geschickten Wahl der vier Bestimmungsstticke liegt, darin, dass der Ausdruck

des Correktionsgliedes eines jeden von ihnen, welches sich auf die erste Brechung
bezieht, nicht von den vier Correktionsgliedern der vorhergegangenen Brechund
sondern nur von einem derselben abhingt und von den iibrigen Bestimmungsstiicken
nur die Niherungswerte enthilt.

Ks mogen der Einfachheit halber alle auf den Strahl und das Medium vor der
24t Brechung beziiglichen Grossen, die eigentlich durch den Index 2i—1 gekenn-
zeichnet sein sollen, durch ein unter den betreffenden Buchstaben gesetztes Minus-
zeichen markiert werden, und in gleicher Weise die nach der 2it» Berechnung ver-
inderten Grossen durch ein untergesetztes Pluszeichen an stelle des Index 244-1.
Dann sind die reducierten Polarcoordinaten der Durchschnittspunkte des Strahles in den

Ebenen: A b
vor der Brechung: R+ 4R, v+ Av; R+ 4R, v+ 4

und in den Ebenen: A £
s +
nach der Brechung: R+ 4R, v G+dv; RH+AR, v Av
+ + + o+
Den Unterschied: 4 R — 4R resp. dv—Jv der zu den konstant bleibenden
% & e )

reducierten Coordinaten R, », vor und nach der Brechung hinzuzufiigenden Correktions-
glieder hat nun v. Seidel durch folgende Formeln ausgedriickt, welche bis auf Glieder
9. Ordnung der als unendlich klein von der ersten Ordnung vorausgesetzten Coordi-
naten R, R’ ocenau sind:
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2 13(4 f — 4 R) = R3cos (v'—uv)h (G,,\/ 7) (” i_:LQ e
—R2*R(1+2cos?(v'—v))h (i—‘(:)(o—i) yg =y e sl
! NN ( G -i)
L L
+ B rRZ cos(v—u) | 2% (" e ) (1/ o —;A‘UL) e i

(0 — (r (rr — a)
dehiE i (ro — v 0)
VN e s [

T ; ,
+-—(0—o0)(veo —vo
¥ 97—

0G0 \°
—R*“(h(*v-F) (vo C«r(f) + ((i——a)(ri/_zl'_o)) i TV
l —_—— .

2005 (;I v— A e R sin (v'—v) X alles Folgende:

00— o 2
Bepie ) R T T
: N L -+ +)

((F—G)((I——G
— 2R Reos(v'—v)h_— o (ve o) SV
7\'N T

G—O)((F—U) T
i 2% : — 5 = R Pyl dad gy 4
+ R (h — (vawzrj_) Fx (@ (r)(z(i io_\) iy

Die entsprechenden Formeln fiir 4 R'— 4 R' und 4v'— 4v' werden aus obigen
+ - + -
abgeleitet, indem man folgende Grdssen vertauscht:
R und 4R mit R’ und A4 F'
v und 4v mit v’ und A0’

b

h mit b
o-und o amit ol nndio
-+ - + -

7 mit — T

Nehmen wir nun an, das dioptrische System habe k-1 brechende Flichen
0, 2, ... 2%, so konnen wir die obigen Formeln 2% -4 1 mal unter einander schreiben
und jedesmal an Stelle der Plus- und Minuszeichen unter den Buchstaben die Indices
?_i»Jr—J, 24— 1 der der jeweiligen 24*" Brechung nachfolgenden, beziehungsweise
vorangegangenen Medien setzen, ferner die nmichtmarkierten Buchstaben ki, N (L
R', v, v' bleiben durch alle Brechungen konstant) mit dem jeweiligen Index der
brechenden Fliche versehen. Werden ferner die Objektpunkte in der ersten Ebene
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A

liegend voransgesetzt, so kénnen wir die 4 B und 4 v gleich 0 nehmen. Addieren

g
LB =

-1

wir dann die rechten und linken Seiten der % -~ 1 unter einander stehenden Gleichungen,
so bleibt rechts blos 2T*4R,. . und 2 T3 R A+

: L tibrig, d. h. die reducierten Ab-
weichungen der Coordinaten des Durchschnittspunktes in der letzten Ebene von den
Naherungscoordinaten. Die wirklichen Lingen-Abweichungen ergeben sich aus den

: Rl bR : . :
reducierten durch Multiplication mit Auf der linken Seite finden wir nach
g
2 k-1

der Addition die gemeinsamen, aus den reducierten Niherui gscoordinaten gebildeten

Faktoren der Einzelformeln wieder; es treten nur an Stelle der von Srechung zu
Brechung variablen Teile Summen von 2% 4 1 Gliedern, deren alloemeine Glieder
aus den oben mit I his VII bezeichneten Ausdriicken leicht zu bilden sind, indem

O 0s i 0 g, il

) . / U y T " ) ;
man v, v, 0, 0, ¢, ¢, h, N durch v, ., Voviis -9,

N, . ersetuzt.
b3

Obwohl die so erhaltenen Schlussformeln bereits zur Berechnung der Wirkungs-

weise eines gegebenen dioptrischen Systemes sehr geeignet sind, so macht sich doch

gegebener

hei Beantwortung der Frage nach der Construktion ernes Systems von vorg

b

Wirkung der Umstand storend geltend, dass die urspriinglichen Bestimmungsstiicke
des zu suchenden Systems — die ¢ und d — sowohl in den % und ¢ wie auch in den 4

ge (3) zwischen

und ¢ enthalten sind. Mittels der schon angefiihrten Zusammenhin
h, 0 und &' o' lassen sich indessen die letzteren “eliminieren und es erscheint dann
thatsiichlich die Wirkung des dioptrischen Systemes durch eine einzige Serie von
Bestimmungsstiicken ausgedriickt. Auf diese Weise erhielt v. Seidel folgendes System
von Formeln, welches wir zum Ausgangspunkt unserer weiteren Betrachtungen

machen werden:
AR i AR'3cos (v'—v) — BR2R (1 -+ 2cos? (v v)) + CR'R*cos (v'—v) — DR?
1(’/ v

sipr =L'sin (V=) {4 R 2 2 BR R’ cos (v'—v) + E B2

B, z8RTER):
¢ A s , O=

3%228(1) + 63 T8 (2

D 228() + 82> TS @)+ 2 T*(25B) + 8 (4)+ TS (5)
1S+ 22 T8 (2) + T8 (4)
- i

23

g, I ey O, i
S(1)= E@f ( 2i—1 - 2 H,) e (9.,
1520 S 4
=% i=k ‘))
S@=>3 U, =39
et “ s

§ =D 1=0
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I_)p—l (77/771
oy oltsy
h
2p -2 5 1
Ay .-Jﬂ(ﬂ :
J;’p—l
TGt
Do o=V v Yo
Die Kbene A4 des ersten Mediums wurde als mit dem Objekt zusammenfallend

—1
vorausgesetzt. Die Ebene B_, desselben Mediums kann man sich an jene Stelle ver-

setzt denken, wo sich die fiir die Abgrenzung der eintretenden Strahlen entscheidende

Blende eventuell die Fassung der ersten Linse befindet. Ist jene Blende in einem

anderen Medium, so nehme man die Ebene B_, dort an, wo das (geniherte) Bild der
wirklichen Blende in dem ersten Medium sich befindet. Dann ist einesteils die
Grosse ‘R abhiingig von der Entfernung eines Objektpunktes von der optischen Axe,
mit anderen Worten von dem zur Verwendung kommenden Gesichtsfeld, andernteils
die Grosse R’ von der Stelle, wo der einfallende Strahl die Diaphragmenebene

trifft und, wenn man die #ussersten Strahlen, die das Diaphragma noch durch-

lisst, beriicksichtigt, von dem Betrage der wirksamen Oeffnung des dioptrischen
Systemes. Die Seidel’schen Formeln sind also vollkommen geeignet, ein beliebig

gegebenes centriertes optisches System auf seine Wirkung bei verschiedener Bean-

S ')]‘ll(‘,hll!l“' (It»‘.\‘.\'UH)EH EH !'H‘ZU“' EUI{1 Gk';.).\‘.\‘l) lrl(’n‘ (,’1(‘.\\i(,‘ht:‘w‘it“,](‘ll'fﬁi lll](l (1(,‘1' ()(‘,Htlll,ll]ﬂ'
o) o] s
VAl .\'tllf“(fl'(‘]l.

Fly)
b d w

Die Brennfliche des Systems der gebrochenen Strahlen.

Fiir die Weiterverwertung der Seidel’schen Formeln namentlich zur Unter-
suchung der Brennfliche der von einem Punkte nrspriinglich aunsgegangenen und dann
in dem dioptrischen System gebrochenen Strahlen empfiehlt es sich, an stelle der
Polarcoordinaten R, v, R' v' wieder rechtwinklige Coordinaten einzuftthren, wie sie

1
bereits bei Ableitung der Formeln benutzt wurden. Sebzt man also:
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(]
]

H=TRcosv; Z=Rsinv ¢ AH=AdRcosv— RAvsinv :
: erner: i : 6
H'=R'cosv'; Z'= R'sinv’ AdZ=AdRsin v+ RAvcosvl), )

so gehen die Formeln in folgende?) iiber:
AH=H'(AR*+ER*—2 B(HH'+ZZ))—H(BR'*+DR*— (C— E) (HH'4-ZZY) :
d2=27 (AR*+-ER*—2B(HH'}2Z2") Z(BR'*+4 DR*—(C—E) (HH'4-Z2")) )

il 5 (il : ; :
Fiir die Grosse = soll weiterhin G gesetzt werden; es ist dann
~ O—F 128(1) 2y T8 (2)+ T25()
(7 e ——}_ e B - 2 T;— - —

Wir nehmen nun an, es befinde sich in der Ebene 4 _, ein leuchtender Punkt
in der Entfernung %_, von der optischen Axe. Das rechtswinklige Coordinatensystem
lisst sich dann immer so verdrehen. dass die €_,- Coordinate 0 ist; es wird dann
auch Z=10 und die Formeln vereinfachen sich folgendermassen :

AdH=H'(AR*+EH*— 2BHH) — H(BR'*+DH?*—2GHH
dZ=7 (AR?*+FEH* 2B HH")

Nun soll eine Parallelverschiebung des Coordinatensystems in der Richtung der

5H

H'-Axe um den Betrag H'y=— = eintreten; es wird dabei:

A
H=H, 4+ 1,
By ot 32 Vi EEE ek
A ll,:_lfl:;: (AIl.,kZ _‘;_ (JijzA ] 7‘_ 9 1(]‘/177[)
. 2B(AG—B)+ A(BE— AD)
-+ i =5

A

8)

) m) .

AP

1) Von hier ab wird bei den Correktionen AR und Av der Index 2k-1 fortgelassen, da
diese Unterscheidung unnétig wird.

2) Dieselben erweisen sich identisch mit den von Herrn A. Thiesen neuerdings direkt
abgeleiteten (s, Beitriige zur Dioptrik, Berl. Sitzb. 1890):

Ty =@y (Oo)+Eof —2 (@ 7L yyys) — 2 (Dol +Jof —2F @@ +yy )

Yo=Y 7=0:(0el+Coi — 23 @1+ v 9) — (D o? + 5 €5 — 2 (v &3 + yy 1))
7 bedeutet die Vergrosserung, bei welcher das System bentitzt wird; daher ist:

v L4

Yo x-1 Yo k41 —1 Y
Ty —axy y=AdH - + ; wenn wir 25 = (H -+ A H) - y Tp=H'— el

%9 k-1 O3 %41 ~1

4 8 4 2
(o] ? o o Vo1
: i —1 2%k-+1 E = ] 2%-4-1
setzen, ferner: € = 4 ( ‘) B e ( S *) e

Gt Goel Py iy T2 k41

3. ; 55 8 ;

i Vi @ Yordn § 9y Yo k41 (C— k& oy O L1 Y

6= 1( — . Pp=D e By =
T MR e T : Y1 -5 2 8 2 Y1 V1 %234

o




) R ]
wobei R’

betrachten, die von dem angenommenen leuchtenden

nur Strahlen

Punkt in der Ebene 4 = herkommen, ist X konstant; es empfiehlt sich daher, auch

in 4H den blos von H abhiingigen Teil abzutrennen und zu schreiben:

AH— AH, + AH,
2B(AG— B+ ABE—AD) ..

12

wobei: A H,= - 3

—28(2)[S(1)8@) — 8

Hs werde zur Vereinfachung

AE—B?

i =
j ; 11)
AG—B*? o
4 il

oesetzt, dann reducieren sich die Formeln 9 auf folgende Ausdriicke:

LELRE T e
4 Z=Z' (AR >+ LI*)

12)

Die Correktionsglieder 4 H, und 4% sind nunmehr ganz symmetrisch aus den

Y
D

neuen Coordinaten in Diaphragmenebene B_, aufgebaut. Jedes derselben ist als
}li'(‘n,g]i“d

andere die ungerader Potenz der neuen Coordinaten enthilt. Ersterer bleibt bei blosser

vier Faktoren dargestellt, von denen der eine die Glieder gerader, der

>

der Vorzeichen der Coordinater

konstant, letzterer behilt seine Grosse

mit geindertem Vorzeichen bei. Daher entspricht einer symmetrischen Anordnung

der Schnittpunkte der einfallenden Strahlen in der Diaphragmenebene B . auch eine
I g i

cvmmetrische Anordnung der Schnittpunkte der gebrochenen Strahlen in der Bild-

. fom ) o

ebene A4

2 R1 "
)

uf Grund dieser symmetrischen Gestalt der Formeln 12 ist es leicht, zur

Gleichung der Brennfliche der gebrochenen Strahlen zu gelangen. Diese Brennfliche
muss offenbar in allerniichster Nihe der niherungsweisen Bildebene "1?/.--1-1 zu liegen
kommen und ihre Dimensionen in der Richtung der optischen Axe sind von der
zweiten Ordnung der Grossen H, Z, H', Z' zu veranschlagen, da die Abweichungen
der Schnittpunkte der gebrochenen Strahlen in der Ebene 4,, ., der dritten Ordnung,
die Neigungen der Strahlen gegen einander aber der ersten Ordnung angehdren.

Denken wir uns-einen aus dem dioptrischen System austretenden Strahl durch
bestimmt.

SR O e = 5] ) As o Thene y 4
seine Schnittpunkte P, @ mit den Ebenen A,, ., B ori

Abh. d. I1I. CL d. k. Ak. d. Wiss, XVIL Bd. [I[. Abth. 71




Die Entfernung der beiden Ebenen ist gleich:

h h' Ty
2% Lok - S or ,
= = - 1 ')’,>
Ot i Oort1 9 o
Die Coordinaten des Durchschnittspunktes P mit der Ebene A')H_] sind in redu-

ciertem Masse: H - 4 H, - AH,, Z+ A4Z, die des Schnittpunktes @ mit der Ehene
1))2/,-4—1: A Al = - Sd 7 Ar [rgend ein benachbarter Strahl
P'Q' wird von dem urspriinglichen geschnitten, sobald PP‘ parallel zu Q@' ist,
denn dann liegen beide in einer Ebene.
Die Bedingung hiefiir wird in folgender Formel ausgedriickt:
d(H+4H,+ 4H,) d(H'y+ H',+ 4 H

a2 Az = ALk A7

Sie vereinfacht sich, wenn man bedenkt, dass H, A4H,, Z und H', blos von
den Coordinaten des lenchtenden Punlktes abhiingen und demnach hier als konstant
zu befrachten sind. Ferner kann man die Grisse 3. Ordnung A4 H', AZ' gegeniiber
den Grossen erster Ordnune H', und Z' vernachlissigen. Wir setzen damit nur an
stelle des Strahlensystems das durch die Verbindungslinien der entsprechenden Punlkte
P und @ bestimmt ist, ein solches, welches die Punkte P mit den Néherungswerten
von ¢ verkniipft. Dessen Brennfliche kann aber von der des erstbetrachioten Strahlen-
systems nur um Grossen verschieden sein, die ohnedies ausser Berticksichtigung bleiben,
niimlich um solche 4. Ordnune in Richtung der optischen Axe und solche von der

9. Ordnung senkrecht dazu. Somit erhalten wir die Gleichung:

(4 H,) O )
N’(Jlj) i d 1[/::: - 51 ak S 37 az i
Rl ds . 3k e
S G e

Dieselbe geht durch Ausmultiplikation in foleende Differentialgleichung zwischen

2 D
H', und Z‘, iiber:

: (A7) N S Oy 574 2 (4 ) : ¢ (.
Chgu s g dz (242 i) )ﬁ_ @z 298 o g

oH", 7 3H 27
Sie bestimmt die I*'u,xl'l\:vhruiLmlfisl‘itthtsmg'un in der Ebene ])’J.,:,- fiir welche
! 254

benachbarte Strahlen sich schneiden. Dieselben Fortschreitungsrichtungen lassen sich
auch mittels der ersten Niherung auf die Diaphragmenebene iibertragen.
Wir setzen nun die aus den Formeln 12 folgenden Werte der Differential-
quotienten von A4 H, und +Z nach H', und Z ein. Dieselben sind:
(A4 H.,)
oty
d (A H,)
L

=S A H' 2| A 7% (L4 2.M)H>
16)
=244 H',
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L
o(AZ) e
: — 2AZ I
°H', =
: 6
(4 Z) i S )
i = & O 4 % i if
Die Differentialgleichung 15 geht dadurch in nachstehende Form fiber:
P, i L] ‘({71‘[’:;: d)‘,/ /ru) 72 E[_Zf‘l \ 7 7N 2 ~
@H) + 5" (20 —H2 - =) —(@2)'=0 17)
- : . o ; i ey it - ;
Das Produkt der Wurzeln dieser in i quadratischen Gtleichung ist gleich —1;

d. h. die durch sie in jedem Punkte der Ebene definierten Fortschreitungsrichtungen
stehen senkrecht zu einander. Dieser Umstand stimmt mit der von vorneherein fest-
stehenden Eigenschaft des Systems der gebrochenen Strahlen als Normalensystem
iiberein. Bei einem solchen miissen nimlich die durch einen Strahl und die beiden
henachbarten ihn schneidenden Strahlen gelegten Ebenen die sog. Brennebenen senk-
recht zu einander stehen. Da alle Strahlen des Systems nur wenig von der senk-

rechten Richtung zur Ebene Bg/.-_;_l abweichen, so wird auch das durch jeden der-
selben gehende rechtwinkelige Brennebenenpar von der Ebene 1")2/..,[41 nach zwei bis
auf Winkelgrossen von der ersten Ordnung rechtwinkligen Geraden geschnitten.

Wird die Differentialgleichung integriert, so geben die Integralcurven eine Zu-
sammenfassung der gebrochenen Strahlen nach Developpablen. Das allgemeine Inte-
oral der Differentialgleichung ist durch folgende Schar confokaler Kegelschnitte ge-
oeben, wobei 4 die Integentionskonstante bedeutet:

/[A:E:‘z & Z2 i
o w 18)
A :

Denken wir uns diese in den reducierten Coordinaten geschriebene Gleichung
in den Massstab der Diaphragmenebene iibertragen, so definiert sie dort eine bestimmte
Schar confokaler Kegelschnitte. Legen wir durch den leuchtenden Punkt als Spitze
und die Kegelschnitte der Diaphragmenebene Strahlenkegel, so haben dieselben die
Eigenschaft, dass ihre Erzeugenden nach der Brechung im dioptrischen System
Developpable bilden.

Es kann daher der Satz ausgesprochen werden:

Ordnet man die von einem Punkt ausserhalb der Axe eines
dioptrischen Systems aus einfallenden Strahlen so nach Kegeln
an, dass die Erzeugenden derselben nach ihrem Durchgang durch
das dioptrische System Developpable bilden, dann werden diese
Kegel von einer zur optischen Axe senkrechten Transversalebene
nach einer Schar confokaler Kegelschnitte geschnitten.

71% )




Die reellen Brennpunkte dieser Keoelschnitte sind auf d
M H?

. positiv oder negativ ist.
A : :

nachdem die Grosse

Hs liegt sehr nahe, in die weit

Wir schreiben zu dem Ende die Gleichung 18 nochmals mit dem
und driicken dann H'.?> und Z.* durch die beiden Parameter 1 und w

Formeln elliptise

sische Coordinaten

at
i Au-A e

Hlle=——— . 7%=
3 M H?

(MHE> AL (M H - A u
A M H?
Diese Parameter sollen ni

in auch in die

Das ergibt, nachdem man di

Ausdriicke fiir die Correl
ftihrt werden.

beriicksichtigt hat, dass:

i = M+ A (A4 w)

1st, folgendes:

— Atal(SM 1)

M H

(’///i""l::

e (MH*+ AMN(MH® 4+ Aw)[(M+L)H?*+ A (u -+ 1) 12
(dz)r=— e : :
AMH
Man kann jetzt wieder von den reducierte
ebenfalls in reduciertem Masse ausgedriickten Correkburen 47 und G B
lichen auf die Ebenen B, und A, lichen Werten »'.. , ('
/-“_7“ tibergehen, indem man di

1e Beziehungen 4a und 41

D

: el
1 H, — = 4 o 47 = == .l’.». L
v I~ Y e
2 k- i1
o' -1 5 O
/o e ' : A N
s 5 |

Dann ergibt sich:

Aud [ Yokt \? 7
M H? ( 0 o

(A

13 :’f\‘-|~f:j‘
(MH AL (M H* 4 A w){(D |-
A M H* L i

Die Entfernung der . beiden Ebenen B s ind 24 1

( 1C )2

=9 kf-1)

i =

e Gleichungen zum  Quadrat e

n Coordinaten Z‘ und H,

€117

ler Z'- oder H' -Axe, je

ufithren.

455

vl

den

1; 18t nach Friitherem
i

Parameter ¢ an

19)

ren einge-

hoben und

G
20)

—

und den

wirk-
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Die 4 Gleichungen 22 und 23 bestimmen das System der gebrochenen Strahlen.

Der Anfangspunkt O, yrdinaten in der Ebene A.. liect um eine kleine Grosse
T 0 2k )

3. Ordnung: 47,5, = 1.H. iber dem Naherungspunkte des Bildes des leuch-
lo2k+ YD :
9 ji-1
tenden Punktes. Der wospunkt O’ in der Ebene B,, ; befindet sich um die
} 2741
Grosse 1. Ordnu 7! — tiber dem Schnittpunkt mit der optischen Axe.

welcher dem Wertepar =0, u=0 entspricht, wuarde von Seidel

ausoezeichneter Strahl bezeichnet. Um ihn herum gruppiert sich

)
Strahlensvstem symmetrisch. Die Strahlen, welche Punkte der KEbenen A
] ) i

251

verbinden. fiir die ein Parameterwert konstant ist, bilden eine abwickelbare

nten aller solchen abwickelbaren Flichen erfiillen die beiden

Vantel der Brennfliche.

ite gefunden werden, welche einer Developpablen

s soll nun die Riickkehrk
1= const entspricht. Bezeichnet fiir einen Moment ¢S die Entfernung zweier be-
nachbarter Punkte der Curve wu=const in der Ebene B, und ds die Entfernung
der entsprechenden Punkte in der Ebene 4,, ., ferner z die Entfernung des Schnitt-
punktes ' der durch die beiden Punktepare bestimmten Strahlen von der Ebene 4, .,
in der Richtung des ausgezeichneten Strahles gemessen, dann findet folgende Pro-
portion statt:

i

Ksecw -+ 2

wobel @ den kleinen Winkel 1. 1o des ausgezeichneten Strahles mit der optischen

Axe bedeutet., Da z von. der 2. Grossenordnung, K aber eine endliche, d. h. mit

eichbare Grosse ist, so kann man bis auf Grossen

den Kriimmungsradien verg

4. Ordnung genau auch schreiben:

didiCy
Nun ist fiir = const. ——— = — I et1) , daher:
WSy k-1

- Al Dyopis) 'yt d 4, 4 Vit o 0
/231 L —— i = - = e
d n, Tl U5 Q51 d H, 0 ot

E(AEY. DL

una: ==

0 ML E AL,
G, 3 I AR

woraus folgt:

(8
(3
=

AB A+ w]
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Damit ist die in der Richtung des ausgezeichneten Strahles liegende Coordinate
eines Punktes der Riickkehrkante durch 4 und u ausgedriickt. Um ein Gleiches auch

fiir die Coordinaten y und 2 in der Richtung der A7, und 4L-Axen thun zu konnen.

denken wir uns durch jeden Punkt der Ebene Az;.-_;_l statt des durch ihn gehenden
Strahles eine Parallele zu der Richtung, die der entsprechende Strahl der Gauss'schen
Niherung hat, gezogen und auf ihr die Grosse z abgetragen, wodurch man den
Punkt ' erhilt. Diese Parallele wird, wenn es sich blos um Entfernungen 2. Ordnung
von der Ebene A

oy handelt, nur um Grossen 5. Ordnung von dem wahren Strahl
2 f- ; g

abweichen, da ja die Winkel des wahren Strahles denen  des geniiherten bis auf

Grossen 3. Ordnung gleich sind. Ebenso wird die Grijsse z, welche als Entfernung

unseres Punktes ¥ von A in der Richtung des ausgezeichneten Strahles gemessen

)T
Z K~

gefunden wurde, nur um Grissen 4. Ordnung von der Entfernung jenes Punktes F
auf dem wahren Strahle gemessen unterschieden sein. da die Richtungen, in welchen
die verglichenen Entfernungen 2. Ordnung gemessen wurden. beide bis auf Winkel-
grossen 1. Ordnung senkrecht zur Ebene ;412/{+1 standen. Somit wird der Punkt F’
bis auf Grossen 5. Ordnung in der Richtung der 2 und y-Axen und bis auf eine
y kte I
coincidieren. Der Punkt F"., den wir bei der beabsichtigten Genauigkeit mit F ver-

Grosse 4. Ordnung in der Richtung des ausgezeichneten Strahles mit dem Pu

wechseln koénnen, hat folgende Coordinaten:

i R
’ &
4 %2 p--1 = 2k N
R (e xr—-—=>" g = 1 i 261
/ 1% 2 k-1 ]\7 J\ 3
Nach Einfithrung der Parameter 2 und g mittels der Gleichungen 22, 23 und 25

ergibt sich:

E e T M L AL (M H* + Auw)

o= M ()‘:?"'Jr;’ A A M H*? 974
; 97
Lar e ¢ i
gl o [(BM+ L)H*+ A(BA-+ w)]
o, g :

Diese 3 Gleichungen fiir die Coordinaten eines Punktes der Riickkehrkante der
Developpablen stellen zugleich die Gleichungen des geometrischen Ortes derselben,
also der Brennfliche, in Parameterform bezogen auf ein System geoditischer Linien
M = const. und dazu konjugierter Curven A= const. dar.

Eliminiert man noch den Parameter u der geodiitischen Linien mit Hilfe der
letzten Gleichung, so erhilt man:

L 0 T = L) Ve
P eatath o2 oy Iy - 341
A M : S 1’/5 P
’ y \ i i )‘\\)
, LAY o, P ) 2 k-1
0 & e (B b L) SR
Y TBE 1 »,/,“:”M ( - L) H l/) ”ll;‘x-_x
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2 . v— M H* - ;
Setzt man hierin A& = — : = , so ergibt sich:
> -—1 S - 9 - GQ;’!;-{-—X _— 5 yi" k-1
o e A e R e R S ) ey 8 B ) B A | ) =
(Aare @ H?) ( 32 H [ T, (M + L) H*] -
‘ Joae
Y = L (v— MH) | Bot+t MH —2[x okl ML L) H Y 2k :
mETE R T . Ui L e

Die schon erwihnte Gleichung derselben Fliche, welche v. Seidel in dem
Briefe an Kummer citiert, lautet:
L= 4)PBv—4—22)

Eyi=(w—APBv+ 4 —22).

30)

Mit derselben wird die hier abgeleitete Gleichung identisch, wenn man die Grossen:

A AMH ¢ Wl Wit o e _
5 - : , —————— (M4 L) H?
Vo k-1 1 Y9 k1
mit folgenden: k ; A ! z vertauscht.

Die Fliche steht in sehr naher Beziehung zur Centrafliche eines elliptischen
Paraboloides. Wenn die Gleichung des letzteren folgendermassen geschrieben wird:
2
Y &

77+ b —2z—(a+0)=0, al)

so ist die Gleichune der Centrafliiche:

5 1 —b\? [ l
- b(@ — /')Z'";(/;—i— 2 ,)) (?H‘ - - s —JJ)

9

B 7 32)
ala—bY?= ({: o j “ ) : (3 v~ & 5 e =i ;\') -
Sie geht in die Seidel’sche Gleichung der Brennfliche tiber, wenn:
2 % /H/‘{/ 2 : a——b : :
Ke=g o —aps l/ il ferner: 5 A  a(a—0b) =%k gesetzt wird.

Die Gestalt der Brennfliche wurde von Herrn L. Schleiermacher?) diskutiert
and durch -ein Modell versinnlicht. Da in der Richtung der x-Axe alle Dimensionen
von einer anderen Grossenordnung sind als in der Richtung der beiden anderen Axen,
so sind die ersteren im Vergleich zu den letzteren stark verkiirzt dargestellt.

Ohne die Diskussion, die keinerlei besondere Schwierigkeiten bietet, hier um-
stindlich zu wiederholen, soll das Resultat derselben in einer Weise dargestellt werden,

1) Mathematische Modelle, angefertigt im math. Institut des K. Polytechnikums zu Miinchen.
Abteilung IT. Unter Leitung von Prof. Dr. Brill. Eine photographische Reproduktion des Schleier-

macher’schen Modelles siehe Tafel 1.
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an die s re Weiterverwendung der Brennfliche naturgemiiss ankniipft. Wir
bilden némlich die Brennfliche in eine Ebene mit den rechtwinkligen Coordinaten 4 u
ab, indem wir jedem durch ein Parameterpar bestimmten ’

der Kliche den-

jenigen Punkt der 4 u-Ebene zuordnen, dessen rechtwinklige Coordins:

diese

Parameter sind. Die y-Coordinate der Fliche ist nur dann wenn A und u ent-
:

S y 1
leicnes mit aen

gegengesetztes Zeichen haben, -Coordinate ebenso, wenn ein G

Ausdriicken M H” + AA und M H? + Aw der Fall ist. Es entsprechen daher ree

Punkte der Fliche nur jenen Punkten der Au-Ebene, die in zwei in nebenstehender

Figur 2 unschraffiert issenen Streifen liegen.

‘.;‘.‘4[1“1'

eifen entspricht einem

der Brennfi:

jedem Punkt A de
gehdren 4 symmetrisc
XY- und X

solechen Mantels

oleichsam die
des entsprechenden

i - hat

4 } . { . .
1ese Carameterwerte

mit 43

mit proportional

T el :
) wird, welches Ja

\F LI s I -
Fiir die Parameterwerte

~ die beiden Mintel im P

Ebenen Schnitten der Bremnfliche

1

X Y-Hbene entsprechen (Grerade 3 A -+ 1 = const.

R T . . . 5 ~ |
Die Schnitte mit den beiden Coordinatenebenen

erwihnten

2y und zz zerfallen in die se

ten (dreifach
Pa-

meter)

T

|

lende Neil’sche Parabeln.

: s " a7 VRS soss 1 L el
In der X Z-Ehene beriihrt

die apollonische Parab

Neil'sche in zweil Punkten

mit den Paramefern 4 =10

u=0; denselben, in wel-

chen die 2 Mintel zusam-

menhingen. Die Fliche ist
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neunter Ordnung. Die beiden Méntel durchschneiden sich in einer Doppelkurve 12. Ord-
nung, die indessen mit der Eigenschaft der lidche als Brennfliche nichts weiter zu thun
hat. Den Geraden y= const der Ebene entsprechen geoditische Linien der Fliche, den
dazu senkrechte Geraden A =const dazu conjugierte Curven, welche daher einen fhn-
lichen Verlauf haben miissen, wie er in der Figur 3 angedeutet ist. Wenn man in
dem Gleichungssystem der Fliche die Parameterwerte 4 und g vertauscht, so wird
dadurch.die Fliche selbst nattirlich nicht gedndert; es dndert sich eben nur die Bedeutung
der Parameter; 4 const werden geoditische Linien, wu const conjugierte Curven.
Ein Parameterpar Au reprisentiert einen Strahl, oder genauer gesagt 4 symmetrisch gelegene
Strahlen, von denen jeder in zwei Punkten, die auf verschiedenen Ménteln liegen, die
Brennfliiche bertihrt. Hiedurch werden aunch die beiden Mintel der Brennfliche punlkt-
weise aufeinander hezogen, beziehungsweise abgebildet und diese Abbildung iibertriigt
sich ebenso auf die Streifen in der A w-KEbene. Zwei Punkte dieser Kbene, fiir welche
die 4 und w-Coordinaten dieselben Werte in vertauschter Anordnung haben, die also
symmetrisch zur Geraden A-—u liegen, entsprechen demnach solchen Punkten der
Brennfliiche, in denen ein und derselbe Strahl gleichzeitig bertihrt.

Unter den ebenen Schnitten der Brennfliche parallel zur 2y Kbene ist jener
ausgezeichnet, welcher durch den Punkt 4—0 p-—-0 geht.

Ly,
| Bilicaahim st o — LBM4LYH? wnd 34+ u=0, oder u=—3A.
| )]_[_
l Dies gibt fiir die # und y-Coordinate:
! 12 A30% Vo - 4(MH*+ AL(MH*—3AR) v LIER 2
Yy Prrreit e e AT e : G e
M H ”23/.-+1 AMH 2h+|
Ho m
Aus der ersten Gleichung folgt: #*=-y - Adierl i/ zichl
g 2V :)‘41’1—}-1
Entwickelt man die linke Seite der zweiten Gleichung und ordnet man nach
geraden und ungeraden Potenzen von 4, so folgt:
AMH?2°— 25t 4 MAH® + 24 M H* A2 |- 12 A*A%— 32 M H® 4323,
Mokt
Nun guadriert man auf beiden Seiten und fithrt den Wert fiir 4° ein:
Ol o o 2
[AMui‘g»ﬂ I 4 M HE i M*H* Ay~ *"“ l/v,,,z‘,’; ol M AR |
l L 2k41 2 k-1 A v 2 fe-}-1 ]
]‘ - Lol Gy
2 MEH Ay I/ £ B
3V3 i iy
S5 , M\’
12y ——— L 4V3MH3y Yo ]/ |
5 A Tyt A | )
{ 4
‘ 128 Bemy M
e oo M H g8 <200 l/
5 l 3 63]‘-%_1 4 /1
Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIIL. Bd. III. Abth. 72
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Fig. 4. Diese Gleichung stellt zwei in Bezug auf die #-Axe symmetrisch
liegende, dreispitzige Hypocycloiden dar; und zwar betriigt der Radius
/ des #usseren Bahnkreises:
i
TR - M H?-
o 3

der des inneren rollenden Kreises ist ein Drittel davon. (Fig. 4)
\ Die weiteren Schnitte der Brennfliche parallel zur y 2-Ebene
bestehen, wie am einfachsten aus der Abhildung in der Au-Ebene
Fig. 5. 75
zu ersehen ist, fiir: # >-—""(3M - L)H® aus einem
O okt
ovalen und einem asteroidenartigen Zweige (Fig. 5); wenn:

TP<’I<+: G vV,
L=l (BMA L)y H’ aber > T -

(1)

L (DM By R

2 k-1 0 spt1

aus z w el ineinanderliegenden, spindelférmigen Zweigen (Fig. 6);

5
2 fe-b-1

2

wenn ferner z < 7 — ; = (2 M+ L)H* aber > T — L 0>
911 0 orta
Fig. 6. aus einem solchen, endlich, wenn x noch kleiner als letzterer Wert ist,
wird die Schnittkurve ganz imaginir.

Aus der Form, welche v. Seidel der Gleichung der Brennfliche ge-

geben hat, ersieht man am einfachsten, dass alle durch dieselbe definierten

Flichen, abgesehen von ihrer Lage zum dioptrischen System und von

einzelnen Ausnahmefillen, die im nédchsten Ahschnitt erledigt werden, in

affiner Beziehung zu einander stehen, wobei indessen das Verhiltnis der

z- und y-Coordinaten unveriindert bleibt. Fiir ein und dasselbe diop-

trische System und vorgegebene Objektebene sind die Grossen 4, M, 7T, h, o, ¥ con-

stant; es éindert sich nur mit dem jeweils hentitzten Gesichtsfeld proportional die

Grosse H. Die Lingsdimensionen der Brennfliche hingen, wie aus der Gleichung 25

fiir die z-Coordinaten hervorgeht, in quadratischem Verhiltnis von H und damit vom

Gesichtsfeld ab; die Querdimensionen dagegen, wie sich aus den Gleichungen fiir 22

und ¢* oder noch einfacher aus dem Ausdruck fiir den Radius des Hypoeycloiden-

kreises ergibt, von den dritten Potenzen der Grosse H. Je mehr man sich demnach

von der Mitte des Gesichtsfeldes entfernt, um so griosser wird das an sich kleine Ver-
héltnis der Querdimensionen zu den Lingsdimensionen der Fliche.

Was nun die Lage der Brennfliche im Raum gegeniiber der optischen Axe und

der geniherten Bildebene bei verschiedener Lage des leuchtenden Punktes in der

Objektebene betrifft, so ist es niitzlich, zuniichst die einzelnen - Axen der Coordinaten-

systeme zu verfolgen, auf welche die Gleichung der Brennfliche bezogen erscheint.




543

Diese z-Axen sind die jeweils ausgezeichneten Strahlen Oy O, der zu den Brenn-
flichen gehorigen Strahlensysteme. Dieselben liegen mit dem leuchtenden Punkt und
der optischen Axe m einer Ebene. Alle in Betracht kommenden leuchtenden Punkte
sollen in derselben Ebene durch die optische Axe angenommen werden, was in an-
betracht der Symmetrie des Linsensystems in bezug auf die optische Axe offenbar
zuldssig ist. Von den Punkten O'; und O, liegt der erstere in einer Entfernung:

T ]) v
2k-4-1 > 2 k-1 . 5 L ]
(i H' —— Dleematt) I o - L der zweite dagegen 1n der Entfernung:
i L 4 O o pp i
.
agll 2 I 2 i n g e
Yoy T 2000 0 (H + 4 H,) s von der Axe. Wenn wir von dem Correk-

2k-4-1
tionsgliede 4 1),,,,, absehen, sind beide Entfernungen proportional der Grosse f{ und
k- :
el ; B
ihr Verhiltnis betrigot: - 1
3 g
Daher werden alle Verbindungslinien O'; O in erster Niherung durch einen
bestimmten Punkt W der Axe gehen, dessen Abstand & von der Kbene B"/'-l~1 durch
nachstehende Formel ausgedriickt wird:

- 2 17
s K B1 Y9 k1
e CopRdel e TR S At SRR R R S B i e e ' Nt
' 02111 2hef] Aoy, (BOyy, —A40y,,)
Wir konnen daher folgenden Satz aussprechen: Die Symmetrieaxen (ausge-

zeichneten Strahlen) der Brennfléichen, die zu den leuchtendcu Punkten
einer Objektebene gehdren, convergieren nach einem Punkte W der
optischen Axe.

Nunmehr betrachten wir die Lage einzelner ausgezeichneter Punkte der Brenn-
fliche auf dem jeweiligen ausgezeichneten Strahl. Als solche bieten sich drei dar:
Die Scheitel ¢ und 8 der beiden Riickkehrparabeln und der Punkt y, in welchem die zu
‘e Schnittebene die Axe trifft. Fiir diese drei Punkte sind die «-Coordi-

Kig. 4 gehori

naten, die bis aof hier zu vernachlissigende Grossen den Entfernungen von der ge-

niherten Bildebene gleichgesetzt werden konnen, folgende:

te]

Ol b o e
7 V’_)lc+ 9
f"f. =y .;/,Z:Tf: {-J’[)/[
0% o1
VoS
¥ =T —;"*‘ (L +8.M) H*

=1
B
¥*
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Sie sind alle dem Quadrate des Gesichtsfeldes proportional. Durch die Punkte «
lisst sich demnach mit der hier angestrebten Genanigkeit eine Kugel legen, deren
Radius o, sich folgendermassen ausdriickt:

2
M 9k
% o

Es ist ndmlich To bt bis auf Grossen 3. Ordnung der Entfernung des Punktes e
von der optischen Axe gleich und # bis auf Grossen 4. Ordnung dem Abstande des-

selben Punktes von der Ebene A Die Formel stellt daher bis auf Grossen

2h41°
2. Ordnung den betreffenden endlichen Kugelradius dar. Setzt man nach 4a:
Yort1
n H- e
12141 7
2k41

und den entsprechenden Wert fiir @, so erhilt man:

2
2 -1 o
0 T 36)
Analog fiir die Radien g, 9,¢
. S Yokl 57
e PR g S 3
P S(HE )+ 28(3) —3
2k
= e e ST e 38
7 S(1)(SH4) 4 5(2)* )

Nimmt man statt « oder 8 einen zwischen, oder ausserhalb beiden liegenden
Punkt 0, dessen Abstandsverhiltnis von « und 8 wie @:1 ist, so werden alle ent-
sprechend liegenden Punkte auf den verschiedenen ausgezeichneten Strahlen auf einer
Kugel vom Radius o5 liegen, der sich, wie leicht zu sehen, aus den Radien 0, und o
folgendermassen berechnet: .

1

03
/)

ey /] } l 20)
ni ek ke 39)

Sa

US

N

Alle diese Kugeln bertihren die Ebene 4y,,, m der optischen Axe; jede von
ithnen schneidet aus den verschiedenen Brennflichen unter sich ihnliche Brennfiguren,
aus, deren Dimensionen vom Centrum des Gesichtsfeldes gegen den Rand zu mit der

dritten Potenz der Entfernung von der Axe wachsen. Man kann daher beispielsweise
den Satz aussprechen:

Eine Kugel vom Radius ¢,» welche die geniherte Bildebene ;127%1 1m
Schnittpunkte mit der optischen Axe beriihrt, schneidet alle zu den leuch-
tenden Punkten der Objektebene A_, gcehOrigen Brennflichen nach einem
Par dreispitziger Hypocyloiden, deren Dimensionen mit der dritten Potenz
der IEntfernung des leuchtenden Punktes von der optischen Axe wachsen.
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Specielle Fille und Ausartungen der Brennfliche.

se I gleich Null

and damit vereinfachen sich die Formeln derartig, dass die Brennfliche zur Rotations-

Fiir einen leuchtenden Punkt in der optischen Axe ist die Gt

fliche wird. Hs ist dies indessen nicht die einzige Moglichkeit, die Brennfliche zur
Rotationsfliche zu machen; es gibt vielmehr dioptrische Systeme, welche fiir jeden
beliebigen leuchtenden Punkt ausser der Axe -— innerhalb unserer Niiherung — eine
Rotationsfliche als Brennfliche liefern. Um dieses zu erkennen, miissen wir auf die
Formeln 12 zuriickgreifen. Wenn wir hierin die Grosse M =0 setzen, was dem
Verschwinden des Ausdruckes S(1) S(3) — S(2)* gleichbedeutend ist, so gehen die-
selben in folgende Form iiber:

A Hy,— H', (AR'>+ LH?)
W7t (AR TallR)

Durch Quadrieren und Addieren beiderseits erhdlt man:

(4H )P+ (4Z2)*—(4dR,) (4 R'.>+ L H*)?, woraus:

AR, ~+ L H?). 40)
Durch Division beiderseits:
AH
ey 2l

Daraus erkennt man, dass die Schnittpunkte der Strahlen in den beiden Ebenen 4, |
und L’M_}_l um die betreffenden Anfangspunkte der Coordinaten O, und O', nach allen
Richtungen symmetrisch liegen, wenn dies in einer Kbene der Fall ist. Entsprechende
Punkte beider Ebenen miteinander verbunden geben demnach Strahlen, welche den
ausgezeichneten Strahl alle schneiden und um ihn herum symmetrisch gelagert sind.
Das confokale Kegelschnittsystem der Ebenen B geht, wie aus den Formeln ersichtlich
ist, in eine Schar concentrischer Kreise: R’y = const. und das Biischel ihrer Radien:
H
e

const. tiber.

Fir den Meridian der Brennfliche lassen sich dann die Formeln ableiten:

Yon 1 9 1 9
=T 34R 4+ LH)
O okd-1
: e 9 4 R'.3 2n1 et
) '+ 2 —2AR', o woraus:
2 -1
v? o’ 8
’ j,fwhhl@:"H’AIm) 42)
90 00 Ay L7 AR
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Diese Gleichung stellt eine Neil’sche Parabel dar. deren Spitze von der Ebene

ke L T‘/gm[_f 5 ; ol | Hg s

AQHJ um die Grosse z———""""_ [J? ghsteht. Die Tangente in der Spitze ist die
it i
-1
|

Rotationsaxe der Brennfliche. Alle Spitzen der Brennflichen. die den leuchtenden

Punkten der Objektebene zugehiren, liegen wieder auf einer Kugelfliche, deren Radius
; ] ) ;
durch den Awusdruck:

gegeben ist.

Da der Parameter der Neil’schen Parabel von der Grosse H {dem Gesichtsfeld)
unabhiingig ist, so sind in diesem Falle alle Brennflichen kongruent. Duaher der Satz:
Wenn fiir ein gegebenes dioptrisches System und eine gegebene Objekt-
ebene der Ausdruck: S(1)8(3)— S2(2) verschwindet, so sind alle Brenn-
fléchen, die zu lenchtenden Punkten der Objektebene gehdren, con-
gruente Rotationsflichen, mit einer Neil’schen Parabel als Meridian,
21
S@4)S(1) — S*(2)
Verschwindet auch S(1)S(4)— S(2)%, ohne dass S(1)=—0 wird, was das Ver-

ClEh e

deren Spitzen auf einer Kugel vom Radius 0, =—- liegen.

schwinden von S(2) und S(4) nach sich zieht, so geht jene Kugel in die ge-

niherte Bildebene iiber.

Wird in den Formeln 12 [7— 0 gesetzt, also der leuchtende Punkt in der Axe
angenommen, so werden dieselben auch von M unabhiingio und in diesemn Falle ist
daher die Brennfliiche dieselbe, gleichviel ob /- 0 ist oder nicht. Die Kormel 42
gilt daher stets fiir die Brennfliche des leuchtenden Punktes, der in der Axe liegt.

Es ist bisher immer die stillschweigende Voraussetzung gemacht worden, dass
S(1)==2 A T'® nicht verschwinde. Denn sonst wiire Ja die Reduktion der Gleichungen 8

auf die symmetrische Form nicht ausfithrbar gewesen, da diese eine Coordinatenver-
2
. 2 v r . .
schiebung um H* o H notwendig machte. Nur in dem einen Falle, wo H =0,

das heisst der leuchtende Punkt in der Axe angenommen ist, fillt diese Verschiebung fort
und fiir diesen Fall gelten also auch unsere Gleichungen, wenn 4 -0 gesetzt wird.
Dann wird aber der Parameter der Neil'schen Parabel. die den Meridian der Brenn-
fliche bestimmt, unendlich gross, es existiert tiberhaupt keine Brennfliche mehr, alle
von dem leuchtenden Punkt der Axe ausgehenden Strahlen schneiden sich nach der
Brechung bis auf Abweichungen 5. Ordnung wieder in einem Punkt. Wenn dem-
nach §(1)-~0 wird, so ist der Kugelgestaltsfehler des dioptrischen Systems
in der Axe gehoben. Unter dieser Voraussetzung ist eine symmetrische Gestaltung
der Formeln fiir einen leuchtenden Punkt ausserhalb der Axe, wie sich herausstellen
wird, tiberhaupt ausgeschlossen. Wenn 4 -0 ist, vereinfachen sich die Formeln 8
zuniichst folgendermassen:




b1
B~
-1

AH—H(—3BH" +HH' (E+2G)—BZ% — DH?
AZ—7'(FH*-—2B HH").
Die erste von beiden lidsst sich durch Parallelverschiebung des Coordinaten-
systems in der Richtung der H'-Axe noch weiter reducieren:

, - 248(2) + T S(8)
g L ~>(1¢ o \)»\f,_; i 44)
& )

AH—HH',(HE— @ —2BH',) — BHR,— DH®

e 15)
A7 HE(HE -G ia B

Es soll wieder der von der Oeffnung unabhiingige Teil von 4 H abgetrennt und
mit o H, bezeichnet werden.
3282+ xT(@28(3)+SH)+ I*S(5)

AdH—AdH +AH, AH—— DH*— — 5 s i
Die beiden Gleichungen:
AH,— HH' . (HE— G)—2BH,) - BHE' 169

AZ—HZ' (H(E— Q) —2BH')
werden nun ganz analog den Gleichungen 12 weiter behandelt.
Um die Strahlen des austretenden Strahlensystems nach Developpablen zu ordnen,
bilden wir die Differentialgleichung 15, wobei wir folgende Werte fiir die Differential-

quotienten einzufithren haben:

.
S =l bBHZ
3 A4 LT
A BN G el
o H',, ;
o4 Z S s o P ITIT!
A = B G)—2BHH i
047 :
T IRnpiERo) 3 A
I, BHZ
So erhalten wir:
: ey 0 D L
(dH' ) —2dH dZ' 77 e (g =10 47)

Das allgemeine Integral wird: Z“?==2*+4 2AH', und stellt eine Schar confo-
caler Parabeln dar.

Geht man von den reducierten Coordinaten auf diejenigen der Diaphragmenebene
iiber, und ordnet man die einfallenden Strahlen in Kegel, welche die confocalen
Parabeln der Diaphragmenehene zu Leitlinien haben, so werden die Strahlen eines
Kegels nach ihrer Brechung wieder Developpable bilden; daher der Satz: Werden
in einem dioptrischen System, bei welchem fiir eine bestimmte Entfer-
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nung der Objektebene der Kugelgestaltfehler in der Axe gehoben ist, die
von einem Punkt ausserhalb der Axe ausgehenden Strahlen so nach
Kegeln geordnet, dass die Erzeugenden eines Kegels nach ihrer Brechung
Developpable hilden, so schueidet eine Ebene senkrecht zur optischen
Axe die Kegel nach einem System confocaler Parabeln.

Wir fithren nun wieder statt der Gréssen H'., Z' die Parameter der confo-

calen Parabelschar ein:

w2 : i
Hos - Lniian 8 48)

L

A et _;)7’ H BB~ 4+ B+ )]-—RB /[( =i

S 49)
g " W AT SRR o \
AdZ—V —~iu H[H(E—G) + B+ w)].
Dann gehen wir von den reducierten Coordinaten auf jene der Ebenen 4
B,, ., iber und erhalten:
2 k-1

p A 1'27"—!—1, 2

o okl :
e i : renk — u A s ] 50)
Lok i = 0"27.‘—1-5 ‘ . o' k-1 :
A+ u : y : 2 . s T "
A1y, e ST ey B g el T
1# 9 1 ] b5} ; =i - =
i i 2k-4-1 B 1)
»2 0
(J:;] )? == [/2]' f[(l b — G‘I‘ -+ B0+ lu}rl“' "’“‘,‘l,,_
2k--1 £ \ s 3 \ T ()_3“/ o

Um zur Gleichung der Brennfliiche zu gelangen, sei als Coordinatensystem jenes
gewihlt, welches von den Geraden :/)/;kf_‘l‘_i_I
und ausserdem von der Verbindungslinie des Ursprungs dieses Coordinatensystems der

Ebene A”__H mit dem Punkte Z'—0 H',—0 der Ebene 7?_,H_] als z-Axe ge-

=0 als y-Axe und ngm‘—l = aly - Ave

bildet wird. Letztere Verbindungslinie tritt nunmehr an die Stelle des ausgezeich-
neten Strahles.

Unter dieser Voraussetzung lisst sich die Formel 24:

e T i e

SRR P i 2 ey ~ T ‘ = 24 )
ddH % ()““_H oA oH % “7;"’;-}-1
direkt anwenden. Wenn man nun: .
(A4 H, e —E ;e - Ain
i LUt LA e e
= i
D/lq‘ — = — 5 setzt, so ergibt sich:
e=H[H(E—G)+ B@BA+uw)]T p i 52)

|
|
|
|
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Ebenso gelten fiir die  und z-Coordinaten die Gleichungen 26:

B 4: L’"—"‘-I
=1 — T — e
5 R
Hieraus folgt noch Einfithrung von 4 und w aus 48 und 49:
byery =B ; :
y=— B 6hu— )
S LB HY ~ 53)
o A eER s s E
x2=H[HIE—G)+DBBA+ )] 1 e
2 k-1

Wie man aus dieser Gleichung der Brennfliiche ersieht, ist die letztere symmetrisch
y
2 k-1

2
0 o1

zur xy-KEbene. Fithrt man an stelle von # einen um: ‘g, =H*(E — &) T

verschiedenen Wert #, ein, so dass: — (34 -+ ), so zeigh sich, dass

die Brennfliche auch symmetrisch zur BEbene x=wx, ist. Aendert man nimlich
gleichzeitie das Zeichen von A und g, so #ndert sich weder Grosse noch Vorzeichen

von y und 2z, dagegen das Vorzeichen, wenn auch nicht die Grisse von z,.
Nach Art der Ableitung geben die Curven p = const geoditische Linien, die

Curven A=const dazu conjugierte Linien der Fliche, die selbst aus 2 Minteln hesteht.
Wir wollen dieselbe wieder in eine 4 u-Ebene abbilden, so dass einem durch das
Parameterpar 4, u definierten Punkte der Fliiche der Punkt mit den rechtwinkligen
Coordinaten 4, u der Kbene entspricht. Da # nur fir Parameterwerte von entgegen-
gesetztem Vorzeichen reell wird, so entsprechen nur dem 2. und 4. Quadranten der
4 u-Ebene reelle Punkte der Fliche. Jeder der Quadranten ist das Bild eines Mantels
der Fliche. (Fig. 7.)

Die Schnitte mit Ebenen z.. = const werden durch

Gerade abgebildet, die in beistehender Figur 7 strich-

reodédtischen Linien sind durch

punktiert sind; die g

punktierte, die conjugierten Curven durch ausgezogene
Linien angedeutet. Die conjugierte Curve A==0 ist
eine in der zy-lbene verlaufende Parabel O¢ von

der Gleichung:
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Hig. 8, Dieselbe ist Riickkehrkante der Fliche, da fiir A3=0

#*=0 wird. Die geodiitische Linie A=0 liegt ebenfalls in
der zy-KEbene und zwar ist dieselbe ebenfalls eine Parabel 07,

o

deren Oeffnung aber der vorgenannten entgegengesetzt ist.
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Letztere ist, da fir w=0 2*—=0 wird, eine einfache

Symmetrielinie des Mantels. Siehe Figur 8, welche eine Hilfte
des Mantels darstellt. Auf Tafel I Figur 2 sind die beiden
Miintel in ihrem Zusammenhange abgebildet.

Wird 84% 4 6 ud — u? =0 gesetzt, oder u =(342V3)1, so erhilt man den
Schnitt mit der zz-Ebene:
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Die erste der beiden Gleichungen zerfillt in zwei solche, welche aber nur reelle

Coefficienten haben, wenn V'3 mit negativem Zeichen genommen wird:
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Der reelle Teil des Schnittes mit der x2-Ebene zerfillt demnach in zwei Sym-
metrisch gelegene, im Anfangspunkte sich beriihrende Parabeln.

Was die Schnitte mit Ebenen parallel zur yz-Ebene anlangt, so ergibt sich der
Schnitt mit der Ebene x, = 0 als besonders einfach. Fiir ihn ist @ =—34 also:
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Er zerfillt demnach in ein Geradenpar. In demselben durchschneiden sich die
beiden Mintel. Jeder Schnitt parallel zu der Ebene x = 2, besteht aus zwei Zweigen,

von denen einer einer halben Hyperbel, der andere einer Neil'schen Parabel dhnlich
sieht. Siehe nachstehende Figur 9.

Pig. 9. Wie aus den Gleichungen 53 unschwer zu entnehmen ist,
y unterscheiden sich die moglichen speciellen Brennflachen, abge-

sehen von ihrer Lage im Raum und ihrer absoluten Grosse
nur durch das Verhiltnis der Querdimensionen zu den Lings-
dimensionen. Dieses Verhiltnis ist, wie aus den Ausdriicken
fir die Parameter der Parabeln 54, 55, 57 ersichtlich wird,
von der ersten Grossenordnung und proportional dem Gesichtsfeld.

Ueber die Lage der speciellen Brennfliche gegeniiber dem

optischen System gelten ganz #dhnliche Bemerkungen wie im
allgemeinen Falle. Hat der leuchtende Punkt verschiedene Distanz von der optischen
Axe. so werden die z-Axen der Coordinatensysteme, anf welche die den verschiedenen
Lagen desselben zugehbrigen Brennflichen bezogen sind, in erster Niherung gegen

einen Punkt der optischen Axe convergieren, dessen Kntfernung ¢ von der Kbene

]J’;),_+1 dhnlich wie im allgemeinen Falle berechnet wird. Sie ergibt sich hiebei zu:
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Die Entfernung der zur yz-Ebene parallelen Symmetriechene der Brennfliche:

3
Ay ~\ 2 k-1 O 2
2= (E— )T 2" [* ist dem Quadrate der Entfernung des lenchtenden Punlktes
0 \ 52 4 <]
2k-4-1

von der optischen Axe und damit auch dem der geniherten Entfernung des Bild-
punktes von der Axe proportional, woraus wieder folgt, dass die Punkte der z-Axe,
fir welche # =, ist, auf einer Kugelfliche liegen, welche die geniéherte Bildebene

im Schnitt mit der optischen Axe beriihrt und deren Radius sich zu:

v v,
2 Jo4-1 2f4-1 S0 : 2t
—_— == ——  berechnet. 60
e E G 8B 8 )
Satz: Ist der Kugelgestaltsfehler eines dioptrischen Systems in der
Yort1

Axe gehoben, dann schneidet eine Kugel vom Radius 0= —7—+—

S53) —S@E)
aus den Brennflichen, die zu den verschiedenen leuchtenden Punkten
einer Objektebene gehdren, je zwei (unendlich kleine) Stiicke von Ge-
raden aus, die unter einem Winkel von 60° zusammenstossen. Je nach-
dem die Grosse S(2) positiv oder negativ ist, kehrt sich der Scheitel des
Winkels gegen den Rand oder gegen die Mitte des Gesichtsfeldes.
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verschwindet.!) Hier lisst uns wieder die vorhin angewendete Coordinatentransfor-

Wir kommen nun zu dem Falle, dass die Grisse B — - neben A oder S(1)

; : ] G : :
mation H'=H' 4-H', im Stich, da H', = 55 H unendlich gross wiirde. Die

Formeln 8 lauten in diesem Falle:
AH=H'(E+2G) H*— DH? Gl
A 8 ol

Es bedarf hier keiner weiteren Verschiebung des Coordinatensystems H' Z' mehr,
dagegen wird man fiir 4 H = 4 H, - 4 H, schreiben, wobei wieder 4 H, = — D H? ist.
So ergibt sich:

g

AH, —H(E+26) H

Die Abbildung der H'Z'-Ebene in die AH, A47Z-Ebene ist in diesem Falle
einfach eine affine. Das Strahlensystem, welches die entsprechenden Punkte der
Ebenen Ay und B,, ., verbindet, wird ein lineares; an stelle der Developpablen
treten Ebenen, die sich in den Direkticen (Brennlinien) schneiden. Die Brennfliche
selbst degeneriert in die beiden Direkticen und besteht aus 2 geraden Brennlinien.

Die Curven der Ebene H' Z‘, welche den Developpablen entsprechen, sind die Ge-
raden H'=1, Z'=pu. Die entsprechenden Curven der Ebene A A7

AH,=ME+2G)H*, A4Z=ukFE H. 63)
Von den reducierten Coordinaten auf diejenigen der Ebenen A,,,_{, B, . iiber-
gehend, erhilt man:
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Fiithrt man als z-Axe die Gerade, welche die Punkte mit den Parametern
A=0w=0 verbindet, ein, wiihrend die y und z-Axe mit der 47 und AL-Axe der

Ebene 4, , zusammenfallen, so erhdlt man fiir die z-Coordinaten der Brennlinjen:

1'.7 o)
X, == (B 2 T 2
T 2ut 66)

1) Die Diskussion dieses Falles findet sich bereits in den astronomischen Nachrichten 1027 ff.
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In ersterer schneiden sich die Strahlen, welche den Punkten der Geraden
1 = const, in letzterer die Strahlen, welche denen der Geraden A== const entsprechen;
erstere ist daher parallel zur 2-Axe, letatere zur y-Axe.

Diejenigen Punkte der x-Axe, in welchen sie von den Brennlinien geschnitten

wird. haben wieder Entfernungen z., %

; von der Hbene 4,, ,, die dem Quadrate des

2

vl‘
Gesichtsfeldes proportional sind. Sucht man diese Punkte fiir alle lenchtenden Punlkte

der Objektebene auf, so liegen dieselben auf zwei Kugelflichen, deren Radien ¢, und ¢,

durch die Formeln:

bestimmt sind.

Herr Professor v. Seidel hat in den Astronomischen Nachrichten nachgewiesen,
dass bei dem von Fraunhofer konstruierten Objektiv des Konigsberger Heliometers
die Bedingung S(2) = 0 nahezu erfiillt ist und kniipft daran den Vorschlag, die Be-
dingung, unter welcher die Brennflichen in Brennlinien degenerieren, Fraunhofer-
bedingung zu nennen. Innerhalb der Gremzen unserer Niherung fillt dieselbe mit
der Abbe’schen Sinusbedingung zusammen, wie Seidel in einem Vortrag in der
Sitzung der k. Akademie der Wissenschaften auseinandergesetzt hat.

Die beiden durch die Coordinaten z, und x, bestimmten Punkte fallen dann in
einen einzigen zusammen, wenn die Grosse G zu Null wird. Da S(1) und S(2)
bereits gleich Null vorausgesetzt sind, so bedeutet das Verschwinden von G dasselbe
wie S(8)=0. Tritt dieser Fall ein, so entspricht jedem leuchtenden Punkt der

Objektebene ein bestimmter leuchtender Punkt, in dem sich die gebrochenen Strahlen

v,
ke 3 4 . o . - . 2 k-1

schneiden. = Alle diese Bildpunkte liegen auf einer Kugel vom Radius: ¢, = '(-II)W’
> o

velche die geniherte Bildebene A"’i'-H in der Axe berithrt. Damit diese Kugel zur

Ebene werde, muss auch noch S(4) verschwinden. Dann bildet sich die Objektebene
thatsiichlich scharf auf die Bildebene ab. Aber noch nicht correkt. Zwar wird das
Correktionsglied 4 Z=0, aber 4 H= — DH?® zeigt an, dass der wahre Bildpunkt
von dem durch die Niherung bestimmten Ort um eine Grosse absteht, die der dritten
Potenz des Gesichtsfeldes proportional ist. Erst, wenn auch D verschwindet, was
S(5;
der Objektebene auf die Bildebene statt.

Das Verschwinden der 5 Summen S(1), S(2), S(3), S(4), S(5) ist not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir das Zustandekommen eines

— 0 bedeutet, findet eine punktweise, vollkommen scharfe und korrekte Abbildung

scharfen und correkten Bildes.
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Die Lichtflecke an stelle der scharfen Bilder leuchtender Punkte.

Abbildung der Blendenebene in die Schirmebene durch die von einem leuchtenden Punkt

ausgegangenen Strahlen.

Nach den Untersuchungen der vorigen Paragraphen iiber die Brennfliche der

gebrochenen Strahlen ist es unmittelbar klar, dass ein leuchbender Punkt durch ein

dioptrisches System in der Regel nicht als scharfer Punkt abgebildet wird. Wenn

wir die gebrochenen Strahlen mit einem Schirm auffangen, so wird — selbstverstind-

lich vorausgesetzt, dass in erster Niherung ein reelles Bild zu stande kommt — bei
D ) § oD

keiner Stellung des Schirmes ein scharfes Bild erscheinen, sondern stets ein mehr oder
minder ausgedehnter Lichtfleck. Nach Masseabe der Lage, Grosse und Helligkeits-
verteilung dieses Lichtfleckes und der Verdnderung desselben, einesteils bei verschiedener
Abblendung des Linsensystems, andernteils bei verschiedener Entfernung des leuchtenden
Punktes von der Axe und endlich bei Verschiebung des Schirmes ist die optische
Leistung zu beurteilen. Dies ist von hervorragenden Autoritiiten auf dem Gebiete der

optischen Praxis betont und geiibt worden.!) Streng genommen ist indessen diese

Beurteilung nur dort gerechtfertigt, wo die Projektion auf einen Schirm wirklich
Ziweck des optischen Systems ist, also hauptsiichlich bei photographischen Objektiven,
Dass die Sachlage bei optischen Systemen, die zur Oecularbeobachtung dienen und
nicht
unwesentlich anders ist, geht schon daraus hervor, dass beispielsweise bei sonst scharfer

welche demnach fiir sich betrachtet ein virtuelles Bild des Gegenstandes liefern,

Abbildung die Krimmung des Bildfeldes in ersterem Falle sehr stérend wirkt, wihrend
o [
sie im letzteren Falle sogar zar Verbesserung des Bildes beitragen kann, falls ihr
Radius der deutlichen Sehweite nahe kommt. Kine strenge mathematische Behandlung
des zweiten Falles hingt von der Erledigung gewisser Fragen physiologischer Natur
o - be = D . D
ab, beziiglich der Auffassung der Unschiirfe eines astigmatischen Strahlenbiindels mit
sehr geringer Distanz der Brennpunkte durch das Auce. Er soll hier ausser Acht bleiben.
g £ I g
Ehe zur Untersuchung der Lichtflecke selbst ibergegangen wird, soll die Ordnung
des Systems der gebrochenen Strahlen abgeleitet werden, da ihre Kenntnis fiir das

Folgende von Wichtigkeit ist. Wir suchen zu dem Zweck die Anzahl der Strahlen

auf, welche durch einen Punkt der Ebene A,.., gehen. Wir gehen dabei von den
Gleichungen 12 in reducierten Coordinaten aus:

AH, = H (AR .2+ (L -2 M) H? 12a)

dZ=Z'(AR 2+ L H? 12h)

1) Dr. A. Steinheil, Ueber den Einfluss der Objektivkonstruktion ete.

phys. Classe der k. b. Akademie der W.
A. Steinheil und E.

1889 Bd.

XIX.

Voit, Handbuch der angewandten Optik 1.

Bd.

Sitz.-Ber,

der math.-
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or ersten Gleichung folgt:

g, AH,—AHG—(L+M)HPH'y
= A H,

Setzt man diesen Wert in die zum Quadrat erhobene zweite Gleichung, so

ergibt sich:

JH, — AH'

; iwh oM
(4zp— ABa— ARG —(L+2 M) I I,

(JH,—2MHH). ° 68)

Das ist eine Gleichung 5. zu jeder Wurzel derselben finden
sich aus der Gleichung 12a) 2 gleiche und entgegengesetzte Werte fiir Z, von denen
aber nur der eine der Gleichung 12b) gentigen kann. Es gibt also zu einem be-
stimmten Wertepare 4 H,, 47 12 Wertepare H';, Z', welche den Gleichungen
geniigen. Berticksichtigén wir den Umstand, dass 4 I, und 47 einen Punkt der
Ebene A4 ebenso H', und Z' einen solchen der Ebene B

durch die Formeln 12 zusammengebundenen Punkte auf Strahlen des Systems liegen,
D b te 1

festlegen und die

2411 2 k-1

so folet, dass durch einen Punkt der Ebene A

2 VY

5 Strahlen des Systems der ge-

2 k-1
brochenen Strahlen oehen, die natiirlich zum Teil imaginir sein konnen. Da  die
e ] ]

Ebene A in Bezug auf das Strahlensystem keine ausgezeichnete Rolle spielt, so

2 k-1
folgt, dass das System der gebrochenen Strahlen 5. Ordnung ist. Fir M =0 redu-
ciert sich die Ordnung auf die dritte, wie aus der Gleichung unmittelbar zu ersehen

ist: wir haben es dann mit dem schon betrachteten Fall zu thun, in dem die Brenn-

fliche Rotationsfliche wird. In dem Falle 4 =0 muss man von den Gleichungen 46

ausgehen und findet dann auf ganz analogem Wege, dass hier die Ordnung 4 ist.
Die Klasse des Strahlensystems ist im allgemeinen Falle gleich 3. Denn, denken
wir uns eine beliebige Ebene &, welche die Ebene 4, nach der Geraden ®:
adH -+ pBAZ+y=0 und die dazu parallele Ebene 7)’2];_{_1 nach den Geraden &‘:
« H' + B Z' + 7, = 0 schneidet, so werden den Punkten ersterer Geraden ® n 4,, ., die

)

Punkte einer Curve 3. Ordnung in ])’_W__]_I

Ausdriicke von A4 H und 427 nach den Gleichungen 12 erkennt. Diese Curve
o §

entsprechen, wie man durch Einsetzen der

3. Ordnung wird von der Geraden &’ in drei Punkten geschnitten, welche mit den
drei ihnen entsprechenden Punkten von & verbunden die drei Strahlen des Systems
liefern, die in der beliebigen Ebene € liegen. Fiir 4 =0 erniedrigt sich die Klasse
auf zwei. Das fiir 4 =0 und B =0 Ordnung und Klasse gleich eins werden, wurde
schon erwibnt.

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir dazu iiber, den Schnitt des Systems
der gebrochenen Strahlen mit einer Ebene auszudriicken, die in geringer Entfernung x
von der gendherten Bildebene A:r:-]-l parallel zu dieser angenommen wird. Dazu

dienen die Gleichungen 26:

y=4
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wobei wir nunmehr unter z, y, # nicht mebr wie frither die Coordinaten eines Brenn-

punktes, sondern eines beliebigen Punktes des durch A 0, AL

2k4-1 S A

gehenden
Strahles bezogen auf das gleiche Coordinatensystem verstehen.

Wir fiihren zuniichst die reducierten Coordinaten H'., Z', B, ein und erhalten:

AT Z!
= p g
S0 s

0 Al
f i e el
=7 |f1] SHLE—s " l -

2k4-1 2741

Wir konnen aber auch an stelle derselben ihre Ausdriicke in den elliptischen
Parametern 4 und @ setzen und beiderseits quadrieren:

& 2
0 e
Aup A | (M -k L) H® i 20 —+ A (L4 ‘u)!
: Lvghc
//2 _ - — — 5 = A
: M H?
()
(MH AL (MH 4+ Aw)|[(M+L)H® — «
{ AM I
Das erste Gleichungspar ist der analytische Ausdruck fiir jene Abbildung der
Blendenebene BB, (worauf wir uns die reducierten Coordinaten H', Z' bezogen denken)

auf die Schirmebene, die durch die Schnittpunkte des von einem bestimmten leuch-
tenden Punkt ausgegangenen Strahles vor und nach der Brechung in dem Systeme
geometrisch definiert wird.

Das zweite Gleichungspar vermittelt eine Beziehung zwischen den Punkten der
Schirmebene und den Parametern A u eines Strahles, welche wir als Abbildung der
Schirmebene auf die 4 w-Ebene, die wir schon bei der Diskussion der Brennfliche
beniitzt haben, auffassen.

Endlich kénnen wir die Gleichungen 19:

B —Au A4 g0 (MH*+ AL (M H® + Ap) 19)
i MR e TR T AMH
zur Definition einer Abbildung der Schirmebene auf die A t-Ebene beniitzen.

Von den drei Abbildungen interessiert uns zunichst die erste, welche Blenden-
und Schirmebene betrifft. Die beiden andern zusammen sollen eigentlich nur die
erste ersetzen und die Einschiebung der Zgu-Ebene hat nur den Zweck. die Auf-

findung ausgezeichneter Curven in der Blenden- und Schirmebene zu erleichtern.
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Hs sollen nun die fiir das Folgende wichtigen Eigenschaften der drei Abbildungen
kurz betrachtet werden.
Bezi

gegen die Axen verteilte Punkte der Ebene B_, entsprechen. Damit dieselben reell

Jich der dritten ist zu bemerken, dass einem Punkte A u vier symmetrisch

seien, muss der Punkt A u in den schon frither bei der Diskussion der Brennfliche
bemerkten zwei Streifen (s. Fig. 2) liegen, fiir welche sowohl 4 und u entgegengesetztes,
als MH*+ AL und M H*+4 Au gleiches Vorzeichen haben. Umgekehrt gehbren

70 einem Punkte der Ebene B . zwei Punkte 4 w. Sind nimlich ¢ uwnd 8 die

1 )
. o L ik e §
Wurzeln der quadratischen Gleichung: ST+ . =— 1, dann geniigen die
4 ~ J M H? ) 8
T oA
Parameterpare A=« u=§#, A=p§ u=«a den Abbildungsgleichungen 19. Die ent-
sprechenden Punkte der A u-Ebene liegen symmetrisch zur Geraden @ = 4 auf die beiden

Streifen verteilt. Man kann daher auch einen Streifen unterdriicken und sich dafiir den
andern doppelt mit Punkten 4 g iiberdeckt denken. Mechanisch wiirde dies so ausgefiihrt,
dass wir die eine Hilfte der A g-Ebene um die Linie 4= pu in die andere Hilfte

umklappen. wodurch beide Streifen mit den entsprechenden Punkten zur Deckung
o

kommen. Siehe Figur 2. Den Begrenzungen dieses Streifens, die durch A==
0 Tragy : : M : ;
u positiv und g =0, 4 negativ, aber absolut kleiner als - i gebildet wird, ent-
: ; . : MH a R
spricht die doppelt geziihlte Z'- Axe; der Begrenzung 4 = — T R positiv die
L

doppelte H',-Axe. Finer beliebigen Curve des Streifens, unter welchem Winkel sie
auch dessen Begrenzungen freffen mag, entspricht eine symmetrisch zu beiden Axen
liegende Curve der Blendenebene, welche die Axen im allgemeinen senkrecht durch-
schneidet. So z. B. geht die Gerade: A+ e« u+ F—0 in die bicirkulare Curve
4. Ordnung:

« Bl gl ‘“{1][ il )
s : 71)
— (1 — @)’ J[A” g =0

iiber. welche fiir @ —— 1 in einen doppelt gezihlten Kreis, fiir 8 == 0 in zwei zur Z‘- Axe
symmetrisch gelegene Kreise zerfallt. In letzterem Falle findet eine Ausnahme von
dem senkrechten Durchschnitt mit der Z‘- Axe statt; hier geht aber auch die Gerade

A+ u-t+p 0 durch den Anfangspunkt, in welchem das Bild der Z'-Axe unter

einem rechten Winkel gebogen erscheint. Jeder Curve, die durch den Anfangspunkt

der 4 u-Ebene einfach hindurchgeht, entspricht eine Curve mit Doppelpunkt auf der
Z'-Axe. Beriihrt eine Curve der A u-Ebene den Rand des Streifens von innen,
so hat die entsprechende Curve der Blendenebene Doppelpunkte. So gehort zu
der Hyperbel:

Abh. d. 1L Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIL Bd. TIL. Abth.
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weleche die 4 und p-Axe beriihrt, das Par von Kreisen:
ZlF A (H T — 2, 73)

welches auf der Z’-Axe Doppelpunkte hat.

Weit, komplicierter ist die Abbildung der Schirmebene auf die A w-Ebene,
Einem Punkte 4 i entsprechen zwar auch 4 symmetrisch verteilte Punkte der Schirm-
ebene; aber einem Punkte der letzteren entsprechen nicht weniger als 10 Punkte 2 .
Nach dem frither Bemerkten gehren zu einem Punkt der Schirmebene 5 Punkte der
Blendenebene und zu jedem derselben wieder 2 symmetrisch zur Geraden A=y
gelegene Punkte der A u-Ebene. Reellen Punkten der Schirmebene entsprechen
wiederum blos Punkte innerhalb der bekannten Streifen der 1 w-Hbene, von welchen
wieder der eine unterdriickt und dafiir der andere doppelt mit Punkten bedeckt
werden soll. Innerhalb des einen Streifens gehéren immer blos 5 allerdings doppelt

zihlende Punkte zu einem Punkte der Schirmebene. Die Rinder des Streifens ent-

sprechen, wie bei der vorigen Abbildung die z und y-Axe und zwar, wie sich spiter
zeigen wird, in ganz analoger Weise; ausserdem bilden sich auch die Geraden der
L w-Ebene, die beim Nullsetzen der quadratischen Faktoren der Abbildungsformeln 70
auftreten, in die Axen der Schirmebene ab. Von besonderem [nteresse sind endlich
Jene Punkte der Schirmebene, welchen zusammenfallende Punkte der A w-Ebene
und was hieraus folgt, auch zusammenfallende Punkte der Diaphragmenebene ent-
sprechen.  Dieselben hilden ndmlich den Uebergang zwischen denjenigen Partien,
welchen fiinf, drei oder ein reeller Punkt der Diaphragmenebene entsprechen.
Dieser Uebergang findet aber an dem Schnitte der Schirmebene mit der Brennfliche
statt, da die letztere die Teile des Raumes gegeneinander abgrenzt, welche finf, drei
oder einen reellen Strahl durch einen gegebenen Punkt haben. In der 4 te-Ebene ist
die Grenze einfach durch die Geraden:
e
M-+ L)H? — g —

— - A(BA4 ) =0 25)

und

B M LYH —g + A(A=438u)=0 gegeben.

=
Ly,

In der That gehen die Gleichungen 70, wenn man mit Hilfe einer der obigen

Gleichungen z eliminiert in die Gleichungen 27 der Brennfliche, wobei nur einmal
A und g vertauscht sind, iiber. Diese beiden Geraden stellen demnach das Bild der
Schnittkurve unserer Schirmebene mit der Brennfliche dar. Wir nennen diese Schnitt-
kurve die Brennlinie der Schirmebene. Damit haben wir dje bei der Abbildung aus-
gezeichneten Linien der A u-Ebene erschoptt. Sie mogen zur Uebersicht noch einmal
zusammengestellt werden:




a) ;. —it)
b) Diese 3 Geraden entsprechen
: der z-Axe der Schirmebene.
C)
d)
e) Diese 3 Geraden entsprechen
; 5 E : der y-Axe der Schirmebene.
) AR 4 u) =0 ¥
Q) - ABALLW)=0 : S :
)k 3 ) Diese 2 Geraden entsprechen
; der Brennlinie der Schirm-
e S 0%t : : : ebene. )
hy (38 -=L)yH*—a i T L AA+3u)=0 :
- J

Zeichnen wir anf der A u-Ebene eine beliebige Curve, welche alle oder einige
dieser 8 auscezeichneten Geraden schneidet und in dem bekannten Streifen verlauft,
so entspricht ihr in der Schirmebene eine ganz hestimmte Curve, welche jenen
Schnittpunkten entsprechend eine Reihe von Besonderheiten aufweist. Dieselben lassen

sich an der Hand der differentierten Abbildungsgleichungen 70 leicht verfolgen.

= e : . : . 0%t
gyt Sipc nhaE l,u C(AGA+0+BM+ D H —a — e
205541 HV M VA \ Vortr *
= : : Ofsu s
—+du - (;L(_ZSlu +MN+ @M+ L)H?* — 2 —- g )l
u : a1 Yobin T
S VMH* + A : : 0%ghp1
do= 20 -ﬁ|( c S Bl (,.1(:,:/,7'7 WEBMLLH —5—t= )
20y HV A M VIMH: AL Y9 k1
. VMH Al 5 : 0% o
+du-— e Bt (Ai(_/. L3+ BML-L)H2 —2 ot )‘
14 ,][_[/2", A u 1 "-j/‘.,i_\ /
Fiir A = 0 oder = 0 wird canz unabhiingig von dem Verhiiltnis von d4:d u —

dy unendlich gross im Vergleich zu d 2; nur wenn dl:du=0 wird, ist fir A=0
dieses Verhiiltnis unbestimmt. Einer solchen Fortschreitungsrichtung der 4 p-Ebene
entspricht dann keine bestimmte der Schirmebene, sondern im allgemeinen zwel ge-
trennte (Doppelpunkt). Analoges gilt fiir d) und e); daher:

Ueberschreitet die Curve der A u-Ebene eine der Geraden a), b), d), e)
innerhalb des Streifens unter beliebigem endlichen Winkel, so durchsetzt

die entsprechende Curve der Schirmebene eine der Axen unter rechtem

1) Auf Tafel ITI sind zwei verschiedene Fille solcher Geraden octupel abgebildet.
74*
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Winkel; beriihrt erstere Curve eine der Geraden, so hat letztere auf einer
der Axen einen Doppelpunkt.

Wenn ¢) oder f) erfiillt ist, so tritt bei beliebigem Verhiltnis d4:d i keine
Besonderheit des Verhaltens von d9:d# ein; da aber den (eraden ¢) und f) Sym-
metrieaxen der Schirmebene entsprechen, so muss zu jedem eine solche Symmetrieaxe
unter spitzem Winkel schneidenden Zweige noch ein zweiter symmetrisch gelagerter
vorhanden sein, der mit ersterem einen Doppelpunkt bildet.

Schneidet die Curve der 4 u-Ebene eine der Geraden ¢) und i) st
die entsprechende Curve in der Schirmebene einen Doppelpunkt auf
einer der Symmetrieaxen.

Wenn endlich g) oder h) erfiillt ist, wird der Wert von d y:dz 1m allcemeinen
ganz unabhiingig von d 4 und d x und zwar oleich dem Werte von d y:dz in dem
entsprechenden Punkte der Brennlinie auf der Schirmebene. Nur wenn o) erfiillt ist
und gleichzeitig d4:d =0, oder h) erfiillt und d w: d2 =0 wird der Wert von
dy:dz ein anderer. Da an den Brennlinien, die den Geraden g) und h) entsprechen,
der Uebergang von der fiinffachen zur dreifachen hezw. von der dreifuichen zur ein-
fachen Ueberdeckung stattfindet, so muss das Bild einer Curve, welche g) oder h)
passiert, an der entsprechenden Brennlinie notwendig in den urspriinglich innegehabten

Bereich zurtickkehren, da sich jenseits der Brennlinie keine reelle Fortsetzung findet.

Fig. 10
¢ P
\ a
i
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™
e
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< 8 i
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Ebene 4 pu. Schirmebene,
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12 Diese Umkehr kann bei einer Berithrung der

Brennlinie eintreten oder auch bei Bildung einer

Spitze, welche an der Brennlinie aufsitzt.
Wenn die Curve der Au-Ebene eine

der Geraden g) oder h) quert, so berihrt

o
/ die entsprechende Curve der Schirmebene
J die Brennlinie. Ausgenommen sind nur
S die Fille, in welchen erstere Curve die

Gerade g) in der Richtung u==const, oder
die Gerade h) in der Richtung A=const
durchsetzt; dann setzt sich nidmlich die
Curve der Schirmebene mit einer Spitze
an die Brennlinie.

Zur Erliuterung sei in Kig. 11 fiir ein bestimm-

tes System der Geraden a) .... h) (siehe Fig. 10)
L 2 Nt e
die entsprechende Brennlinie der Schirmebene und

der Verlauf der Curve, die der punktierten Geraden A = const entspricht, dargestellt.
(Diese Curve ist der Schnitt einer Developpablen des Systems der gebrochenen Strahlen
mit der Schirmebene).

Entsprechende Curven sind durch gleiche Punktiernng, entsprechende Punkte
durch eingeschriebene Zahlen kenntlich gemacht.

Wie man aus dem Verlaufe der Curven in der Nihe der Brennlinien im Ver-
gleich zu den entsprechenden der A u-Ebene ersieht, werden die auf ve rschiedenen
Seiten des Bildes der Brennlinie in der A p-Ebene gelegenen Punkte auf die eine
Seite der Brennlinie abgebildet, so dass die Verteilung der Punkte in der Schirmebene
wie sie durch Umklappen der einen Hiilfte des Streifens in

nahe der Brennlinie #hnlich ist,
der A u-Ebene um eine der Geraden g) oder h) erhalten wird. Durch solche Zusammen-
faltungen und damit parallel gehende Verdehnungen des Streifens lisst sich ein ganz
anschauliches Bild der verwickelten Verhiltnisse der Abbildung gewinnen. Siehe Fig. 12.
Sie stellt den deformierten und gefalteten Streifen vor und ist ein Viertel des Con-
tinuums, auf dem sich die Parameterwerte 4z ohne Unterbrechung eindeutig durch
Punkte darstellen lassen, die iiber den entsprechenden Punkten der Schirmebene liegen.
Man sieht leicht, dass das gesammte Continuum den inneren von dem sternférmigen
Teil der Brennlinie umschlossenen Teil fiinffach, den von der elliptischen Figur be-
orenzten dreifach und den ausserhalb beiden liegenden einfach tiberdeckt.

Es unterliegt nun weiter keinen Schwierigkeiten, die Diaphragmen- und die
Schirmebene direkt in Beziehung zu setzen. Den beiden Geraden g) und h) der
4 u-Ebene entspricht ein e bicirkulare Ranmkurve 4. Ordnung, die wir aus Gleichung 71

: 1 . s ! . U%»_g -1 o
erhalten, wenn wir ¢ = 3 und B = ((-3 M+ L)H* —=z 7 ) :3 A setzen.

21
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Diese Curve tremnt dann in der Diaphragmenebene die Gebiete, welche

verschiedenen Teilen der Brennfigur beitragen, z. B. Fig. 13.

zu den

Diaphragmenebene. Schirmebene.

Hier sind entsprechende Teile des Diaphragmas und der Brennficur in gleicher

Richtung schraffiert und entsprechende Punkte mit gleichen Ziffern bezeichnet.

Wenn wir die Voraussetzung machen, dass der Kugelgestaltsfehler in der Axe
des optischen Systems verschwinde, also A oleich 0 sei, werden die Gleichungen, welche

die Abbildung der Blendenebene in die Schirmebene definieren, ganz erheblich einfacher:

ll-).
A [//g\(//*(/;—m SBHI % ) — BHR',?

(j’f: k-1 ; '“)
5 (S0 g 4

i A'(/l*’(!;—(,f‘l—~2 oy SRR
09 kg1 : I'

Wir konnen uns bei der weiteren Betrachtung sogar den Umweg iiber die
A u-Ebene ersparen, sobald wir uns iiberzeugt haben, dass die Curven der Diaphragma-
ebene, welche in Brennlinien der Schirmebene tibergehen, einfach Hyperbeln mit
parallelen Asymptoten werden. Zu diesem Zwecke haben wir aus den drei Gleichungen
48 und 52:




A+ i o i ¢
B,—_ 278 o an g HIH(E— G)+ B

die Parameter 4 und g zu eliminieren.
2H ., =—L—u

2k41 i H{E—G) — 371 - u
BHT»,, B =
TORS (E—G

2k-}-1 i {[[\] ( )_, + ]‘[liil =1

2 BH T 2B

20%

X U:A.\ fe--1

- SBHTY. a2l

7% —3 (H'y + ——or =
Z \1[ et SBHTv

>
-+
|
-

-9 Y
1 ( i HEE —iy) )
O 5 m ’ i L
12 Bl dv.oy, B
Der Neigungswinkel der Asymptoten betriigt 60°. Die reelle Axe liegt stets
in der H'.-Ebene. Den Charakter der Brennlinien in der Schirmebene haben wir

bereits kennen gelernt. Fig. 9.

Schirmebene.

Diaphragmenebene.

sstaltet sich die Verteilung der Gebiete in der Abbildung so, wie es
igur 14 durch Schraffierung und Bezifferung angedeutet ist. Da das
so kommen in der Schirmebene vier-

Hiernach g

in vorstehender F
Strahlensystem in diesem Falle 4. Ordnung ist,
fach, zweifach und gar nicht iiberdeckte Stellen vor.

tung verdient der Fall, bei dem die Schirmebene in der Sym-

T

2
A

21

8
Jesondere Beacl

metrieebene der Brennfliche z = z, =

P
2 k-1 9 7T v o
FlH?(E— &) angenommen wird.
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o

Hiebei gehen die Brennlinien in ein Par unter einem Winkel von 600 geneigte |

Gerade iiber. Vergl. Fig. 9. Die Gleichungen 76 reducieren sich folgendermassen:

/

=0, welches

Die Hyperbel 77 degeneriert in ein Geradenpar: Z'2—3 H'
Y1 8 I
auch einen Winkel von 60° emschliesst, aber gegeniiber den Brennlinien um 90°
verdreht erscheint.

Die zwei konjugierten Hyperbeln der Blendenebene, welche durch die Gleichung:

Z'* _3H'2=+a® 79)

gegeben sind, werden bei der Abbildung in eine einzige Hyperbel verwandelt von

der Gleichung:

—H? 80)

Gerade wie: Z'=II', - const. gehen wieder in Gerade: y=—2z - const. iiber:

2 e e e
e ¢ entsprechen zwei Gerade: ,/" =cf Ve -—3.

aber einer Geraden:

Ausserhalb der Geraden: 7 — ¢, welche ¢=— ~-V 3 entsprechen, findet also keine

reelle Abbildung mehr statt. Topologisch kann man sich die Abbildung der Blenden-

ebene in die Schirmebene durch nachstehende Zusammenfaltung der ersteren ver-

sinnlichen. Fig. 15,
In den Fillen, wo das Strahlen-

kb system 3. Ordnung wird, sind die Brenn-

J flichen stets Rotationsflichen, die hier

9\ in Betracht kommenden Schnitte daher

3 Kreise. Ebenso ist die Curve der Dia-

w’ phragmenebene, welche den Punkten der

i Brennlinie entspricht, ein Kreis. Das
. ; [nnere der Brennlinie auf der Schirm-

ebene wird von den Bildpunkten, der

Blendenebene dreifach, das Aeussere ein-

fach tiberdeckt.
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§ 5.
Die Helligkeitsverteilung des Lichtfleckes.

Bs ist zu erwarten, dass der Lichtfleck in seinen verschiedenen Teilen sehr ver-
schiedene Grade von Helligkeit besitzt, da nicht nur- die verschiedenen Gebiete eines
solchen, wie wir eben bei der Diskussion der Abbildung von Blenden- und Schirm-
ebene bemerkt haben, Licht von finf, drei oder einem Teil der durch das Diaphragma
tretenden Strahlen bekommen, sondern auch die Strahlen verschieden stark gegen die
Schirmebene zusammengedriingt sind. Um hieriiber Aufschluss zu erhalten, stellen
wir folgende Betrachtung an. Wir begrenzen in der Blendenebene B | ein he-
stimmtes Flichenstiick 7' . Durch den Rand desselben geht ein Kegel einfallender
nach einer Curve,

Strahlen. Die gebrochenen Strahlen schneiden die Ebene B, .,

die das Flichenstiick ]’”B/_H begrenzt und ebenso bestimmen dieselben in der Schirm-
ebene ein Flichenstiick FQHJA. Brsteres ist bis auf Grossen 3. Ordnung dem Flichen-
stiick F'_, der Blendenebene #hulich, letzteres hat Dimensionen, die {iberhaupt nur
von der dritten Grossenordnung sind. Die einfallenden Strahlen denken wir uns von
dem leuchtenden Punkt aus nach allen Richtungen gleich dicht geschart. Als Mass
fiir die Menge der einfallenden Strahlen, die in dem von F"_ | begrenzten Kegel ent-
halten sind, konnen wir demmnach jenen Teil I", einer Kugel vom Radius 1 um den
leuchtenden Punkt als Centrum gelten lassen, welcher von dem Grenzkegel der ein-
fallenden Strahlen umschlossen wird. Das Verhiiltnis nun der Fliche F) zu der

entsprechenden Fliche ¥, ,, soll als mittlere Helligkeit ¢ des Lichtfleckes innerhalb

D

des Flichenstiickes I""/’—H bezeichnet werden; also:
g i n/l 2]
i F 0 F '0 r =4 74 2 k-1 91)
1 == RS = — e . S . ey o
; ‘F:r:»;q deia L d ]'2/.-7141

Der Bruch ist bis auf Grossen 2. Ordnung dem Quadrate des Verhilt-

nisses zwischen dem Kugelradius 1 und der Entfernung K | des leuchtenden Punlktes
von der Blendenebene gleich, da die Strahlen, welche F*; in I"_, projicieren, alle
Neigungen von der ersten Grossenordnung gegen die Axe haben und daher annihernd

senkrecht auf der Blendenebene stehen.

Wir setzen also: g R e
Lol (,7i], ,i;) 82)
ni TR o f e E )
JEEl Gy
2
i . - —1 . - i . 3+ . . :
Das Verhidltnis — weicht von dem Verhiltnis der Figur in der Diaphragmen-
Tl
2 ji-f-1
ebene zun der durch die erste Niherung bestimmten Figur der Ebene B, ,, nur um
& =t ot 1
' i a : : X O'gpp1 4
Grossen 3. Ordnung ab. Letzteres Verhiltnis ist aber gleich: - - f)
O Vore1
Abh. d. IL. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIL Bd. III. Abth. 75
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Gendihert kann man also die mittlere Helligkeit des Flichenstiickes er-H der Schirm-

ebene wie folgt schreiben:
2 57 2 /) 2 <+ b 5

: ( g O Vil 2itt Of i Oy F oL 32)

4 ¢ L N o/ -Fz,z-_;_l L 2 k1 LS

Ob wir dabei unter l"‘,/._l_I den wahren Inhalt oder den aus der ersten Néherung

folgenden verstehen, ist fiir die hier angestrebte Genauigkeit gleichgiltie; wir werden

daher das letztere thun. TUm aus dieser mittleren Helligkeit 4 diejenige eines ganz

bestimmten Punktes des Lichtfleckes ahzuleiten, nehmen wir einen Grenziibergang vor,

I und damit auch ]7”;_‘_1

mehr und mehr verkleinern, bis sie schliesslich unendlich klein, selbst im Vergleich

indem wir die Dimensionen der Figuren Fa e L

zur 3. Grossenordnung, geworden sind. Dann kann man das Flichenstiick F‘»/A-H

als ein Rechteck mit den Seiten d s, ds,, die zu den Elementen der Curven A = const.,
2 “

¢t == const. parallel sind, ebenso das Flichenstiick F,,., als ein solches mit den

Seiten (7,/1,5*/., d 4 s, auffassen und daher fir die Helligkeit 7 in dem durch die Para-

meterwerte 4 i gekennzeichneten Punkt der Schirmebene folgenden Ausdruck setzen:

dds | o
( ds ) 89)

A o 1 0“2 k-1 [ [ dds )
=L :
A=c = const I

M*BJK—IVI ‘ . ds L = const

Fir die Differentialquotienten lassen sich folgende Umschreibungen machen:

( d.4s e d s d atally d .
ds )/ B Sl e P /T G
( dds e dds dr i dy di it ”7'3',
ds ),/ e Wl T A Birins = b

= |

wobei folgende Gleichungen zur Ausfiihrung der Differentiationen niotig sind:

g ! e (GU+ D~ it —m1v~+.~)1 g

SaSc iy ['u 2 A (73 k-1 (2 b l
= %'outs l BMA4 L)H*— W']'l':_,; : 4 A A+ ) ] :

1/ (MH T AN (MH + 4 ) SR EE
Pt ]/, v s l(J[ FDYH? —

)

[ : 05 : < ]
= ](J[—f— DYH) — g ——— | A(u 4 LJJ .

k-}-1
-} >
2 k-1

S

S hed e / (MH + A}) (MH'+ Ay)
H“! ulb ] g l AMH®
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woraus nach leichter Rechnung folgt:

dAds 4 b ra \
(A.,_{; Sl e o s i s S e
@S /) = const TTS/:~‘ 84)
O%
dAs > : ; : 0y (
(, < = (3 M) Pl 2Ll ey,
ds / 1 = const £ yfl;-f—l
Schliesslich wird :
Lo 2 612/=-+1 ; Foen -
: \ M ILn e e AL+ 3w | X
- 2 l-{-1 35)

2

251

e [ : \ ”2“:;-}-1 ‘ : e ]
>'\l(\.‘3,ﬂ/—‘~L)I[1—x S L ABAFu) l]

Diese Formel gibt die Helligkeit eines Punktes der Schirmebene in der Knt-
fernung = von der geniherten Bildebene als Funktion der Parameter L und p.

Es wird daher das Nichstliegende sein, die Verteilung der Helligkeit zuerst in
der 4 u-Ebene zu studieren. Setzen wir ¢= const, so erhalten wir die Gleichung
einer Curve gleicher Helligkeit ¢, einer Isophote. In der 4 u-Ebene werden die
[sophoten eine Hyperbelschar mit gemeinsamen Asymptoten, welche den gleich Null
gesetzten Klammerfaktoren in dem Nenner des Ausdruckes fiir 4 entsprechen. Fir
die Asymptoten ist also die Helligkeit unendlich gross. Die Asymptoten der Hyperbel-
schar sind aber, wie aus einem Vergleich mit Formel 25 ersichtlich ist, die Bilder
der Brennlinien in der Schirmebene. Iiir eine beliebige Isophote ist der Betrag der
Helligkeit proportional dem Quadrat der reellen Axe der entsprechenden Hyperbel.

Wir konnen daher folgenden Satz aussprechen:

Die Isophoten der Lichtflecke in der Schirmebene werden in die
Ebene der Parameter A u als eine Schar von Hyperbeln mit gemeinsamen
Asymptoten abgebildet. Die zugehtrige Helligkeit ist den Quadraten der
reellen Hyperbelaxen proportional. Den Asymptoten selbst entsprechen
die Brennlinien der Schirmebene. Fiir sie wird daher die Helligkeit
unendlich gross im Vergleich zu den iibrigen Teilen des Lichtfleckes.

Wie aus der Diskussion der Abbildung von Schirm- und Diaphragmenebene
erinnerlich ist, entsprechen einem Punkte der erstgenannten Ebene bis zu 5 Parameter-
pare 4w oder 5 Punkte der Diaphragmenebene und daher auch 5 verschiedene Hellig-
keiten, die sich {ibereinander lagern. Die aus den Hyperbeln construierten Isophoten
geben demnach immer nur die Helligkeit, die von einem einzelnen Strahle herriihrt,
die Gesammthelligkeit ist gleich der Summe der von den einzelnen Strahlen her-
rithrenden Teilhelligkeiten.

Aus dem Verlauf der Hyperbelschar der A p-KEbene geht hervor, dass die Hellig-
keit ausser in den Brennlinien kein Maximum haben kann, wohl aber Minima.
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Solche treten auf, wenn eine Hyperbel eine der Geraden, welche den Streifen be-
M H?

grenzen, von Aussen beriihrt, oder wenn sie durch den Punkt 4= — = e —0

A

hindurchgeht, ohne in den Streifen einzutreten. Vergl. Tafel II.

Wenn der Kugelgestaltsfehler in der Axe gehoben ist, lisst sich die Helligkeit
in einem Punkte der Schirmebene in ganz dhnlicher Weise nur noch einfacher
berechnen. Man kann hier statt der Parameter 4 u gleich deren Ausdriicke in den
reducierten Coordinaten der Diaphragmenebene einfithren und gelangt dann zu fol-

gendem Werte:

o o g T sl ‘
iR bl SR GG .J;; i ekl A D 2
T aBrRT o ( “T 55 H To i, 5k 20k
; S 86)
1 L0, H(E—@)\” :
=T ( BEdr . ap ) }

Der Klammerausdruck im Nenner stellt gleich 0 gesetzt diejenige Hyperbel der
Diaphragmenehene dar, welcher der Brennlinie in der Schirmebene entspricht (vergleiche
Formel 77). In letaterer ist also auch in diesem Falle, wie vorauszusehen, die Brennlinie
unendlich heller als alle tibrigen Teile. Die Curven der Diaphragmenebene, welche den
Isophoten der Schirmebene entsprechen, sind Hyperbeln mit gemeinsamen Asymptoten.

Ganz besonders einfach werden die [sophoten, wenn wir die Schirmebene so

)

2 k-}-1 . ~ s - - « -
() 7 - wird. Die Brennlinien in dieser Schirm-

0% kg1
ebene zerfallen, wie wir frither sahen, in ein Geradenpar, das einen Winkel von 60°

einschliesst. Die Formel fiir die Helligkeit reduciert sich hiedurch auf:

wihlen, dass # =z, = H?(E

o’

SR MNe S 87)
2 22 2 (3] i 7 /
T T e - O ey

Auch die Abbildungsformeln fir die Schirmebene vereinfachen sich betriichtlich:

]'») ~ -
y=—-—" pEH21 z9H
0, -1 g g
£ 78)
7’n "
s s (_—"+‘ BH . ZH
'2/."[‘1

Ohne Schwierigkeiten lisst sich hier die Elimination der H', und Z’ ausfiihren
und man gelangt schliesslich zu der einfachen Gleichung der Asymptoten in der

Schirmebene v ==z, selbst:

e
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Da in diesem Falle der Winkelraum zwischen den Brennlinien vierfach iiber-
deckt wird und da ferner die vier fibereinander liegenden Schichten, wie sich aus
dem Vergleiche des iiber die Abbildung frither Gesagten mit der Formel fiir die
Helligkeit ergibt, in jedem Punkte gleiche Helligkeit besitzen, so folgt, dass die
eit jedes Punktes ist.

Gesammthelligkeit gleich der vierfachen EKinzelhellig

Satz: Wenn hei einem dioptrischen System, dessen Kugelgestalts-
fehler in der Axe gehoben ist, die Schirmebene die Brennfliche symme-
trisch schneidet, so sind die Isophoten dortselbst eine Schar von Hyperbeln
mit gemeinsamen Asymptoten, den Brennlinien. Die Helligkeit ist den
reellen Axen der Hyperbeln umgekehrt proportional.

s sei endlich der Fall in Betracht gezogen, dass bei einem Linsensystem nicht
blos die Bedingung S(1)==0, die den Kugelgestaltsfehler in der Axe vernichtet,
erfiillt sei, sondern auch die Fraunhoferbedingung S (2)=0. Fir alle Punkte der
Ohjektebene ist dann reiner Astigmatismus vorhanden und die Brennflichen sind in
Linienelemente degeneriert. Auf der Schirmebene treten mit zwei Ausnahmen keine
Brennlinien auf; die Abbildung der Diaphragmenebene in die Schirmebene ist ein-
deutig affin; gleichen Flichen der Diaphragmenebene entsprechen auch gleiche Flichen
der Schirmebene und hieraus folgt, dass die letztere gleichférmig beleuchtet erscheint.
Geht die Schirmebene gerade durch eine der beiden Brennlinien, so koncentriert sich
alles Licht auf einem unendlich schmalen Streifen, der dann auch unendlich hell ist.
Die Helligkeit in einer beliebigen Schirmebene lisst sich durch Zurtickgehen auf die

Formeln ermitteln:

1'2”'“7:1(11’2(7-:+2(})»~,,; ”Q“‘*"w) (1[9]:‘_‘,,- fﬁ-’"*‘ )1 89)
271 | vy Iy J

0
Dieselbe hat ein Minimum fiir % ,,')‘+] =H(E+ G
T, e

T

T I und liegt gerade in der Mitte

Dasselbe wird gleich: = —
2 k41
zwischen den beiden Brennlinien.

§ 6.

Begrenzung des Lichtfleckes durch Abblendung der einfallenden Strahlen.

Fiir die Gestalt des Lichtfleckes ist nicht die Verteilung der Helligkeit allein
massgebend, sondern auch die Begrenzung desselben. Diese geschieht durch die
Strahlen, welche den Rand der massgebenden Blende passiert hatten. Bei der
mannigfachen Ueberdeckung mit Helligkeit, die ein Lichtfleck im allgemeinen auf-
weist, darf indessen nicht angenommen werden, dass ausserhalb der Curve, in welchen
die Randstrahlen die Schirmebene schneiden, nun gar keine Helligkeit mehr vorkomme-




Ks verlaufen vielmehr die durch die Randstrahlen in der Schirmebene gegebenen
Curven in den einzelnen Blittern, mit denen man sich zur Herstellung der Eindeutig-
lkeit die Schirmebene {iiberdeckt denken muss und grenzen dort jeweils Hell und
Dunkel gegen einander ab. Wo blos eine Ueberdeckung der Schirmebene stattfindet.
bilden sie thatsiichlich die Grenze des Lichtfleckes, in anderen Teilen kann die Hellig-
keit eines zweiten Blattes iiber die Grenze des ersten hinausreichen und dann bildet,
wenn nicht ein Ast der Grenzkurve im zweiten Blatt, ein Stiick der Brennlinie. die
Ja stets den Uebergang zweier Blitter vermittelt, die thatsichliche Grenze des Licht-
fleckes. Im ersteren Falle ist die Grenze hiufig unscharf, weil an ihr unter Um-
stinden nur mehr eine geringe Helligkeit vorhanden ist, in letzterem Falle aber ist
immer der Contrast der ,unendlich hellen® Brennlinie gegeniiber der unbeleuchteten
Schirmebene massgebend und die Grenze daher sehr scharf.

Die Abbildungsmethode gibt uns ein bequemes Mittel, die Grenzcurven des
Lichtfleckes zu untersuchen. Wir setzen in der Folge stets eine kreisformige, centrisch

zur optischen Axe gelegene Blende voraus, die wir zunichst in der Ebene B_, ge-
legen annehmen. Thre Gleichung ist dann:
2 2 Sl
o R =
Gehen wir auf die reducierten Coordinaten iiber, so haben wi
Gty
i i i B el 90)
RS S — y - =1 90)
—1
! e S, 5H - ; :
Fihren wir die auf eine parallele Axe H' = H o =" 4 Dezogenen Coordinaten

'y = H'— H'; ein, wodurch wir die Anwendung der Abbildungsformeln 70 ermig-
lichen, so ergibt sich:
(', + H') + 2% =17 91)
Wir konnen auch hier wieder die Parameter 4 u einfiihren und erhalten folgende
Gleichung fiir die Punkte, welche den Grenzen der Blende entsprechen:
M H? ; ; ; B d A HE
J B o I‘l—l; — it
 E it M H*

J

Allerdings gehdren den Parameterwerten 4 u, die obige Gleichung erfiillen, auch

= () {)'7'

=)

die Punkte des zum Blendenkreis in Bezug auf die Z‘-Axe symmetrisch gelegenen
Kreises: (H'y — H'()"+ Z*=1T" an, was bei der Weiterverwendung der Formel zu
berticksichtigen ist. Diese Formel stellt fir verschiedene Werte des Radius I” ein
System von Hyperbeln mit parallelen Asymptoten dar, welche die Geraden 4 = 0 s
berithren. Unter ihnen befindet sich ein Geradenpar, dessen Schnittpunkt in den
Anfangspunkt fiillt. Es entspricht dem Kreise mit dem Radius I = J7* * J{;H :

(]
Siehe Tafel III. Fig. Ib und 1L,
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Um die Grenzkurvven der Lichtflecke wirklich zu verzeichnen, kann man ent-
weder von den Formeln 69 und den Kreisen in der Blendebene oder von den Formeln 70
und den Hyperbeln in der 4 w-Ebene ausgehen. Man hat im ersteren Falle zu eiuer
genfigenden Anzahl von Punkten des gewihlten Kreises in der Blendenebene mittels
der Formeln 69 die Punkte der Schirmebene zu berechnen, oder wohl auch zu konstruieren
und die letzteren unter Beriicksichtigung der zu erwartenden Singularititen durch einen
Cnrvenzug zu verbinden. Hat man die bicirkulare Carve 4. Ordnung (vergl. Formel 75)
in der Blendenebene, welche der Brennlinie entspricht, verzeichnet, so ist die Einteilung der
Blendenebene in Gebiete, die den verschieden von der Brennlinie abgegrenzten Blittern
der Schirmebene entsprechen, leicht auszufithren und aus dem Verlaufe des Kreises
zu der Curve 4. Ordnung lidsst sich ersehen, welchem Blatte die jeweils betrachteten
Partien der Grenzkurve angehoren. Zur genauen Unterscheidung ist die Berechnung

derjenigen Punkte der Grenzcurve, in welchen sie die Brennlinie trifft, notwendig;

selbe setzt voraus, dass man die Schnittpunkte des Kreises mit der bicirkularen
Curve 4. Ordnung der Blendenebene kennt.

Einfacher wird die Verzeichnung der Grenzcurve unter Beniitzung der 4 p-Ebene
und der Formeln 70. Zwar hat man hier an stelle des Blendenkreises die entsprechende
Hyperbel zu konstruieren, aber die Brennlinie wird dafiir einfach durch zwei Gerade
repriisentiert. So oft die Hyperbel diese Geraden schneidet, beriihrt die Grenzcurve
die Brennlinie. Kine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn die Tangente an die
Hyperbel im Schnittpunkte mit dieser Geraden parallel zu 4 oder g-Axe (je nachdem
man es mit der einen oder anderen Geraden zu thun hat) verliuft; dann setzt ndm-
lich die Grenzeurve in Spitzen auf die Brennlinie auf. So oft die Hyperbel eine der
andern bei der Abbildung ausgezeichneten Geraden schneidet, treten fiir die Grenz-
curve entweder Doppelpunkte oder senkrechte Schnitte mit den Symmetrieaxen der
Schirmebene auf, was gelegentlich der Besprechung der Abbildung schon erwidhnt
wurde. Nicht vergessen darf endlich der Umstand werden, dass, wenn man alle zu
den Punkten 4 g der Hyperbel gehorigen Punkte der Schirmebene aufsucht, die ge-
wiinschte Grenzeurve doppelt, ndmlich auch noch einmal an der z-Axe gespiegelt

erhalten wird. Lisst man die ungehdrige Hiilfte fort, so gehen die Doppelpunkte

der z-Axe in einfache Punkte iiber; die Grenzeurve liegt dann unsymmetrisch zar z-Axe.
Der Lichtfleck, welcher abgesehen von der Blende nach der y und z-Axe
symmetrisch wire, verliert diese Eigenschaft beziiglich der z-Axe bei
beliebiger Abblendung.

Die Unsymmetrie liegt darin begriindet, dass der Mittelpunkt unserer Abbildung
der Blendenebene in die Schirmebene nicht mit der optischen Axe zusammenfillt,

B

' sl s ¥ R e
bl verschoben ist. Der Betrag

sondern in ersterer um die Grosse
1
dieser Unsymmetrie hingt linear von der Grisse des Gesichtsfeldes ab und verringert

gich gegen das Centrum desselben hin.

o
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Nunmehr soll die Frage zur Erorterung gelangen, ob sich nicht durch Ver-
schiebung der Blende die Beschaffenheit des Lichtfleckes beziehungsweise die Qualitit
des von einem leuchtenden Punkte entworfenen Bildes verbessern lisst. Dass eine
solche Verbesserung allerdings auf Kosten der Helligkeit durch Verkleinerung des
Blendenradius moglich ist, ist bekannt und soll spiater noch besprochen werden.
Es ldsst sich aber zeigen, dass durch eine Verschiebung der Blende auf der Axe eine
erhebliche Verbesserung des Bildes bewirkt werden kann, die um so wertvoller ist,
als sie nicht auf Kosten der Helligkeit geschieht. Man kann niimlich durch geeignete
Wahl der Blende die Unsymmetrie der Grenzfigur gegeniiber der einen Symmetrieaxe
der Helligkeit zum Verschwinden bringen. Versetzt man nimlich die Blende aus
der Ebene B_, um eine Strecke m in der Richtung der Lichtbewegung und ver-
grossert sie derart, dass noch dieselbe Lichtmenge hindurchgeht, so werden die Strahlen
des leuchtenden Punktes ebenso abgeblendet, wie wenn in der Ebene B | ‘eine zur
optischen Axe excentrisch gelegene Blende vorhanden wire. welche durch Projektion

der wirklichen Blende auf die Ebene B_. vom leuchtenden Punkt aus entstanden

1

gedacht werden kann. Bezeichnen wir mit n_, die Entfernung des leuchtenden

Punktes von der optischen Axe und mit K _, den Abstand von Objekt und Blenden-

ebene, dann wird die fingierte Blende in der Ebene L um einen Betrag gleich

1 D
m : : . : .

— = 1 excentrisch zur optischen Axe liegen. Wihlen wir m so, dass dieser

Wi

: S L rea S .
Betrag gleich 7/, Hewine o gleich der Verschiebung 11 o des Coordinaten-

£ 0l %
Ph : 3 S i@ Azl

systems (im Masstab der Ebene B_ auscedriickt) wird, also: m — K —

5 72, o ) ; Tlide’ ,— Bo_,

so fillt der Mittelpunkt der fingierten Blende mit dem Mittelpunkt der Abbildung in
der Ebene B | zusammen. Man bhitte auch die Betrachtung so fithren kénnen, dass
man alles auf die Ebene der wirklichen Blende bezieht und vom leuchtenden Punkt
aus die Kbene B_| auf jene projiciert. Bei passender Wahl der letzteren wird dadurch
der Mittelpunkt der Abbildung in die optische Axe versetzt.

Durch tlie neue Abblendung wird eine zur Helligkeitsverteilung symmetrische
Begrenzung des Lichtfleckes erzielt. Dabei ist es wesentlich, dass die Grosse m. welche

bestimmt, unabhingie von n_,» d. h. von der Lage des

z e

den Ort der neuen Abblendunc

;
leuchtenden Punktes ist und dass also fiir alle lenchtenden Punkte der Objektebene die
Lichtflecken der Schirmebene symmetrisch werden. Die Grenzeurven vereinfachen sich
hiebei ganz bedeutend. Sie entstehen nun entweder aus den Kreisen: H' '+ Z%=T?
M H?

e

welche die Hyperbeln ausarten. Sehr einfach lisst sich nunmehr die Elimination

der Blendenebene, oder aus den Geraden der A t-Ebene: 4 - - — F*in

ausfithren, die direkt zur Gleichung der Grenzeurven in der Schirmebene fiihrt.
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Dieselbe ergibt:

i : f,];",i,_.____ EEE 2* dip 2 k1
/ . . T SRR
(Ar+ (L2 H—p b} (AL P LEE o +) 2
. ; i Vi \ 1 LY

Wir erhalten fir verschiedene Radien I' der Blendentffnung ein System von
Ellipsen, welches die Brennlinie einhiillt. Jede Ellipse beriihrt in 4 reellen und
4 imaginiren Punkten.

3t O‘LB k1 2 9 \ 0“2:‘! k-1 ¢ ¢ .

haet Hee] HE = Y undig AE AR WY — g2 Svediy

e T : i
2h~1 2 k-1
ciert sich die Ellipse auf eine Doppellinie, welche 2 Spitzen der Brennlinie mit ein-
ander verbindet. Obwohl demnach fiir diese Werte des Radius der Blendendffnung

die Grenzeurve keine Fliche mehr umschliesst, so hat der Lichtfleck dennoch Aus-
dehnung nach allen Seiten; es bildet eben die Brennlinie seine Grenze. Die Figuren
auf Tafel III sind bestimmt, in einem konkreten Falle den Verlauf der Grenzcurven
bei verschiedener Grisse der Blende darzustellen. (Vergl. die am Schlusse der Ab-
handlung beigegebene Erliuterung der Tafeln). Tig. labc zeigt einen Fall, in
welchem die Grenzeurven unsymmetrisch zu der Brennlinie liegen. Der Strahl, der
durch den Mittelpunkt der Blende geht, bildet sich nicht im Centrum des Licht-
fleckes ab. Fig. 2a b ¢ zeigt dagegen den symmetrischen Fall, in welchem die
Grenzeurven Ellipsen werden. Zwei von denselben sind sehr nahe in Doppellinien
ausgeartet. Fig. 3 a b zeigh einen ebenfalls symmetrischen Fall, aber in einer

anderen Schirmebene. In dieser ist die Brennlinie ein Hypocycloidenpar und be-

deutend kleiner als bei der vorhergehenden Schirmebene. Wie man aus Fig. 2abcdef

quf Tafel II ersehen konnte, war auch der Raum innerhalb der Brennlinie bedeutend
heller als bei der vorhergehenden Schirmebene. Dagegen ist die Ausbreitung der

Randstrahlen hier eine bedeutend stidrkere als vorher.

Bs soll nun der Fall betrachtet werden, dass S(1)==0 ist.
Hiebei treten zu der Gleichung des Blendenrandes in der Ebene B_:

(H'y+ H P+ Z*=TI" 90)
G 2
(Wulmi aber H', = 5 B 11) an stelle der Formeln 70 die folgenden:
¢ 2B ;
]“27"7[7] ‘ 9 5 N T Uza k-4 2 = l
G et Lo £ e B ORS C LB R Al — BHR'?
: % ) e *
O g1 T Yort ] 76)
Voo / | gl
p B R Gy A B S )
0y a1 \ Yokl 7

Aus 90 und 76 wire durch Elimination von H', und Z* die Gleichung der Grenz-
curve des Lichtfleckes zu bestimmen. Die Brennlinie wird in der Blendenebene B_|
durch die Hyperbel:

Abh. d. IL Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIL Bd. IIL. Abth, 76
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abgebildet. Thre Schnittpunkte mit dem Blendenrande geben, wenn man sie in die
Schirmebene abbildet, die Punkte, in denen die Grenzeurve die Brennlinie beriihrt,
also yon einem Blatte ins andere itbertritt. Wenn alle 4 Schnittpunkte reell sind,

18t die Figur, welche Brennlinie und Grenzlinie bilden, im allgemeinen von einem der

Tig. 16.

a. b ¢

beiden in Fig. 16 a und b abgebildeten Typen, je nachdem die Schirmebene auf der
g g Y1 el

einen oder andern Seite der Symmetrieebene der Brennfliche schneidet. Den Ueber-

gang vermittelt der 3. Typus (Fie. 16 ¢), welcher in der Symmetrieehene auftritt.

oo D .'l \ = ) / W

Bei diesem sind die beiden weraden Brennlinien Doppeltangenten der Grenzcurve.

In dieser Symmetrieebene lisst sich die Gestalt der Grenzcurve durch Verschiebung
der Blende noch canz erheblich vereinfachen. Versetzt man nimlich die Blende in
eine Khene, welche um die Strecke

(;‘(l_

1 i
£ 94)
2B 34

N G .
3 — & 9

1 1

in der Richtung des einfallenden Lichtes von B | aus verschoben ist und projiciert
man die Kbene B_, vom leuchtenden Punkt aus auf die neue Blendenebene, so fillt
der Mittelpunkt der Hyperbel, die nunmehr in ein Geradenpar ausgeartet ist, auf die
Axe und die neue Blende wird symmetrisch zu diesem Geradenpar liegen. Da weder
die Abbildung noch die Helligkeitsverteilung in diesem Falle symmetrisch in Bezug
auf die Z-Axe ist, so kann die symmetrische Lage der Blende zum Geradenpar keine
symmetrische Begrenzune des Lichtfleckes zur Folge haben. Sie bewirkt aber, worauf

ich durch eine Bemerkung des Herrn Professor v. Seid el aufmerksam gemacht worden
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bin. dass die Grenzcurve des Lichtfleckes einfach ein allerdings excentrisch gelegener
Kreis wird, der beide Brennlinien bertihrt. Dies lisst sich leicht beweisen:

Die Gleichung der fingierten Blende, welche durch Projektion der neuen Blende
vom leuchtenden Punkt aus in die Ebene B_, entstanden gedacht werden kann,
habe die Gleichung:

H L gyaTe,

Die Abbildungsformeln fiir die Symmetrieebene der Brennfliche als Schirm-

ebene lauten:

1'.1 A =t o
yasies 2t B H(BH 2l %)
05 jp1
- 95)
ya Jo—t % o
oo R SR H T
Ot

Durch Elimination von H', und Z ergibt sich die Gleichung der Grenzcurve: |

S ( Oatep 4 FQ‘) (',/ _(_y)‘”*", Eelioany 1‘2‘)

i Lo

| Y y N B /

B Hvspy 2 b ]]2"2"7'4 1

; 2 Rl [“'2) vk 2 Gl 1 96)
& (/ a T J0

| +{y+2—5— . |

2h-1-1 2 k-1 .
| Denkt man sich I' variabel, so stellt diese Gleichung eine Schar von Kreisen
5 dar, welche zwei unter 60° cegeneinander geneigte Grade, die Brennlinien beriihren.

Der Durchmesser eines solchen Grenzkreises ist dem Quadrate des Radius I' der Blende,
also der Fliche derselben proportional. Bei konstanter Grosse der Blende ist der
Durchmesser der Grenzeurve und damit des ganzen Lichtfleckes dem Gesichtsfelde
(ausgedriickt durch die reducierte Entfernung H des leuchtenden Punktes von der Axe)

einfach proportional. Wir konnen daher folgenden Satz aussprechen:

[n einem Linsens ratem mit U‘(}h()})eill')n] Ku ”(5]"'0?\1.?L[fhf{ﬁll|(‘:]‘ bhildet
) 2 8€ls

sich ein leuchtender Punkt ausser der Axe in einer geeignet gewihlten
Schirmebene und bei geeignet scewihlter Stellung der Blende in einen
Lichtfleck ab, der von einem Kreise und zwei unter 60° gegeneinander
geneigten Tangenten desselben begrenzt wird. Der einfallende Strahl,
der durch den Mittelpunkt der Blende sceht, trifft nach der Brechung
den Schirm im Schnittpunkt der beiden Tangenten, woselbst der Licht-
fleck am hellsten ist. Alle Strahlen, welche auf einem zur Blende kon-
[ centrischem Kreise einfallen, treffen nach der Brechung den Schirm
wieder in einem Kreise, der dieselben Grenztangenten berithrt. Vergleiche

Tafel III Fig. 5a und 5 b.

76*




8- 7.

Ueber den Zusammenhang der Brennfliche der gebrochenen Strahlen mit der
Centrafliche der Flachen 2. Grades. Mechanische Erzeugung des Systems der
gebrochenen Strahlen.

Die Gleichung eines dreiaxigen Ellipsoides werde in folgender Form ange-
nommen:
x‘l yfé : ~2

B Sl 97)
& (@ + b)? P (a + c)* )

Fiir die Normale in einem Punkte z' y' &' desselben gelten bekanntlich nach-
stehende Beziehungen zwischen den laufenden Coordinaten 2 ¥ 2 und denen des Fuss-
punktes z’' y' 2':

& y 2 :

Srs e i il ; , g 0R)
X ) — Y 1 — 8 = —; — T ,)(5/'
i a  (@+0)} (a1t ¢)

Fithrt man die Entfernung o zwischen den Punkten z % 2 und z‘ o' 2
g Y Y

14

ein, so
kann man an stelle der Proportion 98 folgende drei Gleichungen setzen :

‘

; ZX
X — X =0 g
a‘p
. .’/ 3 / JZ'"L )/42 /:127-‘7
Y — Yy = P R R ) = — - — - - - — 99
49 ¢ (@ +b)}p £ l/ a* E (a+0* (@ + c)* )
T L

HEs sollen nun die Lingen 0, 0, 0, der Normalen vom Fusspunkt bis zu den

5

drei Dln‘(:hschnittspunk_ten mit den Coordinatenebenen berechnet werden:
0, =—a’p,

& =—(a+5p,

= — (@ + ¢) p.

25

Wir nehmen nun die Grossen & und ¢ klein im Vergleich zu @ an und ent-

g b
wickeln nach Potenzen von — und
a

«
l/ e : ' HESE _ﬁ: gff e //," 'l NS e BTE o ; {if]”“f: C?‘i
p= o : - - = ¥, — — — — 4 —— - -
et 7 (a4 bt (a + c)* l ¢ o
i y'? &' byt c2?
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Aus der zweiten Gleichung setzen wir den Wert von #'2 4 y'* 2 in die erste
ein und erhalten damit:

o
ey Lt
a”

Hieraus ergibt sich fir ¢, 05, 4

(ld

it (] aibytte ) 100)

Y29
/ JJ]I'Q—{'“C.Z((Z 5
Qs (lv(l e '"{L':';* T ).‘
((6‘{—[/)2 . b‘lj‘?—l—(ﬁ;ﬁm ( ) Z}‘l/12+c£.12
0;=— Al =gtk (1—— — __7)
2 a ( a® ) it - a ) a’
. 2b by'' +cz'’
—_—a {\l - o J,,as )
S (@40 ( by —+ce'® \ ( 2¢ L
ymemd (ie S RTE .
Bilden wir die Differenzen: e, — @;; @ — &
o, 07— 2b :
QS ’—-Ql :201 1()1)

so finden wir, dass dieselben innerhalb der bei der Entwicklung innegehaltenen
(enauigkeit constant sind.

Daher kionnen wir folgenden Satz aussprechen: Die Normalen eines drei-
axigen Ellipsoides, dessen Axen sich nur um kleine Grbssen von der
ersten Ordnung unterscheiden, werden von den drei Hauptebenen in
Punkten geschnitten, weleche bis auf Grossen zweiter Ordnung gleiche
Entfernung von einander haben.

Umgekehrt kann man behanpten: Bewegt sich eine Gerade so, dass drei
auf ihr festliegende Punkte in drei zu einander rechtwinkligen Ebenen
gleiten, so beschreibt sie ein Strahlensystem, das mit dem Normalensystem
eines Ellipsoides von nahezu gleichen Axen identificiert werden kann.

Da die Entfernung der Punkte auf der Geraden nach 101 gleich den doppelten
Unterschieden der Halbaxen des Ellipsoides sein muss, SO werden, falls jene Entfer-
nungen endlich angenommen sind, die Halbaxen des Ellipsoides unendlich gross, da sie
gegeniiber den Unterschied zweier von ihnen stark iiberwiegen miissen. Das hindert
aber nicht, dass das Strahlensystem, das von der Geraden beschrieben wird und dessen
Brennflichen nun endliche Dimensionen besitzen, alle allgemeinen Eigenschaften des
Normalensystems eines Ellipsoides besitat, und, wie wir sehen werden, noch manche
specielle dazu. Obwohl durch die Art der Herleitung ausreichend bewiesen erscheint,
dass bei der angegebenen Bewegung auch unter Voraussetzung endlicher Entfernung
der Fixpunkte die Gerade wirklich ein Normalensystem, d. h. ein solches mit zu

einander senkrechten Brennebenen beschreibt, soll. da dies einfach geschehen kann,

eine direkte Herleitung dieser Eigenschaft aus kinematischen Principien nachfolgen:
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Die Punkte, in welchen die Gerade G die 3 Ebenen trifft, werden mit ds B0
bezeichnet. In jedem derselben werde ein Lot zur zugehorigen Ebene errichtet. die

dann ein System von 3 untereinander senkrechten Ge

aden bilden. Denke ich mir
die Gerade G um eine ausserhalb ihr liegende Axe unendlich wenig gedreht, so
werden im Allgemeinen die mit G verbundenen Fixpunkte aus ihren Ebenen heraus-
riicken. Schneidet aber die Drehaxe die drei Lote, so wird jeder Fixpunkt in seiner
Ebene fortriicken. Alle momentanen Drehaxen, welche die drei Lote schneiden. sind
mit den Bedingungen fiir die bewegte Gerade G vertriiglich und umgekehrt. Diese
momentanen Drehaxen sind Erzeugende eines Hyperboloides, das durch die 3 Lote
bestimmt wird und ausserdem die Gerade G enthilt. Das Hyperboloid ist ein ortho-
gonales, da 3 Erzeugende, die 3 Lote nimlich, unter sich orthogonal sind. Es ent-
hilt unendlich viele Tripel orthogonaler Erzeugender und zu jeder Geraden auf dem
Hyperboloid gehort eines; also auch zur Geraden G. Die zwei Geraden G* und Crilis
welche mit G ein orthogonales Tripel von Erzeugenden bilden, haben die Kigenschaft,
dass, wenn man G um eine derselben als Momentanaxe unendlich wenig dreht, die
Nachbarlage von @ die Anfangslage schneidet, also G hei der Bewegung aus einer
Ebene, die senkrecht zur betreffenden Momentanaxe steht, nicht heraustritt. Diese
Ebene ist also Brennebene des von der Geraden G erzeugten Strahlensystems; es
existiert noch eine zweite der andern zu G senkrechten Momentanaxe entsprechende,
welche senkrecht auf dieser steht. Da die beiden Momentanaxen einen rechten Winkel
bilden, so ist ein Gleiches auch von den zu ihnen senkrechten Brennebenen der Fall.
Das von der Geraden G beschriebene Strahlensystem ist demnach ein Normalensystem.

Irgend ein Punkt der Gleraden G beschreibt bej der Bewegung bekanntlich ein
Ellipsoid. Es seien die Entfernungen desselben von den Fixpunkten o, o -4 2 b,
@+ 2¢, die Winkel der Geraden mit den Axen e, 8, ¥, dann sind die Coordinaten

eines Punktes der beschriebenen Fliche:
dF=gcoso. y=(0+2b)cosf &= (04 2¢)cos y 102)

und ihre Gleichung wird :

2 32 22
S g LSRR 03’
g e @+ 2op e

Unter allen moglichen Flichen befindet sich, wie ausdriicklich hervorzuheben ist, das
KEllipsoid 97, von welchem wir ausgegangen sind und zu dem die Geraden normal stehen,
nicht, dasselbe wird also nicht von irgend einem festen Punkt der Geraden beschrieben.

Wie aus den Gleichungen 102 hervorgeht, beschreiben alle Punkte der Geraden
riumlich affine Figuren; es sind daher die einzelnen Ellipsoide, welche von den
Punkten von G beschrieben werden, durch das Strahlensystem affin auf einander
bezogen. Beschreibt ein Punkt einen ebenen Schnitt seines Ellipsoides, so thun
dies alle. Je weiter die Punkte auf der Geraden gegen das Unendliche zu liegen,

um so kreisithnlicher werden die von ithnen beschriebenen ebenen Schnitte, da die
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Ellipsoide selbst immer kugelahnlicher werden. Die Regelfliiche, welche von den Ge-
raden gebildet wird, die ebene Schnitte der Ellipsoide aufeinander beziehen, wird
daher von der unendlich fernen Ebene nach einem Kreise geschnitten, oder ihre Er-
zeugenden sind einem Kreiskegel parallel. Ordnet man die Einzellagen der Geraden G
nach Regelflichen, welche durch parallele ebene Schnitte cines Ellipsoides F hin-
durchgehen, so werden diese Regelflichen wegen der affinen Beziehung der Ellipsoide
auf einander von allen Ellipsoiden nach parallelen ebenen Curven oeschnitten und
speciell von den kugelihnlichen, weit vom Centrum abliegenden Ellipsoiden nach
Curven, die sich von parallelen Kreisen mit gemeinsamer Axe senkrecht zu ihren
Ebenen um so weniger unterscheiden, je ferner die sie beschreibenden Punkte auf der
Geraden liegen. Alle diese Regelflichen werden daher Richtungskegel mit gemein-
samer Axe haben. Die erwihnte Zusammenordnung nach parallelen ebenen Schnitten
des Ellipsoides F ist auf doppelt unendliche Weise moglich; jeder entspricht ein
System von Kreiskegeln mit gemeinsamer Axe und allen mdglichen Oeffnungswinkeln
als Richtungskegel der Regelflachen. Es werden daher bei allen moglichen solchen
Zusammenordnungen alle moglichen Kreiskegel als Richtungskegel erschopft und wir
konnen umgekehrt den Satz aussprechen:

Sondert man von den Lagen der Geraden G diejenigen aus, welche
einem gegebenen Kreiskegel parallel sind, so bilden dieselben eine Regel-
fliche, welche auf unendlich verschiedene Arten dureh Verbindung ent-
sprechender Punkte sweier affiner Kegelschnitte erzeugt gedacht werden
kann. Sieistdaher vierter Ordnung und ein ebener Schnitt derselben 1st im
allgemeinen eine rationale Curve vierter Ordnung mit 3 Doppelpunkten.

e y? 22
Aus der Gleichung: —5 y 4 =1, die in @ vom sechs-
e (o +2h)* (e+2¢)

ten Grade ist, folgt unmittelbar, dass zu einem Punkte z, ¥, # sechs Werte von o,
also sechs verschiedene Lagen der Geraden, oder auch 6 Bllipsoide, die von Punkten
der Geraden beschrieben sind, gehoren. Hab die Gleichung bei gehdriger Wahl des
Punktes x y # zwel gleiche Wurzeln o, so fallen zweli von den sechs Geraden und
ebenso zwei von den sechs KEllipsoiden zusammen. Das erste bedeutet, dass der
Punkt z, y, # auf der Brennfliche des Strahlensystems liegt, das zweite, dass er sich
auf der Enveloppe der Ellipsoide befindet. Da beide Bedingungen zugleich erfiillt
und durch die Diskriminante der Gileichung sechsten Grades ausgedriickt werden, so
folgt der Satz:

Die von allen Punkten der bewegten Geraden erzeugten Ellipsoide
amhiillen die Brennfldche des Strahlensystems der verschiedenen Lagen

der Geraden.?)

1) Ein analoger Satz gilt allgemein von den Flichen, welche Punkte einer (Gteraden bei
beliebiger Bewegung beschreiben. Auch sie umhiillen die Brennfliche, die von den Binzellagen

der Geraden gebildet wird.
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Aus den Diskriminanteneigenschaften der Gleichung sechsten Grades in ¢ lassen
sich nun die Eigenschaften der Brennfliiche, ihre Riickkehrkanten, ausgezeichneten
ebenen Schnitte, Doppelcurve etc. genau ebenso herleiten. wie es Clebsch fir die

Centrafliche des Ellipsoides aus der entsprechenden etwas allgemeineren Gleichung
sechsten Grades gethan hat.1) .
Von der gewohnlichen Centrafliche unterscheidet sich unsere Brennfliche wesent- i
lich darin, dass die drei Hauptebenen statt der Evoluten von Kllipsen Asteroiden
enthalten. Sonst haben beide die Riickkehrkegelschnitte in den Hauptebenen, sowie i
die eigentiimlichen, den Kreispunkten entsprechenden Knotenpunkte gemein, nur be- 1
steht bei der Brennfliche zwischen den Axen der Riickkehrkegelschnitte die Relation,
dass immer zwei nicht demselben Kegelschnitt angehdrige oder in derselben Richtung

liegende gleich gross sind.

Es lidsst sieh nun unschwer nachweisen, dass zwischen der Seidel’schen Brenn-

fliche und der Brennfliche der Geraden G ein einfacher Zusammenhang besteht. in
o ']

der Art, dass erstere ein specieller Fall der letzteren wird, wenn man eine der
Grossen b und ¢ unendlich klein im Vergleich zur andern nimmt und sich ausserdem
auf Lagen der Geraden, welche von einer Axe des Coordinatensystems nur wenig
abweichen, beschriinkt. Der Beweis konnte an den Gleichungen der Flichen selbst
gefithrt werden, ich ziehe es aber vor, nachzuweisen, dass durch das geeignet modi-
ficierte Strahlensystem der Geraden G dieselbe Abbildung zweier unter sich parallelen
Ebenen vermittelt wird, welche wir zwischen den Ebenen H!?:»J—'l und A?L__H durch v
das System der gebrochenen Strahlen gefunden haben.
A B C seien die Schnittpunkte der Geraden G
mib den Kbenen X=0, ¥Y=10, Z=0. 4B werde

“"( mit ¢, 4 C mit b=c—a, B C mit a bezeichnet. Die

Fig. 17.

Coordinaten von A seien Ys und 25, die von C 2, y,,
éndlich die von Punkt P, der auf der Geraden G

b 4 3 . . . s R - W o .-
Co ¥, i einer Hohe & tiber der ¥ Z-Ebene gelegen ist:
g x=h y= Y, 2=2,.
X | ‘\ .
! ‘l - Man findet dann:
L) 0 P
3 1 SRR A z (/ 1 h ) c
O S =2z, — = — g !
; h 3 3 z, /3 R
v~ I3 ~ Iy
g =4) [ (Cc—a)
3 e S 1 £ <0y :
Yy =1Us - =y, (1 7 )
&z 0%

Die Neigungscosinus @, #, 7 der Geraden G driicken sich folgendermassen durch
die Coordinaten aus:

£
1) Vergl. Salmon-Fiedler. Analytische Geom. d. Raumes II. Teil S. 337 und Crelle's
Journal, 62. Bd. S. 64.
.
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Es sollen nunmehr blos Qtrahlen in Betracht gezogen werden, welche in un-

mittelbarer Nahe der X-Axe liegen. Wir nehmen daher y, und 23 klein im Ver-

: : . =
gleich zu ¢ an und entwickeln nach Potenzen von Ys und 2
¢
e B e e .
i 1] g
(¢ — @) l
h
=z |1 ——
i c—
= s —[2(—0 3_2het(c—a)l—yilc— @ 2 — 22 c*hl,
DR 3 Ys 3
2ctc—a) - :
“g ¢ <
= e aalie gl Jse LR (e sl g
5% —a) I (e h)— (g2 lc—0)  5¢ ) I].
/)v 7/“—’ z 2
A == R (1 il 3 | e BT )\~
s l ¢ t 2@ T 2(c—a)P
Ys 5 ¢ 3 AR N i P e
T . < chsz:#r,:)“’(cr—-]z,)’(__//;—’; (c — )2+ 22 cB)hl.

2 ¢®(c — @)
Jetzt soll auch die Grosse @, ferner die Differenz ¢ — b sehr klein gegen © sein

und gegeniiber ¢ vernachliissigh werden :

; his Sy
2¢z, =&\ ¢ (c—a—h)—- Ly z—))
5 : 104)

Deg® Y ="Ys ((? (¢c— /() ey (7/{ -+ E%))

_ 7, und a von der Ordnung

In den so erhaltenen Formeln miissen die Girossen ¢
die rechte Seite homogen

der Quadrate der Ys und &, angenommen werden, damib
wird. Die 2, und y, werden dann von der Ordnung der Cuben von 2, und yg-

lten Formeln sind bis quf ‘die Constanten identisch mit den
aus welchen wir die Brennfliche des Systems der gebrochenen

77

Die eben entwicke
.»\1)])ildw111g»‘r'or1neln 12,
Abh. d, 1L Gl d. k. Ak. d. Wiss. XVIL Bd. I1L Abth.
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Strahlen abgeleitet haben. Man kann daher i jenes Strahlensystem genihert auf kine-
matischem Wege erzeugen, was in folgendem Satz ausgesprochen werden moge:
Sind auf einer Geraden drei Fixpunkte gegeben, von denen zwei sehr
nahe im Vergleich zur Entfernung des dritten bei einander liegen, und
bewegt sich die Gerade 80, dass die drei Fixpunkte auf den drei Ebenen
eines orthogonalen Coordinatensystems gleiten, so beschreibt sie dabei
ein Strahlensystem, das in der Nihe einer der Coordinatenaxen mit der
aus den Seidel’schen Formeln folgenden 1 Niherung des Systems der in
einem centrierten optischen Apparat gebrochenen Strahlen zusammenfillt,
Die Specialisierung, welche wir bei der kinematischen Krzeugung des neuen
Strahlens
kugelihnlichen Ellipsoiden veranschaulicht werden, als deren Normalen wir die Strahlen

stems im Vergleich zum alten eintreten liessen, kann am besten an den

des Systems betrachten kinnen. Der halbe Winkel, welchen im allgemeineren Falle die

b
Nachdem in der S]wrinlisiurulm‘ ¢ sehr klein gegen b angenommen wurde, ist auch

Normalen in den Kreispunkten einschlossen, berechnete sich nach der Forme] ¢ 9 e

dieser Winkel unendlich klein und es riicken Je zwei Kreispunkte des ElI )wuh' sehr
nahe zusammen, wodurch dasselbe mehr den Charakter einer Rotationst Luho mit be-
stimmter Axe bekommt, ohne seine allgemeine Kugelihnlichkeit einzubiissen. Dabei

reduciert sich auch die Ordnung des Strahlensystems von der sechsten auf die fiinfte;
wie man an der Gleichung 103 sieht:

3 S 103)
e
2 :
- o i
& er2op o

Letztere Gleichung ist nur mehr vom fiinften Grad in 0.

Fiir (Lh specialisierte Strahler nsystem gilt ebenso wie vom allecemeinen der Satz,

dass die Strahlen, welche den Erzeugenden eines Kreis egels parallel sind, eine Regel-
fliche 4. ()nhwmw bilden. Diese Regelflichen haben nun eine ganz besondere Be-
deutung bei der Anwendung auf das Linsensystem. Dieselben umgrenzen nimlich
das austretende Strahlensystem, wenn das eintretende durch die Strahlen, welche am
Rande einer kreisfsrmigen Blende auftrafen, begrenzt war. Die letzteren bilden nim-
lich in erster Annéherung einen l\lﬁl\J\E'UCI' einen solchen werden daher auch die
austretenden Strahlen in erster Ann: dherung bilden. Nun haben wir frither das System
der gebrochenen Strahlen in der Nihe der Brennfliiche bis auf Grossen fiinfter Ordnung
dadurch bestimmt, dass wir durch' die mit der Correktion dritter Ordnung versehenen

)

Punkte der geniherten Bildebene A, Parallele zu den oeniiherten Richtungen der
= 2 %41 g

o
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gebrochenen Strahlen zogen and diese Parallelen innerhalb Distanzen zweiter Ordnung
von Ay, ab gerechnet mit den wahren gebrochenen Strahlen verwechselten. Ohne
uns also “von der erstrebten Genauigkeit zu entfernen, konnen wir behaupten, dass in
der Gecend der Brennfliche die Begrenzung der austretenden Strahlen stets eine
Regelfliche mit geradem Richtungskegel ist. Die Schnitte einer solchen mit einer
beliebigen Ebene, also auch mit der Schirmebene sind Curven vierter Ordnung mit
3 Doppelpunkten. Von dieser Art sind also unsere Grenzcurven.

Dabei ist noch gar nicht vorausgesetzt worden, dass die abgrenzende Blende
centrisch auf der optischen Axe sitzt. Wenn letzteres der Fall ist, dann liegt die
Axe des Richtungskegels in einer Ebene mit der optischen Axe, die gleichzeitig Sym-
metricebene fiir die Brennfliche ist. Dann wird auch die Regelfliiche vierter Ordnung
symmetrisch und ebenso ihre Schnittcurven mit der Schirmebene. Von den 3 Doppel-
punkten der Schnittcurve muss dann notwendig einer in die Symmetrieaxe fallen.
Die Raumcurve dritter Ordnung, welche im Allgemeinen als Doppelcurve der Regel-
fliche vierter Ordnung auftritt, muss nun ebenfalls symmetrisch werden, was dadurch
ermoglicht wird, dass sie In eine in der Symmetrieebene liegende Gerade und in
einen sie schneidenden zu jener Ebene symmetrischen Kegelschnitt zerfillt. Wird die
centrische Blende in der Axe noch so verschoben, dass sie die frither ermittelte giin-
stigste Stellung einnimmt, dann fallt die Axe des Richtungskegels der Regelfliche mit
dem Schnitte der beiden Symmetrieebenen der Brennfliiche, ndmlich mit dem ausge-
zeichneten Strahl zusammen. Die Regelfliche hat nun ebenfalls zwei Symmetrie-
ebenen wie die Brennfliche; ihre Doppelcurve ist in zwel, zum ausgezeichneten Strahl
senkrechte und eine im Unendlichen liegende Gerade zerfallen. Die Schirmebenen,
die alle durch die letztgenannte Doppelgerade hindurchgehen, schneiden die Regel-
fliiche ausserdem nach Ellipsen, die also in diesem Falle als Grenzcurven auftreten.
Satz: Unter Voraussetzung einer kreisférmigen Blende, deren Ebene
senkrecht zur Axe des optischen Apparates steht, wird das aus dem
Apparataustretende, ursprii nglichvoneinem Punktausgegangene Strahlen-
biindel angenihert durch eine Regelfliche vierter Ordnung begrenzt. Die
Grenzcurven der von ihm auf verschiedenen Schirmebenen erzeugten Licht-
flecke sind rationale Curven vierter Ordnung mit 3 Doppelpunkten. Wird
die Blende centrisch zur optischen Axe gesetzt, so gestaltet sich die Be-
agrenzung des Strahlenbiindels, wie des Lichtfleckes symmetrisch zu einer
durch die optische Axe und den leuchtenden Punkt gehenden Ebene.
Verschiebt man endlich die Blende an die ausgezeichnete Stelle der Axe,
so wird das Strahlenbiindel und der Lichtfleck nach zwel Ebenen sym-
metrisch begrenzt und die Grenzeurven des letzteren werden Ell,ipsen.l')
1) Eine Reihe von Sitzen iiber die Regelfiichen vierter Ordnung als Grenzflichen von
Strahlenbiindeln finden sich in allgemeinerer Form in der Abhandlung von Herrn O. Bo cklen
in Reutlingen: ,Ueber die Kriimmung der Flichen®, Crelles Journal Bd. 96, namentlich im §

= ¥

i/
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Geometrische Betrachtungen der Art, wie sie in diesem letzten Paragraphen
angedeutet sind, haben mich zur Ausfiihrung der vorangegangenen Entwickelungen
veranlasst, sie haben ihren Gang begleitet und ihre Resultate kontroliert. Dieselben
kntipften sich zumeist an die von Seidel seit Langem publicierte Form der Gleichung
der Brennfliche. Sie stehen damit auf demselben Fundamente, das Seidel vor einem
Menschenalter in der Dioptrik gelegt hat, das aber, so weit meine Kenntnis reicht,
von allen neueren Autoren ignoriert wurde.

»Die Normalenregelfliichen des Ellipsoides®. S.169. Trotz der vielen interessanten geometrischen
Resultate, welche die erwidhnte Abhandlung zu tage férdert, halte ich die Tendenz derselben,
durch Finftibrung der Normalenbiindel von Flichen zweiter Ordnung an stelle des Sturm'schen
Conoids fiir die Krklirung der Accommodation des Auges weiteren Spielraum zu gewinnen vom

mathematischen Standpunkt aus fiir verfehlt. Entweder begniiet man sich mit der Beriicksich-

tigung der zweiten Potenzen des Verhiiltnisses der Pupillensffnung zur Brennweite des Auges,
dann ist das Sturm’sche Conoid die ausreichende Begrenzungsfliche des Strahlenbiindels. Oder
man nimmt noch die Glieder dritter Ordnung hinzu, dann muss man aher auch alle nehmen und
darf nicht ohmne ftriftigen Grund einzelne fortlassen. Letzteres geschieht aber bei der Art und
Weise, wie Herr Bocklen die Normalenbiindel der Fliche zweiter Ordnung einfiihrt. Da eine
allgemeine Wellenfliche keine vollstiindige Beriihrung dritter Ordnune mit einer Fliche zweiter
Ordnung eingehen kann, so begniigt sich der Verfasser mit einer _teilweisen® Berithrung dritter
T
nicht erstreckt, und daher streng genommen nur eine specielle E

Ordnung, die sich z. B. auf die Normalschnitte durch die Tangenten an die Kriimmungslinien

rithrung  zweiter Ordnung ist.
Aus ihr werden dann die Constanten des Normalenbiindels der Fliche zweiter Ordnung abgeleitet.
Bemerkenswert ist hingegen, dass fiir m#ssiges Gesichtsfeld, wie es die Seidel’sche Theorie voraus-
gebrochenen Strahlen in grésserer Entfernung von der

setzt, thatsichlich die Wellenfliche der
Brennfliche eine vollstiindige Beriihrung dritter Ordnung mit einer kugelihnlichen Fliche zweiter
Ordnung eingehen kann. Ob das auch fiir grosses Gesichtsfeld noch zutrifft, miisste erst unter-

sucht werden.




Erliuterung zu den Tafeln.

Die Figuren 1a, 1b und le der Tafel I stellen den allgemeinen Fall der Seidel’schen
Brennfliche nach einem Gipsmodelle von L. Schleiermacher dar und zwar Fig. 1a die Combination
ider Mintel, Fig. i1b und 1c jeden der heiden Mintel arat (v. S. 538 des Textes). Die
Fliche ist niherungsweise die Brennfiiche des Systems von Strahlen, das aus einem seitlich von
der optischen Axe gelegenen Strahlenbiindel durch Brechung in einem centrierten Linsensystem
In Wirklichkeit hat man sich jedoch die Querdimensionen der Fliche von einer
geringeren Grossenordnung vorzustellen, als die in der Figur vertikal gedachte Liingsdimension.
Fio. 2 Tafel I stellt die beiden ineinander gesteckten Mintel der Brennfliiche fiir den Fall
Kugelgestaltsfehler in der Axe des Linsensystems gehoben ist. Die beiden

entstanden ist.

vor, dass der sog.
Miintel schneiden sich hier in einem Geradenpar, zu dessen Ebene die Brennfliche symmetrisch

liegt (v. § 8 S. 546).
Die ibrigen in den 3 Tafeln zusammengestellten Figuren beziehen sich auf zwei bestimmte
Linsensysteme und dazu gewihlte leuchtende Punkte, nimlich:
A) eine Convexlinse aus Crownglas von folgenden Dimensionen:
0o = 69,25 mm, d; = 8,0mm, gp = — 216,195 mm, 74 = 1,52964 fiir gelbe Strahlen.
Der leuchtende Punkt hefindet sich in unendlicher Entfernung und die Richtung nach dem-
selben schliesst mit der optischen Axe der Linse einen Winkel von 69 ei

B) das von Bessel beschriebene Fraunhofer’sche Heliometerobjektiv,
bei welcher fiir die gelben Strahlen

resp. die-

sbene Modifikation desselben,

> von A. Steinheil ang
taltsfehler in der Axe verschwindet. Dasselbe besteht aus einer Crown- und Flint-

und hat folgende Dimensionen:
768", dy=10,0", ps=25840,326"", dz=4,0"", gs=1168,926

&6

=

i

00— B8B 16440 i =6.0"" o, »:.5;:;,

= =—1,0,4v5 —10,6539 vy = 1,0, v; = 0,610088, v; = 1,0 fiir gelbe Strahlen

Aus ihnen berechnet sich nﬂ,r-,h.s'tc-he'-nde~: System von Bestimmungsstiicken kb, o (v. S. 525):
6-1=10,0, ¢; = 0,041 05 = 0,221270, oy = 0,020675, o7 = 0,088382
iy = 100,0, Iy = 99,7528, hy = 99,7523, hg = 99,6696.

5 Summen S (1) bis S (5), fiir welche jedesmal der Be-

Aus diesen hinwiederum folgen die
trag der positiven und negativen Glieder fiir sich angegeben ist (v. 5. 530):

S (1) = — 5,508b5 - 5,50874 = 4 0,00021
S(2) = —0,111980 ~ 0,108383 = — 0,008597

— 0,0028800 - 0,0020082 = — 0,0008718
S (4) = — 0,0046632 —+ 0,0031744 = —0,0014888
S (5) = - 0,00011783 - 0,00011635 = -~ 0,00000148.
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Wie man sieht, ist 8 (1) bis auf ca. 0,04 /o0 des Betrages der positiven Glieder gleich

also die Compensation der positiven und negativen Glieder nahezu vollstindig. Kine Compen-

sation bis auf einige 9/o tritt auch bei S(2) und S(5) ein. Erstere wurde nach v. Seidel’s

Vermutung von Fraunhofer angestrebt, letztere ist bei geringen Linsendicken immer in &l
lichem Grade vorhanden. Die Vereinigungsweite der Strahlen parallel zur Axe betrigt 1126,7(
von der letzten Fliche ab gerechnet. Das halbe Gesichtsfold betrigt beim Heliometerobjektiv 48,

s

Der leuchtende Punkti liegt in unendlicher Entfernung und die Richtung nach demselben
bildet mit der optischen Axe einen Winkel von 48’

Alle Figuren der Tafel II, sowie Fig. 3a und 3b der Tafel [, welche von Linsen erz
Lichtflecke darstellen, sind negativ zu denken. d. h. in Wirklichkeit sind die dunkel darge-
stellten Partien hell und umgekehrt.

Die Figuren der Tafel II mit Ausnahme von Fic. 8 beziehen sich auf die unter A) be-
o D
schriebene Linse und sollen die Helligkeitsverteilung in einem Lichtflack allgemeiner Art ohne
Ricksicht auf die Begrenzung durch ein Dia hragma darstellen (v. § 5.
o te] D

100 facher Vergrosserung gezeichnet. Die Fig. 1a bis le (bezw. 2a bis

). Sie sind in

2e) beziehen sich auf
einen Lichtfleck, der auf einer Schirmebene entsteht, die sich in der Entfernung von 93,78 (bezw.
P

92,45) mm hinter der letzten Linsenfliche und 2.92 (bezw. 8,55) mm vor der Vereinigung

der centralen Parallelstrahlen befindet. Fic. 1a (hezw. 2a) stellt die Verteilung der Helli

in der 1u-Ebene dar (v. S. 567 und Textfigur 10 8. 560); die Iig. 1b, 1¢, 1d (bezw. 2b, 2¢,

die Helligkeit in den einzelnen Blittern der Schirmebene, endlich Fig. 1e (bezw. 2¢) die bei
Aufeinanderlegung der Bliitter resultierende Gesammthelligkei

s Lichtfleckes. Die den [sophoten

eit an. Als Einheit gilt die Helligkeit, welche
der Schirm bei Entfernung der Linse von dem in unendlich grosser Entfernung angenommenen

beigesetzten Zahlen geben den Grad der Hellig
leuchtenden Punkt erhalten wiirde. Die Schirmebene der Fig. 1 ist so gewihlt, dass sie durch
die Knotenpunkte der Brennfliche hindurchgeht und daher die Brennlinie in ein Hypocycloiden-

par zerfillt (v. S. 542).

Die Figuren der Tafel ITI, nimlich 1a, 1b, le, 2a, 2b, 2¢, 8a, 8b beziehen sich auf dje
Begrenzung des Lichtfleckes bei Abblendung der einfallenden Strahlen (v. § 6, S. 569). Dahei ist
wieder die Linse A vorausgesetszt. Fig. 1¢, 2¢ und 3b stellen die Blendenebene dar und zwar
abes 1cem in Wirklichkeit bedeutet. Die Fig.1a, 2a, 3a
beziehen sich auf die Schirmebene, fiir sie ist die Einheit des Masstabes gleich 0,1 mm. Die
Schirmebene ist in Fig. 1a und 2a in 92.45 mm Entfernung von der hinteren Linsenfliche ange-
nommen, fir Fig. 3a betrigt diese Entfernung 93,78 mm. Die Blendenebene ist jeweiliz durch
koncentrische Kreise in 10 flichengleiche Ringe, d

in der Grdsse, dass die Einheit des Mass

le verschieden grosser Abblendung entsprechen
und einen centralen Kern geteilt, durch dessen Mitte die optische Axe hindurchgeht. Die |
teilung der Blendenebene ist durch Farbentone hervorgehoben. Die Blendenebene in Fig. 1 ¢ hat

man sich an der Vorderfliche der Linse gelegen zu denken. Fig. 1b gibt die Abbildung der
Blendenebene in die 2 u-Ebene wieder, Fig. la stellt dagegen die Abbildung der Blendenebene
in die Schirmebene dar. Entsprechende Gebiete sind jedesmal mit gleichen Farbentionen verse
Die feinpunktierte, aus zwei ellipsenihnlichen Zweig estehende Curve der Blendenebene 1c
gibt den Ort der Schuittpunkte der Strahlen, welche die Schirmebene in der Brennlinie (Fig. 1a)
treffen (v. Textfigur 13 S. 562). Die Fig. 1a, 1b, 1c stellen den allgemeinen Fall dar, wo der
Lichtfleck trotz koncentrischer Abblendung der einfallenden Strahlen durch eine unsymmet

Curve vierter Ordnung begrenzt wird. Bei ginstiger Wahl der Blende kann man, wie die Fic. 22
‘ g g g g
und 3a zeigen, diese Unsymmetrie vermeiden (v. 5. 572). Hiebei ist die Blendenebene in einer
Entfernung von 209 mm vor der ersten Linsenfliche angenommen. Die punktierte Curve der
Blendenebene, welche der Brennlinie des Lichtfleckes entspricht, liect nunmehr symmetrisch zur
1 g :
optischen Axe und die Curven, welche bei verschiedenen Abblendungen den Lichtfleck he

yrenzen,

L -

rta



L -

ra

b87

werden Ellipsen mit gemeinsamem Mittelpunkt (v. S. 5738). Ihre Bilder in der Au-Ebene 2b

ene bei Fig. 2a liegt an derselben Stelle wie bei Fig. 1a; bei Fig. 8a

sind Gerade. Die Schirme

dagegen 93,78 mm hinter der letzten Linsenfliche wie bei Fig. 1e Tafel II. Die punktierte Curve

der Blendenebene Fig. 8b besteht aus 2 Kreisen (v. S. 557, Formel 71 im Falle g = 0).
Die F 3a und 3b auf Tafel I, die Fig. 8 auf Tafel II und die Fig. 4a, 4b und 5a, 5b

auf Tafel IIT illustrieren die Wirkung des Linsensystems B (Heliometerobjektiv). Fig. 8 Tafel IT
zeigt die Helligkeitsverteilung der Bremnfigur in der Ebene, welche durch den Brenmpunkt des
bjektivs hindurchgeht in 1000 facher Vergrosserung (v. Textfig. 16a, S. 574). Dabei ist als Ab-
blendung der einfallenden Strahlen der innere Rand der Objektivfassung von 158 mm Durch-

sserung den Lichtfleck in der

messer angenommen. Fig. 3a Tafel I zeight in gleicher Vergr

Symmetrieebene der Brennfliche bei voller Oeffunung; Fig. 3b denselben Lichtfleck, wenn die

rechte oder linke Hilfte des Heliometerobjektivs abgeblendet ist. Dabei ist angenommen, dass

der leuchtende Punkt in der Trennungsebene des Objektivs liege. Die Fig. 4a, 4b und 5a, 5b
auf Tafel IIL illustrieren die Abbildung der Blendenebene in diejenige Schirmebene, welche die

Brennfliche symmetrisch teilt (v. Textfigur 15, S. 564). Sie zeigen auch, wie sich bei Veriinderune

des Blendendurchmess

die Begrenzung des Lichtfleckes #ndert. Bei Fig. 4a ist die Blenden-

ebene an der Vorderfliche des Objektivs angenommen. Die Strahlen, welche auf dem punktierten

Linienpar der Blendenebene 4b auffallen, schneiden nach der Brechung die Schirmebene in den
Brennlinien. Fig. 5a und 5b entspricht einer Blendenebene, die sich 1211,9"' vor der vordern

S 57

Linsenfliche befindet. Hiebei tritt die S. 575 erwiithnte einfache Begrenzung des Lichtfleckes durch

Kreise ein. Diese Abblendung wire theoretisch die glinstigste; ihre Anwendung setzt aber einen
um die Hélfte grosseren Durchmesser des Objektivs voraus, oder es miisste der Durchmesser der
hts-
feld von 2 >< 48’ aufrecht erhalten werden soll. Zu bemerken ist schliesslich noch, dass die Ein-
heit des Masstabes der Tafel III in den Fig. 4a und 5a 0,01 mm, in den Fig

Blende gegeniiber dem Objektivdurchmesser auf die Hilfte reduciert werden, falls das Gesic

tb und 5b da-

gegen 50 mm bedeutet.
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