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In der vorliegenden Arbeit habe ich versucht, die cogrediente 
(congruente) Transformation der bilinearen Formen in sich 
selbst, die für die symmetrischen und alt er nire n de n Formen 
von Herrn Frobenius zum Abschluss gebracht ist, auf den allgemein­
sten Fall einer beliebigen bilinearen Form auszudehnen.

Im § 1 findet man die nothwendigsten Definitionen und Bezeich­
nungen zusammengestellt, von denen im Anschluss an den von Herrn 
Frobenius entwickelten Algorithmus der bilinearen Formen1) 
Gebrauch gemacht wird, sowie einige andere einfache Folgerungen aus 
bekannten Theoremen erwähnt.

Daran schliesst sich in § II die Entwicklung der allgemeinen Eigen­
schaften der charakteristischen Function der Substitutionen U, sowie 
solcher Relationen, denen die Coefficienten derselben genügen müssen. 
Dabei ergeben sich einerseits die Theoreme, welche schon Herr Frobenius 
aufgestellt hat, doch schien es mir nicht überflüssig, dieselben von der­
jenigen Grundlage aus zu entwickeln, die ich bereits in meiner Arbeit 
über orthogonale Substitutionen2) benutzt habe. Andrerseits aber erhält 
man, indem man unter der Substitution eine solche versteht, welche die 
Form in eine beigeordnete — die conjugirte der reciproken — ver­
wandelt, Relationen, welche in besonders ausgeprägtem Sinne eine Ver­

1) Vgl. Frobenius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen, Borchardt’s Journ. 
Bd. 84, S. 1. Diese Arbeit werde ich im Folgenden mit l·1 citiren. Vgl. ferner: Ueber die schiefe 
Invariante einer bilinearen oder quadratischen Form, Daselbst Bd. 86, S. 44; sowie Kronecker, 
lieber die congruenten Transformationen der bilinearen Formen, Berl. Monatsb. April 1874, Diese 
letztere Arbeit werde ich mit К citiren.

2) Voss, Zur Theorie der orthogonalen Substitutionen, Math. Annalen, Bd. XIII, S. 326. 
Ueber bilineare Formen, (röttinger Nachrichten, August 1887.



allgemeinerung der bekannten Eigenschaften der orthogonalen Substi­
tutionen1) bilden. Bei der Untersuchung der reellen Transformation 
einer reellen Form habe ich versucht, dem Satze des Herrn Weier­
st r a s s 2) über die Elementartheiler der characteristischen P’unction der­
jenigen Substitutionen, welche eine definite quadratische Form in 
sich transformiren, eine weitere Ausdehnung zu geben.

In § IV gehe ich zur Herleitung der Christoffel-Kronecker’schen 
Transformation3) vermöge einer reciproken Resolvente «len Grades über, 
jedoch mit der Erweiterung auf den Fall, dass die letztere lauter ein­
fache Elementartheiler enthält.

Sodann zeige ich, dass die Transformations-Coefficienten aller nicht 
singulären Substitutionen in vollständigster Analogie mit den Cayley- 
H er mite'sehen Formeln, insbesondere in der von Herrn Frobenius 
gegebenen Gestalt, sich darstellen lassen. Dabei ergiebt sich ein System 
linearer Gleichungen zur Bestimmung dieser Coefficienten, 
das in der symbolischen Form S 2’ -f- S1 Tl = о zusammengefasst werden 
kann4). Nach einer ausführlichen Erörterung der Eigenschaften der 
Formen T gehe ich zur Ermittelung dieser Formen selbst über, die sich 
leicht mittelst des bei allen ähnlichen Fragen dieser Art als erledigt 
anzusehenden Problems der vertäu sch baren Formen bewerk­
stelligen lässt.

II Vgl. Jacobi, Crelle’s Journ. Bd. 12 S. 7; Baltzer, Determinanten, S. 173.
2) Weierstrass, Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen, Berl. Monatsb. 

1868. S. 336.
3) Christoffel, Theorie der bilinearen Functionen. Borchardt’s .Journal. Bd. 68, S. 253; 

lironecker, Ueber bilineare Formen, ebenda, S. 273.
4) Die Möglichkeit, überhaupt rationale Transformationen einer Form in sich anzugeben, 

ist, worauf mich Herr Klein bei dem Erscheinen meiner Note in den Göttinger Nachrichten auf­
merksam zu machen die Güte hatte, bereits 1858 durch Cayley (On the automorphic transfor- 
mation of a bipartite quadric function. Phil. Transactions 148, S. 39—46) gewissermassen dargethan, 
der mittelst der H ermite’schen Methode (Crelle’s Journal Bd. 47, S. 309) rationale zunächst nicht 
eogrediente Transformationen einer bilinearen Form in sich angiebt.

Indessen hat Herr Cayley dabei übersehen, dass seine Formeln — die mit denen des Herrn 
Frobenius übereinstimmen — nur für den Fall einer symmetrischen oder alternirenden Form 
ohne das Hinzutreten der im Texte angezogenen Gleichung eine eogrediente Substitution liefern, 
und auch die Frage, bei welcher besonderen Beschränkung des Characters der Substitution diese 
Transformationen die einzigen sind, gar nicht aufgeworfen.



Herr Frobenius hat zuerst die wichtige Frage nach der Irredu- 
cibilität der eigentlichen Transformationen einer symmetrischen oder alter- 
nirenden Form von nicht verschwindender Determinante1) in bejahendem 
Sinne entschieden. Eine ähnliche Untersuchung lässt sich auch in dem 
allgemeinen Falle führen, doch muss es weiteren Untersuchungen Vorbe­
halten bleiben, diese schwierige Frage in ihrem ganzen Umfange zu er­
ledigen, da auch bei anderen Voraussetzungen solche Substitutionen durch 
ein einziges rationales System dargestellt werden können.2) Die Unter­
suchung der Anzahl der willkürlichen Parameter, von denen überhaupt 
die Coefficienten der Transformation einer Form in sich abhängen, bildet 
den Inhalt des § XII, und es scheint mir bemerkenswert!!, dass dieselbe 
stets durch lineare Operationen gefunden werden kann.

I

Einleitung.

In diesem Paragraphen werde ich kurz die wesentlichsten Bezeich­
nungen und Definitionen, sowie einige einfache Theoreme zusammenstellen, 
die im Folgenden zur Anwendung kommen werden.

1. Unter dem Produkte3)
G= AB1)

der beiden bilinearen Formen von n Variabeinpaaren x und у
А = Σααχ&4, 
Β = Σ Ъл х( yk,

sei der Ausdruck

verstanden, so dass
2) cm — — aa biki

für i, к = 1, 2, . . n

1) Ueber die Transformation von Formen mit verschwindender Determinante, die in den 
übrigen §§ der Arbeit ausgeschlossen sind, handelt § V.

2) Vgl. 2. В. § V, S.
3) F. S. 2.



wird. Bei dieser Definition wird die Multiplication associativ und 
distributiv, dagegen im allgemeinen nicht commutativ. Die 
Determinante der Coefficienten des Productes C wird nach 2) gleich dem 
Producte der Determinanten der Factoren A und B.1) Bezeichnet man 
die Determinante der Coefficienten cik einer Form C allgemein durch 
jCj, so zieht demnach die Gleichung 1) auch die folgende

\C| = A\ В
nach sich.

Zwei Formen A und В heissen vertauschbar, wenn ihr Product 
commutativ ist, d. h. wenn

AB — В A,

welche Gleichung also die n2 in den Coefficienten von A und В linearen 
Gleichungen

— aa bik — — ba alk;
i - i

г, к = 1, 2, . . . n,
repräsentirt.

2. Unter der conj ugirten Form von A‘2) versteht man die Form
А1 = 2£ a ki х( у k

welche sich durch gleichzeitige Vertauschung der sämmtlichen Variabein 
Xi mit den yt aus A ergibt. Alsdann gilt der Satz:

(A B..D)' = D\ . В' A1.

3. Die mit jeder beliebigen Form vertauschbare FormB)

werde durch E bezeichnet. Demnach ist AE=EA~A. Formen, 
welche nach dem Typus von E gebildet sind, aber weniger als n Vari- 
abelnpaare enthalten, sollen durch Д, E2 . . bezeichnet werden, so dass 
allgemein

E=ZEk

ist, sobald die Formen Ek unter sich kein Variabeinpaar gemein haben. 
Die Form



Еа А Ев — Σχ а* А
’ß хъд-х*д yßVi

enthält also nur die Variabein x welche in Ea, die Variabein у welche 
in Eß Vorkommen.1)

4. Wenn die Determinante der Form A nicht verschwindet, so giebt 
es eine einzige vollkommen bestimmte Form X, welche der Gleichung2)

3) AX=B

genügt, und wenn die Determinante von В nicht verschwindet, so ist auch 
die von X nicht Null. Ist В = o, so muss auch X = о sein. Es giebt 
daher auch eine Form Y, welche der Gleichung

A Y = E

genügt. Aus der hieraus folgenden Gleichung

YAY = Y,
oder (Y А—E) Y — о,
folgt aber Y А = E.

Diese Form Y heisst die reciproke Form von A und wird durch 
Ar1 bezeichnet, so dass also

AA~' = A~] Α — Έ

wird. Führt man, für die Unterdeterminanten des Coefficientensystems 
der ал, dividirt durch A] die Bezeichnung aa ein, so ist

= £akix,.yk,

wobei dann die Gleichungen

-aAo.ü = Xak,au— (kl)

gelten, in denen (к l) das bekannte, für к — l gleich Eins, sonst aber 
gleich Null zu setzende Symbol bedeutet.

Zugleich folgt aus 3) durch Multiplication mit A~’

X = А ' В,

und für die reciproke Form eines Productes gilt der Satz



(AB - ■ 1))-' = D~' B~' А-'. !)

Aus А A~‘ — Д
(А-1)' А1 = Д 
(А')-'А1 = Д

folgt daher noch
((А-'У-(АУ')А' = о, 

oder (Л-1)1 = (А1)-1.

5. Wird die Form A durch die beiden Substitutionen

4) χί — ΣρΗξ[
l

У к — Qkm Ч гп

in die Form В transformirt, so ist

5) И =
Ordnet man den beiden Substitutionen 4) die Formen

В — 2рих1У,,
Q — ^qmkxmyk,

zu, so lässt sich die Gleichung 5) in der symbolischen Form2)

6) B = PAQ

schreiben, falls man rechterliand noch die x und у durch die c und η 
ersetzt.

Die Transformation heisst eine contragrediente, wenn die pmk die 
durch \Q\ dividirten ersten Unterdeterminanten nach den Elementen qkm 
sind, d. h., wenn Q~' = P, dagegen cogredient, wenn qmk = pkm oder 
P — Q' ist. Die Transformation P—Q heisse nach Herrn Kronecker 
eine conjugirte Transformation von A in B.

6. Unter der characteristischen Function3) einer bilinearen 
Form A versteht man die Determinante der Form

A—rE

in welcher r einen variabeln Parameter bedeutet. Zwei Formen A und 
В heissen ähnlich, wenn ihre characteristischen Functionen dieselben



Elementartheiler haben, und unter dieser Voraussetzung gibt es eine 
contragrediente Substitution P, welche A in В überführt, so dass die 
Gleichung

P-ι AP=B

besteht, Nach Herrn Weierstrass heissen zwei F о r m enschaar e n

А — rB und Aj — rBx

äquivalent, wenn die Elementartheiler der als nicht identisch ver­
schwindend vorausgesetzten Determinanten А—rB und |Ax rBx\. 
welche ebenfalls als characteristische Functionen bezeichnet werden mögen, 
übereinstimmen. Nach Herrn Krone eher können zwei äquivalente 
Schaaren aus conjugirten Grundformen immer durch cogrediente Sub­
stitutionen in einander transformirt werden1), d. h. sie sind einander 
congr ue nt.

7. Nach dem Verfahren des Herrn Weierstrass findet man unter 
der eben genannten Voraussetzung der Aequivalenz zwei Formen P 
und Q von nicht verschwindender Determinante, welche die Gleichungen

PAQ = AX,
PBQ = B,,

befriedigen. Giebt es nun auch noch irgend zwei andere Formen Px 
und Ql dieser Art, und wird die Determinante von В als nicht ver­
schwindend vorausgesetzt, was sich immer erreichen lässt, so muss

PAQ = PXAQX,
PB Q — Px В Qx,

sein. Hieraus folgt aber

Qx=B-'PrlPBQ:
oder

PAQ = Px AB 'Pr'PBQ-,

also, wenn der Factor Q beiderseits fortgelassen wird

РГ'РАВ= AB 'Pr'P-

1) K. S. 436.
Abh. d. II. CI. d. lc. Alt. d. Wiss. XVII. Bd. 11. Abth. 32



Setzt man aber
AB-* 1 = W,
РГ]Р=Й,

80 18t
В w= WB.

Und ist umgekehrt В eine mit W ertauschbare Form von nicht 
verschwindender Determinante, so sind

zwei

P, = PB~\
Qi ~ B~x В BQ.

Formen, welche die Gleichungen

Pi A Qi — A|,
ρ,ρρ, =p,,

befriedigen. Es giebt daher genau so viel linear von einander 
unabhängige Substitutionen von nicht verschwindender
Determinante, welche die Schaar А — rB in Αλ__rB, trans-
f ormiren, als es linear von einander unabhängige Formen 
von nicht verschwindender Determinante giebt, die mit 
W=AB~l vertauschbar sind.1)

8. Wird eine Form A von nicht verschwindender Determinante durch 
zwei Substitutionen P und Q in sich transformirt, so ist

PA Q — A.
Alle Formen B, welche gleichfalls durch P und Q in sich 

transformirt werden, ergeben sich aus der Gleichung

B = SA,
falls

SP=PS
genommen wird. Ist nämlich

so ist auch
PB Q — B,

РВА-' P-1 A = B,

1) Alle Substitutionen P, Q. 
daher in den Formen li~
bare Form ist.

welche die Schaar A — rB in sich selbst transformiren, sind
1 ■ Q = S—l В A enthalten . wo В eine mit AB—1 vertausch-



oder
PB A~‘ = В А 'В.

Setzt man aber
BA~'=:S,

so ist PS—SP und В — S A. Umgekehrt ist dann aber auch

PBQ = PS AQ — S P AQ = S A = B.
wie zu zeigen warx).

9. Wenn die Gleichung

U{Pi + P,) = {Qx+QäU

besteht, in welcher P,, <>,; P2, Q, Formen sind, die nur die in 
S,; P2 vorkommenden Variabeinpaare enthalten (also in der­
selben Weise zerlegbar3) sind) und die charact eristischen 
Functionen von P„ und (>, sowie von P, und Q2 keinen ge­
meinsamen Theiler haben, so ist auch U in derselben Weise 
in zwei Formen Ux P2 zerlegbar.

Man hat nämlich durch Multiplication mit P, und E2

Д UPJ = Q1 PP,; P3 PP, = Q., UEX, 
P, PP = p PP; P2 P/t = Pa,

oder wenn
P, U E2 = w], 
Pz PP, = и>2

gesetzt wird
μ, P| — ζ)ι m, : 

// — (л, w.j,
'»1 /J2=0l^l,

/ ] --- Qo w2.

Aus der letzten Gleichung geht aber unter der genannten Bedingung 
hervor 3)

Wt = 0, Wo = 0,

so dass
P— (P] —(- P») P( P, -j- Po) = μ, -|~ u2,

1) Herr Frobenius giebt zur Ermittelung solcher b’ormen В den specielleren Satz: Ist А
eine Form, welche durch die Substitution P und Q in sich transformirt, wird, so ist auch

eine solche Form. F. S. 30.
f(P)Ag(Q)

2) F. S. 17.
3) Vgl. F. S. 28. Satz X.
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wird. Und zugleich können die Determinanten von «, und щ nur dann 
von Null verschieden sein, wenn die Formen P, und Qx sowie P2 und Q2 
zu einander ähnlich sind.

1 0. Eine Form von der Gestalt + A(A')~l heisst nach Herrn Rosanes1) 
antisymmetrisch. Damit eine Form S von nicht verschwindender 
Determinante antisymmetrisch sei, ist nothwendig und hinreichend, dass 
die Elementartheiler ihrer characteristischen Function paar­
weise von gleichem Grade sind und für reciproke Werthe 
verschwinden, und dass entweder diejenigen Elementar­
theiler, welche von der Form (ρ+ l)2* (p—1)2*+' sind, paar­
weise auf treten, oder dass dieses mit den T heilem der 
Form (p— l)2*, (p+l)26-1 der Fall ist.

Unter der genannten Voraussetzung ist nämlich die Schaar S—ρ E 
einer Schaar mit conjugirten Grundformen W+ o W1 äquivalent2), also

oder

Demnach ist 

Setzt man also 

oder

P(S- qE)Q=-W+qW1

PSQ— W,
PQ =±W\
Q' P1 = + W.

S= + R~lQl P' Q-\

P-lQ' А

P'Q-' = (Al)-\
so wird

S= + A(Al)-\
wie zu zeigen war.

11. Das Problem, alle Formen P zu finden, welche der Gleichung

PA —AP

genügen, also mit A vertauschbar sind, ist zuerst von Herrn Frobenius

1) Borchardt’a Journal bd. 80, S. 61.
2) F., S. 22. Diese Untersuchung beruht auf dem wichtigen Satze des Herrn Kronecker 

über die Klementartheiler einer aus conjugirten Grundformen gebildeten Schaar, K. S. 442. Man 
vgl. auch den von Herrn Stickelberger gegebenen Beweis desselben, Borchardt’s .Journal 
Bd. 86, S. 42.



behandelt worden1). Insbesondere hat derselbe die Anzahl m der linear 
von einander unabhängigen Formen dieser Art angegeben. Bezeichnet 
man dieselben durch

so ist
p P P1 11 ■*- 2 ’ M tn i

P=2a.sPs,

während zwischen den Ps keine lineare Relation besteht. Unter denselben 
befindet sich auch die Form E selbst. Man kann aber stets vor­
aussetzen, dass die Grundformen Ρρ Formen von nicht 
verschwindender Determinante sind. Genügen nämlich die Ps 
nicht dieser Bedingung, so haben die Formen

Qs — -+ К &
bei willkürlichen Werthen der hs nicht verschwindende Determinanten. 
Sie sind aber zugleich Grundformen. Bestände nämlich eine Relation

ZßsQs = o,

zwischen denselben, so wäre auch
ZßsPs + E2hsß, = o·,

d. h. es bestände auch eine lineare Relation zwischen den Formen Ps, da
Ε=2γ„Ρ'

sein muss. Im folgenden werde ich eine (symbolische) lineare Gleichung 
zwischen Formen als gelöst betrachten, sobald dieselbe auf das 
Problem der vertauschbaren Formen zurückgeführt ist.

§ Π.
Die Eigenschaften der cogredienten Transformationen einer bilinearen Form

in sich seihst.
Wenn eine Substitution U, deren Determinante U | selbstverständlich 

nicht verschwindet, die Form S cogredient in sich trans­
form i r t, so ist 2)

1) F. S. 28, 29. Vgl. auch L. Maurer, Zur Theorie der linearen Substitutionen, Diss. 
Strassburg 1887; sowie meine Note in den Sitzgb. d. bayer. Ak. d. W. Ueber die mit einer bili­
nearen Form vertauschbaren bilinearen Formen, Juli 1889.

2) F. S. 33 ff.



в,

X
rI

НС ■: 1

i

£

!) U'SU=8,
, УЛ6?' U= S':

also auch
2)

Lme solche Substitution transformirt demnach die ganze aus con- 
.lugirten Grundformen gebildete Schaar tf + pS’, insbesondere also 
auch die symmetrische Form S~\-S\ sowie die alternirende 8—81 
m sich selbst.

Es ist ferner nach 1)

О 1 S4£7+ ρ Έ) = (S -f ρ U'S) = (Ε^ρ U') S,
oder

3) υ'8(σ+ρΕ) = ρ(υ' + ρ' E) S,

falls unter (>' der reciproke Werth von ρ verstanden wird
Bezeichnet man den Werth der Determinante von U durch f setzt 

man zugleich voraus, dass \S nicht verschwindet, so folgt aus 1) nach § I. 1.

, i2 = 1,
und aus B)

4) f U+ρΕ \ = ρ"\ϋι-\-q'E\.

Die Substitution heisst bekanntlich eigentlich, wenn t gleich 4 1
dagegen uneigentlich, wenn , gleich -1 ist, Man hat daher die 
bekannten Sätze: J)

Bei einer eigentlichen (uneigentlichen) Substitution und
ungeradem n ist. C> = + 1 (p = — 1) eine Wurzel der characteristischen 
Gleichung

5) U— ρ E\ = o.

Das Product aller Wurzeln der characteristischen Gleich­
ung 5) hat den Werth e. Bei einer eigentlichen (uneigentlichen) 
Transformation ist die Anzahl der Wurzeln P = _ 1 immer eine gerade 
(ungerade). Bei einer uneigentlichen Transformation und geradem n sind 
(> = + 1 Wurzeln der Gleichung 5).

Die Gleichung 5) hat nach 4) nur reciproke Wurzeln, 
mit Ausnahme der etwa vorhandenen Wurzeln von der Form

1) F. S. 35.



ν = ±Λ und die zu reciproken Wurzeln gehörenden Elemen­
tartheiler haben dieselben Exponenten. Umgekehrt ist durch 
diese Eigenschaft eine Form (J vollständig characterisirt, welche eine 
Form von nicht verschwindender Determinante in sich transfonnirt.!)

In der That sind unter dieser Bedingung die Scliaaren

r E — U und rXJ — E
äquivalent, also

A(r E— U) В — r U— Д
oder

AB — U; AUB = E.

Da ferner U und Ul ähnliche Formen sind, so ist

also

oder

d. h.

WUW-' = u\ 

wAB W~l = U\

А = W~' Ul WB~' - B~] U~\ 

ü1 WB~'U= WB-1;

mithin ist И7J5-1 eine Form von nicht verschwindender Determinante, 
welche durch U in sich transformirt wird, und aus dieser findet man 
alle Formen dieser Art vermöge der Lösung der Gleichung

in der Gestalt
PU' — U' P

8 = P WB~\

Damit eine Form U überhaupt eine Form 8 in sicli 
tr ansf о rmire , deren Determinante auch verschwinden kann, 
ist nothwendig und hinreichend, dass die characteristische 
Function von U reciproke Wurzeln, resp. die Wurzeln -)- 1 
oder — 1, besitze, — Soll nämlich die Gleichung

U'S = SU-'

überhaupt bestehen, ohne dass alle Coefficienten von S Null sind, so 
muss eine n2 reihige aus den Coefficienten von U und U~' gebildete

1) F. S. 34.



Determinante verschwinden, welche die genannte Bedingung für die 
characteristische Function von U repräsentirt.

Herr Frobenius hat ferner den folgenden Satz bewiesen:
Ist eine Substitution U in zwei Formen Ux-\-U2 zerleg­

bar, deren characteristische Functionen keine reciproken 
Wurzeln haben, so ist jede Form 8 (von verschwindender oder 
nicht verschwindender Determinante), welche durch U in sich trans- 
formirt wird, in derselben Weise zerlegbar.1)

Dieser Satz kann in folgender Weise umgekehrt werden:
Ist eine Form 8 (von nicht verschwindender Determinante) zer­

legbar in 8i-\-S2, und haben die Determinanten,

|Sj—s;p[,
I Si — S'tQ

keine gemeinsamen Theiler, so ist U in derselben Weise 
zerlegbar.

Aus der Gleichung
US (SY' = 8 (SY1 U

folgt nämlich

(SY1 + S' (SY]] = [8, (SY1 Y S2 (SY1] U, 

und damit der zu beweisende Satz, 2) falls die characteristischen Func­
tionen von Sj (Sj’)-1 und S2(SY', d. h. die vorhin angeführten beiden 
Determinanten keinen gemeinsamen Theiler haben. Insbesondere folgt:

Ist S zerlegbar in Sx -f- S2 und ist £j eine symmetrische 
respective alternirende Form, so ist U in derselben Weise 
wie # zerlegbar, wenn die Determinanten S2 - -S^l respective 
|S2-|-SY2j nicht verschwinden.

Durch diesen Satz ist zugleich die Transformation der wie S zer­
legbaren Formen erledigt.

Ich entwickele nun einige allgemeine Relationen zwischen den Coeffi- 
cienten einer Substitution U, welche sich freilich auch zum Theil in sym-



bolischer Form darstellen lassen, bei denen aber die explicite Gestalt im 
allgemeinen vortheilhaft scheint.

Ist
S = Saaxtyhl

und
G Gv/i Sw 7
У к = ^-ckl 1

eine (congruente) Substitution U, welche S in sich transformirt, so ergeben 
sich zur Bestimmung der Coefficienten cik die folgenden n1 quadratischen 
Gleichungen

1) ^-aik CimCld ~ aml‘l

m, l — 1, 2 · · · n,

Multiplicirt man nun die mit к beliebigen Grössenreihen m“, y“, 
i— 1, 2 ···«■; а = 1, 2 ■■■ Je, geränderte Determinante

«U+f c12 . . c in u\ . ul
Cäl C2 2 в ' C2n u\ ■ m|

c«2 · · C'nn "i“ Q < · • <
v\ v\ . . К 0 . 0

v\ v\ . . 0 0

welche durch bezeichnet werden möge, mit der nicht verschwinden­
den Determinante

■ ■ · ■ = Ä
Ctni · * Mtin

vertical, und dann horizontal mit der Substitutionsdeterminante

bi ■ · Cl»

Сщ · · i

endlich wieder vertical mit der adjungirten Determinante von S

aii · ■ °i» j
' ' ' = А

Ct,n · &nn

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wise. XVII. Bd. II. Abth. 33



wobei
ail atk --  -2- aii &ki — (kl) ,

so ergiebt sich für εψ(ρ) der Werth

1 + ?Сц <?c21
1 .

■ £

• 0*2

&is Cs ^

^z’i ^$2

^ »г Я c2tl
2υ]α,·3

• ^ Hf“ Q Cnn
• -«Jot»

-»«· &is Csn

0

falls statt der к Ränder nur einer derselben 
man die mit

hingeschrieben wird.

q “ Uh akU ^ — Щ, > ■ · · 0 O,'4»

Zieht

multiplicirten ersten n Verticalreihen von den letzten к ab, so folgt wenn

gesetzt wird

2) * Ψ(9) = (—-1)V

«n + e1 e. i • 0*, и 1 ■ ■ и\
Csä + ρ1 • 0*2 т ■ . т

01* 02* • 0** ^ и;, ■ ■ Ui
VI VI • (и1 V1) • . (ик и1)

n v\ У к' r η (м1 Vе) . . и’1 ν’1)
falls zur Abkürzung die Bezeichnungen

eingeführt werden.
Aus 2) folgt für к 

der Determinante

üf =

F“ — v«“ ay l ■— us asl;

(ua vß) — v?;

a, /3=1, 2 ... k,

1, wenn man die ersten Unterdeterminanten



!-" · · ci”
4 ist) — | · ■

^ti| · ■ C nn —b Q

durch yik bezeichnet, durch Vergleichung der Coefficienten der u, v auf 
beiden Seiten die Identität

— £T,k = Σ ais akm yxms — q"-1 J (ρ1) (i k),

wobei unter y]k die zu Λ (q1) gehörige Unterdeterminante verstanden wird. 
Multiplicirt man noch mit au und summirt über k, so entsteht

3) —е2улаы — (Jn-2^aiky]k — ρη~] aitJ((>');

i, t= 1, 2 ... n.
Setzt man hier

(J = ± 1
so wird

Ya = yl-k

und die Formel 3) liefert lineare Gleichungen zur Bestimmung 
der Unterdeterminanten der characteristischen Function 
von U, aus denen man, wenn nur eine der Determinanten

\U+E\, \Ü—E\

nicht verschwindet, die c,7{ finden kann.1)
Die Gleichungen 3) besitzen aber eine weniger übersichtliche Form, 

wie diejenigen, die bei Benutzung einer anderen characteristi­
schen Function sich ergeben. Es spricht sich das namentlich durch 
den Umstand aus, dass die geränderte Determinante rechter Hand in 2) 
die Grössenreihen U, V an Stelle der ursprünglichen и, v enthält, 
während es bei orthogonalen Formen gerade von besonderem Vor­
theil erscheint, dass die U, V den u, v gleich werden. Dies lässt sich 
zum Theil aber auch bei beliebigen Formen 8 erreichen.

Setzt man
{S)~' = Яаых4ук,

('S )   -U У к 1

1) Vgl. meine Note, Ueber bilineare Formen, Nachrichten топ der k. Gesellschaft der W. zu
Göttingen, Juli 1887.



und
V = U(S')-1

so genügt, die Form F der Gleichung

Fi0YF=(^,)-,;

sie transformirt die Form S in die Form (S1)"1, welche ihre beige 
ordnete heissen möge. Dabei ist

F+p^-^CiZ+Sp)^1)-1 
S(V + P S-1) = (F1)-1 (F1 P + (SY1).

d. h. die Gleichung
[F+pS-1!^

hat auch jetzt nur reciproke Wurzeln. Bezeichnet man auch hier die 
Substitutionscoefficienten, deren Determinante jetzt gleich

e
А

wird, durch ca, so haben dieselben dem System der n2 Gleichungen

4)
zu genügen. Aus

aik Cim Ckn ~ amn

V1 SV — (SY1

eigiebt sich durch Uebergang zu den conjugirten und reciproken Formen

V'SlV=S-\

oder
V-\SY\VY' =

VSVl = V1SV = (SY1,
so dass neben den 
n2 Gleichungen

Gleichungen 4) auch das äquivalente System von

5)
besteht.

fyk &mi Cnk — ^mn

Vermöge der Gleichungen

V'SV — (S')-' 
S' VS = (F1)-1



besteht jetzt zwischen den Formen V und S eine vollständige Reci- 
procität, so dass man sagen kann:

Wird durch die Substitution V die Form S in ihre bei- 
geordnete Form transformirt, so wird umgekehrt durch die 
Substitution S die Form V in ihre beigeordnete transformirt. 

Multiplicirt man nun die Determinante

Gl +e«n, Ga 4" 6 «22 ■ ■ u\

Gl 4“ 9 «2 1 1 Ga ~F Q a%2 ■ ■ u\ u\

C»! Г«2 T" 6* ««2 ■ ■ к <
V'l v\ ■ . 0 0

Vk .. 0 ■ 0

zuerst mit der Determinante der αΛ, dann mit der der Substitutions- 
coefficienten cik, so ergiebt sich vermöge ähnlicher Transformationen 
wie vorhin:

7) e ψ(ρ) = (— lf ρ’1

Gi+e1«!,, ci2 + e'ai2 ■ . v\ г4‘

r« j V (4 1 Cni 4“ 6? «»2 ■ к <
Ü \ Ul . (mV) (м1 ю*)

u\ m . (uk ν') (μ* ν'1)
falls

Uht ~-^^u\akiaay 

(uh vr) = atle

gesetzt wird. Man erhält auf demselben Wege die Gleichung:

7a) εψ(ρ) = (— 1)V

Gi 4-е1 «11 Gl 4-^«21 · . u\ uk

г j >ί 4- Q ‘G” 4~ ^ «2й ■ < <
F{ Fi ■ (m1 d1) . {uk ν')

Г/Jer 1 FJ . (m1 vk) . (uk vk)

wobei die Bezeichnungen



(*V)= (·
zu gelten haben.

Bezeichnet man wieder die ersten Unterdeterminanten der character- 
iatischen Function

durch so hat man aus 7) für 4 a 1

8) — <**U = Vn~2 ΣαΛ r'kl — ρ-1 zZ (ρ1) (к s),

und ebenso aus 7a)

8a) —*2аыГы = Г-*2аьу'л— ρ-> zZ (ρ1) (* s).

Wählt man an Stelle von zZ(ρ) die characteristische Function

(p) — | c<fe Ч- P )

so erhält man auf ganz ähnlichem Wege, falls

cn с12+г«2, · ■ «ί . К
C2l + S«,s С22+е«22 ■ ■ «4 . К

9) Ψι (P) = j ~t" Q ii C«i + f«,. ■ · К ■ ип

1 1
r!
.

v\ . . 0 О

_ ! I v\ vl . . 0 О
gesetzt wird,

C1 1 + p'“il C12 + P'«2, ■ · υ\ v\

10) * V7! (p) — (—1)V c»t + «1«
V\

C»8 + ρ1 a2„ . .
ui . .

К
{и1 ν')

. в*

. (м1 «*)

u\ 0? ■ - (ик ν') . (и'1 ®ft)

ü\ = 7,2 ®ik аи ’

(uhvr) = ±Zu’№aik,



also auch, wenn die ersten Unterdeterminanten von z/,(ρ) wieder durch 
γιΛ bezeichnet werden, für к — 1

[ “ *2аыул = 2ΣαΛγ\( — ρη 1 z/, (g')(ks)

Die Formeln 11} können zur Bestimmung der Substitutionscoefficienten 
gebraucht werden, wenn für ρ = +1 ζΖ(ρ), dagegen nicht zZ, (ρ) ver­
schwindet. Ueber den Zusammenhang der Wurzeln beider Gleichungen 
vgl. § IV.

Aus der Gleichung 7) oder 9) ergeben sich weitere Eigenschaften 
der Substitutionscoefficienten von V.

Es sei ρ — a eine Wurzel der Gleichung ζΖ(ρ) = ο, für die der Ex­
ponent des grössten gemeinsamen Theilers aller к — lten Unterdeterminanten 
gleich lk_x, der des grössten gemeinsamen Theilers der kten Unterdeter­
minanten aber mit lk bezeichnet sein möge, wobei lk<lk_, ist. Dann gilt, 
wie übrigens aus der Gleichung 7) folgt, in welcher a an Stelle von ρ1

einzusetzen ist, gleiches für die reciproke Wurzel ct1 = ~.
Entwickelt man beide Seiten der Gleichung 7) nach Potenzen von 

ρ — а, und bezeichnet die Determinante φ(ρ) jetzt durch

so ist

wo der von ρ unabhängige Coefficient A„ für о — a nicht verschwindet. 
Zugleich wird

л ,k

Trägt man diese Werthe unter der Voraussetzung



in die Gleichung 7) ein und bemerkt, dass zur Ermittelung der lkten Potenz 
von (p a) rechter Hand die Elemente (uh vJ) sämmtlich gleich Null ge­
setzt werden können, da sie mit höheren Potenzen von ρ — α multiplicirt 
sind, so ergiebt sich die Gleichung

14) __^___ 1 j & 4 ^ n — 24 — 2 к v1 - ■ vk \
u\ ■ ■ щ) ■

Von dieser Gleichung sollen zunächst Anwendungen auf den Fall 
gemacht werden, wo S eine symmetrische resp. alternirende Form ist.

Ist S eine symmetrische Form, so werden nach 13) die U\ den 
uh gleich, und man hat

i5> *^C’::i)=(-i)i+'*«”“24_2i*A.C::„1).

Für eine alternirende Form S wird dagegen U\ — 
damit

i6> :i)=с;.·;::).
Ist nun insbesondere «= + 1, so folgt aus 15)

15*) (:'::£)=c±η*1/‘+’*

und aus 16)

16‘> «^-C'::3=(-n^±.C:i)

- uh und

da für cc — 1 n nothwendig eine gerade Zahl sein muss, wenn die 
Determinante der alternirenden Form S von Null verschieden sein soll. 
Aus 15a) und 16a) folgt der Satz:

Verschwinden die sämmtlichen k — lten Unterdeterminanten 
der characteristischen Function z/(p) für eine Wurzel ρ — α, 
ß = dl 1 > und enthalten die sämmtlichen kten Unterdeter­
minanten noch den P’actor (p — a)h, lhy>o, so ist die Form

/ vzM j
1(ρ —a)V0==p



für ein symmetrisches S symmetrisch oder alternirend, je 
nachdem

für а = -)- 1 i und (— i)^ + ^ 

für « = —1 6 und (— ι/Η-/<· i-4

gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen haben. Ist 
dagegen S alternirend, so findet dasselbe statt, je nachdem

ε und (— 1)4

von gleichem oder entgegengesetztem Zeichen sind.
Nach Herrn Stickelberger1) genügt nun zur Bestimmung der lk 

oder der Elementartheiler die jedesmalige Untersuchung einer bilinearen 
Form H{uv), welche den ersten Coefficienten der mit gewissen Grössen 
uß, vß·, /3 = 1, 2 -k— 1 und einer letzten Reihe von Grössen u, v gerän­
derten Determinante der cik -)- paik in ihrer Entwickelung nach Potenzen 
von ρ — a bildet. So lange H(uv) nicht alternirend ist, kann man die и 
den v gleich setzen. In dem Falle aber, wo H(uv) eine alternirende 
Form ist, werden zwei aufeinanderfolgende Elementartheiler gleich. Man 
kann dann zwar nicht die и den v gleich setzen, aber bei der Unter­
suchung der ä: -j- 1ten Unterdeterminanten durch geeignete Wahl der 
Grössen des Randes die verloren gegangene Symmetrie wiederherstellen. 
Es sei nun 8 eine symmetrische Form, und das Zeichen von

««”(- + \ a — + i

positiv, während к von 1 bis kx geht. Dann ist nach 15a) jene Form 
H(uv) eine symmetrische, und man kann die uß den vß gleich wählen, so 
lange ft gleich 1, 2 ···&, ist. Wird aber jenes Zeichen für k, -f- 1 -f-lki+l 
negativ, so wird zugleich H(uv) eine alternirende Form. Es ist dann 
der Elementartheiler ekl gleich eh+l. Nun sind alle Zahlen к + lh für 
к — 1, 2 · · · /С] einander nach dem Modul 2 congruent, dagegen kt -j- 1 + 
denselben nach demselben Modul incongruent. Es ist also in der 
Gleichung

— 1 + ek.y — + kl — (4,+i + *i4-l)

1) Stickelberger, lieber Schaaren von bilinearen nnd quadratiechen i’ormen, Borchardt.'t 
Journal, Bd. 86, S. 39.
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die rechte Seite eine ungerade, also ek{ eine gerade Zahl. Und umge­
kehrt muss, wenn e,4 eine gerade Zahl ist, die Differenz rechts aus zwei 
modulo 2 incongruenten Zahlen bestehen. Bezeichnet man daher mit * 
irgend eine der Zahlen, welche kleiner als кл ist, so ist zufolge der 
Gleichung

e* - % = l„ Щ — (lM +, 4- * -f 1) — \lki -f Λ*! — (4)+1 + -f 1)], 
e* incongruent eki (mod 2), 

also eK eine ungerade Zahl. Aus der Gleichung

~ 1 + %+i = 4j+i + ^1+1 — (41+3 + #1 + 2),
in welcher = etl zu setzen ist, geht dann hervor, dass

lkl+2 + ^1+2 + ü, (mod 2).
Es muss also jeder Elementartheiler mit geradem Exponenten 

paarweise auftreten.
Ist dagegen die Form alternirend, so wird man, so lange das 

Zeichen von

«(— 1)г*

positiv ist, die и den v gleich setzen können. Wird aber e(— l)/,c+] gleich 
1, so wird die Form H(uv) alternirend und zugleich

e)c ~ 1
In diesem Falle ist aber lk — lk+, ungerade, also ek selbst eine un­

gerade Zahl.
Damit ist der wichtige Satz des Herrn Frobenius1) bewiesen: Die 

Elementartheiler der characteristischen Function jeder 
Substitution, welche eine symmetrische (oder alternirende) 
Form von nicht verschwindender Determinante in sich selbst 
transformirt, sind paarweise von gleichem Grade und ver­
schwinden für reciproke Werthe, mit Ausnahme derer, 
welche für den Werth +1 oder —1 Null sind und einen un­
geraden (oder geraden) Exponenten haben.

. 11 i'· S. 41. Dass ein Beweis dieses Satzes mit Hülfe des S. 259 benutzten Ränderungs-
prmcipes geführt werden könne, hat schon Herr Stickelberger angegeben, sein Verfahren jedoch 
nicht entwickelt. Borchardt’s Journal, Bd. 86, S. 43.



Aus diesem Satze ergeben sich noch einige weitere Folgerungen.
Verschwindet für eine Form S (gerader Ordnung) keine 

der beiden Determinanten IN + Ц11, ist ferner q die grösste 
Zahl, für welche noch alle Unterdeterminanten n — qter Ord­
nung der charactdristischen Function U—ρΕ einer Sub­
stitution U für ρ — +1 verschwinden, so ist q eine ungerade 
Zahl.1)

Verschwindet dagegen \S—N1}, während S + S]\ von Null verschieden 
ist, so sind die Elementartheiler mit ungeradem Exponenten, welche für 
ρ = + 1 verschwinden, nicht nothwendig paarweise vorhanden. Bezeichnet 
man daher die ungeraden Exponenten für ρ =—1 mit

ß\ J tJ2j ' "
so ist

(— \)2ß — e,

also ΙΣß о oder 1 (mod. 2), je nachdem s == -j- 1 oder = — 1 ist. Man
hat also auch:2)

Sind U, V zwei zugleich eigentliche (uneigentliche) Substi­
tutionen, welche eine symmetrische Form von nicht ver­
schwindender Determinante in sich transformiren, und ver­
schwindet die Determinante von jU-)-V\, so verschwindet sie 
mit einer ungeraden Anzahl von Systemen von Unterdeter­
minanten.

Diese ausgezeichnete Eigenschaft der Wurzel ρ = — 1 der charac- 
teristischen Function von U bei einer eigentlichen Transformation lässt 
sich in allerdings beschränkterem Umfange auch erkennen, ohne dass die 
Existenz einer symmetrischen Form von nicht verschwindender Deter­
minante vorausgesetzt wird.

Man hat nämlich vermöge Ul S U = 8 die Identität

17) (υι8χ + 8ρ)(ϋ+σΕ) = {υ'π-\-Ε)8{^Γρ8(υ + οΕ).

1) Die Substitution in U ist eigentlich, da das Product der Wurzeln der characteristischen 
Function gleich +1 ist.

2) Vgl. Stie 1 tj es, Sur un theoreme d’algebre, Acta Mathein. VI S. 319; Netto, über 
orthogonale Substitutionen, Acta Math. IX S. 291, sowie meine Note in den Göttinger Nachrichten, 
Juli 1887.
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Setzt man hier ρ = + 1 und

U' Sl~\-S— W,
U'S' — S= V,

so folgt
18) W(U+cE)=Wl-\-oW,

V{U+oE) = — F' + ffF;
und für д — + 1

19) (ü1 S' + E) = (£+ IP)S1 -\-(jS(E+ ü)
(U'S' + S(>)(U—E) = (E—W)S' — qS(E—U)

Die Formen
O181-\-8q, 8{ü+oE) 

werden dabei durch U in sich transformirt.
Verschwindet nun \V\ nicht, so sind die Elementartheiler von der 

form (ρ + l)21, (t>-- l)2i+1 in der characteristischen Function von U stets 
paarweise vorhanden; verschwindet \W nicht, so gilt dasselbe von den 
Theilern von der Gestalt (ρ—l)Si, (—J— 1 )s* +1.

Und ähnlich folgt aus 19)
Verschwindet \U + E\ [|U—E\\ nicht, so hat die characteristische 

Function Ό 'S' -)- Sy\ den Character derjenigen einer Schaar von con- 
jugirten Grundformen Α-{-ρΑι[Α — ρ J.1].

Verschwindet dagegen U - j h oder U—E\, so transformirt U eine 
Schaar von conjugirten Grundformen in sich, deren Determinante iden­
tisch verschwindet.

Aus der Gleichung 16a) ergiebt sich ferner der Satz: Eine alter- 
nir ende form von nicht verschwindender Determinante lässt 
keine uneigentliche Transformation zu.1)

ist nämlich e = — 1, so sind а = + 1 Wurzeln der characteristischen 
Gleichung, und es gilt die Gleichung 16a). Verschwinden also die Ä:te" 
Unterdeterminanten nicht mehr sämmtlich, so ist lk=zo. Dann aber bilden 
die Werthe conjugirter Unterdeterminanten ein alternirendes System, 
und die sich selbst conjugirten Unterdeterminanten sind daher gleich Null. 
Dies bedingt aber nach einem bekannten Satze, dass alle Zcteu Unterdeter­

1) Vgl. Frobenius, Ueber die schiefe Invariante etc. Borchardt's Journ. Bd. 86, S. 50.



minanten überhaupt gleich Null sind, was im Widerspruch mit der Voraus­
setzung steht. Dagegen bilden bei der eigentlichen Transformation einer 
alternirenden Form für eine Wurzel von der Form p = + 1 die kten nicht 
verschwindenden Unterdeterminanten der characteristischen Function immer 
ein symmetrisches System.

Auf dieselbe Weise ergiebt sich für l,c — о aus 15a) wenn man

* = (—1Г
setzt, dass für die Wurzel «=--[- 1 die Zahl m-|-k, für а = — 1 dagegen 
die Zahl μ -f- n -j- к eine gerade sein muss.

Uebrigens gilt nach 15), 16) der allgemeine Satz:
Bei einer alternirenden oder symmetrischen Form sind 

die zu (ρ— &)h, ((ü — «х)г* gehörigen Coefficienten der Ent­
wickelung conjugirter ftter Unterdeterminanten der charac­
teristischen Function der Substitution V nach Potenzen von 
ρ — a, ρ1 — a1 einander proportional, so lange alle Unter­
determinanten von höherem als n—i-Grade für ρ = a ver­
schwinden.

Um an die Gleichung 14) für eine beliebige Form 8 ähnliche Fol­
gerungen anknüpfen zu können, benutze ich den von Herrn Frobenius 
ausgesprochenen Satz:1)

„In einem Elementensystem, in welchem alle partiellen Determinanten 
m-f l Grades verschwinden, verhalten sich die aus irgend m Zeilen ge­
bildeten Determinanten wten Grades wie die entsprechenden, aus irgend 
m anderen Zeilen gebildeten partiellen Determinanten mten Grades.“

Es ist vielleicht nicht überflüssig, diesen Satz, den Herr Frobenius 
mittelst der Betrachtung vollständiger Lösungssysteme linearer Gleichungen 
bewiesen hat2), auf einem etwas anderen Wege herzuleiten.

Es seien die 4 Determinanten mten Grades,

А = K*i, c=\
B = 6«|, D =

gebildet aus irgend welchen Elementen а, Ъ, c, d,

1) Frobenius, Ueber das Pfaff’sche Problem, Borchardt’s Journal Bd. 82, S. 241.
2) Ebenda S. 236.



i, к —\ , 2 · - ■ m
in dem folgenden Schema

#11 • · (Ь\ m h 1 . ■ hm

«ml • (&mm Ьт\ bmm
Cu - Clm d\\

Cml Cmm dm\ $ mm |

angeordnet und es werde die Determinante

6n - h im αχρ

Ъпл · kiam d>np
df 1 - cfгт Cig

i, ρ — 1, 2 ■ · · яг
betrachtet. Dann ist

c*s aso dia ßSn — Oie,

wenn man unter Bs0 die adjungirten Determinanten der Elemente hsa 
versteht, oder

\с,ъ В ~ D,v\ = AD Bm~'.
Verschwinden nun alle DiQ, während В zunächst nicht Null ist 

so folgt
CB—AD = o.

Dies ist aber der von Herrn Frobenius angeführte Satz. Nennt 
man nämlich in einem Elementensystem alle m reihigen Determinanten, 
welche aus denselben Horizontal- (oder Verticalreiben) gebildet sind, ein­
ander horizontal (oder vertical) zugeordnet, versteht man dann unter В 
irgend eine m reihige Determinante des Systems, unter A irgend eine 
ihrer horizontal, unter C eine ihrer vertical zugeordneten, so ist I) als 
gleichzeitig zu В und C zugeordnete bestimmt, und es gilt dann die 
obige Identität.

Ist die kt0 Potenz eines Linearfactors s der Variabein r, von der 
die Elemente ganze Functionen sind, die niedrigste, welche in allen L)in 
vorkommt, so können auch nicht alle m reihigen Determinanten, aus denen



die В gebildet werden, eine höhere Potenz desselben enthalten, denn die 
Ό,ρ sind lineare Functionen der B. Es müssen also solche В vorhanden 
sein, für welche die höchste Potenz des Factors s gleich k0 < /,; ist. Dann 
aber ergiebt sich leicht aus der obigen Identität

(7Э \m—l‘D (CB-AD) = s*P

wo P wieder eine ganze Function ist; d. h. die BC—AD enthalten 
mindestens den Factor s\

Ich bezeichne nun die Elemente

G(k 4" ^ aik, С'л + da­
durch

Pik, pL
Setzt man ferner voraus, dass die Unterdeterminanten m -f- lten Grades 

der characteristischen Function A((j) für o~a noch alle verschwinden, 
die vom mten Grade aber nicht mehr sämmtlich Null sind, d. h. dass die
к = η· -m Unterdeterminanten nicht sämmtlich verschwinden, und be­
zeichnet man der Reihe nach mit

i I ' ' гт,

h . - /-"Ί ,
' ' Sm )
' " xm )

irgend eine Combination der Zahlen n= 1, 2 - ■ n zu m Elementen, setzt 
man ferner zur Abkürzung

i P»V‘1 · ■ P<ikm
p ----- . . . . I ,

I An*1 ' ’ ^‘иЛт j
und bezeichnet man die analog aus den p)k gebildete Determinante durch
PL so ist

Setzt man ferner
pp — P pzi"jx 1 m x j/c ·

&

£(— 1 )*ß»-2l =i

Pu, ■ · m{ .
Pu, • m|

Pnh • * &nim • ми

so ist nach 14)



p'ix\ u\ . . m

= λ Р1ц2 ■ ■ P'i, „2 m . . Щ

P i\n ■ ■ P\n>‘ Ui . • ul

Multiplicirt man diese Gleichung mit und ersetzt iedes Product
zweier Determinanten rechts durch das entsprechende Product nach dem
vorher bewiesenen Satze. SO wird

p'hi • · U[ . . U\•4II•X

Vо

P л» ' ' P'jmn Ul - ■ ün
px iX',

oder auch
QiP)x = QjPU.

Aus dieser Gleichung folgt aber durch Vergleichung der Coefficienten 
der willkürlichen Grössen и

wenn man unter den
ln * jx hj 1 ix ·)

]h, - * K,

irgend eine Combination der Zahlen 1,2· -n zu m Elementen versteht 
oder

Ры Рща)
P\гХ j*

In analoger Weise schliesst man aber aus 7a)

b)

dagegen in b)

Pst _-Pvi
P\,S P\m

in a)

*1» κ2? '■ ■ *m = K, Ä,, - /?,cm?

S1 ? S2 ' ■ ■ s„, = ht, V ?
t, > ^2 ' — Jl , 7*2 · 7m 3

Щ, ^2 ' ■ «» = Jl, 7 2 ■ "7m?

Ры
Р\н

Phi . P hj 
z P'iH ’ P'j„

U'j
" Pi.

so wird



oder
V V1 Μ   -*· ivj

F\- ■

Man hat also folgenden Satz:
Verschwinden die Unterdeterminanten от Grades nicht 

mehr sämmtlich, während noch alle Unterdeterminanten 
w 1 Grades für eine Wurzel ρ = α von J((>) Null sind, so ist 
das Verhältnis der Wer t he der conjugirten Unterdeter­
minanten für die reciproken Wurzelwerthe y — a, «’ ein un­
veränderliches.

Ist insbesondere « — + 1, so folgt:
Verschwinden für eine Wurzel ρ = +1 von i(p) die Unter­

determinanten mten Grades nicht mehr sämmtlich, dagegen 
noch alle höheren, so bilden die Unterdeterminanten wton 
Grades ein symmetrisches System, d. h. die Werthe conju- 
girter Unterdeterminanten sind stets einander gleich.

Denn nach dem vorigen Satze sind die Werthe conjugirter Unter­
determinanten nur um einen für alle Determinanten gleichen Factor ver­
schieden. Dieser könnte nur dann von der Einheit verschieden sein, wenn 
alle Hauptunterdeterminanten gleich Null wären, womit aber überhaupt 
alle Determinanten mten Grades gleich Null werden1). Unter einer Haupt­
unterdeterminante ist dabei eine solche zu verstehen, welche in Bezug 
auf die Indices der Elemente p,k symmetrisch gebildet ist.

§ III.

Die reelle Transformation reeller Formen.

Die besonderen Verhältnisse, welche stattfinden, wenn eine reelle 
sym metrische definite Form durch eine reelle Substitution in sich 
transformirt wird, sind von Herrn Frobenius insbesondere für eine 
orthogonale Form dargelegt worden2). Eine ähnliche Untersuchung

1) Vgl. die Anmerkung von Herrn Frobenius, Borchardt’s Journal, Bd. 82, S. 242.
2) F. S. 51 ff.

Abh. d. II. CI. d.k. Ak. d. Wies. XVII. Bd. II. Abth. 35



lässt sich auch für beliebige Formen führen. Dabei ergeben sich etwas 
allgemeinere Sätze, als deren Specialfall dann das Theorem über definite 
Formen entspringt.

Ist nämlich a eine Wurzel der characteristischen Gleichung
^((0 — Ic* + P«jw.j = o,

so sei, nach steigenden Potenzen von ρ — α entwickelt,

1) a)~e° + -- J

wo der grösste Elementartheiler e0 mindestens gleich eins ist, und nicht 
alle verschwinden. Zugleich folgt aus der Identität

2) -K- + Q ak<) ysi = (ks)J (p)

nach 1), wenn man ebenfalls nach Potenzen von ρ—a entwickelt

3) — сы 'L = — a 2аы δ5ί.

Multiplicirt man, unter ß irgend eine andere Wurzel, unter d®. die zuge­
hörigen Werthe verstanden, mit der Gleichung 3) die folgende

ferner mit аы, und summirt dann über к und l, so folgt

4) Σ «.у dlj = ctß dsi d°aj.
Die Form

5) Μ=Σ afj ό\( xs y„

muss demnach für je zwei nicht reciproke Wurzeln а, ß 
identisch verschwinden.

Für и — ß folgt aus 4)
Für jede von +1 verschiedene Wurzel muss die Form

N = Σα^δ'si<)\jXsya

identisch verschwinden.
Ist insbesondere die Form S reell, und

—Ры + *9и 
^<4 — Voj H- * ч aj



so müssen für jede von + 1 verschiedene Wurzel die 
Formen

ßj ^ ^aij(PsiPoj IsiQaj) <f

n] = Sctqfaqq 4- qsipaj) xaya

verschwinden.
Für zwei reciproke Wurzeln a und cd, bei denen die zugehörigen 

Werthe der J durch d'si, 07 bezeichnet werden, braucht die Form M 
nicht Null zu sein.

Dabei gilt der folgende Satz:
Zu denjenigen reciproken Wurzel paaren, für welche die Form M 

nicht identisch verschwindet, gehören lauter einfache Elementartheiler 
der characteristisehen Function ζ/(ρ).

Differentiirt man nämlich die Gleichung 1) so entsteht

1 3 Y±i___Ly 9L— e __ йу-
J dQ — e" s> }7) L л· — -ж7^- = — «Γ“0+1) +

Durch Differentiation von 2) folgt dagegen

- aki Ysi + 7^{Cki + 9 «;«) 3 y„i
3 ρ

(ks)
dj
3ρ

oder nach Multiplication mit ykj und Summation nach к
1 3 ysj 1 Э J _ 1

/1 2 ρ z/2 Э σ аы7Bi Уkj-

Setzt man hierin nach 1)

-^ = LA-(ü—«r2eo + -·,

so folgt aus 7) die Identität

8) (ρ — «)''1260-Σ'«« <L'LH------- =«((> — «Γ(eo+OL-H-------

Bezeichnet man die zu der reciproken Wurzel cd = - gehörigen 

Werthe der γ durch γ\(, so ist

6 J{{>) = Q”
35



Setzt man diese Werthe in die Gleichung
ρ3 i

J (ρ) ~ ак(Уч + /(,n Σ aß Yß ~ 0(V)

ein, so wird

{>' -21 «ь- 'Уу 0 — ß)~6(4------ h ^ aik djtpe* (а — ρ)~ιe° ρ (ij).

mithin folgt durch CoefficientenVergleichung

9) ^«ьА,-+(— 1У°г/е°-2^«й<Vßc - o.

Setzt man den hieraus für ΣαΜδ1β folgenden Werth linkerhand in 
8) ein, so folgt

ΐγ>+'^*-*ΣαΆ0'ν$Λ+ ■ - . =„((,_„)-(^-1)^.+ . . . 

Unter der Voraussetzung dass die Form
M ~ ~ aih (}fi- dsiXj ys

nicht identisch verschwindet, sollen nun in dieser Identität die Exponenten 
der niedrigsten Potenzen von ρ — α verglichen werden. Wählt man ein 
Werthsystem der ж, у für das M nicht Null ist, und ist dann etwa

- dsiXjVs
gleich Null, so ist der niedrigste Exponent rechts gleich —(e0+ 1) f p, 
ρ > о \ also

2 e0 = (eo + 1) + (>, 
eo — i — ρ

oder, da e0>o sein muss, ρ —о und e0 = 1.
Man hat also folgenden Satz:
Verschwindet die Form Ш für irgend zwei reciproke 

Wurzeln der ch a r acteristischen Gleichung nicht identisch, 
so sind alle zu denselben gehörigen Elementartheiler gleich 
Eins.

Hat die Gleichung Λ{ρ) — о irgend zwei conjugirt complexe Wurzeln 
a und ß11, zu denen die "W erthe ds,, dV gehören, so folgt aus 4): 

Verschwindet die Form

N = 2a(J,dsi<J"scsy0



für irgend zwei conjugirte Wurzeln nicht, so ist der absolute 
Betrag derselben gleich Eins, d. h. sie sind reciprok, und ist 
umgekehrt der Betrag nicht gleich Eins, so muss N verschwinden. Unter 
der Voraussetzung, dass die Form S und die Substitution V reell sind, 
sind nun für zwei conjugirte Wurzeln a und «" auch ()' und d11 con- 
jugirt, also

= Psi + iQst,
<Ky — Poj—iqay,

und

10) N = Σ(Σ(psiPoj + qsi qaj)a0- — i Σ{qsipaj — psi qa;) «,,) xs ya.

Ist nun
-Σ1 = ^x{xk aik oder auch Σ = xk aik 

eine definite Form, so ist N von Null verschieden. Daraus folgt:
Alle Wurzeln der cha racter istisch en Gleichung einer 

reellen Substitution, welche eine reelle Form S, bei welcher 
Σ definit ist, in sich transformiren, sind vom absoluten 
Betrage Eins.

Dann aber sind je zwei complex conjugirte Wurzeln auch reciprok; 
d. h. es wird die Form M mit N identisch. Hieraus folgt weiter:

Die characteristische Function einer reellen Substi­
tution, welche eine reelle Form S, für die Σ definit ist, in 
sich transformirt, hat lauter einfache Elementartheiler.

Man kann diesen Satz noch etwas verallgemeinern.
Es sei a eine imaginäre Wurzel ß-\-iy. Dann können in

ö* = P* + 4*
die Grössen qsi nicht sämmtlich Null oder den psi proportional sein. Denn 
die Gleichungen

Σ(c„ +(/9 + iy) <'h) Psi — о; к = 1, 2 - - - n,
können nicht bestehen, so lange γ nicht Null ist und die Determinante 
von S nicht verschwindet, da sonst auch alle psi Null sein müssten. Da­
gegen müssen für jede imaginäre Wurzel die beiden Formen 6) ver­
schwinden , da das Quadrat derselben nicht gleich Eins sein kann. Ver­
schwindet nun auch die Form N (10), so müssen die Ausdrücke



aij'P sipnji aijpsi4aji —uij Paj <Jxi, ^-a,:7 9si 4n;

also auch insbesondere

Σ«v(Psi + λ qsi) (psJ + Я gv.)

verschwinden, wobei man unter psi, qsi zwei verschiedene Puncte der 
Mannigfalti gkeit

^aiyX,xy — 0

zu verstehen hat. Das erfordert aber, dass diese Mannigfaltigkeit reelle 
gerade Linien enthält, oder dass sie in ihrer Tangentialmannigfaltigkeit 
sich nicht definit verhält1). Man hat daher den folgenden Satz:

Ist die Form Σα^χ,-χ. in ihrer Tangentialmannigfaltig­
keit definit, und ist a eine imaginäre Wurzel der charac- 
teristischen Function einer reellen Substitution, welche 
die reelle Form 8 in sich transformirt, so ist die Form N 
nothwendig von Null verschieden, d. b. der Betrag von a ist 
gleich Eins und die zu dieser Wurzel gehörigen Elementar­
theiler sind sämmtlich einfach.

Es sei endlich noch eine Eigenschaft der characteristischen Function 
für eine symmetrische Form angeführt.

Bezeichnet man die Coefficienten der niedrigsten Potenzen der Ent­
wicklung einer /<ten Unterdeterminante der characteristischen Function J (ρ) 
nach Potenzen von ρ — a durch P und ebenso für die reciproke Wurzel 
in Bezug auf die conjugirte kta Unterdeterminante durch P\ so gilt nach 
§ II, 14 die Gleichung

fc-f lk n—2k—2lk

P = * (— 1) a p] .

Hat nun die Wurzel a den Betrag Eins, und sind ihre zugehörigen 
Elementartheiler alle einfach, so ist к -j- lk — s, wo s die Multiplicität der 
betreffenden Wurzel. Versteht man unter P speciell eine kte Hauptunter­
determinante, so ist unter Voraussetzung eines reellen S und V

P = A-\-iB,
P' = A — iB,

D Als0 z- B- s0 wie ein Hyperboloid erster Art, oder ein hyperbolisches Paraboloid für n = 4.



und man hat

4-(-iß = (- 1) fe (A — Bi),
wenn

gesetzt wird. Setzt man

A .* В — a 6ίψ, ^ = t0 tang iß,

so wird
ψ — 4 (- ' s -\- (»?. - 2 s) φ) + »n я,
Ψ = i (л 0 + 1) + (и — 2s) φ) + m, я,

je nachdem f = + 1 ist. Daraus folgt:
Das Verhältnis ” hat für alle kten Hauptunterdeter­

minanten, к — 1, 2 - - - s der characteristischen Function ein 
und denselben Werth.

§ IV.

Bestimmung der Transformationscoeffleienten mit Hülfe einer Gleichung
n. Grades.

Unter gewissen Voraussetzungen lassen sich die im § III entwickelten 
Sätze noch erweitern. Setzt man

0

und benutzt die analoge Bezeichnung auch bei mehrfacher Bänderung 
der characteristischen f'unction, so besteht die Identität

1)

deren rechte Seite entwickelt lautet

2uk Uivl VJylyL — r'kmyl).

Führt man nun an Stelle der Grössen Ua i = 1, 2 - - n die Coeffi- 
cienten asi ein, und bezeichnet mit l0, lt, l2 die Exponenten der grössten 
gemeinsamen Theiler oten, lten, 2ten Unterdeterminanten um A(ρ1) für irgend



eme Wurzel p1 — a' dieser Function, so enthält die linke Seite von 1) 
den Factor

wo о ist.
(p1 — + ^ + f

Die rechte Seite wird dagegen, wenn nach 8), § III

2} Σσ·*>γΙ< = — ' «Й Yik + q4 О1) (к s)

gesetzt wird, gleich

3-) — v, Vma{s(yiky\m — y\mYi!)

+ (# Z O’) — ZL O, V, — U, Vs) ,

und der zweite Theil von 3) enthält sicher den Factor

(p1---ηψυ +h+»Z,

wo η^ο. Entwickelt man nun γΛ, y\m nach Potenzen von (/ — «', so 
entsteht

Ylm — ßIm (p'
Tik = ßik ((> — g)'1 4------ ,

= (-1№-«7Че«)-“/зл+···,

so dass der erste Theil von 3) mit dem Gliede

^иь%Гт (ßikßL—ßLß„W — «T,

abgesehen von einer Constanten, beginnt. Da dasselbe einen niedrigeren 
Exponenten 2 /, hat, als das zweite, so muss es verschwinden, sobald

^0 “f" —(“ S /" 2 /,

ist, was jedenfalls stattfindet, sobald

*o —}— ^2 2 ί],
oder

h ^ 1 ^ I   ^2
ist. Aus der Gleichung

Vma!S(ßikß\m— ß'kmßa) — о,
folgt aber

ßik ßlm ß'kmßü — 0.



Wenn also der höchste zu irgend einer Wurzel ρ der characteristi- 
schen Function gehörige Elementartheiler grösser ist, wie der nächst­
folgende. so besteht zwischen den aus den ersten Unterdeterminanten der 
characteristisclien Function hergeleiteten Entwicklungscoefficienten ß,ßl 
welche zu reciproken Wurzeln gehören, das System der Gleichungen

ßik ß km

ßil ß Im

Ebenso erhält man aber
ß km   ß ili

ßlm ß\l

Schreibt man diese Gleichungen in der Form
ßik ßin ßim   ßlm

ß1 km ß\im ’ ß'ki ßßcl "

setzt in der ersten i — m, in der zweiten m = k, so wird
ßik   ßin ßik   ßik

ß\i ß\iiß ß'lti ß'ld

und hieraus folgt
ßin ___ ßik

ß ni ß kl

Bezeichnet man den gemeinsamen Werth aller dieser Quotienten durch 
Θ, so wird

5) ßi= !%(■>■

Die W erthe der Coefficienten ß, ß', welche zu conj ugirten 
ersten Unterdeterminanten in Bezug auf zwei reciproke 
Wurzeln der characteristischen Function gehören, sind ein­
ander proportional, wenn der erste Elementartheiler l0 — lx 
grösser ist als der Nächstfolgende.

Insbesondere folgt unter dieser Voraussetzung für die Wurzel 
ρ = + 1 dass die Coefficienten ß, welche conj ugirten ersten 
Unterdeterminanten zugehören, einander gleich sind. Denn 
für к = i ergiebt sich aus 5)

0=1,
Abh. d. II. 01. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. II. Abth.



also
ßki — ßik ■

Für Ιλ—1.2 = ο erhält man wieder den Satz des § II S. 267. Führt 
man nun die Relationen 5) in die Gleichung 2) ein, so folgt durch 
Coefficientenvergleichung

6) Σβα(aü + ΐ ак~2 в ctj = о,

—+ * «B_2 Θ «,-J = o;
und zugleich ist

7) -2’(c*4-oaft)/Sü = (?,')
Ж« + «#* = »;

also auch nach 6)

- '(c* + * «“ Θ cj βΛ — о,
- (c* — f«""1 Θ ccj ßik — о.

Unter der Voraussetzung £0 — l,>li — Z2 bestehen also für eine Wurzel 
('=« der characteristischen Function gleichzeitig die Relationen:

= o,
iß, + ß"-!i0ej(|=:O,
\сь-\-апевсы\ = o, 
cts — e«”-1 ΘαΜ.| = о.

und insbesondere für ;< = + 1 diejenigen, welche hieraus für Θ = 1 folgen.
Hieraus ergiebt sich der folgende Zusammenhang zwischen den 

Functionen

1) Ist überhaupt

® ) — Vis ~j“ Q C'i'g) — o,
so ist immer auch

b) Z(csi ρ + czs,·) hs = o.
Aus den Gleichungen

■*“ C«is C-hi ®mk ---
folgt nämlich durch Multiplication mit hs und Anwendung топ а)

- «„ hs= — ρ - «mb «щ Cfa· /i, = ρ 3c5,· /is

mithin das System b).



4{ρ) — |с* + у«й|,
4\г) = |вл + г«и|.

Ist ρ eine Wurzel von 4(ρ), welche der angegebenen Be­
dingung genügt, und a eine geeignete Wurzel von

8) A{a) = i«,.s + ö«si! = o, 

so ist
σ = ρ”-2 ö s, 
r = — ρ'1”1 (i 6,

also
r=—ρο,

eine Wurzel von zZ1 (r) = о, und zugleich < = σ ρ2 eine Wurzel von

lcfe + iewj = 0.
Weiter folgt:
Hat die characteristische Function 4(ρ) der Substitution 

lauter verschiedene Wurzeln, so muss die Function A(a) 
lauter einfache Elementartheiler haben.

Hat nämlich 4(ρ) die n einfachen Wurzeln

<'l · (*2 Qn’
so gehört zu jeder Wurzel (>,, ein gewisses System von Werthen

Y ikh — Xih )
und man kann den Index к so wählen, dass nicht alle у gleich Null 
sind. Zugleich ist die Determinante der n2 Grössen xih; г, b~\, 2 ■ · -n 
nicht Null.

In den Gleichungen 6) oder
9) ΣχΛ(αΛή-σΛαά = ο,

s, h = 1, 2 ■ - ■ n;
in denen

<h 9Γ2 4 Ö*
gesetzt ist, können nun alle oh von einander verschieden sein. Dann ist
dasselbe der Fall mit den Wurzeln von 8). Ist aber z. В. ο = α, = σ2 — -·■ <Jp
so hat Α(σ) eine «-fache Wurzel, zu welcher nach 9) p lmear unab-

36*



hängige. Grössenreihen χ„, х,г, - .χίρ gehören, d. h. zu dieser p-fachen 
Wurzel gehören nur einfache Elementartheiler von Α(σ).

Aus diesem Zusammenhang ergiebt sich gleichzeitig die Herleitung 
der Transformationscoefficienten cik, zunächst in dem allgemeinen Falle 
einer völlig willkürlichen Form 8, den zuerst die Herren Christoffel 
und Kronecker behandelt haben1).

Ich nehme an, dass die Gleichung 8)

Ks + « «s,:| = О
lauter verschiedene Wurzeln besitze, und dass auch keine derselben gleich — 1 
sei. Dann ist m gerade und die n Wurzeln

Zl> Z2 ‘ ' ' Zn >

sind paarweise zu einander reciprok. Sind nun

irgend zwei derselben, so gehört zu jeder je ein System von Grössen

9 ы "> 9 и ? 
i = 1, 2 - - - n,

welches die Gleichungen

— 9м (ам + zh°-ik) ~

~Qij{akj + Zi<Xjk) — o,

befriedigt. Multiplicirt man die letzteren mit glk, ghk und summirt über 
k, so entsteht

1 ■*— 9hi9lk aki Zh — Qhffflk --- 0 ,
’k ik

— 91к9мал + zi^9ik9hiau — о,Λ ik

wenn man gleichzeitig in der zweiten Gleichung die Indices j und к ver 
tauscht und schliesslich j durch i ersetzt.

Setzt man

so folgt
9lh9hiaik ~ ЦЩ-

um —= o.
1) a. a. 0. Borchardt’s Journal Bd. 68.



Es ist demnach [/Λ] gleich Null, sobald die Indices h und 
l zu nicht reciproken Wurzeln gehören.

Nunmehr bezeichne man die Unterdeterminanten der ghi; i, h = 1, 2 -n 
durch Гы. Dann ist

Σ rkmghn = (mn),
und

— I . / / Ιτ \} Щ = — J ht I Ix9lk9hi aHt

h, l h, l, i, к

— ^-atk I irffllc — atr ·

Setzt man ferner

11) 2(cis — vhnis)ghs—o,

wo die ρΗ vorläufig ganz willkürlich sein mögen, so wird durch Multi­
plication mit / ),t

12) ca — 2(>hctisghsrm
— — QlaknfHlo I Ιτι

also
“didtT ®tk 9 h Ql asoflhsffln I Μ I U

— — 9h Ql ft] f Ы I и ·

Setzt man nun für den Fall, wo fЩ nicht Null ist, d. h. die Indices 
h und l zu reciproken Wurzeln gehören,

P*(>z = к
so wird

CkT ®ik — — \J t Μ I tc = atll

und zugleich ist die Determinante der cik gleich der Determinante der 
atlc oder gleich

1
Ä\

also die Transformation 12) eine eigentliche.
Diese Transformation gilt übrigens auch für den Fall eines ungeraden 

n, nur ist dann der betreffende Werth von ρ„, welcher der einen Wurzel 
z — —1 entspricht, gleich -fl zu setzen. In diesem Falle bleiben also 

\(n—1) Parameter (>,, willkürlich, während im ersten |n will-nur



kürliche Parameter vorhanden sind, wie schon Herr Christo fiel an­
gegeben hat.1)

Um diese Darstellung der Transformationscoefficienten für den Fall 
nur einfacher Elementartheiler der Resolvente wten Grades 8) 
zu erweitern, beweise ich zunächst einen allgemeinen Satz, der sich 
überhaupt auf die Lösungen der Gleichung2)

\сл 4~ (f dik j = о
bezieht.

Es seien
(h> (h ' ' Ppi

unter einander und von Null verschiedene Wurzeln dieser Gleichung, und
£11 £12 £1 hi.b* , bi ϊ * · ь. i *

solche p Systeme von je ht Werthen, welche den Gleichungen

"(сй Ч- (J f,· — о
genügen. Es möge ferner eine lineare Relation zwischen den Werthen 
der | stattfinden, dergestalt, dass

oder
Σ a — о

A1
JE« у»» Ag

I m Sj "j- ti2fM S,·
P

apm — 0

ist für i = 1, 2 - - n. Multiplicirt man dieselbe mit с,ъ und summirt nach 
i, so wird

>4
1 du + Sjm dik -(- ρρΣ<χ ξ?”1 dtlc = о.

1 1
Unter der Voraussetzung, dass die Determinante der clik nicht Null 

ist, folgt hieraus

1) Ebenda, S. 262.
2) Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man hier die Determinanten der dk, da als 

von Null verschieden annehmen.



ft^ctuJ)m 4- ft^"ftmi?"‘ + - ■ ρρΣανηι'ξΓ = ft

und somit auch

((,2 —p,)^«2mS;2m+- „ST - 0.

oder

Aber aus dieser Identität folgt auf demselben Wege

ft2 (ft — P ι) -Σ’ß2m + ■ · ft (ft— ft) ^ft« ST = ft

(ft - ft) (ft — ft) b?' ------(ft — ft) (ft — ft) ^ftm T = 0.

Indem man dies Verfahren fortsetzt, erhält man

'1/7 (ft — 9β)Σα„ξΤ~0.
s=i+i σ=ι

Da keines der Producte

-ft)

verschwinden kann, so folgt
Eine lineare Relation kann zwischen den Werthen der 

'ξ. nur dann stattfinden, wenn sie unter den zu ein und der­
selben Wurzel gehörigen £,· besteht. Sind die letzteren linear 
von einander unabhängig, so sind sie also überhaupt von 
einander linear unabhängig.

Insbesondere hat man also den Satz:
Sind die Elementart heiler der Function

| cik + St­
alle einfach, so sind die Werthe der zugehörigen Grössen 

von einander linear unabhängig, d. h. ihre Determinante 
ist von Null verschieden.

Hat demnach die characteristische Function
ais 4~ Z asi

lauter einfache Elementartheiler, so verschwindet die Determinante der 
zugehörigen Grössen ghi\ h, i = 1, 2- -n nicht. Bezeichnet man die letztere 
durch G, so ist

■ ι

G-:A



gleich der Determinante der Grössen [Щ. Diese Determinante zerfällt 
aber zufolge der Gleichungen

[Щ =o,

welche für je zwei nicht reciproke Wurzeln bestehen, in ebensoviele par­
tiale Determinanten, als von einander verschiedene Wurzeln der charac- 
teristischen Function vorhanden sind. Man hat also den Satz:

Hat die characteristische Function

:aik

lauter einfache Elementartheiler, so gehört zu jeder ft fachen 
Wurzel derselben eine ft reihige Determinante von zuge­
hörigen Grössen

[Щ
welche von Null verschieden ist.1)

Es seien nun unter dieser Voraussetzung die Wurzeln

z = + 1 a fach,
z — — 1 ß fach,
г = яр1 yh fach; ft = 1, 2 - · -1,

vorhanden. Der Wurzel г = -|~ 1 mögen die Gleichungen

—!hiiab + aik) =
(ам -f- $&)— o,

' 1
— ffa,(uki + aik ) — 0,

entsprechen. Die Grössen

[Щ = Σ9α ghi «ft,

m denen die l, ft irgend zwei Indices aus der Reihe 1, 2 ■ ■ a sind, bilden 
zufolge der Relationen 10)

W + [hl] = o,

1) In dem S. 278 f. behandelten Falle lauter ungleicher Wurzeln sind daher die zu reciproken 
Wurzeln gehörigen |77i| siimmtlich von Null verschieden.



ein alternirendes System, dessen. Determinante nach dem zuvor be­
wiesenen Satze nicht verschwinden kann.1) Man kann daher durch eine 
congruente Transformation von nicht verschwindender Determinante 
nach Herrn Kronecker2) bewirken, dass die alternirende Form

2xmyn[mn\

übergeht in die canonische Form

ЩХ<¥к— XkYt),

welche aus elementaren Formen besteht. Es giebt daher ein System 
von Coefficienten βνφ p, q — 1, 2 · · ■ a von nicht verschwindender Deter­
minante, für welches identisch

13) — Xm ßim Yn ßhn [m n\ = ΣβΧ-i Yk Xk Yj)

wird. Setzt man nun
9 о I i " ß1 m 9 mi 7 
9 tßi ßimdmil

90ai — / am 9mi" 
m= 1,2··«;

so wird der entsprechende Ausdruck [lh]0 für die g:pi gegeben durch

d. h. es wird nach 13)

14) [1 2]0 = — [2 1]0=1,
[3 4]0= [4 3]0= 1,

[« — 1 ct]0 = — [а а — 1 ]0 = 1 ,

während alle übrigen Ausdrücke [7/?]0 gleich Null werden.
Der Wurzel z = —1 entsprechend, erhält man dagegen nach 10) 

ein symmetrisches System von ß2 Grössen [««], und durch eine ge­
eignete Transformation lässt sich dann jedenfalls bewirken3), dass bei ge­
radem ß die aus den den Gleichungen

1) a ist also η о tli wendig eine gerade Zahl, wie auch aus dem Kronecker 'sehen Satze folgt.
2) K. S. 405.
3) Vgl. wieder die Transformation des Herrn Kronecker, K. S. 405.

Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. II. Abth.



-^•f/ßi(aM Ott) — 0 ,

genügenden Grössen g^ gebildeten Ausdrücke

W; hh= 1,2··-/?;
die Bedingungen

15) [1 2]° = [2 1]° = 1,
[3 4]° = [4 3]° = 1,

[ß-lßf=[ßß-lf=l,

erfüllen, während wieder alle übrigen Wert he [l Kf verschwinden. Bei 
ungeradem ß wird an Stelle der letzten der so eben angegebenen Gleich­
ungen der nicht verschwindende Ausdruck

[ßßf
treten.

Da endlich für die von + 1 verschiedenen Wurzeln überhaupt alle 
Ausdrücke [mn\ verschwinden, sobald sie nicht zu reciproken Wurzeln 
zhi »h gehören, so bedürfen die übrigen Grössen gih keiner weiteren 
Transformation. Gehört also etwa zu der γ}ι fachen Wurzel zh das System

ffju 9V -9U ./= 1, 2 - 

zu der Wurzel ζγβ das System

■V1’ 9hj*--g}y, j= l, 2- -n; 

so sind nur die Ausdrücke
v h
^•9ik9hh' aik

von Null eventuell verschieden. Diese Coefficienten sollen der Einfachheit 
halber durch

9/1» 9ji ’ ' ffjn
bezeichnet werden, so dass der Index j alle Werthe von 1 bis n —(«+/3) 
durchläuft, und die Ausdrücke



nur dann von Null verschieden sein können, wenn die aus der Reihe 
1 - n — (a ß) gewählten Indices $μ, jv zu reciproken Wurzeln gehören.

Vermöge des so bestimmten Systems canonischer Elemente, dessen 
Determinante nicht Null ist, bilde man nun die Gleichungen

16) -Σ (Ge Р0г )9φ о ■> l — 1j 2 - · - α,
— $<xis)ffi = o; k= 1, 2 - ■ ■/?,

^■(Gs — Р#«л)£>. = о; j =r 1, 2 -·-№ — («+/?),

wobei die Parameter ρ0, ρ°, ρ vorläufig ganz willkürlich sind. Bezeichnet 
man die Unterdeterminanten der Coefficienten ff, je nachdem sie nach 
ffoPS, ff°ps, gps genommen sind, durch / 1%, Fps, so findet man wie vorhin

16) <*tx = (Ζ„Η ^ 0-T ^ ou) “4~ ' ' o«-l< ! o“T ^ 0«< ^ gOt-lr)

+ (^ li /*2Г+ I'st ! ?т) 4 + <7 ’jj—и J j?r + Z °ßt l β-ιτ)

-ΣΙ jfft 1 'jpX 7

und zugleich wird

17) -Σ’ ся ckT aik
= P; P§ (7'0ΐί 7’02ϊ— 702< Z ju) 7“ ' ' ?o«-i Po« (Z0«-« Z0«r ZoCW Z0«-n)

+ <>?р!(П ^r+71, /’?r) + - ■ Q°ß-^ß{r°ß_ur°ßx +

+ P/fj P/y Zy^ z yvr b/«· iv] ·

Die Transformationsbedingungen sind daher erfüllt, wenn man setzt 

Pj P? — ' ‘' = Poa—i Po« = ^ ϊ

ρ?ρ2=···=«»2-ι($ = ΐ;
P; Pä == 1j Рз P4 = 1) ' ■ ' Р»-(<Ц-/?)-1 P»-(a+/S) = 1-

Die Determinante der cis wird nach 16) gleich der mit dem Producte 
aller Parameter ρ0, ρ°, ρ multiplicirten Grösse ' ; d. h. die Transformation 
ist eine eigentliche mit willkürlichen Parametern, während 
bei ungeradem n, wie leicht zu sehen, nur ^(n— 1) willkürliche Parameter 
auftreten.

Man erhält vermöge eines anderen System es canonischer
Elemente auch uneigentliche Transformationen, sobald ß>о

37*



ist. Man kann nämlich durch eine cogrediente Transformation bewirken, 
dass die symmetrische zu den ß2 Grössen [mn] gehörige Form in eine 
Summe von Quadraten verwandelt wird, d. h. dass an Stelle der Rela­
tionen 15) die folgenden

И°=1; *== l, 2 ■ ■ ·/3,

treten. Alsdann treten an Stelle der zweiten Gruppe von Formen auf 
den rechten Seiten von 16) und 17) die Ausdrücke

/ 0 7 т0 I 
7 2t J 2τ

. / 0 7 0
1 ßt1 βτ’

/ Ό T Ю 
1 \t 7 IT '

wna+wn Π-+ --(ψΟ«ζ;

Den fransformationsbedingungen genügt man nun durch die Annahme

ПО 
■ y?r'

e?=±i;
und man erhält daher uneigentliche Transformationen mit Jy(n—ß) 
oder £(n ß 1) Parametern, wenn für eine ungerade Anzahl von 
Indices i der Werth —1 gewählt wird. In der That ist auch für die 
Existenz uneigentlicher Transformationen nothwendig und hinreichend'), 
dass die Function

\S + (jS)
einen Elementartheiler von der Form (ρ -ψ- iyüt+ι hat

§ v.
Transformation von Formen mit verschwindender Determinante.

Ich schliesse hieran einige Bemerkungen über die Transformation 
von Formen mit verschwindender Determinante, welche, soviel 
mii bekannt, überhaupt bisher nicht näher in Betrachtung gezogen ist.

Wenn die Substitution U die Form 8^ρ8] in sich trans- 
formirt, so transformirt sie auch die Form 8 in sich selbst, 
falls ρ2 nicht gleich Eins ist.

1) Vgl. Frobenius, Borchardt’s Journal Bd. 86, S. 47.



Denn aus
Ui(S-^.()S})Ü=S-]r()Sl .

folgt durch Uebergang zu den conjugirten Formen

U\S1-{-QS)U=Si ^ρ8,
also auch

U'8U(\ — ρ*) = 8(1 - ■(/); 

mithin unter der genannten Voraussetzung

U1SÜ=S.
Wofern daher die Determinante von 8-]~ρ8' nicht identisch ver­

schwindet, kann man ρ einen von +1 verschiedenen Werth ertheilen, 
und damit die Transformation auf die einer Form von nicht 
verschwindender Determinante zurückführen.

Verschwindet aber jene Determinante identisch, so kann 8 durch 
eine cogrediente Transformation V auf eine Form Σ reducirt werden, 
welche nur von den einer Form E2 entsprechenden Variabelen x, y, ? 

wo n^n, abhängig ist1).
Setzt man nämlich

V1 SV — Σ,
V~'UV= w,

so ist

Falls nun die Determinante nicht identisch verschwindet,
kann man gleich |J£| als von Null verschieden voraussetzen. Dann ist aber

l) e2 w1 e2 ςε2 we2 = -ς;
also auch

и — E2 W E2

eine Form von ηλ Variabein, welche -Σ’ in sich transformirt und deren 
Determinante \u\ nicht Null sein darf. Und zugleich ist für El E2 — E

Д Wl Σ w= o,

oder, da die Determinanten \ W\ und nicht Null sind,

1) Vgl. K., § 3, IV. 1 ff.



E2W El — о;

d. h. es verschwinden alle Coefficienten Wiih in der Form

W~ Σ Wik xiylc — Σ Wii4xh y4 + ΣWujHx4Ун

+ Σ Щ,кг χΗ у,н + Σ rv.h xh yh.

Damit ist die Transformation vollständig bestimmt, denn die Coe­
fficienten W.k} sind aus der Gleichung 1) zu entnehmen, während die 
Whh , Wiiht vollkommen willkürlich bleiben.

Wenn aber die Determinante von -Σ’+ρ-Σ’1 identisch verschwindet, 
so ist, da die Anzahl der in Σ vorkommenden Variabein durch cogre- 
diente Transformation nicht mehr verkleinert werden kann,

Σ=8α + 8β,
wo

Sa = Х\У2 + ХгУз + ■ ■ ■ Xm-xym,1)

und "Ш eine ungerade ^ahl ist, während 8ß nur von den m Eß vor­
kommenden Variabein abhängt und die Determinante von Sß nicht Null 
ist. Man erhält alsdann die Gleichungen

E2 W'E2 ΣE2 WE2 = Σ,
I E} W' Ε2Σ — о,
\2E2WEl = o,

die im Wesentlichen auf die Gleichungen 2) zurückkommen, da die 
Gleichungen 3) linear sind. Aber auch die Gleichungen 2) lassen sich 
noch weiter reduciren.

Ich betrachte zunächst den Fall, wo Σ—8α, d. h. ich bestimme 
alle cogredienten Transformationen von m Variabein der 
Form Sa in sich selbst. Setzt man an Stelle von xt

^clkxk,

so lauten die Transformationsrelationen

c\kc<a + c2kсы -{- cm_x h cml — (kl)·,

2)

3)

1) Vgl. K. § 3, IV, 1.



wo (kl) gleich Eins zu setzen ist, wenn k = l—1, sonst aber die Null 
bedeutet. Bezeichnet man die ersten Unterdeterminanten der cik durch 
l'ik, so erhält man die Bedingungen

c9-\ ,1 ----- l s2> Cs+l,l — °>

cs-\ ,2 = 1 s3> Cs+1,2 — ' sl >

Cs— 1 , n— 1 ^ sn 5 /1 ----- / *
, n—1 s, tt—2

Cs -1 ,n = ® ) r — Г
1 s,n — 1*

Diesen Gleichungen zufolge wird eine grosse Zahl von Coefficienten 
сл gleich Null. Führt man die so reducirte Anzahl in das Trans­
formationsproblem ein, und beachtet, dass die Determinante der cik nicht 
verschwinden darf, so ergiebt sich für die cik folgendes Schema

а ß 0 У 0 δ О
0 а 0 О 0 о О
о --ß а ß О У О
0 0 О а О 0 О
о --y о --ß а β О
0 0 0 О о а 0
о --δ о --у о --ß а

dessen Anordnung sofort verständlich ist, sowie man die der Haupt­
diagonale parallelen Elemente betrachtet; die a, ß, χ, - - ■ sind dabei 
vollkommen willkürliche Parameter; die Substitution selbst lautet:

X1 = и, +ßx2 + ух± -\-<Sx6-\-----
xi~ а

x3= —βχΐ-\-αχ3 +ßxi + yx6 Η-----
^4 = 5Ж4
ж5= -^yxt—ßx i + axi-\rßxs-\-----
Х6~ а х6

ж7= — д хг — у ж4 — ßx6 + а ΧΊ -|--------

Daraus ergiebt sich:



Jede Transformation welche die Form Sa in sich cogre- 
dient verwandelt, hat die Determinante er, sie enthält im all­
gemeinen p-\-\ Parameter, und ihre characteristische Func­
tion hat nur p j 1 einfache Elementartheiler ρ — a und p ein­
fache Elementartheiler von der Form ρ—wenn 

Die Form
ie,t/2 + a2a;2;y3 + . · ■ a„_, жго_, ym 

reducirt man durch die cogrediente Transformation

*** = «<&

auf die Form Sa, wenn man setzt

--
«1 — 1 * Of^

^2 ^4 " * ^2^?

__  ^2 ^4 * * Ciop—2&2n --
a3 ti/g ■ * Ci2p--1 · CC 1

Auch bei geradem m=2p lässt sich die cogrediente Transformation 
leicht bewerkstelligen, wie hier beiläufig bemerkt werden mag. Man 
erhält zunächst folgendes System von Coefficienten cik

а о c1B о c15 о c]7 о 
0 ^ 000 000

oo а 

о c42 0 
0 0 0 

0 Cq2 о

о c13 0 ciS 0

5 0 0 0 0

О а о cis 0

ci2 0 i О 0
oo о о о о а о 

о с8г о сбг о с42 О i

und eine directe Vergleichung der Transformationsbedingungen liefert 
dann noch p—1 Gleichungen, aus denen man linear die Wert he der 
<42, ee2, c82 - · bestimmen kann.

Ich betrachte endlich noch die cogrediente Transformation der Form



Ist m wieder eine ungerade Zahl 2p-\-l, so findet man für die 
mit den Grössen u, v geränderte Determinante der Form

oder

den Ausdruck

Sa — vS'a

0 1 0 0 . . ul
— я 0 1 о . ■ Щ

Л = 0 — Q о 1 . us

0 0 0 0 . Um
|i «·** . 0

H=—(vmqP + Vm _2 yp~' 4------ h ®i) Om + P *._2 + ■ · Mi ff)

Versieht man jetzt die Determinante von

4) Sa — Q -j- Sß — p Sß

mit einem Rande gebildet aus den Grössen u{, vk i, к = 1, 2 ■ - n, so ent­
steht als Werth dieser geränderten Determinante

5) H Sß-vSh

da die Determinante von 8a — у Sa identisch verschwindet. Multiplicirt 
man ferner unter der Voraussetzung

die Form
Σ &ik  ̂im Ckn

ал, (f'l n ux

αηχ . Ctnn Un
Vl * Vn V

mit dem Quadrat der Substitutionsdeterminante, so entsteht, falls letztere 
gleich s und

6) 2Jc$ius = u); *=1,2··«,

2Jcskvs = vl; k=l, 2··η,

gesetzt wird,
7) ^ -d-UV -- Au\v\ .

Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. II. Abth.



Ersetzt man in dieser Gleichung die Coefficienten ai)t durch die der 
Form 4) und berücksichtigt den in 5) gegebenen Werth, so ergiebt sich 
die Identität

fi2 К ? + ?-'■' + · ·»,) (»„ + p Mm_2 + .·«.,(/)

(y™ PP 4“ Gn-2 PP H yi) (Mm H“ P Wm-2 4----*f} (f),

welche unter der Voraussetzung von 6) besteht. Differentiirt man die­
selbe nach den Variabein v(, uj wenn i und j irgend zwei Zahlen aus 
der Reihe

2, 4, 6, - - 2p, 2p2, 2p-j- 3, - ■ n 

sind, so folgt, da diese linkerhand gar nicht Vorkommen

0 — (G™ PP + G»-2 PP_1 + · · Gl ) {Cjm + P Gm~2 + ' ' pP Gl) 
d. h. es sind alle Coefficienten

Gi ? Gs > Ga '' Gap+i >
gleich Null.

Differentiirt man dagegen nach vm_t(, um_2j wo г,,/ irgend zwei Zahlen 
aus der Reihe

sind, so folgt
G 1, 2- - P,

fiVP+J ' — (pP Gn —2t,Ш + P* 1 Cm_2t- m_2+ ' ' Cm_2l. ,)

~t- (Gi -2j, m Ч- P Cm—2j, m -2 Ч- ' ' pP Gn—2;', l)

und hieraus folgert man leicht, dass alle Coefficienten cgr, welche nur 
ungerade Indices aus der Reihe

1, 3,···2ρ + 1

enthalten, Null sind, mit Ausnahme von

wobei

ist.
а — + £

Die Substitution hat daher folgende Gestalt:



с,,жι-f- С]2ж2 + с|4ж4 + Сг6жв + ■ ■ с,2р х,р + ^C}hxh
С22 Х2 ^24 Ж4 —[— С2в Ж6 —|— " " С2 2? "I- Xh

С33 Ж3 -I- С32 ®2 Ч~ С84 Ж4 4“ С36 Ж6 Ч~ ' ' Са 2? Ж2р Ч” ~CZh Ж/г 

С42Ж2 Ч~ ^44 Ж4 -\- С46 Ж6 Ч- ' ' С4 2рЖ2р 4“ C4hXh

С2р, 2 Ж2 Ч~ С2р, 4 ®4 Ч"~ " ’ С2р, 2р Ж2р Ч~ ^ С2р А Жл

С2р+1, 2р+1 ~Ч C2j)+I, 2 Х2 Ч~ ^2р+1,4 Х4 4“ " " С2р+1, 2рХ2р Ч- ^ C2p+ViXh 

с,, 2 Ж2 Ч~ ^s4 ! ' ' С., 2р Жор | — Cs/i Ж/г

s, Л- = 2р + 2, 2р Ч- з, ■ ■ - - п.

Führt man diese Coefficienten in die Bedingung ein, dass die Form 
Sa + Sß in sich selbst übergehen soll, so ergiebt sich

^24 -- C26 : C2 2p = c2h = °1
£42 — C46 ~ ^4 2p — C4h = 0,

^2p 2 — C2p6 ~ ^2 p 2p ^Op h = 0,

die Substitution die Gestalt

Ж, + с12ж2 -f + · - C1 2p x2p Ч- —(‘\hXh

^22 x2

C33 X& Ч~ C32 X2 + CSl Ж4 4” " " C3 2p X2p ”4 ^ C3A ЖА 

C4l Ж4

C55 Ж5 Ч- ^02 Ж2 + С64Ж4 Ч~ " ‘ С52р Ж2р Ч- — Cö/i Ж/,

С*2р 'ip Ж У/ι

С2/)+1, 2p-j-l ®«р+1 4“ С2/)+1,2 Ж у Ч~ С2р+1,4 Ж4 Ч” " ' С2р+], 2р Х!р Ч- ” С2р+1 h Xh

Cs2 Х2 Ч- Сл Ж4 Ч~ " " Csip Х2р Ч- “ 'Csh Xh

s, Ji = 2 у -j- 2, 2 p Ч- 3, ■ - · η
erhält, wobei

С\1 С-22 — ^33644 = С55С66 == <?2ρ+1,2ρ-Η ^2ρ,2ρ ^
sein muss.1)

1) Für die Coefficienten
Сгз, Ci4, · ■ · Ci,2p

1=1,3, · ■ · 2p+ L
ergeben sich Bedingungen, durch welche dieselben linear durch die übrigen ausgedrückt werden.



Die characteristische Function jeder Substitution 
welche die Form Sa + Sß in sich transformirt, hat demnach 
den Werth

wo M die aus denjenigen ca gebildete characteristische 
Function ist, die den

h к = 2 p —J— 2, 2 p -j— 3, - - ■ n
entsprechen.

§ VI.

Symmetrische und alternirende Transformation einer hi linearen Form in sich.

Die Substitution U, welche S in sich transformirt, ist eine symme­
trische, resp. alternirende, wenn

t/=+Г/1

ist. Die Gleichung Ul S U = S geht dadurch über in

1) USU=±S.
Aus 1) folgt

US2= (US) S = + S(U~' s) = s2 u.

Jede Substitution dieser Art ist daher mit S2 vertausch­
bar. Aber im allgemeinen ist sie auch schon mit S selbst ver­
tausch bar. Setzt man nämlich

US—SU = X,
so wird

SX=SUS - S2U,
XS = US2 — SUS,

also
2) =

Damit die Gleichung 2) eine von Null verschiedene Lösung für X 
zulasse, ist nothwendig und hinreichend, dass die characteristische Function 
von S entgegengesetzt gleiche Wurzeln habe.1) Man hat daher in



diesem Sinne zwei wesentlich verschiedene Transformationen 
zu unterscheiden. Die der ersten Art sind mit S vertausch­
bar, die der zweiten sind es nur mit S2, können aber nur bei 
Formen speciellen Characters vorhanden sein.

Ich betrachte zunächst die symmetrischen Transformationen 
der ersten Art.

Unter der Voraussetzung US—SU folgt aus 1)

3) U2 = E;

und umgekehrt wird jede symmetrische Transformation, welche dieser 
Gleichung genügt, und mit S vertauschbar ist, auch S in sich trans- 
formiren. Denn es ist

S=SU2 = (SU)U= usu.
Die allgemeine Lösung der Gleichung 3) erhält man aber leicht auf 

folgendem Wege. Da die characteristische Function einer Form U, die 
der Gleichung 3) genügt, nur einfache Elementartheiler von der Form 

1 haben kann, so ist U der Form

Д - Д
ähnlich, also

U= F( Д — E2) V~\

Damit U symmetrisch sei, muss

F(E, — E2) F-1 2 = ( Г1)"1 (Д — E2) V\
oder

4) F1 F(E1 — Д) — (Ey — E2) F1 F

sein. Nun ist F1 F eine symmetrische Form W/) deren Determinante 
nicht verschwindet. Aus der Gleichung 4) oder

W(E1 — E2) = (E1—E2)W
folgt aber

e2we, = — e2wen

E1WEB = — EtWE2;

1) Ygl. F. S. 41.
2) F. S. 4.



d. h. es ist W zerlegbar in die beiden symmetrischen Formen W, ~\~ W2, 
also auch

V'V= w, + w2.
Nun bezeichne man mit T = 1\-j- T2 zwei cogrediente Substitutionen, 

welche die symmetrischen Formen Wu W2 von nicht verschwindender 
Determinante in E, und E2 verwandeln. Dann wird

oder, wenn 

gesetzt wird

T V'VT= E,

VT=Z

ZZl = E.
Es ist also Z eine orthogonale Transformation.1) Und um­

gekehrt wird, wenn man unter Z eine orthogonale Transformation 
versteht

V — Z T~';
also auch

U = ZT“3 (E, — Щ TZ-1 — Z (Ej — E2) Z1.
Das heisst:

Jede symmetrische Form, welche der Gleichung 8) ge­
nügt, ist von der Gestalt

U=Z(E1 — E2)Z3

wenn unter Z eine orthogonale Form verstanden wird.
Die Bedingung der Vertauschbarkeit von 8 und U geht nun über in

E(E, - E2) Z'S = SZ(El - E2)Z\
oder

(E, - E2) Z' 8Z — Z' SZ{Ex - E2); 
und dies erfordert, dass auch

Zl8Z

in zwei Formen Sx -\- S2 zerlegbar sei. Daraus folgt:
Soll eine Form symmetrische Transformationen der



ersten Art in sieh zulassen, so muss sie durch orthogonale 
Transformation in die Summe zweier Formen zerlegbar 
sein.1)

Für eine symmetrische Form ist diese Bedingung immer erfüllt, 
und es giebt hiernach ebenso viele symmetrische Transformationen der 
Form in sich selbst, als Zerlegungen dieser Art, die man mit Hülfe be­
kannter Untersuchungen leicht bewerkstelligen kann, vorhanden sind.

Eine alternirende Transformation der ersten Art muss 
nach 1) der Gleichung

5) U*=—E

genügen, d. h. es ist
U= i u(/·;<— Щ v-\

Die Bedingung der Alternanz aber ist, wenn V V wieder durch W 
bezeichnet wird,

ЩЕ, — Д) + ( Д - E2) W = o.

Die symmetrische Form W muss also den Bedingungen 

Д WEl = o, E2 WE.2 = о

genügen.2 3) Da zugleich die Determinante von W nicht Null sein darf, 
muss n eine gerade Zahl 2 m und die Anzahl der Variabeinpaare in Ex 
und Д, dieselbe sein.8) Die Bedingung der Vertauschbarkeit von S und U 
wird ferner

8V(E, - Д) F-1 =j |(Д — Ег) F-18 

oder nach einigen Umformungen
U1 SF( Д — S2) + (Д —E2) V1 S V = o.

folgt

also

1) Dass dies auch hinreichend ist, erkennt man ohne weiteres,
2) Dies ist auch hinreichend. Denn aus den Gleichungen

Ex ZEt = o, E2ZE2 = o 

Ε,ΖΕ,+Ε,ΖΕ^Ζ-,

Z(Ei-E2) + (El-E2)Z=o.
3) Man vergleiche den Satz X, F. S 26.



Hieraus ergiebt sich wieder

E, V'SVE1 = 0, E2 VxSVE2 — o.

Damit also eine Form S von 2m Variabeinpaaren durch 
alternirende Transformation in sich transformirt werden 
könne, muss die Schaar

S+p-E
durch eine cogrediente Transformation V in die Summe 
zweier Formen verwandelt werden können, von denen die 
erste nur die Variabein ж,, ж2, - - жт; ym+l, ym+2 - ■ yn die zweite 
nur die Variabein y}, y2, - ■ ym; жт+1, xm+2 ■ ■ xti enthält Diese 
Bedingung ist auch hinreichend.

Man kann übrigens auch auf anderen Wegen leicht sämmtliche 
Lösungen der Gleichung 3) oder 5) erhalten. Da die characteristische 
Function von U für den Fall U2 — E nur einfache Elementartheiler ρ + 1 
besitzt,1) so müssen n von einander unabhängige Grössenreihen a, ß vor­
handen sein, welche die Gleichungen

ΣοΛ ark = r— 1, 2 ■· ■(,,
ΣοαβΙ=—β\ s= 1, 2 · ··u; 

p -f- а = n,

befriedigen, und die Determinante der a, ß verschwindet dabei nicht. 
Hieraus folgt sofort, wenn man unter γ irgend eine der n Grössenreihen 
« oder ß versteht

Cik Cli Yк = Yl't

oder, da die Determinante der γ nicht Null ist

2cuctb= (Ik).

Soll endlich cik = cu sein, so folgt-

6) Σανβ* = o;
p= l, 2 ···{>,
8=1, 2···σ;

und diese Bedingungen 6) sind auch hinreichend, wenn die Substitution



eine symmetrische werden soll;1) diese selbst endlich eigentlich oder un­
eigentlich, je nachdem π eine gerade oder ungerade Zahl ist. Soll da­
gegen U alternirend sein, so ist zu setzen

2сла'к = гог„ r= 1, 2 ■ ■ ■ (j 

^cikßl — — iß\ s — 1, 2 · · · o;

Demgemäss wird

= — JS'f/Jß’1,

7r orl (/'' —__■ Cik {Xk U г --- — U г Ut *

Damit cik -j- cki = о werde, muss also

7)

sein für alle

- < - e,
Σβ\β? = ο,

r, r' = 1,2··· (J

s, s1 = 1, 2 · - - n.

Da die Determinante der α, ß nicht Null sein darf, so folgt noch 
(> = f7 = , und es ergiebt sich auch hier, dass die characteristische
Function der alternirenden orthogonalen Formen je | einfache Elementar­
theiler von der Gestalt p + г besitzt. Diese Transformationen können aber 
nicht wie die symmetrischen rational hergestellt werden, sondern er­
fordern die Lösung des Systems von quadratischen Gleichungen 7).

Dass die Gleichungen 6), 7) hinreichend zur Bestimmung der rik sind, 
ergiebt sich leicht. Setzt man

2cik o.l = «;, r — 1, 2· ■ · (>,

Zcikßt= —ß% s= L 2 ■■■ (7,

2слщ = X,
so wird

1) Diese Formeln zur Bildung aller symmetrischen orthogonalen Formeln habe ich in etwas 
anderer Gestalt bereits in meiner Arbeit, Die Liniengeometrie in ihrer Anwendung auf die Flächen 
zweiten Grades, Mathematische Annalen, Bd. X, S. 154, angegeben.
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a\ . • <

«? · • <
/?! · ■ ßl

ß*t ■ • ßl
Щ ■ ■ Un — X

Multiplicirt man diese Gleichung mit der Determinante der a, ß, so ent 
steht vermöge der Gleichungen 6) wenn man

2а*а'1 = (рд) = (др); p, q = 1, 2··ρ

Σβΐβΐ = (p' q') = (q'p[); p', q' = 1, 2-0

.(11) . ■ de) 0 . 0 ~a)

(eD · • (ее) о . 0 -«i
0 ■ о (11) . • (lei ßl

0 • 0 (σΐ) ■ ■ (σσ) ßl
aic ■ < ßl ■ • ß° Cik

Ist andererseits
Cik --- ^lit ■

^Cik<x'k — i r, s = 1, 2 - - · m; m = £

2c& ßl~ —iß",

— G/i Uk~Xl

so wird unter der Voraussetzung

Σο*βl = (pq)·, p, q-1 2 - m

0 . . о (1 1) . . (1 m) — га}

0 ■ . о (ml) ■ . (m m) — i a™
(11) . . (ml) о . . 0 + ißi

(Im) . . (m m) о . . 0 + iß™
«J . . «Г ßl ■ · ßk C-ik



und hieraus folgt sofort
cik "Ψ" си = °-

Die Bestimmung der symmetrischen resp. alte mir enden 
Transformation zweiter Art kann hier nicht weiter ausgeführt 
werden. Ich behandele hier nur diejenigen Transformationen U, für 
welche U-\-E\ oder U—-JE| von Null verschieden ist, bei denen also 
die allgemeinen Formeln des § VII zur Anwendung kommen.

Soll die Form
Z7=(_E — TS){E— T S1)-', 

in welcher T der Gleichung

8) ST+&T1 = o,

zu genügen hat, symmetrisch sein, so folgt

9) TS-\-ST = o.

Aus den Gleichungen 8) und 9) folgt

8Τ=Γ8'.

d. h. ST ist eine symmetrische Form Z. Setzt man aber

ST=Z,

so tritt an Stelle von 8) und 9) die Gleichung

10) ZS+8Z = o,

welche durch eine symmetrische Form Z befriedigt werden muss.
Unter der Voraussetzung, dass S eine Form ist, deren characteristische 

Function entgegengesetzt gleiche Wurzeln besitzt, existiren nun überhaupt 
Lösungen der Gleichung

XS + S X = o.

Ist aber S eine symmetrische Form, so wird gleichzeitig

X'S + SX' = o,

also auch
(X+X')S + S(X-\-X') = o, 

so dass in diesem Falle



|· л z= x1
gesetzt werden kann.

Ist dagegen S eine altemirende Form, so hat die Gleichung 10) 
immer Lösungen. Es existiren daher auch immer symmetrische Trans­
formationen der zweiten Art, welche eine alternirende Form (von nicht 
verschwindender Determinante) in sich transformiren. In der That ist 
das System der Gleichungen 10), wenn man die Coefficienten von Z durch 
pik bezeichnet,

11) Pu + <hd = о

к, l = 1,2 - n.

Dieselben reduciren sich, wenn die aik alternirend, die ptk symmetrisch
vorausgesetzt werden, auf n ^ —- j Gleichungen, durch welche also die

Pik von n homogenen Parametern pn, p2, ■ ■ -pnn abhängig werden. Eine 
allgemeine alternirende Form lässt also immer symmetrische 
Transformationen mit n Parametern in sich zu.

Sind dagegen die aik symmetrisch, so reduciren sich die Gleichungen
11) nur auf n J 1 j zwischen den homogenen Parametern p,-k, und die

Bedingung einer gemeinsamen Lösung ist eben das Vorhandensein ent­
gegengesetzt gleicher Wurzeln der characteristischen Function von S.

In speciellen Fällen kann die Mannigfaltigkeit der symmetrischen 
Transformationen einer alternirenden Form viel grösser werden. Die 
Krone с к e r sehe Normalform1) der alternirenden Formen von 2 n — m 
Variabein

8 = (ж, у2—% у,) + (xs iu — x4 ys) H---- (®m_j ym — xm ym ,)
ergiebt z. B. im ganzen

] m («*-(- 2)

von einander unabhängige Parameter in der symmetrischen Form Z, 
wovon man sich leicht überzeugt, so wie man beachtet, dass die Coeffi­
cienten des folgenden symmetrischen Schema’s den Gleichungen 10) 
genügen

1) K. S. 405.



воз
11 12 
12 —11
13 14

14 —13

15 16

16 —15

13 14

14 —13

33 34

34 —33

35 36

36 —35

15 16

16 —15

35 36

36 —35

55 56

56 —55

in welchem jedes Paar von Ziffern einen völlig willkürlichen Parameter 
bedeutet, und die Form Z wird daher:

Pi i G,P, — Ж2,у2) +р12<>1 y-i + 9?,y,)+Pi3(^i Рз + жзР) ?/2)

Ч-РнОар! + Ж, P4 + ^2р8 + ®3^)+Ρΐό(%Ρδ + — Ж2р6—ж6г/2)

+Рм(*аУв —®4У4>4------ ·

§ VII.

Rationale Lösung des Transformationsproblems.

Es sei U eine Substitution, welche die Form S (von nicht ver­
schwindender Determinante) in sich cogredient transformirt. Dann be­
stehen die Gleichungen

1) U'SU=S,
U1S]U=S'.

Setzt man nun
2) B9 = S(EQ—U)(E(> + Uy\

so wird
ΒΙ = (Ερ+υι)-'(Ερ-ΙΡ)8ι;

oder unter Anwendung der Gleichung

EPS'1 = S' U~'

auf den zweiten Factor, der Gleichung

(Sly] U1 = U~' (S1)-'

auf den ersten



К = m-'p + CS'1)-1 ^гч^-сг-') = [(Д)-1 р + с/--1 (tf1)-1]-1 (Eq — ü-1)
= |(Е(,+ С7-.)-Ч^(,-С7-');

also
3) 5t=|(tr+f)"'(<7-f>

Man hat demnach durch Vergleichung von 2) und 3), falls 

gesetzt wird
4) (S')-'R'e = -S~'Bel.

Versteht man unter r, die positive oder negative Einheit, und setzt

5) 1ίη = 8(Εη — U) (Er, + U)~\ 

so muss diese Form der linearen Gleichung

6) Ιϊ'η = —8' 8~ιΒη 
genügen.

Führt man endlich an Stelle der Form Εη die neue Form

7) Τη = S~l Д, S-1 = (Εη — ü) (Er, + ZT)-1 S~l 

ein, so genügt dieselbe der Gleichung

8) T\ S' = — Τη 8,
oder

8'Τη = - STV,

wobei vorausgesetzt ist, dass die Determinante

| Εη+υ
nicht verschwindet.

Aus der Gleichung 7) folgt aber umgekehrt

oder

und nach 8)

ЩТч8 + Е) = ф — Тч8)г,,

U = rl{E-T4S){E+TnS)-'\

υ=η(Ε-Τη8)(Ε-1"η8')-\
= v(s-' - Tv) S(SY1 (S1-1 - Γ1)-'.



Hieraus geht hervor, dass die Determinante von U den Werth if hat, 
da das Product der reciproken Formen rechterhand die Determinante 
-j- 1 besitzt. Da nun bei ungeradem n und eigentlicher Substitution die 
Determinante U—-E verschwindet, so wird diese Transformation im 
allgemeinen nur eine eigentliche sein können, indem η = -j- 1 zu setzen 
ist. Denn die Determinante von

E Ч- ίη8

kann im allgemeinen nicht verschwinden, da sie für hinreichend kleine 
Werthe der homogenen Coefficienten von Τη sich von der Einheit beliebig 
wenig unterscheidet.

Eine uneigentliche Transformation kann bei geradem n überhaupt 
aus der Formel 8) nicht erhalten werden, da in diesem Falle U~(-Ert| 
eine verschwindende Determinante hat. Dagegen wird bei ungeradem n 
und uneigentlicher Transformation η gleich — 1 gesetzt werden können. 

Man hat also den folgenden Satz:
Jede Substitution U, welche die Form 8 von nicht ver­

schwindender Determinante in sich cogredient transformirt, 
und für welche die Determinante von

U-\-JE η

nicht verschwindet, lässt sich in einer einzigen Art auf die 
Gestalt

9) U= η {E— TS) (-E+ T8)-[

bringen, falls T der Gleichung

8) TS+T3' = o

genügt. Unter Zugrundelegung der Form R, welche der Gleichung 

8a) + 

genügt, wird dagegen U die Form

9a) U = η{8 + R)~' (S—R)

annehmen.
Dass aber umgekehrt auch jede Form U, welche aus der Gleichung



9) entnommen wird, S cogredient in sich transformirt, sobald T der 
Gleichung 8) genügt, ergiebt sich leicht auf folgendem Wege.

Man hat nämlich aus 9), wenn in dem ersten Factor

E — TS = 2E — (E + TS)
und

(E+TS)(E-\-TS)~' = E
gesetzt wird,

^ =r 2(E+TS)-1— E.

Nimmt man beiderseits die conjugirte Form, so ist')

Uf' = 2 (E+S'T')~'-E,

also, wenn man diese letzteren Gleichungen mit einander multiplicirt und 
if =1 1 setzt,

U'SU=4:(E+S' rl)-1S(E-\-TSy1—2(E-\-8'T1)-'S

oder wenn 

gesetzt wird

— 2 S(E+TS)-'-\-:S. 

S4" = — ST

Ü'SU =
4(E-S T)~' S(E^-TS)-1 — 2 (E— ST)~l S— 2 S(E+TS)~] + S. 

Setzt man nun

4 (E — ST)-' S(E + TSr' — 2 (E—ST)~'S— 2 S(E+ TS)~\

so wird

(E — S T) X = 4 S(E+ TS)-' — 2 S — 2 (E - S T) S(E + TS)~',

(E — S T) X(E-\- TS) = 4 S— 2 S( E + TS) — 2 (JE? — S T)S= o. 

Wird jetzt vorausgesetzt, dass die Determinanten

1) Es ist also auch
υ+ηΕ=2η(Ε+ TS)-', 
υ—ηΕ=2ηΤ8(Ε+ TS)-',

d. h. die Determinante von U — η E verschwindet nur dann, wenn \T\ Null ist, falls T bereits 
den im Text angegebenen Bedingungen gemäss gewählt ist.



IE—ST, \E+TS\

was immer erfüllbar ist, nicht verschwinden, so folgt aus

für die Form X 

d. h. es ist

(E—ST)X(E + TS) = o 

X = о;

U'SU= X + S=S.

Damit ist der folgende Satz bewiesen:
Bezeichnet man mit T eine Form, die der Gleichung 8) 

genügt, "wobei S eine beliebige Form ist, deren Determinante 
auch verschwinden kann, und verschwinden die Deter­
minanten von

Tß + E, ST — E1)

nicht, so wird durch die Substitution 9) die Form Ь cogre- 
dient in sich transformirt, und zwar ist die Determinante von

Z7+ ηΕ= Τη (E + TS)-1

nicht Null, während die Determinante von U selbst den 
Werth

Tjn
hat.

Der Beweis dieses Satzes lässt sich weit einfacher führen, wenn die 
Determinante von S nicht verschwindet, was bei der so eben ausgeführten 
Betrachtung nicht vorausgesetzt zu werden braucht.

1) Diese Bedingungen redueireu sieh übrigens, wie mm leicht bemerkt auf eine einzige. 

Denn vermöge der Gleichung 8) ist

S T — (> E = - (φΡ + ρΕ),
|ST-eE\=(- \y\TS+QE\,

da conjugirte Formen gleiche Determinanten haben. Und wenn |S| nicht Null ist, so folgt aus 

der Identität
ST-qE = -S(T1S1 + qE)S-1

ebenso die Gleichung
\ST-eE\ = (-\)n\S r + ρ E\.
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Durch die vorige Untersuchung wird die Ermittelung 
aller nicht singulären Substitutionen U auf die Lösung des 
linearen Systems 8), welches n2 Gleichungen für die Coeffi- 
cienten der Form T r epräsentirt, zurückgeführt. Alle diese 
Substitutionen können somit durch rationale Operationen bestimmt 
werden, insofern es nur erforderlich ist, das Verschwinden der Unter­
determinantensysteme der Coefficienten jener n2 Gleichungen zu unter­
suchen. Der eigentümliche Bau jener Gleichungen scheint es indessen 
nicht zu ermöglichen, eine solche Untersuchung mit den Hülfsmitteln der 
Determinantentheorie allein auszuführen, wenigstens ist mir dies nur in 
den einfachsten Fällen n = 2, 3, 4 in befriedigender Weise gelungen.

In etwas allgemeinerer Form lässt sich der vorhergehende Satz auch 
so ausdrücken:

Die vorhergehende Untersuchung liefert alle cogre- 
dienten Transformationen einer bilinearen Form in sich 
selbst auf rationalem Wege, mit all einiger Ausnahme der­
jenigen Transformationen, welche mit jeder nicht singulären 
verbunden wieder eine singuläre bilden.

Ist nämlich V irgend eine Transformation, U eine nicht singuläre 
Transformation, so ist auch

W= UV

eine cogrediente Transformation von S. Ist nun W nicht singulär, so 
lässt sich W auf dem angegebenen Wege erhalten, und es wird

v= u-] W.

Nur diejenigen Transformationen, deren Product mit jeder nicht 
singulären immer wieder eine singuläre liefert, und die auch nicht durch 
Grenzübergang aus den nicht singulären ableitbar sind, sind daher als 
„eigentlich singulär“ zu bezeichnen. Von dieser Art sind z. B. die un­
eigentlichen Transformationen einer Form gerader Ordnung.



§ VIII.

Die Gleichung T S~\~ T1 2S1 = o.

Bezeichnet man die Coefficienten von S durch am die der Form T 
durch pik, so hat man das System der n- linearen Gleichungen zwischen 
den homogenen Unbekannten pik

1) Ра аы Ч- -^Ры an ~ 0; i, l = 1, 2 ■ ■ · w;
к к

welches mit der Gleichung
2) TS + T'S' = o

gleichbedeutend ist. Dieses System von Gleichungen ist ein an und für 
sich sehr merkwürdiges. Bezeichnet man nämlich mit N die grösste 
ganze in f enthaltene Zahl, so lässt sich dasselbe bei völlig willkürlichen 
Werthen der aik durch Werthe der pik lösen, welche N lineare homogene 
Parameter enthalten. Es müssen daher im allgemeinsten Falle noch 
sämmtliche N—lten Unterdeterminanten des System es 1) verschwinden. 
Hieraus folgt, dass die Zahl der von einander unabhängigen 
Lösungen des Syst eines 1) mindestens gleich N ist, welches 
auch die Werthe der aik sein mögen, deren Determinante übrigens, wenn 
nicht ausdrücklich das Gegentheil angegeben wird, als nicht ver­
schwindend vorausgesetzt werden soll.

Ich entwickele zunächst einige Eigenschaften derjenigen Formen, 
welche der Gleichung 2) genügen.

Wird die Determinante der Form T durch P bezeichnet, so ist

1) Bei ungeradem n verschwindet die Determinante von 
Tiden tisch.

Ferner folgt aus 2)
T(S — ρ S]) + (T1 + v T) Sx = o.

also:
2) Verschwindet· die Determinante von 1, so muss die

40*



1
'

ч

Determinante der linearen Schaar T-\-qT1 identisch ver­
schwinden.

3) Verschwindet die Determinante von T nicht, so sind 
die Elementartheiler von 8—ρ8'\ identisch mit denen von

I τχ + ρτ\.
Das Verhalten der Determinante T-\- ρΤι kann man näher durch 

folgende Betrachtung präcisiren. Multiplicirt man die Determinante

ihi • P,n »ii 74, • · Ρηχ

p«, P»2 • Pnn -Pl >г Р%УЬ • * Pnn
u] - < t’l < • - <

< < . • 4t г>" < • ■ <

«1, a21 . «12 • * ^ J[ n

«JK . α,η «»2
v; U\ .

-
VJ v; . . F'

>г

V» . • Un yw 
r 1

T7m 
r 2 Fm

so ergiebt sich zufolge der Gleichungen

die Beziehung 

wo

—Ра^ы + ^pualh = о 

JD — \αΛ\ \βΛ·,

«л = 2pin Ukm + Σρηί V*, 

ßik = — ami < + — aim vkm.

Zerlegt man die Zahlen 1, 2 ■ ■ · n das einemal in die Gruppe

h r, ‘ j ^l) ^2 ' ' " kß j 

und ein zweites mal in die Gruppe

3\1 .7 2 ‘ ' 'ja l X\1 *2 ' ' ‘ xb j

so, dass а -\- а — n, während die Zahlen i von den Zahlen j nicht ver­
schieden zu sein brauchen, setzt man ferner alle EA gleich Null, deren



Indices r gleich den k], К ■ ■ kß sind, ebenso alle Ff gleich Null, deren 
Indices s gleich den xx x2 - ■ ■ xb sind, und vergleicht die beiden Seiten der 
vorstehenden Determinantenrelation, so findet man:

ац 1 1 · ■ «·α1 a4i «I/O · • a\ja

P «,'ä2 · ' a’a2 «3 л a2h . • ^2ja

йн « °'P ' ■ aian «»l/ä · • a^a

jPl.-i Рщ ■ ■ Pl’a Pjp PiiS ■ ■ Pia1

А Pa, Pu, ■ ■ Pi*a PjP Ph г ■ • Ph 2

Pni\ Pui2 ■ • Pnia Pjxn Phn ■ ■ Pia»

wobei die letztere Determinante aus P dadurch entsteht, dass in P die 
Elemente in einer beliebigen Anzahl von Reihen durch die Elemente 
irgend welcher Reihen aus den conjugirten Elementen ersetzt werden. 
Es verschwindet daher mit [Tj nicht nur die Determinante 
von |T+pT'j sondern überhaupt die Determinante

Pii "t" Qi Pi i Рц 4~ Qv P% i · · -Pj» ~t~ 6пР*ч

P‘2 1 V Pl2 P22 Я2Р22 ' ■ P2n P Qn Pn%

Pn 1 Έ Q1 P xn Prt% T Я2Р2n ' ■ P»*i QnPnn

für alle Werthe von ρ1; ρ2, ■■■&„. Das letztere kann man übrigens
durch Multiplication dieser Determinante mit A leicht bestätigen.

4) Verschwindet die Determinante von T, so kann die 
Form T stets durch congruente Transformation in eine Form 
t verwandelt werden, welche weniger als и Variabein ent­
hält, und deren Determinante nicht verschwindet.

Entweder ist dies nämlich von vorneherein der Fall, oder es giebt 
eine Form W von nicht verschwindender Determinante, vermöge der die 
Gleichung

WlTW = A^t
besteht, in welcher

A = xxy2 + ж3*/3 + ■ · ж*-, yk,

und к eine ungerade Zahl ist, dagegen t die Variabeinpaare xxyx, -■%kyk



nicht enthält und eine nicht verschwindende Determinante besitzt, 
man nun

W-18l (W1)-1 = s

so kann die Gleichung 2) auch in der Form

(W' T W)(W~' ^(Ж1)-1) T W)(W~' S1 (Ж1)'1) = о
oder

(i + i)i + (i' + iy = o

Setzt

geschrieben werden, und die Determinante von s ist nicht Null. Durch 
Multiplication mit der der Form A zugehörigen Form Ex ergiebt sich

As -f- A' s] = о,

oder
3.9

Уъ +
3s

Уз + ·
_3s
дук~ I Ук

d s' . 3 s1
W/'+WE

Э.91

дУк Ук-1 = о

Daraus folgt aber
3 s1 _ 3 s
3y2 ’ 3 ?y&_!

was mit der Bedingung, dass die Determinante von s nicht Null ist, 
unverträglich ist. Daher kann T auch nicht der zerlegbaren F'orm A -f-1 
congruent sein, d. h. es kann überhaupt kein solcher Bestandtheil А 
auftreten.

Man kann dies auch direct beweisen. Verschwindet nämlich die 
Determinante von

so giebt es mindestens ein System von nicht sämmtlich verschwindenden 
Grössen 0,

für welches
*1» 02 - ' 0„,

^0,'Pik = о; k=\, 2---я,
wird. Aus den Gleichungen 1) folgt dann durch Multiplication mit z 
und Summation nach i



^zipualk = o,

oder, da die Determinante von S nicht Null ist,

2ztpki — o.

Es sei nun zh eines der nicht verschwindenden z. Dann setze man:

3) -■*

z^
Zh

Zh—1 
Zh

X, — γ «. Xh, У\ = Хг
Zh

x2 γ 1 Zi Xa, У2
— γ---- Л2 \

Zh

xh-1 — γ 1 Zh~ 1■Xh, Ук— 1 — у,
Zh

h-

xh ) Уи = Ху,

Xn Y -J Zn Ун — Y-- -A-n !
Zh Zh

Führt man diese cogrediente Substitution mit der Determinante 4- 1 
an der Form T aus, so ergiebt sich

/ =r= ~—P<h X'iУ1:   SyhP# X, —Pi\k| Хц Хщ )

wo der Index 1 anzeigt, dass die Variabein Xh, Yh rechter Hand nicht 
mehr auftreten. Bezeichnet man die Substitution 3) durch V, so geht 
S durch die Substitution (F1)“4 in eine Form s von n Variabein

s = ZbikX(Yk

über, deren Determinante nicht Null ist. Die Coefficienten pk,H der trans- 
formirten Form T müssen daher den Gleichungen

—Рнк, Ьщ + — Рц,л biki   0

genügen. Verschwindet nun wieder die Determinante der phh, so giebt 
es auch ein System von Grössen

'ζ\ > ^2 ' ' ' ) Cit—1

die nicht sämmtlich Null sind, und für welches
— — y·



Dann ist aber auch
~Р/цц C», ^Ikf -- 0,

und hieraus folgt, wenn man mit den Unterdeterminanten der Elemente 
blkl multiplicirt und nach l summirt,

= о.

Man kann demnach dieses Verfahren so lange fortsetzen, als über­
haupt die Determinante der aus T durch cogrediente Transformation ent­
springenden Formen verschwindet. Die Form T kann also stets durch 
cogrediente Transformation in eine Form t verwandelt werden, die nur 
noch die n' einer Form Ex entsprechenden Variabeinpaare enthält, und 
deren Determinante nicht Null ist, d. h. es ist

V'TV=t.

Dabei ist nicht nur die Determinante von V gleich Eins, 
sondern es ist auch

4) \Е,УЩ = 1, EXV E2 — o.

Bei geeigneter Bezeichnung der Indices der Variabein von T kann 
man es nämlich so einricbten, dass die Grössen z, ζ, ■ · - welche nicht 
verschwinden, gerade den Indices 1,2 - к (к — п—п’) entsprechen. Die 
Substitution V ist demnach so beschaffen, dass an Stelle von

*1» X2) Xf-SSk, Xk+l , ' " x»,
die Ausdrücke

X1

^21 Ж] +
β31 + 002 + ХЪ

«Й x\ + ak2X2 + * * ■ + xk

ßÄ+l,l Xl + + RH-1 ,k Xk + Xk+1

2,1 *1 ~h - · + ak+2.1 xk Xk+2

«».1 *1 + + an,k + Xn

treten.



Setzt man also
V — z:qikxiyk,

so sind ersichtlich alle Coefficieriten qula gleich Null, d. h. es ist

E1VE2 — o.
Da nun

T = (V')-'tr-\

TEl — Д (V'y ' Д t Ex F-1 Д

ist, so muss die Determinante von EXTЕг ebenfalls von Null verschieden 
sein. Es ist dies aber eine der n—wlteE Unterdeterminanten von T, und 
daher ist ηλ um so viele Einheiten kleiner, als n. wie die um 1 ver­
mehrte Anzahl der verschwindenden Unterdeterminantensysteme von T 
beträgt. Insbesondere ergiebt sich aus der angeführten Betrachtung:

Jede alternirende Form kann durch cogrediente Trans­
formation in die Kronecker’sche Normalform

(*\Уъ — Я2«Ь) + (Жз*4 — *4Уа)4- ' ■

transformirt werden, welche nur von einer geraden Zahl von 
Variabein ab hängt.

δ) Aus der Gleichung

r(S+S1)= — (T1 - T)SX 

folgt, wenn |N-j- S]| nicht Null ist,

TS = — (T1 — T) S' (S + N1)-1 S.

Die Form TS ist also das Product einer alternirenden Form in eine 
symmetrische von nicht verschwindender Determinante. Eine solche Form 
ist aber stets einer alternirenden Form ähnlich. Das heisst:

Verschwindet \S -|-Νι| nicht, so ist TS einer alternirenden 
Form ähnlich1).

1) Vgl. meine Note über die conjugirte Transformation einer bilinearen Form in sich selbst, 
Sitzungsb. d. bayer. Akad. Juni 1889. — Andererseits ist, falls [S —S1! nicht verschwindet,

(SCS1)-1 E)T
einer symmetrischen Form ähnlich, wie aus der Gleichung

(S (S1)-1 — E)T — (S — Sv) (S1)-1 (T + T1) S1 (S - S1)-1
hervorgeht.
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6) Die Form T kann nur dann eine symmetrische resp. 
alternirende Form von nicht verschwindender Determinante 
sein, wenn S selbst eine alternirende resp. symmetrische 
Б1 оrm ist. Denn aus der Beziehung

T=+ln

folgt unter dieser Voraussetzung

S=+S\

und umgekehrt ist T eine alternirende resp. symmetrische übrigens ganz 
willkürliche Form, sobald 8 eine symmetrische resp. alternirende Form 
(von nicht verschwindender Determinante) ist. Auf dieser Eigenschaft 
von T beruht die Transformation der alternirenden und symmetrischen 
Formen in sich selbst1).

7) Ist dagegen die Determinante von T gleich Null und T symme­
trisch , so folgt

(S + S])T=o;

d. h. es muss die Determinante von S -f- 8' verschwinden. Diese Bedingung 
ist aber auch hinreichend. Denn wenn |>S'-f-/S'1[ gleich Null ist, so kann 
man durch eine congruente Transformation von nicht verschwindender 
Determinante W bewirken, dass

W(S + 8l) W1 - Ex

wird, wo Et nur die Variabeinpaare x1y], ■ - xkyk enthält. Ist nun H 
eine willkürliche symmetrische Form der übrigen Variabeinpaare, so wird

W(S+S') W'H=o
oder

(5 + όγ1) W'BW^o;
also auch

T= W'BW=T\
und

8T+SlTl = o.

1) Man vergleiche die von Herrn Frobeniua (F. S. 38) gegebenen Formeln mit. der 
Formel 9a) des § VII.



Soll dagegen T eine a.lternirende Form von verschwindender 
Determinante sein, so muss die Determinante von 8—S' verschwinden. 
Man kann daher durch eine congruente Transformation W von nicht 
verschwindender Determinante bewirken, dass

PF(S - S') W1

nur von den in E1 befindlichen Variabeinpaaren abhängt. Bezeichnet 
man also mit Ή eine alternirende Form der übrigen Variabein, so ist

(S— S1) W1 HW = o,
und für

T= Wl HW= — T1

ist wieder die Gleichung 2) erfüllt.
8) Verschwindet die Determinante von S-\-Sl nicht, so 

ist die Determinante von T, wenn sie nicht verschwindet, 
das Quadrat einer rationalen Function ihrer eigenen 
Elemente. Denn es ist

T(S + S1) = (T— T')S\

also T\ nur um einen Factor von der schiefen Determinante jT—Tl\ ver­
schwinden. Aus dieser Gleichung geht zugleich hervor:

Verschwindet die Determinante von T, während die von 
nicht N ull ist, so verschwinden auch noch ihre sämmt- 

lichen ersten bis &ten Unterdeterminanten, wo к eine gerade 
oder ungerade Zahl ist, je nachdem n eine ungerade oder 
gerade Zahl ist.

Man kann diese Sätze noch erweitern. Aus der Gleichung

5) T(S + p S1) + (T1 — ί> T) S' = o
folgt:

(— 1)“P= Α\Γ — ρΤ\
ίδ + ρόΤΊ

oder für

(-ιγρ=Λ\τι̂ -τ-- r(T+t1)]
]S + S' + r(S' —S) '

41



Ist nun jT —P nicht Null, verschwindet dagegen jN-f-N'l, so ist 
auch !Tl — Tj = o; und aus der letzten Gleichung geht hervor, dass Zähler 
und Nenner auf der rechten Seite mit der nämlichen Potenz von r be­
ginnen. Es wird demnach auch für r — о

P=A \Tl — T—r(T-\-Tl)\ 
jN + N1 -i r(Sn 8) ‘

Nun hat Herr Frobenius den folgenden Satz bewiesen: „Ist A eine 
symmetrische, В eine alternirende Form, ist die Determinante ,rA-\-B. 
nicht identisch Null, und haben ihre für r — о verschwindenden Elementar­
theiler alle einen geraden Exponenten, so ist in der Entwickelung dieser 
Determinante nach steigenden Potenzen von r der Coefficient des An­
fangsgliedes das Quadrat einer rationalen Function der Coefficienten von 
A und B. “x)

Da nach Nr. 3 die Elementartheiler von Tl — ρ T zugleich die von 
8qS1 sind, so folgt:

Haben die für ρ = 1 verschwindenden Elementartheiler 
der Function 8-\-ρ8' sämmtlich einen geraden Exponenten, 
und verschwindet T\ nicht, so ist diese Determinante das 
Quadrat einer rationalen Function ihrer eigenen Elemente.

9) Es seien t, T zwei Formen, von denen wenigstens eine, etwa T, 
eine nicht verschwindende Determinante hat, und welche die Gleichung 
2) befriedigen. Dann folgt nach 5)

(# + ρ #’) S + t1 (Sl — (>S) = o,

(Ύ+ ρ T1) S + Г (Sl — ρ8) ~ o,
oder

{t + ^) = f(T')-\(T+(>T1)·,

das heisst, die aus conjugirten Grundformen gebildeten beiden Schaaren

ί + ρί1, T + ρ T1

sind äquivalent, sobald die Determinante von t nicht Null ist. Sollte 
t dieser Bedingung nicht genügen, so kann man jedenfalls an Stelle von

1) Frobenius, Ueber die schiefe Invariante etc., Вorchardt’s Journal, Bd, 86, S. 57.



t t -L- h T setzen, sobald man unter h eine solche Constante versteht, dass 
t-\-hT\ nicht Null ist. Dann aber sind jene Schaaren auch congruent, 
und man hat den folgenden Satz: -

Ist T eine Lösung der Gleichung 2), und verschwindet die 
Determinante von T nicht, so ist jede andere Lösung der­
selben in der Form

enthalten.
Die Gleichung

t = hT+VlTV

tS-l-t1 S1 — о

verwandelt sich damit aber in

V1 T VS -'rV] Tl VS1 = o,

oder nach Entfernung des Factors V1, wenn noch

(Гр1 Г1 = —
gesetzt wird, in

vsisy1 = S(S')-lV·,

d. h. die Form V ist mit der antisymmetrischen Form NjlS'1)-1 
vertauschbar. Es lassen sich daher aus einer Lösung von nicht ver­
schwindender Determinante der Gleichung 2) alle anderen mittelst des 
Problems der vertauschbaren Formen herleiten, und insbesondere ist jede 
Lösung, deren Determinante gleichfalls nicht verschwindet, dieser Lösung 
congruent.

10) Der so eben bewiesene Satz lässt sich in der folgenden Form 
erweitern:

Je zwei Formen В, T welche der Gleichung 2) genügen, 
und deren Unterdeterminantensysteme bis zu derselben 
Ordnung verschwinden, sind einander congruent, sobald sie 
gleichzeitig durch zwei auf dieselben Indices erstreckte 
Substitutionen V, W von der Gestalt 4a) in Formen von 
nicht verschwindender Determinante cogredient transformirt 
werden. Seien nämlich

t = VlTV, 
t= W1 BW,



die beiden Formen von nicht verschwindender Determinante welche nur 
die Variabeinpaare einer Form E, enthalten, in welche nach Nr. 4) T 
und Ii cogredient transformirt werden können, so ist

tV-'S + t'V^S-'^o, 
t IV^N + t1 W~lS' = o.

Multiplicirt man unter der Voraussetzung

E=E1JrE2,

diese Gleichungen mit

(Л-‘ + Д, (тГ + 4
so entsteht

(i’V1 tV~l = — El V~l S1 S~\
(r1)-1 r W-1 = — E, W -1 S' S~\

Es ist ferner nach Nr. 4)

V — E, V E, + E,2 V,
oder

E=E1 VE\ F"' + E2;

also
E, = E, FE, F-’, Ej = Ej WEr W~l.

Multiplicirt man also die vorhergehenden Gleichungen mit 

ДЕД + Д, E, 1F Ej -f- E2,
so wird

Ej FE,(i1)-11Д F-1 = — E, S1 N-1,
E, 1F Д(т')-1 τ Д TV-' = - Д E'N-1.

Da nun nach Nr. 4) die Determinanten von Е„ F E, und E, PFE, 
nicht verschwinden, so kann man setzen

E, FE, = PU E, JFE, = (),
und es wird

oder
Д [(**) 11 -(- (> E,)] Д 1 — <2i [(t *) 1 T-j-ρΕ,]^,

Д GV p + И'] Рг' — Q] (τ')""1 [τ + ^τ1] ör1·



Die beiden Formen t-\- у t' und τ + ρτ1 sind also äquivalent, daher 
auch congruent. D. h. es ist

u\wx = %,
wo ϋλ eine Form von nicht verschwindender Determinante der in Ex vor­
kommenden Variabein ist. Bezeichnet man mit U2 eine Form der übrigen 
Variabein, deren Determinante ebenfalls nicht Null ist, und setzt

so ist
LJ — и у —j- u2,

UltU=z,
oder

(PF1)“1 Ul VlTVU 1F-1 = Jti,

wie zu zeigen war.
11) Multiplicirt man die mit den Grössen u(, v( geränderte Deter­

minante der Coefficienten pik von T

6)
Рш Щ 

\vk о

mit der Determinante von S, und bezeichnet die ersten Unterdeterminanten 
der pik durch P(l., so ergiebt sich

7) 2Рйа1к = {—\Г-'2Риаы.

Durch Multiplication der Gleichungen 7) mit den pim und Summation 
nach i folgt aus 7)

^ = (— 1 )"_1 ^Pu akt pim ;

mit P tnus also auch
Рц Pim

verschwinden. Da aber andererseits

^Pa Pim = (m l) P — o,

ist, so folgt, falls die PA nicht sämmtlich verschwinden

P« = Pu-

Verschwindet die Determinante von T, ohne dass ihre 
ersten Unterdeterminanten sämmtlich Null sind, so bilden



diese letzteren ein symmetrisches System, d. h. die Werthe 
conj ugirter erster Unterdeterminanten sind einander gleich. 

Man erhält daher aus 7)

-51 Pa (<% — (— 1)” 1 α«) = o.

Hat also bei ungeradem n, wo P verschwindet, die Func­
tion S—vS'\ nicht mehrere Elementartheiler von der Gestalt 
(<> · 1)&, so sind die ersten Unterdeterminanten der Formen T
demselben Systeme von Coefficienten proportional, falls sie 
nicht sämmtlich verschwinden.

\ |,-"Ί **

".

4

Der nämliche Satz gilt bei geradem n, falls |S-|- pS"| nicht mehrere 
Elementartheiler von der Form (p—l)* enthält.

Dieser Satz lässt sich aber erweitern. Verschwinden die к—lten 
Unterdeterminanten von T noch sämmtlich, die kten dagegen 
nicht alle, so bilden die letzteren ein symmetrisches System, 
d- h. die Werthe conjugirter ktBn Unterdeterminanten sind 
gleich, und unter denselben befinden sich auch nicht ver­
schwindende Hauptunterdeterminanten.

Man hat nämlich

Ptx ■ • P,n u\ u\ . u\

Pni - Pnn < < ■ ■ <

w\ . ■ Wl 0 0 . 0

W‘ . ■ Wn 0 0 . 0

. a.

Uff vJL, ~Pi 1 «и · ^ ·**2)i\ &ni Щ · u\

= (-i T~h 2p<n (hi
w\

■ ^Pin Un
wln 0

Un
0

w\ Wkn 0 0

falls

genommen wird.

W[=2i



Ebenso wird aber

Pit ■ ■ Λ, u\ .

Pi» - · Pnn uln . • <

n ■ ■ К 0 . 0

vh• · n 0 . 0

gleich der in voriger Gleichung rechts stehenden n-\-k reihigen Deter­
minante, wenn

V\=Zw\asi

genommen wird. Es gilt daher die Identität

«11 ■ ■ PVl u\ . u\ Pit ■ - Pn\ ll\ u\

Pll\ ■ Pnn К ■ к
= (— 1У‘-'Е P1 П • Pnn < <

W[ . . W,\ 0 . 0 V) . Vn 0 0

w\ . ■ Wn 0 . 0 yjc , vi 0 0

unter der Voraussetzung

W\ — 2w\ ais, V\ — 2wla asi 

1=1, 2 · - - k.

Dies ist aber die nämliche Identität, welche im § II, S. 265 ff. 
untersucht wurde, und damit ist zugleich der angegebene Satz bewiesen.

§ IX.

Fortsetzung.

Ein besonderes Interesse besitzt der Fall, wo bei geradem n die 
Determinante von T nicht Null ist, oder bei ungeradem n die ersten 
Unterdeterminanten von T nicht mehr sämmtlich verschwinden.

Nach § VIII, Nr. 3 haben die beiden Schaaren von conjugirten 
Grundformen

ρ S 4- Sl und ρΤ'—T 
Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. II. Abth.



dieselben Elementartheiler, wenn die Determinante von T nicht ver­
schwindet. Setzt man in der zweiten Schaar ρ — —σ, so sind nach dem 
Kronecker’schen Satze die Elementartheiler von der Form

(e + ir, (p — i)2,i+i
(σ + 1 )24 = (p ^ 1 (σ - l)2t+- = ((J + l)2i+i

stets paarweise vorhanden. Das heisst:
Verschwindet die Determinante von T nicht, so muss 

die aus conjugirten Grundformen gebildete Determinante

1) \qS + $\

nur paarweise Elementartheiler von der Form (p+1)“ ent­
halten. [Und umgekehrt muss, wenn diese Bedingung nicht 
erfüllt ist, die Determinante von T stets verschwinden.]

Aber diese Bedingung ist auch hinreichend. Sind nämlich die 
Elementartheiler der F’unction 1) von der Form (ρ-\- 1)α paarweise vor­
handen, so lässt sich nach einer Bemerkung des Herrn Frobenius1) 
eine Form

(-1-X1
construiren, welche genau dieselben Elementartheiler besitzt, und deren 
Determinante nicht Null ist. Denn es ist möglich, eine Schaar ρΙ-Γ 
mit conjugirten Grundformen zu bilden, welche vorgeschriebene Elementar­
theiler hat, vorausgesetzt, dass dieselben paarweise von gleichem Grade 
sind und für reciproke Werthe verschwinden, mit Ausnahme derjenigen, 
die für ρ = 1 von einer ungeraden, und für ρ — — 1 von einer geraden 
Ordnung verschwinden. Dann aber giebt es nach dem Weierstrass’- 
schen Satze zwei Substitutionen P und Q von nicht verschwindender 
Determinante, vermöge welcher

PSQ = X;
PS'Q = — X\

wird. Es ist also auch
PSQ = —QlSP\

Setzt man nun
(Q')~1PS = T-1,
S' P' Q-1 = (2я)-1,

1) F. S. 22.



so wird
Г-1 = —S (S'y1 (T1)-1,

oder
TS+TlS' = o;

und die Determinante von T verschwindet dabei nicht. Daraus folgt:
Wenn die Form gerader Ordnung \q8 + Sl\ nur paarweise 

Elementartheiler von der Form (p + 1)°, (ξ> — 1/ hat, so lässt 
sich immer eine Form T von nicht verschwindender Deter­
minante finden, welche der Gleichung 1) genügt. Zur wirk­
lichen Ermittelung aller Formen T dieser Art, von deren Existenz in 
§ XI Gebrauch gemacht werden wird, kann man freilich weder die so 
eben gegebene Methode (Vgl. § 1, Nr. 7), noch den in § VIII, Nr. 9) 
angeführten Satz benutzen, da die so erhaltenen Formen T keineswegs 
von einander linear unabhängig sind. Der obige Satz lässt sich auch in 
der folgenden Form aussprechen:

Wenn die Determinante {>8 + S" nur paarweise Elementar­
theiler von der Form (ρ + 1)α, (ρ—1)Й hat, so giebt es unter 
denjenigen Transformationen i7, für die die Determinante 
von U -j- Εη nicht verschwindet, auch solche für die auch die 
Determinante von U—Εη von Null verschieden ist.

Ich gehe nun zu dem Falle über, wo bei ungeradem n eine 
Lösung T existirt, deren erste Unterdeterminanten nicht mehr 
sämmtlich verschwinden. Dabei mögen folgende Bemerkungen voraus­
geschickt werden. Lässt sich die Form T durch die cogrediente Trans­
formation F in eine Form t von nicht verschwindender Determinante 
verwandeln, welche nur die in Ελ vorkommenden Variabeinpaare enthalt, 
so ist

tr-'S(S')-'V + f = o,
und demgemäss

tE,V л 8 {8ι)~λ ГД + Ь»,
El V-' 8(8Y1 VE2 = o.

Setzt man also
F~]8(8') -1 F = σ, + σ21 + on + σ2 

= + +'Sbiiktxitykt + 2bhlxhyh,
42*



so ist nothwendig, dass σ12, d. h. dass alle Coefficienten buh gleich Null 
sind, dass ferner die Zahl der in S, vorkommenden Variabein eine ge­
rade ist, und dass die Gleichung

2) t o, -4- t1 = о

Lösungen von nicht verschwindender Determinante besitze. Da ferner die 
Determinante von gleich Eins ist, so ist auch die von a,2 gleich Eins. 
Aus der Gleichung

t(o, — Ei (v) -|- tl -4- ίρ = о

folgt aber, dass die characteristische Function von er, ausser reciproken 
Wurzeln mit gleichen Elementartheiler-Exponenten Elementartheiler von 
der Form

(e+i)“, (e-i)2*+1
nur paarweise besitzen darf.

Genügt umgekehrt σ, diesen Bedingungen, so existiren 
zwei Formen P, Q von den in El vorkommenden Variabein, 
für welche

P(al — El(j)Q = X + (>X1
wird. Daher ist

ParQ = X, P Q — — X1;
mithin auch

Ql P1 — — PolQ,
oder

m~'Pa> + P'Q-'-o;

mithin ist die Gleichung 2) erfüllt, sobald t = (Q^)~1P gesetzt wird.
Damit also bei ungeradem n eine Lösung T vorhanden 

sei, für welche die ersten Unterdeterminanten nicht mehr 
sämmtlich Null sind, muss S(S’i)~' einer Form ähnlich sein, 
welche von der Gestalt

η — 1
Σ bik #* + 30, («1 ® 1 + «21

ist, und in welcher der erste Theil eine Form σ, bezeichnet, 
die den soeben angegebenen Bedingungen genügt. Hieraus 
lassen sich aber die Bedingungen herleiten, denen S selbst zu genügen hat.



Ist nämlich allgemein

Φ = 2btk xtyk

eine Form der n—1 Уariabeln :r, yy, - жп_, yu_x und

F = Ф + yn («!$! + ·'■ «„_! + xn yn

so hat die characteristische Function von F dieselben Elementartheiler 
wie Ф, bis auf einen zu der Wurzel p = + 1 gehörigen, der einen um 
eine Einheit höheren Exponenten besitzt.

Bezeichnet man die к fach mit beliebigen Grössenreihen

m“, vf, i — 1,2··· n—1 ; 
а — 1, 2 ■ - - к

geränderte Determinante der characteristischen Function von Ф mit

Z u1 u% ■ ■ uk \
Vy1 V% ■ ■ Vk'

so ergiebt sich leicht für die ebenso geränderte Determinante der charac- 
teristischen Function von F der Ausdruck

und der mit A bezeichnete Theil enthält nur Producte der uhn, vhn', h — 1, 
2 - ■ · к mit Determinanten die weniger als к Ränder enthalten. Es sei 
nun ρ — p,. ein Wurzelfactor, der in den pte" Unterdeterminanten der 
characteristischen Fnnction von Φ llp mal enthalten ist. Dadurch, dass 
an Stelle der willkürlichen Grössen и in den letzten к Formen des obigen 
Ausdruckes die gegebenen Coefficienten a eintreten, kann die Multiplicität 
dieses Wurzelfactors in denselben gleich l\ + £,· werden, wo I,·> <>■ Da 
aber alle in A befindlichen Glieder denselben in der Multiplicität l)t_, ent­
halten, und ist, so sind die Wurzelfactoren der drei Glieder

(1 — p)/7(p —p/*; ЩР — {Φ·1', Щ

und so lange ρ, von 1 verschieden ist, muss daher jene Multiplicität genau 
gleich Pk sein. Ist aber ρ,= 1, so kann dieselbe gleich lk + 1 oder lk 
sein, je nachdem ξ> 1, oder § = о ist. Daraus folgt:



у
Чи

 а,
 ...

Die characteristischen Functionen von F und Ф haben 
dieselben Elementartheiler in Bezug auf alle von ρ— 1 ver­
schiedenen Wurzelfactoren.

Nun habe ich in den Sitzungsberichten der k. bayer. Akademie1) den 
folgenden Satz bewiesen:

„Bringt in einer к— 1 fach geränderten Determinante, deren Elemente 
rationale Functionen eines Parameters ρ sind, die Ersetzung einer Reihe 
willkürlicher Grössen и durch gegebene Grössen a keine Aenderung für 
den Exponenten 4-i des in dieser к — 1 fach geränderten Determinante 
enthaltenen Wurzelfactors hervor, so ist dies auch bei keiner der höher 
geränderten Determinanten der Fall“. Bezeichnet man also die betreffen­
den Exponenten für die characteristische Function von Ф in Bezug auf 
die Wurzel ρ — 1 durch

4? 4 ■ ■ 4—i? 4 ■ ■ 4) 4+i=: Qi

in Bezug auf F durch

4 ■ ■ 4—i? 4 ■ ■ 4? 4+i

so gilt der Satz:

Ist A*_, = 4-i > so ist auch λ,. = lk.

Da nun 4 = 4+4 80 ist die Reihe der Exponenten für F

4 + 1? 4 + 1? 4 + i · · 4 +1’ 4+i! ■ ■ 4? 4+i

wobei p irgend eine der Zahlen

0, 1, 2 · · - h, l· -i- 1
sein kann. Das heisst:

Die characteristische Function von P hat auch in Bezug 
auf die Wurzel ρ — 1 dieselben Elementartheiler, wie Φ, mit 
Ausnahme eines einzigen, nämlich des Elementartheilers 
mit dem Exponenten

4 4+i ■+ i

der um eine Einheit grösser ist.

1) Ueber einen Satz aus der Theorie der Determinanten, Sitzb. d. rnath. phys. Classe, 
November 1889.

'f



Es kann übrigens eine Aenderung in der Zahlenreihe der Exponenten 
nur an einer Stelle stattfinden, wo zwei aufeinander folgende Elementar­
theiler nicht gleich sind. Ist nämlich

und wäre

so ist

was unmöglich ist, da

^p — 1 ^p ^p —1?

z,,. _ i — ^p—i ~i- 1,
lp =h + 1»
Vh — h+' ’

^p—i ^p —i ^Pэ

\ Vt*1 — 1 ~b lp+\ !

K-1 — λί>-Η
sein muss.

Hat umgekehrt die Form F dieselben Elementartheil er 
wie Φ mit Ausnahme eines einzigen von der Form (ρ — a)q, der 
einen um eine Einheit höheren Exponenten hat, wie der 
correspondirende von Φ, so ist F der Form Φ ähnlich, ver­
mehrt um die Form

Уп [«1 Xl 4--------«»-1 Xn-l] + aXn Уп-

Denn die Normalformen1) von Ф und F unterscheiden sich, wenn der 
Elementartheiler (p — «)?-1 in Φ, (ρ — a)4 in F vorkommt, bei geeigneter 
Bezeichnung der Variabein nur um die Glieder

(*ХпУп + Хп-\Уп·
Es ist also

V~l FV— Ж-'ФЖ = dXnyn-\- xn^yp,

wo die Form W von nicht verschwindender Determinante nur von den 
jn Ф vorkommenden Variabein xly1 - ■ xn_lyn_] abhängt. Daraus folgt 
aber

1) F. S. 21.



(W-\-En)V 1FV(W l-\- E„) — Φ = (W + EJ(axnyn + χη_Ύyn)(W~' + En), 

oder nach einfacher Rechnung

{V(W-' + En))-'F(V( W~' + Еп)) = Ф + ах„уп + у д W ■
ü Уп-\

womit die Behauptung erwiesen ist.
Wendet man diesen Satz auf die vorliegende Frage an, so folgt: 
Damit bei ungeradem n nur die Determinante von 1\ 

nicht aber noch die ersten Unter deterrninanten von T sä mm t- 
lich verschwinden, ist nothwendig und hinreichend, dass 
die sämmtliehen Elementartheiler von

von der Gestalt (ρ + 1 )'c paarweise vorhanden sind, mit Aus­
nahme eines einzigen von der Form (ρ—1)" der einen um 
eine Einheit höheren Exponenten hat, als der folgende
(e-i)“-1.

§ x.

Lösung der Gleichung TS-\- ES1 = o.

Ich werde in diesem Paragraphen zeigen, wie die Lösung der 
Gleichung

1) ST+S'T' =o.
oder

TS + T1 Sl = o,

auf das Problem der vertausch baren Formen zurückgeführt werden kann. 
Aus 1) folgt durch Elimination von Τ'

2)

Setzt man 

so wird aus 2)

TS(S1)-' - (S')-'ST=o.

S(S1)~' = X, 

X'TX=T]

d. h. jede Form T, welche der Gleichung 1) genügt, wird



durch die antisymmetrische Form X cogredient in sich 
transformirt.

Setzt man
T—S~x Y,

so ist nach 2)
3) S(S1)-T=rSr(S1)-1;

d. h. die Form Y ist mit der antisymmetrischen Form X ver­
tauschbar. Ferner folgt aus 1)

Y-\S'Y' (S')-l = o.
oder

Yl S-1 +S~xY=o.
Demnach wird
4) 2T=S-lY—Y'S-1.

Jede Form T, welche der Gleichung 1J genügt, ist also 
von der Gestalt 4), falls Y die Gleichung 3) befriedigt.

Dieser Satz lässt sich in der folgenden Weise umkehren. 
Bezeichnet man mit Y irgend eine Lösung der Gleichung 

3), so stellt der Ausdruck 4) alle Lösungen der Gleichung 
1) vor.

Denn aus 4) folgt

2 TS=S~1 Y S— Yl,
2 r s] = Y' - (S1-1 Y) S' = Yl - (S-1 rS(S')-1) s'

• — F1 — S~l YS,
also

TS-\-T'S' = o.

Die Anzahl der linear unabhängigen Formen T, welche in dem 
Ausdrucke 4) enthalten sind, wrerde ich im nächsten Paragraphen be­
stimmen.

Man kann auch einen anderen Weg zur Lösung der Gleichung 1) 
einschlagen.

Aus der Identität
(1 + Q П) (TS + T1 Sl) = (T + Τ'ρ) (S + a S1) + (T1 — To) (S' — ρ S)

Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. II. Abth. 43



folgt insbesondere für
ρ — а = 1

5) (T + Г) С8 + £') + (Т1 ■■— Т) (S1 — S) = о.

Man kann nun versuchen, die symmetrische Form T-\-T\ sowie die 
alternirende Form Tx — T für sich zu bestimmen. Dies kann zunächst 
in dem Falle geschehen, wo S -}--S,l| nicht Null ist.

Aus der leicht zu beweisenden Identität

(S -f- S1) S-1 (S' - S)=(S] - S)S~l(S + S'),
folgt nämlich

S~l (S1 — S)(S + Slyx = (S+ S1)-’ (N1 — S) S~x.
Setzt man nun

6) W= S~] (Sl -S)(S + ST1 = (N+ S1)-' (S1 -S)s-\

so genügt die Form W der Gleichung

7)
denn es ist 

nach 6) gleich 

Da ferner

so folgt:

SW-\-S' W' — o,

W' = — (S'y1 (5" - 8) (8 + S')-1

— (S')-'SW.

E + 8 W = (Sl — S) (S + S')-1 + E
= (Sl — S + S + S') (8 4- Sx)~' 
— 2S'(S + S')-1,

Die Determinante von E-{- S W ist nicht gleich Null. 
Aus der Gleichung 5) folgt ferner

Г+ T = — (Tl — T) N TT,

und durch Uebergang zu den conjugirten Formen

T4- T1 = W' S' (Г1 - T) = — TFN(271 — T).

Genügt also die alternirende Form Iх—T der Gleichung 

(.Tl-T)S W= WS{T — T),



so ist
(Г+Г1) = — (Г1 -T)SW.

Schreibt man an Stelle der vorstehenden Gleichung

[(Г1 — T)S]WS= WS[(Tl — T)8]
so hat man:

Jede der Formen (T1 — T)S ist mit der Form WS ver­
tauschbar.

Und umgekehrt erhält man aus jeder Lösung Z der 
Gleichung

8) ZWS= WSZ
eine Lösung (Tl — T) S, welche der genannten Bedingung 
genügt.

In der That folgt aus 8) für Z = YS

9) Y8W= WSY,
und durch Uebergang zu den conjugirten Formen

TS'W' = W'S'Y\
oder nach 7)

9a) Y'SW=WSY'·,
mithin aus den beiden vorstehenden Gleichungen 9) und 9a)

(7l—Y)SW= WS(Y' — Y).
Es ist also auch
10) Τ' — T-Y‘ — Υ=(3ι)-'Ζι — ZS-1,

und
Tl + T = — [(S1)-1 Z1 — ZS~]] s w,

also endlich
11) 2T= [ZS~] — (S1)-1 Z1](E + S W).
Hiermit sind alle Lösungen von 1) gefunden, und die Anzahl der 

linear unabhängigen Formen T ist gleich der Anzahl der 
linear unabhängigen Formen von der Gestalt

ZS-'-{Sy'Zl



wobei Z mit WS vertauschbar ist, da die Determinante von E-\-SW, 
wie oben gezeigt, nicht verschwindet.

Verschwindet dagegen die Determinante der alternirenden Form 
— S nicht, so kann in analoger Weise die Bestimmung von T auf die 

einer symmetrischen Form zurückgeführt werden. Denn aus 3) folgt 
alsdann

12“) — (Tl — T) = (Γ+ Τ') (S + Sl) (Sl — S)-1
also auch

12) (T + T%S + S') (S1 — S)~' = (S1 - S)~' (S+Sl) (Т+Г),
Setzt man nun

5-i(S + S'i)(Sl - S)~' — (S' — S)~} (S-^S'JS-1 = V, 
so genügt die Form V der Gleichung

12b) SlV1 + SV = o,
und die Determinante von

SV-\-E= 2S1(S1— Sy1
ist von Null verschieden. Die Gleichung 12) verwandelt sich also in

13) [(Γ+Τ’)Ν] VS = FN[(r + T)S].

Aber auch umgekehrt folgt aus jeder Lösung X der Gleichung

14) XV S —V S X
eine symmetrische Form T-\-Tl, und zwar wird, wenn man ganz wie 
vorhin verfährt

T+T1^ X8-' +(S1)-1 X\
also auch nach 12a)

15) 2T= [XS-1 + (N1)"1 X1 J (N F + £),

und die Anzahl der linear von einander unabhängigen Formen 
T ist gleich der Anzahl der von einander linear unabhängigen 
Formen von der Gestalt

XS~l + (S1)-1 x\
Die Anzahl der linear unabhängigen Formen in den Darstellungen 

11) und 15) lässt sich aber leicht angeben.



Sind nämlich

A,, X2 - - Xk,

die к von einander linear unabhängigen Formen welche der Gleichung 
14) genügen, so ist

XIS V= SVXI,
also auch

(SY1 X' S VS = (S')-' S VXIS,
oder nach 12ъ)

[(^Γ'ΑΙΛΙ VS = VS[(S')-'XIS}.

Die Formen Xh haben also die characteristische Eigenschaft:
Ist Xh eine Form, welche der Gleichung 14) genügt, so 

genügt auch
(SY1 X'hs

derselben Gleichung; d. h. die letztgenannten Formen sind 
lineare Combinationen der Xt.

Setzt man nun
16) (SY1 X'hS — 1каиХ;,

1
Xh = 2(hi)X,:,

so wird
P„ = Xh S-1 + (SY1 xi = Σ [«,, + (Ä г)] X< S-1;

d. h. zwischen den' Formen Ph bestehen so viel lineare Relationen, als 
zwischen dem System der Coefficienten

ahiY 0 P)> i — 1? 2 ■■■ к

enthalten sind.
Aus 16) folgt aber durch Uebergang zu der conjugirten Form

S'X„S-l = ZahiX\,
oder

Xh = 2ahi(SYX)S,
also nach 16)

17) A„ = ΣαΜ aa Хг.



Da nun zwischen den Formen Xh keine lineare Relation besteht, so 
ist diese Gleichung eine Identität, also

ΣαΜαα = (hl).

Die Coefficienten amn, als Coefficienten der bilinearen Form

Ä = -2*nm%myn

aufgefasst, genügen also der Gleichung

A2 = E.

Die characteristische Function von A hat also1) p einfache Elementar­
theiler von der Form ρ—-1 und к—p einfache Elementartheiler p-j-1. 
Mithin giebt es к—p linear von einander unabhängige Grössenreihen

«!, «!■·«*; s = 1, 2 ■ ■ - k — p,
für welche

+ «)]«* = o; i = l, 2 ■-к,

ist. Es bestehen also auch zwischen den Formen Ph nicht mehr als 
к—p linear von einander unabhängige Identitäten

2Ph<xah = o, s= 1, 2 ■ ■ · k—p

d. h. die Zahl der linear von einander unabhängigen Formen 
ist gleich p2).

1) F., 8. 15.
2) ln derselben Weise lässt sich, worauf ich hier noch aufmerksam machen möchte, auch 

das Problem lösen:

Alle symmetrischen oder alternirenden Formen zu finden, welche durch 
eine Substitution Ü, die eine Form S von nicht verschwindender Determinante 
in sich transformirt, in sich selbst übergehen.

Ist

1) WSU^S,
so sind alle Formen T, die gleichfalls durch TT in sich übergehen, nach § I Nr. 8 gegeben durch

2) T=PS,

3) pm = m p.

Bezeichnet man die vollständige Lösung von 3) durch

p— 2asPs,

wenn



Analoge Betrachtungen gelten auch für den Fall wo die Deter­
minante von (S-^S1) nicht verschwindet. In dem Falle, wo beide 
Determinanten gleich Null sind, ist eine Reduction auf das Problem der 
vertauschbaren Formen auf diesem Wege nicht mehr ausführbar. Aber 
auch hier lässt sich die Bestimmung der Formen Г1-|-Γ, Tl — T ge­
sondert vornehmen.

Setzt man nach 2)

V-r{T + Tl) (V1}V1 (S + Sl) V + V-' (Г - T) (V·)-'1V1 (S1 — 8) V = о,
so kann man die Substitution V stets so wählen, dass die symmetrische 
Form in Ελ übergeht, wo E, nur die n{ Variabeinpaare ж,yx ■ ·%ρβο enthält.

so ist die zu erfüllende Bedingung, dass T symmetrisch oder alternirend werden soll, ausgedrückt 

durch
4) 2asPs=±2asS'Pt S~\

Setzt man aber in der aus 3) folgenden Gleichung

jP1 zj-1 = u-'p'

für U-1 den aus 1) folgenden Werth :

s-' U'S=(S'yl U'S1
ein, so erhält man:

S'P'S-1 U'= U'S'P'S-1:

d. h. es ist 
δ)

und nach 4)
§PlS-l=*2ß«P,;

2«s = -f- Заг ßlsPs,

oder wegen der Unabhängigkeit der Formen Ps

6) «s — ~4~ — al ßls-

Aus 5) folgt aber:

und hieraus erhält man

P^Zß'tS'-'PtS.
Ps = 2ßslS'PlS-' = SßslßvPj,

2ß*h=(*j)·
Die Anzahl der von einander unabhängigen symmetrischen und alter­

nirend en Formen, welche hiernach durch die Anzahl der einfachen Elementar­
theil er von der Form (ρ+ 1) der characteristiachen Function der Form

- βΛ Xi У к
bestimmt ist, ist demnach insgesammt stets gleich der der linear unabhängigen 
mit der gegebenen Substitution U vertauschbaren Formen.

Ich muss mich hier damit begnügen, auf die mannigfache Bedeutung hinzuweisen, welche 

diese Betrachtung für die Geometrie der quadratischen Formen hat.



Setzt man also

F1£1F=s\ F_1 T{Vl)~' = t,
V'SV = s, V-1 T\V')~l = t\

so wird
18) (t + 0 Ex + φ - t) (s1 -s)~o.

Hieraus folgt erstens

(F — t)(s] —s)E2 — o,

und dies sind n(n—»,) lineare Gleichungen für die ^n(n—1) Coeffi- 
cienten der alternirenden Form t' — t. Aus der Gleichung

[(i -j- tl) -j- (<' — t) (s1 — s)] Ex,

in welche 18) nun übergeht, ergeben sich noch n n{ lineare Gleichungen 
für die 4гп(п -|- 1) Coefficienten der symmetrischen Form

Eine besonders elegante Lösung ergiebt sich so in dem Falle, wo 
Έλ—Έ ist, d. h. die Determinante von S S' nicht Null ist. Setzt man

s1 — s — а,
so folgt aus 18)

[t -(- i1) -|- (i1 —t)a — o, 

oder als Bedingung für (i1 — t)

(t' — t)a = о (t1 — t).

Ist umgekehrt X eine Form, welche mit der alternirenden Form σ 
vertauschbar ist, so ist

t'— t = X' — X,
-(X1 — X)a,

also
21 — — (X1 — X) (o —E).

Es möge nun angenommen werden, dass die ersten Unterdeterminanten 
der characteristischen Function von а

\a — ρE\ = | F’i \S} - S - ί>(Ν + N’)|: у

für keine Wurzel derselben sämmtlich verschwinden, dass also nament-



lieh auch jS11 — $| nicht bei geradem n, und ohne seine ersten Unter­
determinanten bei ungeradem n verschwindet. Ist nun1)

|<7 —(j E\ =a0 + u, (>2 + an (Λ

so besteht zwischen den Potenzen der Form a die Relation 

α0ο° -|-ax u1 -f- a2o2 ■ ■ anan = o, 

während die Formen
a°, σ’, а2· ■ ■ ση ’,

von einander unabhängig sind. Da nun a eine alternirende Form ist, 
wird bei geradem n = 2 p

|а — ρ E\ = a0 -j- a2 ρ2 α4 ρ4 -j- ■ · a2p ρ2ί;
also

α0σ + α2σ3+ · -aipo2p+1 = о. 

Mithin sind die p — | alternirenden Formen

a, as, пъ ■ - o2p-\

von einander unabhängig.
Ist dagegen n — 2p-\-\, so wird

\a — q E\ — a^ (j (P j- · - ;

d. h. es sind nur die p == ^ alternirenden Formen

a, n3, - ■ σ^-1

von einander linear unabhängig. Da ferner unter der angegebenen Vor­
aussetzung die einzigen mit n vertausch baren Formen die linearen Com- 
binationen der Potenzen von о sind, so ergiebt sich der folgende Satz: 

Wenn die characteristische Function

oder
S' — S — v{S + S')\ 

S —

keine Wurzel besitzt, für welche ihre sämmtliehen ersten 
Unterdeterminanten verschwinden, und auch für λ— 1

1) Vgl. F. S. 11, ff.
Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. II. Abth.



nicht verschwindet, so ist die Gesammtheit der linear von 
einander unabhängigen Lösungen der Gleichung

TS + T'S'=o
dargestellt durch

t ί — Cf, (7 —f— Öfg O3 —j— ■ - Cf2jr_j 1

— (^+ 0 = «1 σ2 + K3 + · · %_1
oder

— 21 = («, σ + ctg σ3 + - - «2j)+1 (E + а)

wobei die Anzahl der p von einander unabhängigen Para­
meter a gleich der grössten ganzen in £ enthaltenen Zahl ist.

Für zerlegbare Formen kann man die Lösung der Gleichung 1) 
nicht unerheblich vereinfachen.

Ist S eine in Äj -)- S2 + ■ + Sk zerlegbare Form, und sind Sa und Sß 
irgend zwei Bestandtheile derselben, so folgt aus

ST + S'T^o
nach Multiplication mit Ea und Eß

SaT+SlT1 =o,
SßT-\-S'ßr = o,

oder, wenn
EaTEa = ta; EaTEß = taß,
EßTEß = tß- EaTEß=tßa,

gesetzt wird, und
f'aß> t'ßa

die conjugirten Formen von taß, tßa sind:

1 Sa ta -j- Sla t\ — о,
Sß tß -f-S'ßtlß = o,
Sa taß ~\~ Sa tßa ■= О,

lßa + t'aß = °-

Aus den beiden ersten Gleichungen 19) ergeben sich die Coefficienten 
der beiden Formen ta, tß. Aus den beiden letzten aber folgt durch 
Uebergang zu den conjugirten Formen



20) --- taß— Sal S'atßa —tßaSß&ß ,

21) -% = S^S'ßt'aß = faßSlS-\

Hieraus geht hervor:
Haben die beiden characteristischen Functionen

| Sa---ySa\, \ Sß — (jSß\

keinen gemeinsamen Theiler, so ist

taß — t'aß = tßa — tßa — О ,

d. h. es ist dann die Form T in derselben Weise zerlegbar.
Haben dagegen jene Functionen einen gemeinsamen 1 heiler, so existiit 

eine von Null verschiedene Form tßa, welche die Gleichung 20)

Sa 1 Sa tßa = tßa Sß b ß

befriedigt. Bezeichnet man den gemeinsamen Werth der beiden Seiten 

dieser Gleichung mit
taß)

so ist auch
=(sß)

oder
-‘'ß« = ‘aßKS°'=SPSi‘«ß

d. h. es ist auch die Gleichung 21) erfüllt. Zugleich wird

ta G - tß -j- taß ~| tßa

derjenige Bestandtheil von T, welcher zu den beiden Bestandtheilen Sa, Sß 
von S gehört, denn nach den vorstehenden Gleichungen sind auch die 
beiden letzten Gleichungen 19) befriedigt.

Setzt man aber, um 20) zu lösen,

&a — — aiaka Xia У к a >

Sß = ^-aißkß Xiß Vkß )

tßa — — tiakß %ia Vkß J

wobei die Indices anzeigen, dass nur die in den entsprechenden Formen



Sa, Sß vorkommenden Variabein vorhanden sind, so besteht für die (aß) 
Coefficienten das System von (a ß) Gleichungen

21)

Setzt man
,

so folgt bei gleichzeitiger Vertauschung von la und ka, sß und mß

Die Determinante des Systems der Coefficienten in den Gleichungen 
21) ist daher eine schiefe, und ihr Verschwinden mit der oben ange­
gebenen Bedingung eines gemeinsamen Theilers äquivalent. Und so hat 
man den Satz:

Die Anzahl der Parameter, durch welche die Form Sa + Sß 
in sich nicht singulär transformirt wird, ist um eine gerade 
resp. ungerade Zahl grösser, als die Zahl der Parameter, 
durch welche Sa und Sß in sich transformirt werden, je nach­
dem das Product der Ordnungen von Sa, Sß gerade oder un­
gerade ist.

Nach Herrn Kronecker') kann jede bilineare Form von nicht ver­
schwindender Determinante durch congruente Substitution in ein Aggregat 
elementarer Formen von der Gestalt

\ E, E0, E\ EP
verwandelt werden, wo

Е=ЧУ\ Л-ХхУъА-----ос2к_гу2п_J

+ с (U Уа+ЩУг ч------ %2п-\ Учп-ß,
und с2 nicht gleich Eins;

Е0 = х0у, -)- хг уй -j- ж, у2 ^=>У\ Н- хзУз Ч- хз У 4 — Уз

ί ' * 2 У'2п -1 | 'Uii—I Узп—2 5

und п eine gerade Zahl 2 p;

\



E° = --- %ъУх + Ж,1/0----Х\У2 — Х-2У\ ----ХчУъ +Ж3^2----Ж3Ui Х*Уъ

—р ■ · ■ Х2п—2 У in— I ' Х2п— I У in—2

und п eine ungerade Zahl 2 p + 1;

E° = с'^о^о + ж^о — ж0г/, +ж2у( + ж, г/2 -j- хяУ2 х-гУя

+ · - " ХпУл-1 ~Ь ( 1)" ж»—1 2Е

zu setzen ist.
Die Determinante von Ε + ρ E1 enthält nur die Elementartheiler 

(6- _u (1 ψ ρ c)n; die von Ε0 + ρΕο nur die Elementartheiler (1 +ρ)2ί', 
(1 +ρ)'?ί’; die von E°4- ρΕ01 nur die Elementartheiler (ρ—1)3},+1, (ρ—l)2p+l; 
die Determinante von E° -|- ρΕ01 enthält endlich bei geradem n nui den 
elementaren Theiler (1 + ρ)”+1, während derselbe bei ungeradem n gleich 
(1—ρ),ί+1 ist.

Für Formen von der einfachen Gestalt der elementaren Formen 

E, E0, E°, E°, welche im ganzen

2n, 4p, 2(2p + l), и + 1

Variabeinpaare enthalten, lässt sich leicht die Anzahl der homogenen 
willkürlichen linearen Parameter bestimmen, welche in den Lösungen 
der Gleichung

ST+S'T1 - о

auftreten. Die betreffenden Resultate mögen hier kurz angeführt werden.
1) Ist

S =± ж0у, + Ж, г/2 + ■ - - 

+ с(х1у0 + х2у1-\------ )

und N die Zahl der Variabeinpaare in S, so hat man in T resp.
1) Parameter, je nachdem N gerade oder ungerade ist. Die 

nicht singulären Substitutionen für E sind daher — wie im 
allgemeinen Falle — von n Parametern abhängig.

2) Ist
8 = x0y l + χ, Уi + x2 Уз + хз У\ 4-----

+ Ж, y0 — ЩУ\-\-хзУг — х\УзЛ



und versteht man unter N dieselbe Zahl wie bei 1), so enthält die 
Form I für

N=4p, 2(2p + 1), 2 p -f 1
im ganzen

4P, 4p + 1, p-f 1

willkürliche Parameter. Die nicht singulären Substitutionen für 
i£0 sind also von 4p Parametern abhängig.

3) Ist

s— — ®1 Уо + x\ Ун — (χι Уъ-\-%гУ\) — χι Уз + K.i у 2 — (Жо р4 -j- Х4 у 3) - ■ ■ 

so beträgt die Zahl der Parameter in I

4p, 4p+ 3, p + 1
je nachdem

iV=4p, 2(2p-j- 1), 2p + 1

ist. Die nicht singulären Substitutionen für E° sind daher 
von 4p -j- 3 Parametern abhängig

4) Ist endlich

# = 0 xo Уо + (ж, Po ~ У ι xo)+(*» У i + Уо) + (ж3 ys — ya) + (ж4 у, + Ж3р4)+··

so erhält man für T, ganz wie im allgemeinen Falle | Лт resp. 4(iV—1) 
Parameter, und daher sind auch die nicht singulären Substi­
tutionen für E° nicht durch eine grössere Mannigfaltigkeit 
ausgezeichnet.

Es hat hiernach keine Schwierigkeit, die Zahl der Parameter zu 
bestimmen, durch welche eine bereits auf elementare Formen reducirte 
Form in sich transformirt wird'). Indessen beruht diese Reduction durch 
congruente Transformationen selbst auf Operationen1 2), die bisher auf 
rationale noch nicht zurückgeführt sind.

1) Vgl. insbesondere auch die Bemerkungen auf Seite 340—342.
2) Vgl. die mit K. bezeichnete Arbeit des Herrn Kroneeber, sowie C. Jordan, Sur lea 

transformations d’une forme quadratique en eile meine, Journal de Mathematiques, Аппёе 1888,



§ XI-

Irreducibilität des Systeraes der eigentlichen Transformationen.

Durch die vorstehenden Untersuchungen können alle Substitutionen 
U gefunden werden, für die wenigstens eine der beiden Determinanten 
\ü-{- Щ oder | U—Щ von Null verschieden ist.

Wenn dagegen die cbaracteristische tunction

J (ρ) = U— ρ E
von U unter der Voraussetzung einer eigentlichen Substitution sowohl 
für ρ = + 1 als auch für ρ = — 1 verschwindet, so muss ζΖ(ρ) von einer 
geraden Ordnung m für ρ = — 1 verschwinden. Sei ferner J (ρ) = (ρ) ζ/2(ρ),
wo zZ, (ρ) das Product der Elementartheiler, die für ρ = — 1 verschwinden, 
und Ux eine Form der Variabein ЗД, · · xmym, welche dieselben Elemen­
tartheiler hat, wie z/, (ρ) und ebenso U2 eine aus den Variabein xm^\, 
у . . xn yn gebildete Form mit den Elementartheilern von ζ/2(ρ). Dann
ist die Form

U0 = Z7, + U2

der Form U ähnlich, also
G UG~' = U0 = U, + U2,

und
UlSÜ=S.

Hieraus folgt
(G1)-' IPG\G')~X SG-'GUG-' = (G'y'SG~1;

also, wenn
(G')-'SG-]=S0,

gesetzt wird
(Gl)-yUl G1 S0GU G-' =S0,

oder
IP0S0U0 = 80.

Hieraus folgt aber1), dass S0 ebenso in zwei Formen Sl + S.2 zerleg­
bar ist, wie die Form U0 in Z7, -\- U2.



Daher wird
Ü\S1UX=S1,
Щ82и2 = 82.

Nun verschwindet die Form Jx (ρ) nur für ρ = — 1, also ist die 
Determinante von Ex— £7, nicht Null, und ebenso ist die Determinante 
von Ег-\-ü2 von Null verschieden, da ζ/2(ρ) den Theiler ρ = — 1 nicht 
enthält. Es werde nun angenommen, dass eine Form Hx der m Variabein­
paare xxyx, - ■ xmym vorhanden sei, deren Determinante nicht ver­
schwindet, und der Gleichung

1)
genügt, und es sei ferner

2)

HxSx + H\S\ = o

also auch
3)
4)
Setzt man ferner

5) Th = G' [(Tx + 2 h Hx)~' + <?,

wo h einen willkürlichen Parameter bedeutet, so ist wegen

N = G1(S1+S2)G,

Sl = G'W + S'2)G,

S-1 = G-1 (Nr1 + 82')(G')~1 = G~'(S, + S2)-' (G1)-1,

N1 S-1 Th = G' (8[ + 81) G G~' (N, + S2)~' (G')~' G' [('/' +2 h Ηχ)~ι + Щ G

= G\S\+Sl)[(Tx+2hHl)(8i+Si)riG+Gl(S\+Sl)(STl+Si')l\G
= Gl(S{+ 81) (J\ Sx + 2h Iix Sx)~' G + Gl 8\ Sr' T2 G.

Mittelst der Gleichungen 1), 3), 4) wird hieraus mit Bezug auf 5)

N1 S-'Th = G' [(Γ, Sl + 2hH] Ν,ΚΝί)-1]-1 G — G' T\G



Demnach genügt die Form Th der Gleichung

6) T\ = — S'S~' Th.

und der Parameter h kann dabei jeden Werth oberhalb einer 
gewissen Grenze annehmen, da die Determinante von Я, nicht 
Null ist.

Es ist ferner nach 5)
(2j + 2 h Щ + Er1) W' (E +' Th)

= № + 2 7z Я, + Sr') [E, + Ε2 + (Ε, + 2 h Я,)-1 + TJ 0,

= [(T] -j- 2 h Я,) E, -j- E, -\- E2 So ] lo] Gr,

Ei + G, . Ea U2 Е1 + Я2 + 271Я15|] <?,
- |e; Ε,ΙΧ + υ,

= 2 [(E, — 77,)-’ + (E2+ Я,)"1 + Τι HL Ε,] Я;

und ebenso
(2j + 2 7ίΕ, + ЕГ1) (Я1)-1 (E — E„) = [(T, + 2 Ä Щ Sl — E, + E2 — Er1 E,)] G, 

= 2[Ej(E,— Ej)-1 + E2(E2 + ЯГ1 + hЯ, E,] Я.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt

(E + E,,)-1 (E— TO = E_1 [(E, — Я,)-1 + h Я, E, + (E2 + 772)-1]-1 X 
X [E,(E, — Я,)_1 + 7г.Я,E, + E2(E2+ Eä)]E

Die Determinante der Potenz mit dem Exponenten 1 wild hiei 
auch für h = o nicht unbestimmt, da die Formen E,— Я, und Е,-\-ü2 
kein Variabeinpaar gemeinsam haben und ihre Determinanten nicht ver­
schwinden. Demnach wird ·

lin[(E- Tk)-' (S+Tk)] = G-\UX + Ü,)G = U,

Ъ. — о
denn es ist

[(E, — Я,)"1 + (E2 + Я,)-1]-1 = (E, — Щ + (E2 + Я2).

Das heisst:
Unter der angegebenen Voraussetzung lasst Bich die 

Transformation U mit Hülfe eines Grenzprocesses aus der 
vollständigen Lösung der linearen Gleichung 6)

Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. II. Abth. 45



Τ' = — S' S~]T

herleiten, indem man die willkürlichen Parameter als Func­
tionen einer Variabein h auffasst.

Es beruht aber die vorstehende Betrachtung auf der Möglichkeit, 
eine Form У, von nicht verschwindender Determinante zu finden, welche 
der Gleichung 1) genügt, und hierzu ist nothwendig und hinreichend1), 
dass die Elementartheiler der characteristischen Function

ί$ι -f- ρ <S]|

von der Form (ρ— 1)«, (ρ + 1)1 nur paarweise auftreten. Die Elementar­
theiler von \S + ρ3'\ sind aber zusammengenommen gleich denen von

|θ) + pÄj| und IS'a + pS'aL

Diese Bedingung ist zunächst erfüllt, wenn die Determinante

\STS'\,

was bei geradem n stattfinden kann, überhaupt nicht verschwindet. Ist 
dagegen n eine ungerade Zahl, und hat die Function

| S+ pÄ’|

nur die einfache Wurzel ρ = — 1, während |S' + S1| nicht Null ist, so 
kann die zu einer geraden Zahl von Variabein m gehörige Function

% + ρθΊ|

nicht für ρ = — 1 verschwinden, da sie in diesem Falle mindestens den 
Theiler (ρ+ lf haben müsste, für den überdies alle ersten Unterdeter­
minanten noch Null werden.

Man hat also den folgenden Satz:
Die sämmtlichen Substitutionen, durch welche eine all­

gemeine bilineare Form S von nicht verschwindender Deter­
minante eigentlich in sich transformirt wird, bilden ein 
irred ucibe 1 es System.

Durch eine andere Specialisirung ergeben sich auch die beiden 
wichtigen von Herrn Frobenius bewiesenen Sätze über den irreducibelen



Character derjenigen eigentlichen Transformationen, welche eine symme­
trische resp. alternirende Form von nicht verschwindender Determinante 
in sich transformiren, dessen darauf bezüglicher Untersuchung ’) die vor­
stehende nachgebildet ist.

§ XII.

lieber die Anzahl der Parameter, von denen die Coefflcienten der Transformation
in sich selbst abhängen.

Da jede Form ihrer conjugirten ähnlich ist2), so besteht die Gleichung 

1) SP'S-'=P.

Ist umgekehrt S eine gegebene Form von nicht verschwindender 
Determinante, und ist p eine Form, welche der Gleichung 1) genügt, so 
existirt auch immer eine Form P von nicht verschwindender Determinante, 
welche dieselbe befriedigt. Denn für

P = p — ρ Έ
wird

SPlS~l = P;

und umgekehrt kann man aus den Lösungen P von nicht verschwindender 
Determinante jede Speciallösung herleiten. Die Aufgabe, bei gegebenem 
S alle Formen P zu finden, welche der Gleichung 1) genügen, 
reducirt sich also auf die Bestimmung aller Formen dieser Art, deren 
Determinante von Null verschieden ist.

Da aus 1) folgt
PSl + у SP1 =P(S' + qS),

so sind die Schaaren conjugirter Formen

PSl + ySPl und S' + yS

äquivalent, also auch congruent. Mithin existirt eine Substitution W, für 

welche

1) F. S. 44 ff.
2) F. S. 21. 45*



wird, und es ist
PS1 = TU1#' TU.

Die Gleichung 1) geht demzufolge über in

2) (tf1)-1,# FP= W(S')~'S,
und zugleich wird

3) P=Wl84V(Sty-1.

Demnach ist die form TU mit der antisymmetrischen Form 
(S])~'S vertauschbar. Und umgekehrt sind in der Gleichung 
3) alle Lösungen der Gleichung 1) von nicht verschwindender 
Determinante enthalten, sobald TU der Gleichung 2) genüg't. 

Denn aus
P = TU' 8' W(8')~\

oder

folgt
P = 8-' W'SW,

SP1 —Wl8W=Wl 8' TU (S1)-18 = PS.
Es seien nun

Pl 1 P-2 " ' Pμ i
die μ von einander linear unabhängigen Lösungen der Gleichung 1), 
deren Anzahl durch eine Untersuchung der Determinante des Systems der 
linearen Gleichungen 1) bestimmt werden kann; ferner

W2 ■ ■ Wm,

die m von einander linear unabhängigen Lösungen der Gleichung 2), also

TU=Jty?,TU,.

die allgemeine Lösung von 2). Dann wird

4) TU S' W= SSßtßh (W) 8' Wk + TU18' TU,.)

unter der Voraussetzung, dass bei gleichen Indices i und к der Term in 
der Klammer nur einmal hinzuschreiben ist.

Setzt man
Qik = TF'S1 TU^S-T1,



so wird
ρΛ s = w\sl wk(S')-' s = S(S~' w]s wte\

also
Q*S=SQl-.

Die Form
Ä, = y«+'3« = <ir:s'r,+ w;s' Wi) (sr1

genügt also der Gleichung
BtkS=SB]lc;

mithin wieder der Gleichung 1).
Es ist daher

tizb — — riks Ps,

wo die riks = rkis numerische Coefficienten sind, und aus der Gleichung 4) 
folgt nunmehr die Identität

5) -Σα5Ps = ΣΣβίßkriks Ps,
μ μ m

aus welcher wegen der Unabhängigkeit der Ps folgt

6) CC6 Σ(ß I11 ^iks s

s= 1, 2 - - - μ.

In diesen Gleichungen muss jede der Grössen ß, wirklich enthalten 

sein. Denn da in der Form
W] 8λ Wt

die Determinanten von W( und S nicht verschwinden, so kann dieselbe 
nicht Null sein, und daher enthält der Ausdruck W'S' W selbst den Term

ß\ W] S' Wf ,

der sich gegen keinen anderen aufheben kann. Dagegen können die 
rechten Seiten der Gleichungen 6) etwa nur m,<m von einander unab­
hängige Functionen der ßt enthalten, welche durch

Βγ j В £ ' " Bm^ )

bezeichnet sein mögen.



d. h. es giebt dann stets Auflösungen der Gleichungen 6), diese sind

Sind nun umgekehrt die Grössen a, d. h. ist die Form P willkürlich 
als Lösung von 1) gegeben, so ist

PS1 = W’ 8' W;

also von einander unabhängig. Von den Grössen В sind daher 
mi — l·1 willkürlich. Und da aus den Grössen В nur m, Parameter ßi 
bestimmt werden können, so folgt, dass bei gegebenen Werthen 
der a die Grössen ß noch

m — и

willkürliche Parameter enthalten müssen.
Diese Zahl ist aber, wie leicht zu sehen, gleich der Anzahl der 

Parameter, die in denjenigen Substitutionen enthalten sind, welche S in 
sich selbst transformiren.

Ist nämlich U eine Substitution, die 8 in sich transformirt, so ist

U1SÜ=S,
also auch

f (S1)-'SU=(J(S')-'S.

Bezeichnet man mit Wk irgend eine willkürlich gedachte Lösung
dieser Gleichung 2), deren Determinante nicht Null ist, ferner mit

W W - - Wvr i ; vr2 YYmi
die Gesammtheit der von einander linear unabhängigen, so ist

U=(J£ßsWs)W-\
. V

Setzt man
wis'wh=ps\

so kann P als eine völlig willkürliche Lösung der Gleichung 1) ange

К t

sehen werden, so dass also die Coefficienten « in der Gleichung

selbst willkürlich sind. Zugleich wird aber

P=W'kU' S' UWh(S1)-1.

= (2ßsWl)S'(2ßaWa)(S')-'·,



man erhält also vermöge der auf S. 351 ausgeführten Betrachtung wieder 
zur Bestimmung der ß die Gleichungen 6), wie zu zeigen war.

Man erhält also folgenden Satz:
Die Anzahl der willkürlichen Parameter, durch welche 

eine Form S von nicht verschwindender Determinante in 
sich cogredient transformirt wird, ist gleich

m — μ

wo m die Anzahl der linear von einander unabhängigen mit 
(S')~'S vertauschbaren Formen, μ die Zahl der von einander 
linear unabhängigen Formen P ist, die der Gleichung 1) 
genügen.

Sei, um diese Theorie auf ein Beispiel anzuwenden, S eine symme­
trische Form. Dann ist (Sl)-'S=E, also m = n2. Dagegen ist die Zahl 
der von einander linear unabhängigen Formen, welche der Gleichung 1)

SP' = PS

genügen gleich ^n(n-\- 1), da hierzu nur erforderlich ist, dass PS eine 
symmetrische Form ist, also μ = \-n{n1). Mithin beträgt die Zahl 
der Parameter ß

nr — \n{n + 1)= I n(n — 1).

Ist dagegen S alternirend, so findet man auf demselben Wege 
m = n2, und für die alternirende Form

SP' = PS= — (SP')',

μ = у n(n — 1), also
m — μ —\n{n + 1).

Man kann nun endlich leicht zeigen, dass die Zahl m μ gleich der 
Anzahl der willkürlichen Parameter ist, welche in den nicht singulären 
Substitutionen auftreten, die vermöge der Gleichung

7) ST+S' T = o
bestimmt werden.
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ijp»...

-ΐI

Η

Bezeichnet man mit
T 7' · - T

die von einander linear unabhängigen Lösungen der Gleichung 7), so ist

Τ=ΣββΤΰ·
und zugleich nach § X, 4)

T=2as(S-' Ws —
sowie

S-'Ws-W)S-' = ZßesTe,
also

8) ße = Zusße,

Da die Grössen ß von einander unabhängig sind, so können nicht 
alle ρ reihigen Determinanten der Matrix

^12 j m
/^2 l /*22 · ß 2 m

ft?2 ‘ ß Qm

verschwinden. Den Gleichungen

9) 2asßös = o, a= 1, 2 · ■ ρ,

genügen daher m — ρ von einander linear unabhängige Systeme der 
Grössen as. Bezeichnet man diese durch

ß] U\ ■ ■ Ода
<x\ οξ ■ ■

am—Q Um—(J . . am - 6

so verschwinden auch die m — ρ reihigen Determinanten der Matrix aus 
den nicht sämmtlich. Es sind demnach die Formen

“! Wj -j- ·-· a£, Wm = Z1,
«; B7, + · · «m ,

W, + .. «--6- B7,„ = ζ„_ρ,



linear von einander unabhängig, welche zufolge der Gleichungen 9) die 
Gleichung

8~λΖ— Ζλ8~χ = ο

oder die Gleichung 1) befriedigen. Die Anzahl dieser Formen ist aber 
gleich μ. Demnach ist

μ — m — ρ, ρ — m — μ.

Hieraus folgt der Satz:
Die nicht singulären Substitutionen, welche eine Form 

S in sich transformiren, enthalten ebenso viele willkürliche 
Parameter, wie die allgemeinste Substitution dieser Art 
überhaupt.

Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. ßd. II. Abth. 46
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