Ueber

die cogredienten Transformationen

einer bilinearen Form

in sich selbst.

Von

A. Voss.

31

Bd. Il. Abth.

X VIL

I1. Cl. d. k. Ak. d. Wiss.

d.

Abh.







[n der vorliegenden Arbeit habe ich versucht, die cogrediente
(congruente) Transformation der bilinearen Formen in sich
selbst, die fir die symmetrischen und alternirenden Formen
von Herrn Frobenius zum Abschluss gebracht ist, auf den allgemein-
sten Fall einer beliebigen bilinearen Form auszudehnen.

Im § I findet man die nothwendigsten Definitionen und Bezeich-
nungen zusammengestellt, von denen im Anschluss an den von Herrn
Frobenius entwickelten Algorithmus der bilinearen Formen!)
Gebrauch gemacht wird, sowie einige andere einfache Folgerungen aus
bekannten Theoremen erwihnt.

Daran schliesst sich in § II die Entwicklung der allgemeinen Eigen-
schaften der charakteristischen Function der Substitutionen U, sowie
solcher Relationen, denen die Coefficienten derselben geniigen miissen.
Dabe1 ergeben sich einerseits die Theoreme, welche schon Herr Frobenius
aufgestellt hat, doch schien es mir nicht tberfliissig, dieselben von der-
jenigen Grundlage aus zu entwickeln, die ich bereits in meiner Arbeit
itber orthogonale Substitutionen2) benutzt habe. Andrerseits aber erhilt
man, indem man unter der Substitution eine solche versteht, welche die
Form in eine beigeordnete — die conjugirte der reciproken — ver-
wandelt, Relationen, welche in besonders ausgeprigtem Sinne eine Ver-

1) Vgl. Frobenius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen, Borchardt’s Journ.
Bd. 84, 8. 1. Diese Arbeit werde ich im Folgenden mit ' citiren. Vgl. ferner: Ueber die schiefe
Invariante einer bilinearen oder quadratischen Form, Daselbst Bd. 86, S. 44; sowie Kronecker,
Ueber die congruenten Transformationen der bilinearen Formen, Berl. Monatsb. April 1874, Diese
letztere Arbeit werde ich mit K citiren.

2) Voss, Zur Theorie der orthogonalen Substitutionen, Math. Annalen, Bd. XIII, 8. 326.
Ueber bilineare Formen. Géttinger Nachrichten, August 1887.
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allgemeinerung der bekannten FKigenschaften der orthogonalen Substi-
tutionen!) bilden. Bei der Untersuchung der reellen Transformation
einer reellen Form habe ich versucht, dem Satze des Herrn Weier-
strass?) iiber die Elementartheiler der characteristischen Function der-
jenigen Substitutionen, welche eine definite quadratische Form in
sich transformiren, eine weitere Ausdehnung zu geben.

In § IV gehe ich zur Herleitung der Christoffel-Kronecker’schen
Transformation?®) vermége einer reciproken Resolvente #»'® Grades iiber,
jedoch mit der Erweiterung auf den Fall, dass die letztere lauter ein-
fache Elementartheiler enthéalt.

Sodann zeige ich, dass die Transformations-Coefficienten aller nicht
singuldren Substitutionen in vollstandigster Analogie mit den Cayley-
Hermite’schen Formeln, insbesondere in der von Herrn Frobenius
gegebenen Gestalt, sich darstellen lassen. Dabei ergiebt sich ein System

inearer Gleichungen zur Bestimmung dieser Coefficienten,
das in der symbolischen Form S7'-+ S'7" = o zusammengefasst werden
kann*). Nach einer ausfithrlichen Erorterung der Kigenschaften der
Formen 7' gehe ich zur Ermittelung dieser Formen selbst iiber, die sich
leicht mittelst des bei allen ahnlichen Fragen dieser Art als erledigt
anzusehenden Problems der vertauschbaren Formen bewerk-

stelligen léasst.

1) Vgl. Jacobi, Crelle’s Journ. Bd. 12 8. 7; Baltzer, Determinanten, S. 173.

)

) Weierstrass, Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen, Berl. Monatsh.
336.

w b

1868.

3) Christoffel, Theorie der bilinearen Functionen, Borehardt’'s journal, Bd. 68, S. 253;
Kronecker, Ueber bilineare Formen, ebenda, S. 273.

1) Die Moglichkeit, tiberhaupt rationale Transformationen einer Form in sich anzugeben,
ist, worauf mich Herr Klein bei dem Erscheinen meiner Note in den Gottinger Nachrichten auf-
merksam zu machen die Giite hatte, bereits 1858 durch Cayley (On the automorphic transfor-
mation of a bipartite quadric function. Phil. Transactions 148, S.39-—46) gewissermassen dargethan,
der mittelst der H ermite’schen Methode (Crelle’s Journal Bd. 47, S. 309) rationale zuniichst nicht
cogrediente Transformationen einer bilinearen Form in sich angiebt.

Indessen hat Herr Cayley dabei iibersehen, dass seine Formeln — die mit denen des Herrn
Frobenius iibereinstimmen — nur fiir den Fall einer symmetrischen oder alternirenden Form
ohne das Hinzutreten der im 'Texte angezogenen Gleichung eine cogrediente Substitution liefern,
und auch die Frage, bei welcher besonderen Beschrinkung des Characters der Substitution diese

Transformationen die einzigen sind, gar nicht aufgeworfen.
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Herr Frobenius hat zuerst die wichtige Frage nach der Irredu-
cibilitat der eigentlichen Transformationen einer symmetrischen oder alter-
nirenden Form von nicht verschwindender Determinante!) in bejahendem
Sinne entschieden. FEine ahnliche Untersuchung lasst sich auch in dem
allgemeinen Falle fithren, doch muss es weiteren Untersuchungen vorbe-
halten bleiben, diese schwierige Frage in ihrem ganzen Umfange zu er-
ledigen, da auch bei anderen Voraussetzungen solche Substitutionen durch
ein -einziges rationales System dargestellt werden kénnen.?) Die Unter-
suchung der Anzahl der willkiirlichen Parameter, von denen iiberhaupt
die Coefficienten der Transformation einer Form in sich abhingen, bildet
den Inhalt des § XII, und es scheint mir bemerkenswerth, dass dieselbe
stets durch lineare Operationen gefunden werden kann.

I

“n

Einleitung.

In diesem Paragraphen werde ich kurz die wesentlichsten Bezeich-
nungen und Definitionen, sowie einige einfache Theoreme zusammenstellen,
die im Folgenden zur Anwendung kommen werden.

1. Unter dem Produkte?)

1) 6— 45
der beiden bilinearen Formen von » Variabelnpaaren z und y

A — 0.0 W
B==0.014
sei der Ausdruck
.24 °B

==

R
797&); I e Con Xy Yres
k e el

verstanden, so dass

i

€ i N

2) Ca = = Ay by,

I
il i o
1) Ueher die Transformation von Formen mit verschwindender Determinante, die in den
iibrigen §§ der Arbeit ausgeschlossen sind, handelt § V. [

|
|
|
|
|
]
[

9) Vgl. 2. B. § V, 8.
i1 s
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wird. Bei dieser Definition wird die Multiplication associativ und
distributiv, dagegen im allgemeinen nicht commutativ. Die
Determinante der Coefficienten des Productes C' wird nach 2) gleich dem
Producte der Determinanten der Factoren 4 und B.') Bezeichnet man
die Determinante der Coefficienten ¢; einer Form € allgemein durch
\C|, so zieht demnach die Gleichung 1) auch die folgende
0= 14| |B

nach sich.

Zwei Formen 4 und B heissen vertauschbar, wenn ihr Product
commutativ ist, d. h. wenn

welche Gleichung also die %% in den Coefficienten von 4 und B linearen

Gleichungen

a0, = =l 0
il
a2y

reprasentirt.
2. Unter der conjugirten Form von 4%) versteht man die Form
AT i Y ”
Sie e b R e

welche sich durch gleichzeitige Vertauschung der sammtlichen Variabeln
x; mit den y, aus 4 ergibt. Alsdann gilt der Satz:

(1‘1 l)’ 1))‘ = 1)‘ . [{] 11[‘

3. Die mit jeder beliebigen Form vertauschbare Form?3)
2050
werde durch X bezeichnet. Demmnach 158t A B —=F 44— A. Formen,

welche nach dem Typus von E gebildet sind, aber weniger als » Vari-
abelnpaare enthalten, sollen durch E,, E, . . bezeichnet werden, so dass
allgemein

D 58

1st, sobald die Formen [, unter sich kein Variabelnpaar gemein haben.
Die Form
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E A i S 9?4 2 I
g LS = 7“9‘%;?3’!/{;'//

enthalt also nur die Variabeln » welche in E, die Variabeln y welche

in K vorkommen.?)

4. Wenn die Determinante der Form 4 nicht verschwindet, so giebt
es eine einzige vollkommen bestimmte Form X, welche der Gleichung ?)
3) AX=PH
geniigt, und wenn die Determinante von B nicht verschwindet, so ist auch
die von X nicht Null. Ist B=o0, so muss auch X =0 sein. Es giebt
daher auch eine Form Y, welche der Gleichung

A.¥ = K
geniigt. Aus der hieraus folgenden Gleichung
YAY = 7,
oder (Y4—E)Y = o,
folgt aber Y A=,

Diese Form Y heisst die reciproke Form von 4 und wird durch

A7 bezeichnet, so dass also
,‘1 /:1_] — /1—] A p— E
wird. Fiithrt man, fiir die Unterdeterminanten des Coefficientensystems
der a,, dividirt durch | 4] die Bezeichnung e, ein, so ist
A IS AR =y .
‘/1 P e ”Irz' w:’yk}

wobei dann die Gleichungen

Sgeog— 20 0=l
1 1

gelten, in denen (kl) das bekannte, fiir £k =1 gleich Eins, sonst aber
gleich Null zu setzende Symbol bedeutet.
Zugleich folgt aus 3) durch Multiplication mit A4~
Xl By

und fir die reciproke Form eines Productes gilt der Satz

1) el e Jee Uy 2) Vgl. K. 8. 6.
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GLl - Dy = g

Aus A4 B
(4 YA'— 8
(1) A — F

folgt daher noch

(A7) — ()4 =o,

oder (a2 =AYy
b. Wird die Form 4 durch die beiden Substitutionen
4) L >0 5
!
Ye = 2 Qim M

m

in die Form B transformirt, so ist

5) B = 20 Py Qo &1 M-

Ordnet man den beiden Substitutionen 4) die Formen

= Sy
¢ = 2% Y
zu, so lasst sich die Gleichung 5) in der symbolischen Form?)

6) B Pidic
schreiben, falls man rechterhand noch die # und y durch die & und 7
ersetzt.

Die Transformation heisst eine contragrediente, wenn die p,, die
durch |@| dividirten ersten Unterdeterminanten nach den Elementen g,
sind, d. h, wenn @' = P, dagegen cogredient, wenn g, = p,, oder
P= @' ist. Die Transformation P —= ¢ heisse nach Herrn Kronecker
eine conjugirte Transformation von 4 in B.

6. Unter der characteristischen Function®) einer bilinearen
Form A versteht man die Determinante der Form

4A—rE
in welcher » einen variabeln Parameter bedeutet. Zwei Formen 4 und

B heissen ahnlich, wenn ihre characteristischen Functionen dieselben




Elementartheiler haben, und unter dieser Voraussetzung gibt es eine
contragrediente Substitution P, welche 4 in B tiberfithrt, so dass die
Gleichung

P Al B

besteht. Nach Herrn Weierstrass heissen zweli Formenschaaren
A—rB und 4,—rbhB,

aquivalent, wenn die Elementartheiler der als nicht identisch ver-
schwindend vorausgesetzten Determinanten |4—r B| und |4,—7 B/,
welche ebenfalls als characteristische Functionen bezeichnet werden mogen,
iibereinstimmen. Nach Herrn Kronecker konnen zwei #quivalente
Schaaren aus conjugirten Grundformen immer durch cogrediente Sub-
stitutionen in einander transformirt werden?!), d. h. sie sind einander

congruent.

7. Nach dem Verfahren des Herrn Weierstrass findet man unter
der eben genannten Voraussetzung der Aequivalenz zwei Formen P
und € von nicht verschwindender Determinante, welche die (Gleichungen
PAD=5 Ay
P10,
befriedigen. Giebt es nun auch noch irgend zwel andere Formen 2,
und ¢, dieser Art, und wird die Determinante von B als nicht ver-
schwindend vorausgesetzt, was sich immer erreichen lésst, so muss
PAQ =F 4
Pho —F B0
sein. Hieraus folgt aber
=B Ty
oder
PAO=P, 4B Bt By,

also, wenn der Factor @ beiderseits fortgelassen wird

P 'PAB'=AB'P'P.

1) K. S. 436.
Abh. d. IL Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIIL Bd. II. Abth. 32
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Setzt man aber
Ap W,/
) et oy 2 i
: B PR
80 18t
mH—
Und ist umgekehrt R eine mit W ertauschbare Form von nicht
verschwindender Determinante, so sind

Pres PR
Gi=B LRBQ,

zwel Formen, welche die Gleichungen

Eedo — Ay
LB — g3

befriedigen. Es giebt daher genau so viel linear von einander
unabhingige Substitutionen von nicht verschwindender
Determinante, welche die Schaar 4—»B in 4, —rB, trans-
formiren, als es linear von einander unabhangige Formen
von nicht verschwindender Determinante giebt, die mit
W=A4B" vertauschbar sind.}
8. Wird eine Form 4 von nicht verschwindender Determinante durch
zwel Substitutionen # und ¢ in sich transformirt, so ist
FRL
Alle Formen B, welche gleichfalls durch £ und ¢ 1n sich
transformirt werden, ergeben sich aus der Gleichung
I')) == bYA.,
falls
M=k 8
genommen wird. Ist namlich
ro=0
so ist auch

T oViZE S e ]

1) Alle Substitutionen P, @, welche die Schaar 4 —» B in sich selbst transformiren, sind
daher in den Formen P—=B A—1 R—1. @ =B-1R A enthalten, wo R eine mit 4 B—! vertausch-
bare Korm ist.
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oder
EBA'—B AP
Setzt man aber
BA7'=—8,

so ist PS=SP und B=8SA. Umgekehrt ist dann aber auch

PRBO—PSAO=SPAJ=—=8S A=

wie zu zeigen warl).
9. Wenn die Gleichung
U(-P[ = ])ﬂ):<(t)+03) U
besteht, in welcher P, @,; P,, @, Formen sind, die nur die in
E,; E, vorkommenden Variabelnpaare enthalten (also in der-
selben Weise zerlegbar? sind) und die characteristischen
Functionen von P, und €, sowie von P, und @, keinen ge-
meinsamen Theiler haben, so ist auch U in derselben Weise
in zwel Formen U, }+ U, zerlegbar.
Man hat namlich durch Multiplication mit £, und £,
i = Uy B —0, 0,
GO e
oder wenn

b Uil wt

AT = TDEET ==
gesetzt, wird

U Py= Qu; w, Py= ¢, w,,

k= sl — Gt

Aus der letzten Gleichung geht aber unter der genannten Bedingung
hervor )
W, =0, ‘W;==0,
so dass
U=(E + E,)U(E,+ E)—uwu, -+ u,,

B

1) Herr Frobenius giebt zur Ermittelung solcher Formen B den specielleren Satz: Ist 4
eine Form, welche durch die Substitution P und € in sich transformirt wird, so ist auch
f(P)4g(Q)
eine solche Form. F. S. 30.
9) F. 8. 17.
8) Vgl F 8. 28 Satz X.
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wird. Und zugleich konnen die Determinanten von w, und #, nur dann
von Null verschieden sein, wenn die Formen P, und &, sowie P, und @,
zu einander adhnlich sind.

10. Eine Form von der Gestalt + 4(A4")~! heisst nach Herrn Rosan es’)
antisymmetrisch. Damit eine Form S von nicht verschwindender
Determinante antisymmetrisch 'sei, ist nothwendig und hinreichend, dass
die Elementartheiler ihrer characteristischen Function paar-
weise von gleichem Grade sind und fir reciproke Werthe
verschwinden, und dass entweder diejenigen Elementar-
theiler, welche von der Form (o 1)* (p— 1)2*+! sind, paar-
weise auftreten, oder dass dieses mit den Theilern der
Form (¢o—1)°% (¢4 12*~1 der Fall ist.

Unter der genannten Voraussetzung ist n#amlich die Schaar S—o K
einer Schaar mit conjugirten Grundformen W_L o W'! aquivalent ?), also
29 yo-— Eoh

oder

PG

P ==

Gl -
Demnach 1ist

il T e S
Setzt. man also

B
oder

l)' !J-——] e (‘1 lv) ~1:
so wird

Se=-+ 4(4)"
wie zu zeigen war.

11. Das Problem, alle Formen P zu finden., welche der Gleichung
Pad=—a4Pp

gentigen, also mit 4 vertauschbar sind, ist zuerst von Herrn Frobenius

1) Borchardt's Journal Bd. 80, S. 61.

2) ¥, 8. 22, Diese Untersuchung beruht auf dem wichtigen Satze des Herrn Kronecker
iiber die Elementartheiler einer aus conjugirten Grundformen gebildeten Schaar, K. S. 442. Man
vgl. auch den von Herrn Stickelberger gegebenen Beweis desselben, Borchardt's Journal.
Bd. 86, S. 42,
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behandelt worden!). Insbesondere hat derselbe die Anzahl m der linear
von einander unabhangigen Formen dieser Art angegeben. Bezeichnet
man dieselben durch

Pl“ 17)9'”})717?

B

7

so 1st

wihrend zwischen den P, keine lineare Relation besteht. Unter denselben
befindet sich auch die Form E selbst. Man kann aber stets vor-
aussetzen, dass die Grundformen P Formen von n icht
verschwindender Determinante sind. Geniigen namlich die P
nicht dieser Bedingung, so haben die Formen

(«)x = —l)\ i i ]7s E
bei willkiirlichen Werthen der Ak, nicht verschwindende Determinanten.
Sie sind aber zugleich Grundformen. Bestinde nimlich eine Relation

b A S R

= (Jg (’9 =03
zwischen denselben, so wire auch

ZB. P+ EZh,=0;

d. h. es bestinde auch eine lineare Relation zwischen den Formen F;, da

H=2v. b
sein muss. Im folgenden werde ich eine (symbolische) lineare Gleichung
swischen Formen als - gelost betrachten, sobald dieselbe auf das
Problem der vertauschbaren Formen zuriickgefiihrt ist.

1L

Die Eigenschaften der cogredienten Transformationen einer bilinearen Form
in sich selbst.

vsal

Wenn eine Substitution U, deren Determinante U| selbstverstandlich
nicht verschwindet, die Form § cogredient in sich trans-
formirt, so ist?)

1) F. 8. 28, 29. Vgl. auch L. Maurer, Zur Theorie der linearen Substitutionen, Diss.
Strassburg 1887; sowie meine Note in den Sitzgh. d. bayer. Ak. d. W. Ueber die mit einer bili-

nearen Form vertauschbaren bilinearen Formen, Juli 1889.
9) B 8. 684
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1) U'SU =8,
U'S' U= 8!
also auch
2) e a Shitl= 81 08

Eine solche Substitution transformirt demnach die ganze aus con-
Jugirten Grundformen gebildete Schaar § -+ ¢, insbesondere also
auch die symmetrische Form S+ 8, sowie die alternirende §_ &
in sich selbst.

Es ist ferner nach 1)

U'SU+0E) = (S+oU'S) = (E+ o U §
oder

3) Sl G o} + o' B) S,
falls unter ¢' der reciproke Werth von ¢ verstanden wird.

Bezeichnet man den Werth der Determinante von U durch ¢, setst
man zugleich voraus, dass!S | nicht verschwindet. so folgt aus 1) nach Sl

el
und aus 3)

“ sl =t 0 El= 0" U'! *‘I ()I E.

Die Substitution heisst bekanntlich eigentlich, wenn ¢ gleich + 1,
dagegen uneigentlich, wenn « gleich —1 ist. Man hat daher die
bekannten Situze: 1)

Bei einer eigentlichen (uneigentlichen) Substitution und
ungeradem # ist g — ] (0 = -—1) eine Wurzel der characteristischen
Gleichung

o) U—p El =o.

Das Product aller Wurzeln der characteristischen Gleich-

ung 5) hat den Werth & ° Bei einep eigentlichen (uneigentlichen)
Transformation -ist die Anzahl der Wurzeln ¢ =—1 1mmer eine gerade

(ungerade). Bei einer uneigentlichen Transformation und geradem % sind
¢ =+ 1 Wurzeln der Gleichung 5).
Die Gleichung 5) hat nach 4) nur reciproke Wurzeln.

mit Ausnahme der etwa vorhandenen Wurzeln von der Form
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¢=+1, und die zu reciproken Wurzeln gehérenden Elemen-

tartheiler haben dieselben Exponenten. Umgekehrt ist durch

diese Eigenschaft eine Form U vollstaindig characterisirt, welche eine

Form von nicht verschwindender Determinante in sich transformirt.?)
In der That sind unter dieser Bedingung die Schaaren

rl— 4 wnd 2UF— B
aquivalent, also

A(r E—U)B =vrU— E,
oder

b= (j AUE —F

Da ferner U und U' dhnliche Formen sind, so ist

Wtie ' =
also
Wapw —{
oder
A=Wl WE ' — R
d=h

O WEB "U=WE":

mithin ist W B~! eine Form von nicht verschwindender Determinante,
welche durch U in sich transformirt wird, und aus dieser findet man
alle Formen dieser Art vermége der Lésung der Gleichung

0 P
in der Gestalt

S=gup W p=k

Damit eine Form U dberhaupt eine Form S in sich

transformire, deren Determinante auch verschwinden kann,
ist nothwendig und hinreichend, dass die characteristische
Function von U reciproke Wurzeln, resp. die Wurzeln -1
oder — 1, besitze. — Soll namlich die Gleichung

L8 =80

uberhaupt bestehen, ohne dass alle Coefficienten von S Null sind, so
muss eine #»°reihige aus den Coefficienten von U und U~' gebildete
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Determinante verschwinden, welche die genannte Bedingung fiir die
characteristische Function von U reprisentirt.

Herr Frobenius hat ferner den folgenden Satz bewiesen:

Ist eine Substitution U in zwei Formen U, + U, zerleg-
bar, déren characteristische Functionen keine reciproken
Wurzeln haben, so ist jede Form S (von verschwindender oder
nicht verschwindender Determinante), welche durch U in sich trans-
formirt wird, in derselben Weise zerlegbar.)

Dieser Satz kann in folgender Weise umgekehrt werden:

[st eine Form S (von nicht verschwindender Determinante) zer-
legbar in §,+9,, und haben die Determinanten,

éb'1 ‘S’I‘ 91
8

keine gemeinsamen Theiler, so ist U in derselben Weise
zerlegbar.

Aus der Gleichung

WE S s e S
folgt namlich
LS, (S + 8,991 =[S, (8D + S (5) 1 7,

und damit der zu beweisende Satz, ?) falls die characteristischen Func-
tionen von 8, (S8;)~' und §,(S})~', d. h. die vorhin angefithrten beiden
Determinanten keinen gemeinsamen Theiler haben. Insbesondere folgt:

[st § zerlegbar in §;, 4+ 8, und ist §;, eine symmetrische
respective alternirende Form, so ist U in derselben Weise
wie Szerlegbar, wenn die Determinanten S, — S} respective
|8, + S3 nicht verschwinden.

Durch diesen Satz ist zugleich die Transformation der wie S zer-
legbaren Formen erledigt.

Ich entwickele nun einige allgemeine Relationen zwischen den Coeffi-
cienten einer Substitution U, welche sich freilich auch zum Theil in sym-
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bolischer Form darstellen lassen, bei denen aber die explicite Gestalt im
allgemeinen vortheilhaft scheint.
Ist

und

Y —
eine (congruente) Substitution U, welche § in sich transformirt, so ergeben
sich zur Bestimmung der Coefficienten ¢; die folgenden #® quadratischen
Gleichungen

> ) 2 .
1) - a'l'k ("z'm (’Jrl SR a’ml:

ml=1,2--m
Multiplicirt man nun die mit % beliebigen Grossenreihen u, o7,
t=1,2.---n; a=1, 2---k geranderte Determinante

- " 1 &
o0 o T Wiis i
1 k

Cso Casi2 0 -t up - U
) 2 n 1 1

Cm Cng S G on e U
| ol vy ey 0 e ai)
vk o o O a0

2 |

welche durch y(g) bezeichnet werden moge, mit der nicht verschwinden-
den Determinante

o a

/G ¢ 17

—

Ay 5

vertical, und dann horizontal mit der Substitutionsdeterminante
(’]‘ e

Cy, 1 « + Cpn

endlich wieder vertical mit der adjungirten Determinante von §

a]‘n . & Cl)!)!

Abh, d.II. CL d. k. Ak. d. Wiss, XVII. Bd. TI. Abth. 53




bo
T
Do

wobei

Dty = 20, @, =(ki),

so ergiebt sich fiir ¢y (g) der Werth

i : : ; N
1+ec,, 0Csy 0O, ol e Cay
s s ; 5,1
0C:5 1 _}‘ OCry - - QCyuy = Uy Qs Csg
, I X pus
QCyn € Con - - 14ecwm Sujaica
2 a;, 2miogs i Sla, 0

falls statt der %# Rénder nur einer derselben hingeschrieben wird. Zieht

man die mit

W o lsg
S By B~ S a,,
0 () i o g

= s

multiplicirten ersten » Verticalreihen von den letzten ab, so folgt wenn

1
1
0 —
" é)
gesetzt wird
Cip e ey S Cn U: Ui
Ci Ca =00 g, U; U
(9% . foi k  .n 'k
‘2) g (Q) ST ( LEE 1) @ Cyn Con e Cam T 91 ("T‘t i i
Vs Vi e A (ol s iy
Js Jok aee Wty = )
falls zur Abkiirzung die Bezeichnungen
(7({ Sy ] \'LL(I a
il o - Yol
(4
l/(f e ;\_"Uf Oy,
: 1 >
(w2 vh) = — Zulofl;
(\)
o e k

eingefithrt werden.
Aus 2) folgt fiir ¥ =1, wenn man die ersten Unterdeterminanten
der Determinante




no
()
(S5

o e ia
4 (o) = % e
ey g

durch y, bezeichnet, durch Vergleichung der Coefficienten der u, v auf

beiden Seiten die Identitit

T FV:/: = @”Ag E(’ix (X/f'm 77315 ) ()"7] J (\Ql) (i/() )

wobei unter y; die zu 4 (¢') gehorige Unterdeterminante verstanden wird.

Multiplicirt man noch mit @, und summirt tber £, so entsteht

3) — = Q" P 2y — 0" 0y A (0Y);
g ti— ey
Setzt man hier
ook Lo
so wird
Yic = Y

9

und die Formel 3) liefert lineare Gleichungen zur Bestimmung

der Unterdeterminanten der characteristischen Function
von U, aus denen man, wenn nur eine der Determinanten

CLE U8

nicht verschwindet, die ¢, finden kann.')

Die Gleichungen 3) besitzen aber eine weniger tbersichtliche Form,
wie diejenigen, die bei Benutzung einer anderen characteristi-
schen Function sich ergeben. KEs spricht sich das namentlich durch
den Umstand aus, dass die geranderte Determinante rechter Hand in 2)
die Grossenreihen U, V an Stelle der urspriinglichen wu, v enthalt,
wihrend es bei orthogonalen Formen gerade von besonderem Vor-
theil erscheint, dass die U, V den w, » gleich werden. Dies lisst sich

 f

zum Theil aber auch bei beliebigen Formen S erreichen.

Setzt man

I

(5

@) = Za, 0.9

et 7
= xz’ !/}x )

1) Vgl. meine Note, Ueber bilineare Formen, Nachrichten von der k. Gesellschaft der W. zu

Gottingen, Juli 1887.
88*
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e LGy

so geniigt, die Form V der Gleichung
Kol =18

sie transformirt die Form & in die Form (SY~', welche ihre beige-

ordnete heissen moge. Dabei ist
V + o(8)" = (U+ Eg)(5')!
SV + 087 = (V') (Vo +(S)).
d. h. die Gleichung
V40871 =o
hat auch jetat nur reciproke Wurzeln. Bezeichnet man auch hier die
Substitutionscoefficienten, deren Determinante jetzt gleich

&

Ui
wird, durch c,, so haben dieselben dem System der Gleichungen

4) =a

zu genligen. Aus

C =1

» 2
ik Y im /‘A-;z “mn

Sl 8y
ergiebt sich durch Uebergang zu den conjugirten und reciproken Formen
er S’l V o & JS’ ~1
I,f =1 ('}{I)*] ‘ [,f‘l‘)——l s AS‘V
oder
Lr S 1/1 das Ifl ASY I/' —_ (»S'l) ——]‘
so dass neben den Gleichungen 4) auch das dquivalente System von
DiE e
n® Gleichungen
A N 2
") ) T (1"/7‘. (/ mie
besteht.
Vermége der Gleichungen
Yeghy = (8!
& Pl =P

Cuk ==

mn
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besteht jetzt zwischen den Formen 7 und S eine vollstindige Reci-

procitat, so dass man sagen kann:

Wird durch die Substitution ¥V die Form 8 in ihre bei-

geordnete Form transformirt, so wird umgekehrt durch die

Substitution § die Form V in ihre beigeordnete transformirt.

Multiplicirt man nun die Determinante

. i : i 1
Cip 10& 1y €3 +0Gy, - - U
A 5 il N o |
Co1 T Q% s Cop T Q&y - - U
: -
i P i J 3 1
6) W)= leny+0en Cugtoen, - . ul
o Vs ey
ke Pl S

zuerst mit der Determinante der a,, dann mit der der Substitutions-
coefficienten ¢;,, so ergiebt sich vermdge &hnlicher Transformationen

wie vorhin:

| 1 TALER 1 1
e tete, ¢ tee, - . u
1 A #1
= ko |Cng 10 Oy Cng 10 Cng - . U,
/ (o) =(—1)p . : e
) r(e) ( )¢ Ui . e
08 (98 G el
falls
1
VR Tk
U, = 2ua, o)
0
; ; )
(' v) = = U an

e |
Ui !

gesetzt wird. Man erhilt auf demselben Wege die Gleichung:

I IS | 2 1 S ¢
61+ @, 6, +eoe, - . w
i
a ; 2 : 012! "I_ Q] aln Cz i _i‘ Ql (12“ T u;]L
") ew(o)=(—1)p" i 71 i
TN ‘ Pl | e )
| : :
i l/r/; Lri ! : (1/‘1 'Uk)

wobei die Bezeichnungen

(uk ") |
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7h I e
Vi — — 2o, o,
0> ki k
¢
I
Wl — ST ord gt
w'v) = = Zvivla,,
(w'v’) o = Uit O
zu gelten haben.

Bezeichnet man wieder die ersten Unterdeterminanten der
1stischen Function
/:/(()) SR Cz/( ¥%h {) ’tu’;

durch y,, so hat man aus 7) fir 4 =1

8) —E2 0, e = T Doy — 0" A (0 (R S),
und ebenso aus 7%
8%) — o,y = " T,y — 0" A (o) (k S).

Wihlt man an Stelle von #(¢) die characteristische Function

’V(IT (\(«"j e S (‘ Uy )

80 erhilt man auf ganz ahnlichem Wege, falls

) '__ a I 1 mk
G TRgy L sean ol b
Ca1 o QCrs Coy 70 Ugg - - Uy Ng
9 W0 = Gy 001 Cpy 00, (2 1((';
v; Ok 0 0
ik V. 0 0
gesetzt wird,
¢, +oe Ciot 0 !
11 I QEtags Ogemime0- Oy ¢ e ¢ iy (s
[ ok i : :
| 1 1 1 k
Crap 0 Gy G~ 0V B .
\k _m ny S 17 ng » 2n ”n
10) si(o) = (== 1) o ; = : ‘ ;
/ /1(\) ( ) ( [ : /' (\,{1,-‘> (”17.;-\/

e 1
: ~ b,
& = 5 = U Uy
&
(u" G == el o

o

character-
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also auch, wenn die ersten Unterdeterminanten von A,(¢) wieder durch
vs bezeichnet werden, fir & =1

I — e X0,y =0T Do,y — 0" A, (0Y) (ks),

b l — e Y =0" o,y — 0" 4. (0") (ks).

Die Formeln 11) kénnen zur Bestimmung der Substitutionscoefficienten
gebraucht werden, wenn fir 9= +1 .(¢), dagegen nicht 4,(¢) ver-
schwindet. Ueber den Zusammenhang der Wurzeln beider Glgichungen
vel: §:1IV.

Aus der Gleichung 7) oder 9) ergeben sich weitere Eigenschaften
der Substitutionscoefficienten von V.

Es sei ¢ = o eine Wurzel der Gleichung 4(¢) = o, fiir die der Ex-
ponent des grossten gemeinsamen Theilers aller £ — 1% Unterdeterminanten
gleich [,_,, der des grossten gemeinsamen Theilers der %4*" Unterdeter-
minanten aber mit /, bezeichnet sein moége, wobei {, <</, , ist. Dann gilt,
wie iibrigens aus der Gleichung 7) folgt, in welcher « an Stelle von ¢!

einzusetzen ist, gleiches fiir die reciproke Wurzel o' = =.
«

Entwickelt man beide Seiten der Gleichung 7) nach Potenzen von
o — a, und bezeichnet die Determinante w1(¢) jetzt durch

so 18t
= w' - uk el G
93 y — o sl
12%) y (() o ) A ( . -'a;"",) (0— a)*

- '

wo der von g unabhiingige Coefficient 4, fiir ¢ = ¢ nicht verschwindet.
Zugleich wird

2t 2k

Ayl ke .
: gt ey o ' w : i
127 ) (g o Z”’) = A (U‘ = Uﬁ“)(@ — a)* L
\ gl § /

1

ot - - o T 7 ys
() oo

1
Tragt man diese Werthe unter der Voraussetzung
13) ‘SM’;/ Ay Og — TI{’U
=1 2
L= 0 e i




258

in die Gleichung 7) ein und bemerkt, dass zur Ermittelung der 7,*® Potenz
von (¢—e«) rechter Hand die Elemente (u"v’) sammtlich gleich Null ge-
setzt werden kénnen, da sie mit hoheren Potenzen von ¢ — o multiplicirt

sind, so ergiebt sich die Gleichung

1 I y | ¢ ¢ ,1 Te i
: CU kb n—20,—2F ( i
4 & A, = (—1 T : A 5
) 1”’( T ) ( ) in Sl O )
Von dieser Gleichung sollen zunichst Anwendungen auf den Fall
gemacht werden, wo § eine symmetrische resp. alternirende Form ist.

Ist § eine symmetrische Form, so werden nach 13) die U” den

w" gleich, und man hat

AN

o TR VLN o k+l n—2k— 21, (z:I e
15) & A, ('17' L?) =(—1) o A o ‘H/,‘_) :

Fir eine alternirende Form S wird dagegen U*—= 4" und
damit
1 K [ 8 7 Al R
, W' - b n—2k—21, AR
1()) & 41(1,( o1 /v) T (7* 1) o -"'10,1 1 1) 3
S AT % W U
[st nun insbesondere o=+ 1, so folgt aus 15)
1 kN
U U
ot 3 ( ) =
) 1 gt . o,
und aus 16)
1 1
S - u
169 oy (V%)
) E1 .. v,
da fir ¢ = 1 » nothwendig eine gerade Zahl sein muss, wenn die

Determinante der alternirenden Form S von Null verschieden sein soll.
Aus 15%) und 16% folgt der Satz:
Verschwinden die simmtlichen % — 1t Unterdeterminanten

der characteristischen Function 4(¢) fiir eine Wurzel g=a«,
¢=+1, und enthalten die sammtlichen kt Unterde’rer—

minanten noch den Factor (0—a)x, I, >0, so ist die Form

1"(0) )

(0o — (x) b g=p
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fiir ein symmetrisches § symmetrisch oder alternirend, je
nachdem

fifll‘ o= + 158 und (_ 1 :)]: -+‘ [yﬁ

i :
fire= T sund (1" e
gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen haben Ist

dagegen S alternirend, so findet dasselbe statt, je nachdem
¢ und (— 1)k
von gleichem oder entgegengesetztem Zeichen sind.

Nach Herrn Stickelberger!) geniigt nun zur Bestimmung der I,
oder der Elementartheiler die jedesmalige Untersuchung einer bilinearen
Form H(uv), welche den ersten Coefficienten der mit gewissen Grossen
ub, vf; =1, 2--k—1 und einer letzten Reihe von Grossen u, v gerin-
derten Determinante der ¢, -} 9o, in ihrer Entwickelung nach Potenzen
von ¢ — ¢ bildet.  So lange H(uv) nicht alternirend ist, kann man die u
den » gleich setzen. In dem Falle aber, wo H(uv) eine alternirende
Form ist, werden zwei aufeinanderfolgende Elementartheiler gleich. Man
kann dann zwar nicht die w den v gleich setzen, aber bei der Unter-
suchung der k£ - 1" Unterdeterminanten durch geeignete Wahl der
Grossen des Randes die verloren gegangene Symmetrie wiederherstellen.
s sei nun S eine symmetrische Form, und das Zeichen von

& (— lj)/'. e [7“, =

positiv, wihrend £ von 1 bis %4, geht. Dann ist nach 15% jene Form
H(uv) eine symmetrische, und man kann die «f den vf gleich wahlen, so
lange 3 gleich 1, 2..-%k, ist. Wird aber jenes Zeichen fir &, 4144, 1,
negativ, so wird zugleich H(uv) eine alternirende Form. Es ist dann
der Elementartheiler ¢, gleich e, ,,. Nun sind alle Zahlen & 4/, fir
=1, 2---k, einander nach dem Modul 2 congruent, dagegen &, +1 ¢, .,

denselben nach demselben Modul incongruent. Ks ist also in der

Gleichung

—14-e¢ =4 +b—0,n+k5+1)

1) Stickelberger, Ueber Schaaren von bilinearen und guadratischen Formen, Borchardt’s
Journal, Bd. 86, S. 39.
Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIL Bd. II. Abth. 34
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die rechte Seite eine ungerade, also e, eine gerade Zahl. Und umge-
kehrt muss, wenn e, eine gerade Zahl ist, die Differenz rechts aus zwei
modulo 2 incongruenten Zahlen bestehen. Bezeichnet man daher mit =
irgend eine der Zahlen, welche kleiner als ky 1st, so ist zufolge der
Gleichung

5 . | o i . ] Byt
e — &y = bt r—Ogr+2+ D)— (b, by — (hpy -5 1)),
¢, incongruent e, (mod 2),
also e, eine ungerade Zahl. Aus der Gleichung
) ’ | A 73 4
sl Gty = [/\:144 et S (l/.-j-{‘-z s e
in welcher €rt1 = €, 2zu setzen ist, geht dann hervor, dass
bygo = brpo=1, + k; (mod 2).
s muss also jeder Elementartheiler mit geradem Exponenten
paarweise auftreten.

[st dage ren die Form alternir end o 830 wird man, 8o }ZLH&IG das
=2 i Y J o
Z(—fi(‘;h()l'l von

e(— 1)

positiv ist, die v den v gleich setzen kénnen. Wird aber e—1)"7 gleich
— 1, so wird die Form H(uv) alternirend und zugleich

Cr = Crii

In diesem Falle ist aber — .y, ungerade, also e, selbst eine un-
gerade Zahl.

Damit ist der wichtige Satz des Herrn Frobenius!) bewiesen: Die
Elementartheiler der characteristischen Function jeder
Substitution, welche eine symmetrische (oder alternirende)
Form von nicht verschwindender Determinante in sich selbst
transformirt, sind paarweise von gleichem Grade und ver-
schwinden fiir reciproke Werthe, mit Ausnahme derer,
WhEleue fUr den Werth L1 oder —1 Null si0d uni einen un-

geraden (oder geraden) Exponenten haben.

1) F. S, 41. Dass ein Beweis dieses Satzes mit Hiilfe des 8. 259 benutzten Rénderungs-
principes gefithrt werden konne, hat schon Herr Stickelberger angegeben, sein Verfahren jedoch
nicht entwickelt. Borchardt’s Journal, Bd. 86, S. 43.
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Aus diesem Satze ergeben sich noch einige weitere Folgerungen.

Verschwindet fiir eine Form § (gerader Ordnung) keine
der beiden Determinanten |[§+ 8|, ist ferner ¢ die grosste
Zahl, fiir welche noch alle Unterdeterminanten #—¢* Ord-
nung der charactéristischen Function |[U—¢UFE| einer Sub-
stitution U fiir =11 verschwinden, so ist ¢ eine ungerade
Zahll

Verschwindet dagegen |S— 8|, wiahrend S 8’| von Null verschieden
1st, so sind die Elementartheiler mit ungeradem Exponenten, welche fiir
9 = -+ 1 verschwinden, nicht nothwendig paarweise vorhanden. Bezeichnet
man daher die ungeraden Exponenten fiir ¢ = —1 mit

515 P
so 1st
(— 1) =,

D

also =3=o0 oder 1 (mod. 2), je nachdem ¢= + 1 oder = —1 ist. Man

hat also auch:?)

Sind U,V zweizugleich eigentliche (uneigentliche) Substi-
tutionen, welche eine symmetrische Form von nicht ver-
schwindender Determinante in sich transformiren, und ver-
schwindet die Determinante von U4 V|, so verschwindet sie
mit einer ungeraden Anzahl von Systemen von Unterdeter-
minanten.

Diese ausgezeichnete Eigenschaft der Wurzel ¢ =-—1 der charac-
teristischen Function von U bei einer eigentlichen Transformation lasst
sich in allerdings beschrinkterem Umfange auch erkennen, ohne dass die
Existenz einer symmetrischen Form von nicht verschwindender Deter-
minante vorausgesetzt wird.

Man hat ndmlich vermoge U'SU = § die Identitat

17) (U'S'+8So)(U+0E)=(U'o+ E)S'+¢S(U -+ o0 E).

1) Die Substitution in U ist eigentlich, da das Product der Wurzeln der characteristischen
Function gleich +1 ist.

2) Vgl. Stieltjes, Sur un théoreme d'algebre, Acta Mathem, VI 8. 319; Netto, tiber
orthogonale Substitutionen, Acta Math. IX 8. 291, sowie meine Note in den Gottinger Nachrichten,
Juli 1887,

34*
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Setzt man hier 9= + 1 und
U'S'+L8=W,
Z/TT bvl Bt Asr —_ !/f:
so folgt
18) W(U+oE)= W' Lo W,
VIU+0E)= — 1! +aV;
und fiir 0 =+ 1
19) (U'S" 4 So)(U -+ B)=(E+TU"YS'+ o S(E+U)
(U'S' -+ Se)(U— E)y=(E—U)S'"—y S(E—U)
Die Formen

U'8 | Se, S(ULoE)

¢
werden dabei durch U in sich transformirt.

Verschwindet nun |V| nicht, so sind die Elementartheiler von der
Form (¢ + 1)*, (¢ — 1)***' in der characteristischen Function von I stets
paarweise vorhanden; verschwindet |W/| nicht. so gilt dasselbe von den
Theilern von der Gestalt (¢ — 1)% (¢ 1)2*+1,

Und dhnlich folgt aus 19)

Verschwindet U+ E U — E]
Function U'S'+ S¢| den Character derjenigen einer Schaar von con-

nicht, so hat die characteristische

Jugirten Grundformen A4 - ¢ 4! [A—p ']

Verschwindet dagegen U E| oder |U— E|, so transformirt U eine
Schaar von conjugirten Grundformen in sich, deren Determinante iden-
tisch verschwindet.

Aus der Gleichung 16%) ergiebt sich ferner der Satz: Eine alter-
nirende Form von nicht verschwindender Determinante lasst
keine uneigentliche Transformation zu.l)

Ist ndmlich e = —1, so sind ¢ =+ 1 Wurzeln der characteristischen
Gleichung, und es gilt die Gleichung 16%). Verschwinden also die /'
Unterdeterminanten nicht mehr simmtlich, so ist /, = 0. Dann aber bilden
die Werthe conjugirter %% Unterdeterminanten ein alternirendes Systen,
und die sich selbst conjugirten Unterdeterminanten sind daher gleich Null.
Dies bedingt aber nach einem bekannten Satze, dass alle k& Unterdeter-

1) Vgl. Frobenius, Ueber die schiefe Invariante etc. Borchardt's Journ. Bd. 86. S. 50.
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minanten iiberhaupt gleich Null sind, was im Widerspruch mit der Voraus-
setzung steht. Dagegen bilden bei der eigentlichen Transformation einer
alternirenden Form fiir eine Wurzel von der Form ¢ = +1 die £*® nicht
verschwindenden Unterdeterminanten der characteristischen Function immer
ein symmetrisches System.

Auf dieselbe Weise ergiebt sich fir /,—o0 aus 15*) wenn man

e=(—1)"

setzt, dass fur die Wurzel « = | 1 die Zahl w-} %, fir o« = —1 dagegen
die Zahl u-+n-}% eine gerade sein muss.

Uebrigens gilt nach 15), 16) der allgemeine Satz:

Bei einer alternirenden oder symmetrischen Form sind
die zu (9 —a), (op—o)» gehorigen Coefficienten der Ent-
wickelung conjugirter A** Unterdeterminanten der charac-
teristischen Function der Substitution ¥V nach Potenzen von
o—a, ¢,—eo,; einander proportional, so lange alle Unter-

determinanten von hoéherem als n—/k-Grade fiir g=a ver-

schwinden.

Um an die Gleichung 14) fir eine beliebige Form § #ahnliche Fol-
gerungen anknipfen zu konnen, benutze ich den von Herrn Frobenius
ausgesprochenen Satz:!)

,In einem Elementensystem, in welchem alle partiellen Determinanten
m -1 Grades verschwinden, verhalten sich die aus irgend m Zeilen ge-
bildeten Determinanten m'® Grades wie die entsprechenden, aus irgend
m anderen Zeilen gebildeten partiellen Determinanten m'* Grades.“

Es ist vielleicht nicht iiberfliissig, diesen Satz, den Herr Frobenius
mittelst der Betrachtung vollstindiger Losungssysteme linearer Gleichungen
bewiesen hat?), auf einem etwas anderen Wege herzuleiten.

Es seien die 4 Determinanten m'" Grades,

‘/1‘ e ‘aﬂ,‘ ‘ Y O: cﬂ.‘
B=—1b,l, D= ;|

gebildet aus irgend welchen Elementen «, 8, ¢, d,

1) Frobenius, Ueber das Pfaff’sche Problem, Borchardt's Journal Bd. 82, S. 241.

2) Ebenda S. 236.
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in dem folgenden Schema

i s Um /111 w3t /Jm

e b e

Amy  + - @ 7 i
C11 AR Y dn A3,
Cmi + - Cym Aot

angeordnet und es werde die Determinante

/;” : /I]”‘ A1o0
ST /l;,ﬂ - [)t//n/ Ao
dﬂ - (7/"“ Cip

¢ 00— 152
betrachtet. Dann ist

Bey,—=a,d, b es D

wenn man unter B, die adjungirten Determinanten der Elemente D
versteht, oder
¢aB—D,|=A4D B

Verschwinden nun alle D,,, wihrend B zunichst nicht Null ist,
so folgt

Dies ist aber der von Herrn Frobenius angefithrte Satz. Nennt
man namlich in einem Elementensystem alle reihigen Determinanten,
welche aus denselben Horizontal- (oder Verticalreihen) gebildet sind, ein-
ander horizontal (oder vertical) zugeordnet, versteht man dann unter B
irgend eine m reihige Determinante des Systems, unter A irgend eine
ihrer horizontal, unter €' eine ihrer vertical zugeordneten, so ist D als
gleichzeitig zu B und C zugeordnete bestimmt, und es gilt dann die
obige Identitiit.

Ist die k' Potenz eines Linearfactors s der Variabeln 7, von der
die Elemente ganze Functionen sind, die niedrigste, welche in allen E £
vorkommt, so kénnen auch nicht alle m reihigen Determinanten, aus denen
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die B gebildet werden, eine hohere Potenz desselben enthalten, denn die
D,, sind lineare Functionen der B. KEs miissen also solche B vorhanden
sein, fiir welche die hdchste Potenz des Factors s gleich £, <</ ist. Dann
aber ergiebt sich leicht aus der obigen Identitit

B\ m—1
(2) (cB—4AD)=5P

\_ g

wo P wieder eine ganze Function ist; d. h. die BC-— AD enthalten
mindestens den Factor s".

Ich bezeichne nun die Elemente

Ca—+ 0, Cat+ 0oy
durch
2‘)/'/.'7 ZJJl/A

Setzt man ferner voraus, dass die Unterdeterminanten m - 1*" Grades
der characteristischen Function (¢) fiir p=oa noch alle verschwinden,
die vom m'™ Grade aber nicht mehr sdammtlich Null sind, d. h. dass die
k=n—m"" Unterdeterminanten nicht siammtlich verschwinden, und be-
zeichnet man der Reihe nach mit

mI
k

i)
vk
S["S“,,

Le

2

Yy

irgend eine Combination der Zahlen n=1, 2--.% zu m Elementen, setzt
man ferner zur Abkiirzung

| Puky -+ Puky,
e e T T
ke &

Digley =+ Diyley, |
und bezeichnet man die analog aus den p), gebildete Determinante durch
P, 80 ‘st
2 J)A/'; 1),74: ’I)l'Z )j/:'
Setzt man ferner
£ (____ 1)7 (/.nfﬁk e /",
so ist nach 14)

5 1 k|
Pliy e e Uy .- Uy
1 i
( P2y, e Uy e Ug
J:‘
1 B
/}741‘1 ey /)’”‘m U L MH_
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/’i:'1X [11 { i
3 ,‘fl,»,: U, Ui
r Tk
| /’x/,// e )’lr‘/lv/ U al U n

Multiplicirt man diese Gleichung mit P, und ersetzt jedes Product

zweier Determinanten rechts durch das entsprechende Product nach

vorher bewiesenen Satze, so wird

a1 L i
QP.,.—) ;

R
U*

N

1 e | T1
/’./11/ A ¥ /’_,«' N [,r 5

oder auch
gl D1
Q;l)‘,;{ —— ‘(L)‘[}/Z'

dem

Aus dieser Gleichung folet aber durch Vergleichung der Coefficienten
O Z O (e

der willkiirlichen Grossen u
> 71 )1
.

() 7

wenn man unter den

Biiash

irgend eine Combination der Zahlen 1,2 -2 zu m Elementen
oder
P Py

P, P sz

a)

In analoger Weise schliesst man aber aus 7
Py Pt
5 Ao
Setzt man nun in a)
Mgy s w ==h B

dagegen in b)

e B B h o h h,
by o= by=yg1, Jo - -Jn,
Uy Up ~ - Uy =3\ T2 - Jous
so wird
e dy e
1)1”’ :1)1”’ P 2 = l“j,, )

versteht,




AT E—

Lo
=)
~1

oder

1:)/;1' IJH_)
—l)lln‘ ]”y'v/‘

Man hat also folgenden Satz:

Verschwinden die Unterdeterminanten m Grades nicht
mehr sidmmtlich, wahrend noch alle Unterdeterminanten
m-+1 Grades fiir eine Wurzel g=—a« von 4(¢) Null sind, so ist
das Verh#éaltniss der Werthe der conjugirten Unterdeter-
minanten fir die reciproken Wurzelwerthe og=«, ¢' ein un-
veranderliches.

Ist insbesondere ¢=-+1, so folgt:

Verschwinden fiir eine Wurzel p=+1 von 4(g) die Unter-
determinanten m* Grades nicht mehr siammtlich, dagegen
noch alle hoheren, so bilden die Unterdeterminanten m
Grades ein symmetrisches System, d. h. die Werthe conju-
girter Unterdeterminanten sind stets einander gleich.

Denn nach dem vorigen Satze sind die Werthe conjugirter Unter-
determinanten nur um einen fiir alle Determinanten gleichen Factor ver-
schieden. Dieser konnte nur dann von der Einheit verschieden sein, wenn
alle Hauptunterdeterminanten gleich Null waren, womit aber iiberhaupt
alle Determinanten m'" Grades gleich Null werden’). Unter einer Haupt-
unterdeterminante ist dabei eine solche zu verstehen, welche in Bezug
auf die Indices der Elemente p, symmetrisch gebildet ist.

ten

S HI
Die reelle Transformation reeller Formen,

Die besonderen Verhiltnisse, welche stattfinden, wenn eine reelle
symmetrische definite Form durch eine reelle Substitution in sich
transformirt wird, sind von Herrn Frobenius insbesondere fiir eine
orthogonale Form dargelegt worden?). Eine #hnliche Untersuchung

1) Vgl. die Anmerkung von Herrn Frobenius, Borchardt's Journal, Bd. 82, 5. 242.
2y B 8 bl
Abh. d.IL. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. II. Abth. 35
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lasst sich auch fir beliebige Formen fithren. Dabei ergeben sich etwas
allgemeinere Sitze, als deren Specialfall dann das Theorem iiber definite
nJ X =

Formen entspringt.

Ist ndmlich « eine Wurzel der characteristischen Gleichung
,»/((;) = |Cg+0a,| =0,

so sel, nach steigenden Potenzen von ¢ —a entwickelt,

].) JI(I(;) ——— ()\M.(s‘) S (/_)—a.l + .

wo der grosste Elementartheiler e, mindestens gleich eins ist, und nicht
alle J,; verschwinden. Zugleich folgt, aus der Identitit

2) 2o+ 0ou) yo = (ks) 4 (9)
nach 1), wenn man ebenfalls nach Potenzen von ¢-—« entwickelt

05 NS fieaeis
9) e

: \
o= J

st °
Multiplicirt man, unter /3 irgend eine andere Wurzel, unter J7, die zuge-
hérigen Werthe verstanden, mit der Gleichung 3) die folgende
) M) A4 ol -U
> Cy (),.,J. = _\.(.:[:/4),,“
ferner mit a,, und summirt dann iber % und I, so folgt
\ v MG S e N \'e}
4) T ()‘ﬁ] =afpp 2oy, J., ()GJ.
Die Form
H) M= 2o, 0, d .0y,
muss demnach fir je zwei nicht reciproke Wurzeln o, 3
identisch verschwinden.
e D S
Fir o = /3 folgt aus 4)
Fir jede von +1 verschiedene Wurzel muss die Form
N — \-aij ()Sl; d 5iTs Yo
identisch verschwinden.
Ist insbesondere die Form § reell, und
(’sa :J)m' _%“zq.u
8o =Pyt igs :
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so missen fir jede von +1 verschiedene Wurzel die
Formen

n = lv(/’z‘j(])sr‘;z)’{i = (]m) T Yo

6)
7 My ST [ o
n=2= Gy '\Z)S'fqﬁ_f + 9si 7),',;’) LYo

verschwinden.

Fir zwei reciproke Wurzeln ¢ und «', bei denen die zugehorigen
Werthe der & durch ), J! bezeichnet werden, braucht die Form M
nicht Null zu sein.

Dabei gilt der folgende Satz:

Zu denjenigen reciproken Wurzelpaaren, fur welche die Form M
nicht identisch verschwindet, gehoren lauter einfache Elementartheiler
der characteristischen Function ().

Differentiirt man namlich die Gleichung 1) so entsteht

7 L 25 ki " = (eot-1)
") o 50 P17 = ad(o—ta) M4 .

g

Durch Differentiation von 2) folgt dagegen
o =7 ) Vsi £ o
= Ol ;’u + = (("m: *{“ Q (1],-,') 8 {; — (‘l{ 5) a()

oder nach Multiplication mit 7, und Summation nach %

3 3
1 O,‘Z‘?j, I A o4 S s 1 ‘:‘(7]4;/ I}I__
A? ke S st Sk

400 iiaay ¢
Setzt man hierin nach 1)

:/ASZ‘_*]?‘:/ T ()..s/ ()\/ﬁ[(y U ,)7260 + RS

so folgt aus 7) die Identitat

0 — \ \ T I
8) (o0—e) 22 Fa,; 0,0+ o= alp—a)s BTV i -
: : ; 1 T
Bezeichnet man die zu der reciproken Wurzel o' = - gehorigen

Werthe der » durch y;, so ist

1

P gy

\&

5.4 (o) == ptAlo )




Setzt man diese Werthe in die Gleichung

P < wao o T -
A (0) = Oy Sk A (07) = O }/u’ = Q(}/])

ein, so wird

~

0’ T, 00 —a) 4 - - | e, dho%an(@—g) 0 ... =

0 (i)
mithin folgt durch Coefficientenvergleichung
9) Zey Oy~ (— o Za, 0, = o,

Setzt man den hieraus fiir ey, 0, folgenden Werth linkerhand in
8) ein, so folgt

(!‘ 5o ([)_gm (— l_)UUJI_] “2 &JAS:’:(’::‘I; ().f]r/' ()\:';« 7'4 el (9 S ({)—(’“_ ; (yx/ 1’4 Sh

Unter der Voraussetzung dass die Form
m-_ < SIEvE oy
*11 T e ”1‘/': ‘)j/x ()x/""/ y\

nicht identisch verschwindet, sollen nun in dieser Identitit die Exponenten
der niedrigsten Potenzen von ¢ — « verglichen werden. Wahlt man ein
Werthsystem der z, y fiir das M nicht Null 1st, und ist dann etwa

Ny e
e () st "I/j Ys

gleich Null, so ist der niedrigste Exponent rechts gleich - (6o + 1) -+ g,

0=>0; also

oder, da e,>o0 sein muss, 9 —= o0 und e =1

Man hat also folgenden Satz:

Verschwindet die Form M fir irgend zwei reciproke
Wurzeln der characteristischen Gleichung nicht identisch,
80 sind alle zu denselben gehorigen Elementartheiler gleich
Eins.

Hat die Gleichung #(¢) = o0 irgend zwei conjugirt complexe Wurzeln
@ und «', zu denen die Werthe J,,, o gehodren, so folgt aus 4):
Verschwindet die Form

FEEEERe, o 3 190 S e
N a0 0 by,




(8}
~1
=

firirgend zwei conjugirte Wurzeln nicht, so ist der absolute
Betrag derselben gleich Eins, d. h. sie sind reciprok, und ist
umgekehrt der Betrag nicht gleich Eins, so muss N verschwinden. Unter
der Voraussetzung, dass die Form § und die Substitution ¥V reell sind,
sind nun fiir zwei conjugirte Wurzeln o« und «'" auch ¢ und J" con-
jugirt, also

Joi = P+ 25

()‘y/ = Po; —i(jﬁ.ﬂ
und

10) N = Z(Z(pubos+ €ui 96,)%; — + = (qoiPoj— Palay) %) Ts Yo

Ist nun
S =J2s o, aler auch-= =3t 1. o,
eine definite Form, so ist N von Null verschieden. Daraus folgt:

Alle Wurzeln der characteristischen Gleichung einer
reellen Substitution, welche eine reelle Form S, bei welcher
= definit ist, in sich transformiren, sind vom absoluten
Betrage Eins.

Dann aber sind je zwei complex conjugirte Wurzeln auch reciprok;
d. h. es wird die Form M mit N identisch. Hieraus folgt weiter:

Die characteristische Function einer reellen Substi-
tution, welche eine reelle Form S, fir die = definit ist, in
sich transformirt, hat lauter einfache Elementartheiler.

Man kann diesen Satz noch etwas verallgemeinern.

Es sei a eine imaginiare Wurzel 5+ ¢y. Dann kdnnen in

d,=p,+1q.,

die Gréssen g¢,, nicht sammtlich Null oder den p,, proportional sein. Denn
die Gleichungen
e, EP Ly, )p, =0 b1 800

kénnen nicht bestehen, so lange 7 nicht Null ist und die Determinante
von S nicht verschwindet, da sonst auch alle p,, Null sein miissten. Da-
gegen miissen fiir jede imaginire Wurzel die beiden Formen 6) ver-
schwinden, da das Quadrat derselben nicht gleich Eins sein kann. Ver-
schwindet nun auch die Form N (10), so miissen die Ausdriicke




S . xm

‘\‘

e

S

e

N3]
3
Do

; : . y ~ ~-
‘:' o £7 ?Ja'z'z)('l it - Ut/'j)sz'([’{,ﬂ — (ll:}- pf:j‘ qvw' 97 e (/'vj ‘(]s‘z‘qﬂf
also auch insbesondere

b | 7 12 3

e {l]:/- (p,\;i 2 A q:uf) (jl,w'/' >s¥ A gsv/. )

verschwinden, wobei man unter p,, ¢, zwei verschiedene Puncte der
Mannigfaltigkeit

N7 Ao s
X, =0

zu verstehen hat. Das erfordert aber, dass diese Mannigfaltigkeit reelle
gerade Linien enthalt, oder dass sie in ihrer Tangentialmannigfaltigkeit
sich nicht definit verhilt'). Man hat daher den folgenden Sata:

Ist die Form o .o in ihrer Tangentialmannigfaltig-
keit definit, und ist ¢ eine imaginare Wurzel der charac-
teristischen Function einer reellen Substitution, welche
die reelle Form 8 in sich transformirt, so ist die Form N
nothwendig von Null verschieden, d. h. der Betrag von « ist
gleich Eins und die zu dieser Wurzel gehoérigen Elementar-
theiler sind simmtlich einfach.

Es sei endlich noch eine Eigenschaft der characteristischen Function
fiir eine symmetrische Form angefiihrt.

Bezeichnet man die Coefficienten der niedrigsten Potenzen der Ent-
wicklung einer 4" Unterdeterminante der characteristischen Function A (9)
nach Potenzen von ¢ — « durch P und ebenso fiir die reciproke Wurzel
in Bezug auf die conjugirte k' Unterdeterminante durch P', so gilt nach
§ II, 14 die Gleichung

kbl n—2k—21,
P—c(—1) o . P

Hat nun die Wurzel o den Betrag Eins, und sind ihre zugehorigen
Elementartheiler alle einfach, so ist £ 4/, =s, wo s die Multiplicitat der
betreffenden Wurzel. Versteht man unter P speciell eine 4* Hauptunter-
determinante, so ist unter Voraussetzung eines reellen S und V

P =4-1iB,
P'=4—iB,

1) Also z B. so wie ein Hyperboloid erster Art, oder ein hyperbolisches Paraboloid fiir 7 = 4.




o
-1
w

und man hat
s (n—2s) @i

1498 ( Lee(d- By

wenn
o = ¢%
gesetzt wird. Setzt man
A4+ B=ae, T — f, tang v,
so wird
y=4(rs+(m—2s)¢p)+mn,
y=3%((s+ 1)+ (n—25)¢)+m, =,
Jje nachdem &= -1 ist. Daraus folgt:

Das Verhaltniss 2 hat far alle &* Hauptunterdeter-

minanten, £#=1, 2---s der characteristischen Function ein
und denselben Werth.

§ 1V.

Bestimmung der Transformationscoefficienten mit Hiilfe einer Gleichung
n. Grades,

Unter gewissen Voraussetzungen lassen sich die im § III entwickelten
Satze noch erweitern. Setzt man

( u ) __|Cix "' QI ey /’"(;"
L/ [/T/,; 0 l ?

und benutzt die analoge Bezeichnung auch bei mehrfacher Randerung
der characteristischen Function, so besteht die Identitit

b 10 (E3) =0 () () (3)

deren rechte Seite entwickelt lautet
Y 1 I 1 1
‘E “’h U; ”l Vm (7!:1’;/lm S ;//mL 7!1)‘

Fithrt man nun an Stelle der Grossen U, ¢=1, 2---n die Coeffi-

cienten ¢, ein, und bezeichnet mit /,, {,, [, die Exponenten der grissten

(3]

gemeinsamen Theiler ot", 1%» 2t Unterdeterminanten um 4 (¢') fiir irgend
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eine Wurzel ¢' = o' dieser Function, so enthilt die linke Seite von 1)
den Factor

(¢! — al)o+l+E

wo s>o0 ist. Die rechte Seite wird dagegen, wenn nach 8) § III

4 & 2

¢ ~ ] > = - =

2) Y= — = 2o, ¥a+ 04(0)(ks)
gesetzt wird, gleich

Q 1n—2 %, S Mg | 1 )

J ) sz (' = = M/_. () If;n Oy (} o m ﬂ/lrm; u’)

1 i g AR
‘[ @ 1 (() )‘}' I/w yl;::(uv 7‘”! SE 5 u/ U-‘)’
und der zweite Theil von 3) enthiilt sicher den Factor
(o' —a')Yo +l+n,

wo 1>o0. Entwickelt man nun y,, 5., nach Potenzen von o' — ', so
entsteht

i ({;’)/1 _T\_ S

1 RS A ¢
Yimn = [P (Q
= :
’ —_— — Y1
Yie = n(0 — )14

= (—1)4(¢' — et (oa)™ 3, -
y (;\ ( ) Iz

8o dass der erste Theil von 3) mit dem Gliede

v Aol Rl o 1 1241
Zuv, V, s (B P ”‘*/‘/,-,,,/’ﬂ)((' ),

m

abgesehen von einer Constanten, beginnt. Da dasselbe einen n iedrigeren

Exponenten 2/, hat, als das zweite, so muss es verschwinden. sobald

e e

ist, was jedenfalls stattfindet, sobald

oder
!u_/l> Zl ——ZQ
1st. Aus der Gleichung

e p AP SRR T ST A
S e gDy —— 93, Pg) = 0,
folgt aber
I 21 79 1 ety HECEENEe
4) P (2m — PrmPqg = 0.



Wenn also der hochste zu irgend einer Wurzel ¢ der characteristi-
schen Function gehorige Elementartheiler grosser ist, wie der néchst-
folgende, so besteht zwischen den aus den ersten Unterdeterminanten der
characteristischen Function hergeleiteten Entwicklungscoefficienten /3, /3"
welche zu reciproken Wurzeln gehoren, das System der Gleichungen

1

i)’ﬂr S o

7] 21

Pal 2 Im
Ebenso erhalt man aber

fjir)4r e {)”;'/':

ﬁ/m ;Lflr'/

Schreibt man diese Gleichungen in der Form

B

1 Basaii 1 9 e ety U
2 km 1f (2 ki 2 K

nim {

'))7'}7 < ‘3[”, et glm

setzt in der ersten ¢ = m, in der zweiten m —k, so wird

2 7
{j.'/! ST ‘7){"1 Mk i ;‘))Hr

P B LI Al i Tl
p’ kz /)) ne 2 ke x')) kil

und hieraus folgt
Bin __ Bu
Bl
Bezeichnet man den gemeinsamen Werth aller dieser Quotienten durch
6, so wird

¥ X R i
.)) /5, _/)Z.‘,i,{).

Die Werthe der Coefficienten (3,3, welche zu conjugirten
ersten Unterdeterminanten in Bezug auf zwei reciproke
Wurzeln der characteristischen Function gehdren, sind ein-
ander proportional, wenn der erste Elementartheiler {,—1,
grosser ist als der Niachstfolgende.

Insbesondere folgt unter dieser Voraussetzung fiur die Wurzel
o=-+1 dass die Coefficienten (3, welche conjugirten ersten
Unterdeterminanten zugehéren, einander gleich sind. Denn
fuar £ =+ erglebt sich aus 5)

O=1,
Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIL Bd. II. Abth. 36
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also

o)
/‘7’/:1' — Yk -

Fir /, =1,=o0 erhalt man wieder den Satz des § II S. 267. Fiihrt
man nun die Relationen 5) in die Gleichung 2) ein, so folgt durch

Coefficientenvergleichung
6) e halo, T e0" " Ba ) — 0,
= le, et 00 |— 0"

und zugleich ist

7 Z(ey+aa)Ba=0,"
eyt a)B.=o0;

also auch nach 6)

N n R gy i il
=Se. —eat Oy, —o,
=(c,—ea" '0e)B, = 0.

Unter der Voraussetzung /,—,>1, —{, bestehen also fiir eine Wurzel
¢ = a der characteristischen Function gleichzeitig die Relationen:

Cop— Ol =0,
et eCa, —o,
C. % ae @ e )
Cx— "' O, =o.

und insbesondere fiir ¢ = + 1 diejenigen, welche hieraus fiir @ = 1 folgen.

Hieraus ergiebt sich der folgende Zusammenhang

Functionen

1) Ist iiberhaupt
d ) —V“\vﬂr.s ‘= @ U},«?} /’\’ =

0,
so ist immer auch
b) 2 (g 01— 0,;) hs— 0.

Aus den Gleichungen
e LS ik
=~ Cims Cry Ol == Olgy

folgt néimlich durch Multiplication mit ks und Anwendung von a)

St hs=— 0 I Wt s Cri s = — 0 Zg hs

mithin das System b).

zwischen den



e
-1
-1

260 =it ouil;
A1) = |ep - rog.

Ist ¢ eine Wurzel von 7(9), welche der angegebenen Be-
dingung geniigt, und o eine geeignete Wurzel von

8) A(0) = o+ o0, =0,
so 1st
o 0 UL
o o gilGe
also
r—=— 00,
eine Wurzel von 4'(r)=o, und zugleich t=o0¢* eine Wurzel von

I te e

Weiter folgt:

Hat die characteristische Function 4(¢) der Substitution
lauter verschiedene Wurzeln, so muss die Function A (o)
lauter einfache Elementartheiler haben.

Hat namlich #(g) die » einfachen Wurzeln

(}]‘ &)2 e Q'u'-

so gehort zu jeder Wurzel g, ein gewisses System von Werthen
Yy — Tany

und man kann den Index %k so wahlen, dass nicht alle y gleich Null
sind. Zugleich ist die Determinante der n’ Grossen @, =12 »
nicht Null.

In den Gleichungen 6) oder

9) =y (et 050,) =0,
i —
in denen
0y T 0% i 9.
gesetzt ist, konnen nun alle 0, von einander verschieden sein. Dann ist
dasselbe der Fall mit den Wurzeln von 8). Ist aber z. B. 6 =0, =0,=--- 0,

so hat A(o) eine p-fache Wurzel, zu welcher nach 9) p linear unab-
36*
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héngige Grossenreihen z,,, z,, - -Z, gehoren, d. h. zu dieser p-fachen
Wurzel gehéren nur einfache Elementartheiler von A (o).

Aus diesem Zusammenhang ergiebt sich gleichzeitig die Herleitung
der Transformationscoefficienten ¢,, zunachst in dem allgemeinen Falle
einer vollig willkiirlichen Form S, den zuerst die Herren Ch istoffel
und Kronecker behandelt haben?).

Ich nehme an, dass die Gleichung 8)

(04 T ea =0

lauter verschiedene Wurzeln besitze, und dass auch keine derselben gleich — 1
sel. Dann ist m gerade und die # Wurzeln

G

sind paarweise zu einander reciprok. Sind nun

2 2.
i o TR

irgend zwei derselben, so gehort zu Jeder je ein System von Gréssen

s Gus
b=l SOl

welches die Gleichungen
<3
=i (ot 2,0, ) =0,
‘1‘,(/;_,/«'(”/‘1,- g ) =0,

befriedigt. Multiplicirt man die letzteren mit Iy G und summirt iiber
k, so entsteht

G0 =0,

hi

10) = 0T Cs + 2, =9
ik

ik

v 05

= I Tni + 2 = G0 Gne
7k vk
wenn man gleichzeitic in der zweiten Gleichung die Indices 7 und % ver-
tauscht und schliesslich j durch ¢ ersetat.
Setzt man
= O Q0= 72:].
so folgt
[LR](1 —2,2)= o.

’ )

1) a. a. O. Borchardt's Journal Bd. 68.
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“

Es ist demnach [I72] gleich Null, sobald die Indices A und
! zu nicht reciproken Wurzeln gehoren.

DO

Nunmehr bezeichne man die Unterdeterminanten der ¢,;¢,h=1, 2---n

durchi £ Dann ist
3" I hm .(/lur e ("n 7?/) 5
und
F o s el
=15 lzrl,l }?‘J = 215 5 9090 O
Ryl R, L3k

e : s
= 20 b gy o,
Setzt man ferner

1 1) E((;‘r’s = =0y az‘s),é’hs =il

s

wo die g, vorlaufig ganz willkiirlich sein mogen, so wird durch Multi-

(=)

plication mit /3,

» LGNS i
12) 9 — ol
e~ '
Cre = =0 %6 G161 125
also
Nn o p —_— ¥ I >
= Cit Cpr Qg — = 0 Q%6 905915 Lyl

= =00 [l 7?] Lol

Setzt man nun fiir den Fall, wo [lh] nicht Null ist, d. h. die Indices

h und ! zu reciproken Wurzeln gehoren,

oo =1,
so wird
Yo , et g [, v v Loy i .
ZCyCrr By, = = U ]’j P by — 0y

und zugleich ist die Determinante der ¢, gleich der Determinante der

o4 oder gleich
I
A

also die Transformation 12) eine eigentliche.

Diese Transformation gilt iibrigens auch fiir den Fall eines ungeraden
n, nur ist dann der betreffende Werth von g,, welcher der einen Wurzel
2= —1 entspricht, gleich +1 zu setzen. In diesem Falle bleiben also
nur 1(n—1) Parameter ¢, willkiirlich, wahrend im ersten 1z will-
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kiirliche Parameter vorhanden sind. wie schon Herr Christoffel an-
gegeben hat.")

Um diese Darstellung der Transformationscoefficienten fiir den Fall

nur einfacher Elementartheiler der Resolvente #*® Grades 8)
zu erweitern, beweise ich zunichst einen allgemeinen Satz, der sich
iberhaupt auf die Lésungen der Gleichung?)
Ca -jr ()d,,.. =0
bezieht.
Es seien
Op @ - @

N'p2?

unter einander und von Null verschiedene Wurzeln dieser Gleichung, und

ol @ IR0 ) JiElRg .
S 9 S5 S5 g
=21 222 22hs .
¢ [ =P )
zpl &p2 el
'\). 3y S§ o < s /) .

solche p Systeme von je h, Werthen, welche den Gleichungen
“:'1(01'/: + () (Jil.- ) '»Sz =0

geniigen. KEs moge ferner eine lineare Relation zwischen den Werthen

der & stattfinden, dergestalt, dass

:w((w1 15;’."'[ ot
oder
hq ho hp
20, 6" 20,57 - 2, 8" =0
=] ri=="1 m = 1

st fiir ¢=1,2--x» Multiplicirt man dieselbe mit ¢, und summirt nach
¢, 80 wird

b} h

hyq ) p

< clm < &2m A = | N spm D
O =0y, S Ay - 0, Ty, "y 4 - b @y =0, S Ay = 0.

1 1 1

Unter der Voraussetzung, dass die Determinante der d, mnicht Null

ist, folgt hieraus

1) Ebenda, S. 262.
2) Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann man hier die Determinanten der cix, da als
von Null verschieden annehmen.




5" glm | % z2m T opm
0120, 5" - 02 20,8 - - 0, 20,5 =10,
und somit auch
X 24 R e ? NONTA opm
(@2 QI) — Oy Sy T - (Qp : Q]) ind (""pm sy =0,

Aber aus dieser Identitidt folgt auf demselben Wege

{ ~ 2m S Lom
@@ — {)l) = Oy, S; ‘% e Q‘u (QFI A ()[) = O{pm 5{'“ — 0,
oder
( L) N 3 | R b o) e Aoty
(05 — ) (0 Q) 20,5 (Qp — 0s) ((—‘p — Q)= O pom =

Indem man dies Verfahren fortsetzt, erhalt man

s:]_»' G?t s
‘§' [[ (Qs T ('(F)“\" usm ;;m = 0.
s=i-1 o=1
Da keines der Producte
{7 e
] (()~ el Qo)
o=1

verschwinden kann, so folgt
lEine lineare Relation kann zwischen den Werthen der
& nur dann stattfinden, wenn sie unter den zu ein und der-
selben Wurzel gehorigen & besteht. Sind die letzteren linear
von einander unabhangig, so sind sie also ttberhaupt von
einander linear unabhangig.
Insbesondere hat man also den Satz:
Sind die Elementartheiler der Function
Ca—+ O dy,
alle einfach, so sind die Werthe der zugehérigen Grdssen
£ von einander linear unabhingig, d. h. ihre Determinante
ist von Null verschieden.
Hat demnach die characteristische Function
o, 4 2o,
lauter einfache Elementartheiler, so verschwindet die Determinante der
zugehorigen Grossen g,; b,i = 1, 2---n nicht. Bezeichnet man die letztere

durch G, so ist
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gleich der Determinante der Gréssen [Lh]. Diese Determinante zerfallt
aber zufolge der Gleichungen

Il h { =0

welche fiir je zwei nicht reciproke Wurzeln bestehen, in ebensoviele par-
tiale Determinanten, als von einander verschiedene Wurzeln der charac-
teristischen Function vorhanden sind. Man hat also den Satz:
Hat die characteristische Funection

la, 1-za,.
lauter einfache Elementartheiler, so gehort zu jeder k£ fachen
Wurzel derselben eine # reihige Determinante von zuge-
hérigen Grossen

H 7/J'

welche von Null verschieden 1t

Es seien nun unter dieser Voraussetzung die Wurzeln

2= 1 a fach ,
g=—1 (3 fach,
e=2,8" y,fach; h=1,2---1

vorhanden. Der Wurzel z— -} 1 mogen die Gleichungen

b 2ot
— G1:(0; + Oy =

=G0 (s + az) =0,

Z gl + o) =0,
entsprechen. Die Grossen
{lb,J’ = 2Gu Ini %>

in denen die {, irgend zwei Indices aus der Reihe 1, 2--- ¢« sind, bilden

zutolge der Relationen 10)

1) In dem 8. 278 f. behandelten Falle lauter ungleicher Wurzeln sind daher die zu reciproken

Wurzeln gehérigen [Ih] simmtlich von Null verschieden.
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ein alternirendes System, dessen Determinante nach dem zuvor be-
wiesenen Satze nicht verschwinden kann.') Man kann daher durch eine
congruente Transformation von nicht verschwindender Determinante
nach Herrn Kronecker?®) bewirken, dass die alternirende Form

=2, Y, [
ibergeht in die canonische Form

‘S(Xz | TP Xk Yf)}
welche aus lo elementaren Formen besteht. Es giebt daher ein System
von Coefficienten 3, p,g=1,2---a von nicht verschwindender Deter-

minante, fir welches identisch
1 3) ‘SX //g Yn /:))/m [WT’ %} SRl Z(Xz Yk T, Xk Yz)

m [ lm
wird. Setzt man nun

HEN ) .
((]0!{ = =P 1mGmi>

s RV
.goii T l‘ji'ﬁzqgmi)

i R .
ggaz‘ = = Dy gnzz'ﬂ

w12 e
so wird der entsprechende Ausdruck [i{2], fir die g, gegeben durch
Al @ y .
[Z h-'O =2 2 im 1/")/414 [I'n 7?;] )

d. h. es wird nach 13)

14) [12]=——[21],=135
[34]0:—‘[4 3}0217
[(.x——-.l aly=— [ca-1],=1,

wihrend alle tibrigen Ausdriicke [(4], gleich Null werden.

Der Wurzel 2=-—1 entsprechend, erhilt man dagegen mnach 10)
ein symmetrisches System von /3* Groéssen [mn], und durch eine ge-
eignete Transformation lésst sich dann jedenfalls bewirken?), dass bei ge-
radem /3 die aus den den Gleichungen

1) « ist also nothwendig eine gerade Zahl, wie auch aus dem Kronecker’schen Satze folgt.
2) K. S. 405.
3) Vgl. wieder die Transformation des Herrn Kronecker, K. S. 405.

Abh. d. IT. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. 11. Abth. 37
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= :
‘2(/ ;,i'(,(/'l/fz T ("‘/f’::') =20 9
0 \
E.‘Y/jl’(“l{i SR ('/].-;') )
geniigenden Grossen gy, gebildeten Ausdriicke
0. e 4 n.
Ilh] ) Z, e ], 2 el

die Bedingungen

[f-—-18F=[38 <1y,

erfillen, wihrend wieder alle iibrigen Werthe [£h]" verschwinden. Bei
ungeradem (3 wird an Stelle der letzten der so eben angegebenen Gleich-
ungen der nicht verschwindende Ausdruck

L)J /,/J)Jl)
treten.

Da endlich fiir die von 41 verschiedenen Wurzeln iiberhaupt alle
Ausdriicke [mn| verschwinden, sobald sie nicht zu reciproken Wurzeln
2., &' gehoren, so bediirfen die tibrigen Grossen 9. keiner weiteren
Transformation. Gehort also etwa zu der y, fachen Wurzel 2, das System

h h el ¢ Bt
giv Ip* " Ims I=1, 2- -y,

zu der Wurzel #;' das System
ity GG J=1, 2- -9,
so sind nur die Ausdriicke
e
gy, i ctin

von Null eventuell verschieden. Diese Coefficienten sollen der Einfachheit
halber durch

Gty Gi2- " i
bezeichnet werden, so dass der Index ; alle Werthe von 1 bis n— (- f3)
durchlauft, und die Ausdriicke

[ 7]
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nur dann von Null verschieden sein konnen, wenn die aus der Reihe

1--n— (¢4 3) gewdhlten Indices j,, j, zu reciproken Wurzeln gehoren.
Vermoge des so bestimmten Systems canonischer KElemente, dessen

Determinante nicht Null ist, bilde man nun die Gleichungen

16) =i gm0 b 1o Do
Z(ew— 0% ) =0; k=1, 2---f3
Z(Cs—0;04)9,=0; =1, 2---n—(a 4 ),

wobei die Parameter g, ¢°, ¢ vorliufig ganz willkirlich sind. Beszeichnet
man die Unterdeterminanten der Coefficienten g, je nachdem sie nach
9 p» Jrs> 9ps genommen sind, durch 7 ;l,s, ] ';fs, I, so findet man wie vorhin
16) oy = (lvou e th)z Lid) =t = =il 2l e o] ju_17)
L (Nl 1510)+ - -y g1t : (;r—l“ /3[ —1T)
-+ El}ﬁi L7 [jt(,.].'u]y
und zugleich wird
17 = Cyy Cpr A,
== Q1 Q3 (I'olt / '91 ot vt) * Qpa—1 @ (e oO—1t ! or— /;)az / ;)rt-—-u)
STAEE LY e
umwmmy

=
+ 20,95

Die Transformationsbedingungen sind daher erfillt, wenn man setzt
Q1 0: =" == Qa1 Opa = 1 :
(G e s
Betamoayily o
0:0:=1, 030,=1, - Q_a4-p) -1 On-@th) = L.

Die Determinante der ¢, wird nach 16) gleich der mit dem Producte
aller Parameter g, ¢°, ¢ multlphurten Grosse ;3 d. h. die Transformation
ist eine eigentliche mit 1#» willkiarlichen Parametern, wahrend
bei ungeradem %, wie leicht zu sehen, nur 1(n — 1) willkiirliche Parameter
auftreten.

Man erhialt vermége eines anderen Systemes canonischer

Elemente auch uneigentliche Transformationen, sobald >0
37*
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ist. Man kann nidmlich durch eine cogrediente Transformation bewirken,
dass die symmetrische zu den 3> Grossen [mn] gehérige Form in eine
Summe von Quadraten verwandelt wird, d. h. dass an Stelle der Rela-
tionen 15) die folgenden

Pl i d.00.0 5

ikl =—0; z:///

treten. Alsdann treten an Stelle der zweiten Gruppe von Formen auf

den rechten Seiten von 16) und 17) die Ausdriicke

0 710 0 g0 0 0
1751 17“%/%,91’} '"//ﬁ[,’i’r’

(P81 @ Th %A - - (61,12,
Den Transformationsbedingungen genigt man nun durch die Annahme
oo -1

und man erhilt daher uneigentliche Transformationen mit L(n—p3)

oder {(n—f3 —1) Parametern, wenn fiir eine ungerade Anzahl von

Indices ¢ der Werth — 1 gewihlt wird. In der That ist auch fiir die

Existenz uneigentlicher Transformationen nothwendig und hinreichend"),
dass die Function

e 1
o) ‘:‘ o ,by

einen Elementartheiler von der Form (0 + 1)***! hat.

g v

Transformation von Formen mit verschwindender Determinante.

Ich schliesse hieran einige Bemerkungen iiber die Transformation
von Formen mit verschwindender De terminante, welche, soviel
mir bekannt, iiberhaupt bisher nicht niher in Jetrachtung gezogen ist.

Wenn die Substitution U die Form S¢S in sich trans-
formirt, so transformirt sie auch die Form S in sich selbst,

falls ¢* nicht gleich Eins ist.

" 1) Vgl. Frobenius, Borchardt’s Journal Bd. 86, S. 47.
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Denn aus

U'(S+ 08 U=+ 08"
folgt durch Uebergang zu den conjugirten Formen
UNS'+0S)U=8"'-1+908,
also auch
U'SU(1—¢)=8(1 —%;
mithin unter der genannten Voraussetzung
st 8

Wofern daher die Determinante von 8-} ¢S' nicht identisch ver-
schwindet, kann man ¢ einen von +1 verschiedenen Werth ertheilen,
und damit die Transformation auf die einer Form von nicht
verschwindender Determinante zuriickfihren.

Verschwindet aber jene Determinante identisch, so kann S durch
eine cogrediente Transformation 7V auf eine Form =X reducirt werden,
welche nur von den einer Form &, entsprechenden Variabelen z,y,,
ToYsy %, Yy, WO n,=n, abhingig ist’).

Setzt man namlich

SE =

el e — W
80 1st

WE=W ==

Falls nun die Determinante | = ¢ =" nicht identisch verschwindet,
kann man gleich |2| als von Null verschieden voraussetzen. Dann ist aber
1) YO e D
also auch
u=HW A,

eine Form von #, Variabeln, welche = in sich transformirt und deren
Determinante |#| nicht Null sein darf. Und zugleich ist fir B, | E,= E

oder, da die Determinanten |W| und X| nicht Null sind,

1) Vgl. K., § 8, IV. 1 ff.




FE, W E —o;
d. h. es verschwinden alle Coefficienten W, in der Form

W e 2 W‘k '1::' :Z/Jc e E VV’ xy‘i .7:/7.:1 7'4 i 4}-V W feq Tz'g I/M

d1kq iglq *

! I

ST v Wl ) P
sl sty Loy Yy -+ 2 W dokg Vi Yo

Damit ist die Transformation vollstindig bestimmt, denn die Coe-
fficienten W,, sind aus der Gleichung 1) zu entnehmen, wahrend die
W, W,

i i, Vollkommen willkiirlich bleiben.

Wenn aber die Determinante von =+ =" identisch verschwindet,
so ist, da die Anzahl der in = vorkommenden Variabeln durch cogre-

diente Transformation nicht mehr verkleinert werden kann,

WO
y — 1 ,- | a1
Sa =21Yo+TYs+ L1 Yoms')

und m eine ungerade Zahl ist, wihrend 8p nur von den in E; vor-

kommenden Variabeln abhingt und die Determinante von S5 nicht Null
{ i

ist. Man erhalt alsdann die Gleichungen

2) E,W'E,>E,W E,— =,
3) [EWE -0
\SE,WE, =o,

die im Wesentlichen auf die Gleichungen 2) zuriickkommen, da die
Gleichungen 3) linear sind. Aber auch die Gleichungen 2) lassen sich
noch weiter reduciren.

Ich betrachte zunichst den Fall, wo == 8,, d. h. ich bestimme
alle cogredienten Transformationen von m Variabeln der
Form S, in sich selbst. Setzt man an Stelle von T,

X )
oz Cﬂ.‘ Ly
so lauten die Transformationsrelationen

Cii Cor t+ Cou Ct =+  * Cpp1 3 Cog = (K 1);

i



IS

289

wo (kl) gleich Eins zu setzen ist, wenn & =1—1, sonst aber die Null
bedeutet. Bezeichnet man die ersten Unterdeterminanten der ¢, durch
1., so erhilt man die Bedingungen

(',:—I:l = Is‘}! (35.[_1_1 = 0,

v
Cs_1,2 !, Copr,a = Ly
C.\‘—T,u—l B lm? Cs,:_y,”_]_ = /s,n-—‘Z
C.; ~1,n e 07 C.Q-H.‘n = I.s‘,u-—l'

Diesen Gleichungen zufolge wird eine grosse Zahl von Coefficienten
¢; gleich Null. Fihrt man die so reducirte Anzahl in das Trans-
formationsproblem ein, und beachtet, dass die Determinante der c, nicht
verschwinden darf, so ergiebt sich fiir die ¢, folgendes Schema

B d o
0 — 0 w0g0 0
o—pB a f o ¥ 0
obe0 0= 0 0 o0
0o—y 0 —f « B o
g 00, F0.0 =0
0o —0 o0 vo—f a

dessen Anordnung sofort verstindlich ist, sowie man die der Haupt-
diagonale parallelen Elemente betrachtet; die «, 3, 7, - - - sind dabei
vollkommen willkiirliche Parameter; die Substitution selbst lautet:

g, =z, Ba, +y2, -0x, |

1

Ly = a%s
&, = — Bz, ‘oz, 0o, + Yz, £ -
'Z.L: 4'4 ;'1/'4
L — a e
= —0xy —yx, — BTyt OB+

Daraus ergiebt sich:
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Jede Transformation welche die Form S, in sich cogre-
dient verwandelt, hat die Determinante ¢, sie enthalt im all-
gemeinen p+1 Parameter, und ihre characteristische Func-
tion hat nur p+4 1 einfache Elementartheiler ¢p—e und p ein-
fache Elementartheiler von der Form O—g, wenn m=2p-L 1,

Die Form

0y Xy yfﬂ + a’;? J"’Q 7/). R i a‘m—l '1’.);) -1 ?.’/m
reducirt man durch die cogrediente Transformation
o

auf die Form S,, wenn man setzt

i Gy Gg * * Hop—1 * &y
Lopt ] — 3
zp i ?

. (,12 ”’4 U2y
Ao A, » - Qop—29
A58 2 4 e
(""—')I’ ==

Ay Qg+ Qop—) * &y

Auch bei geradem m=2p lisst sich die cogrediente Transformation
leicht bewerkstelligen, wie hier beilaufig bemerkt werden mag. Man
erhélt zunichst folgendes System von Coefficienten ¢,

o 0 /,513 0 (’]_,.} 0 (’1 7 0
QST SR OFH0S 0 00
0BOwmaG  0i el 00 Coniio
O Ciginl - g, a0 0 0 -0
0 0 0 0 (87 0 (_‘1 3 0
G SESE L R e ey

@it 0 0 0 0 0 o 0

ol 42 o

und eine directe Vergleichung der Transformationsbedingungen liefert
dann noch p—1 Gleichungen, aus denen man linear die Werthe der
Cyy Cgoy Cgy - - - bestimmen kann.

Ich betrachte endlich noch die cogrediente Transformation der Form

Sa + S/i-
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Ist m wieder eine ungerade Zahl 2p 41, so findet man fiir die
mit den Grossen w, » gerinderte Determinante der Form

Y Q1
’Sa TR 'Jb a

oder
oo el s e
;—Q ol g e
H:{ 0 Somosde el
)
s S
Ghe e
den Ausdruck
R (vm ()p _L Ve —2 Qp_) + 5 + /UJ_) (um _}W U, _o + © Uy ()p)

Versieht man jetzt die Determinante von
a1 \
4) Sa Tl ba 4{'— S/)’ S ‘5/;7
mit einem Rande gebildet aus den Grossen w,, v, 4 k=1, 2 -2, 80 ent-
steht als Werth dieser geridnderten Determinante
:)) H]S/’;——()Si)’
da die Determinante von S,— ¢S; identisch verschwindet. Multiplicirt
man ferner unter der Voraussetzung
Zalk Cz'm. (-’)Ir;z e a’mu)

die Form

; 0q4 .. Oy Uy ‘
e ‘ (1/)71 Wi e Ayn U |
| |
| v Ope 0

1
mit dem Quadrat der Substitutionsdeterminante, s0 entsteht, falls letztere
gleich ¢ und
6) Sem a=uy t=d, 2 A,
Se.v =g k=l 300
gesetzt wird,

7) 'CQ ‘A‘mj e "4'11114 4
Abh. d. IL Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIL Bd. IL. Abth. 38




Ersetzt man in dieser Gleichung die Coefficienten o, durch die der
Form 4) und beriicksichtigt den in 5) gegebenen Werth, so ergiebt sich
die Identitit

&0, 0"+, 0" 1 --0)(u,+ ou, -+ - u, 07)

mN m—2

n | 1
e (7]] o’ _\v .7;)7127 2 ()Zf

m N

1 ShERE =) A 1 -1
o e ,/1) (.Mm. g e um-? _l\_ U (‘p))

welche unter der Voraussetzung von 6) besteht. Differentiirt man dje-
selbe nach den Variabeln v, ; wenn ¢ und j irgend zwei Zahlen aus
der Reihe

2,4,6,--2p, 2p-1-2, 2p-} 3, -n
sind, so folgt, da diese linkerhand gar nicht vorkommen

Sy : = ; |
g (Ca‘ui Qi *]L (’e'm--i Uﬂ + S Caﬁl ) ((’j',,; + () c},‘;,;/vg *?— il ()7) le)
d. h. es sind alle Coefficienten

Cis T §

i3 Cizy Cis " Ciopyys
gleich Null.
Differentiirt man dagegen nach v»,, _,, Up—g; WO ¢, j Irgend zwel Zahlen
aus der Reihe
0, l: 2]7
sind, so folgt

o ey ;
i el R it gL i I
& () Rl ({.' (‘m —24, m } 0 cm—‘}z. m—2 1 (’«/1.-91', l}

( 2 | 0P r
*kL— ({"uz 21, m + (¢ (’mfﬁj. m-2 T 0 Cp_ 27, l,)

und hieraus folgert man leicht, dass alle Coefficienten ¢, welche nur

‘gr )
ungerade Indices aus der Reihe

O S
enthalten, Null sind, mit Ausnahme von

(?[.:(‘,33:~-:(} =,

1 nmm

wobel

1st.
Die Substitution hat daher folgende Gestalt:



(8]
O
SV

e 2y~ C1aTa - €1 Ty - 16T - Crop Top = = €11 T

Con Tyt Cos Wy —+ Cog®s s 2p Lop + =7y
Ca3 Ty~ Cao g~ Ca4 Ty —+ C3g g Cg0p Lop T~ = C3p Xy,

Cap®y = Cou Ty - Cig g~ Cyop Ty 2 Cn Wy

3 el e | ) / X
(/L’[': oWy 1~ Cop 4 Ly - 5 (’i’p, 2p x?p -+ = Copin Z,

2 / : » X
Copt1, op41 Lopt1 - Copir, 2 Bo F Copy1,a By —+ ** Cop, 9pPop = Cop 1. T
cs, 2 7:2 + (/‘si :1;4 + e cs. 2p ;I;Z;n + “}:Csh xh
s, h=2p-+2, 2p-+3,-:-:-n
Fithrt man diese Coefficienten in die Bedingung ein, dass die Form
Sy + Sp in sich selbst ibergehen soll, so ergiebt sich

Cog == Cyg == - * = Cy9 = Cy, = 0,
Cig == Cyg = " = Cyop — €y, =0,
c?p? e C?pﬁ e e c?p?p e ("Qph == 0

so dass schliesslich die Substitution die Gestalt

Sl e ; >
€11 1~ C1a®p - C1a g - - Crop Ty 1+~ = Cin T
Cog Ty
: | =
Cag Ty —+ Cgo T —+ Cas T4 —1 - * Cp Top + 2 ¢y 2,

Cay Ly

| - P X s
Cs5 L5 —— Cs2 %o —+ Coa®a— - = C2p Top + ¢,

CopapLop
Copt1, 2p+1 Lopt1 =+ Copi1,2 Ly e Copi1,4 Xy == - Copty, 9y Lip —+ Ec?p-l—l n
Cs2 T~ Coy By —+ - Cogp Ty~ = Can Ty
s, h=2p-+2 2p+4+3, --n
erhalt, wobei

€1y Cag = C33 Cyy = Cs5Ces — Cop1,9p+1 Cop,op — 1
sein muss.")

1) Fiir die Coefficienten
e s PR ¢ A T
1=1,8,---2p-+1
ergeben sich Bedingungen, durch welche dieselben linear durch die iibrigen ausgedriickt werden,
38*
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Die characteristische Function jeder Substitution,
welche die Form Ss—+8p in sich transformirt, hat demnach
den Werth

(e — @)t (G — 0P M

wo M die aus denjenigen ¢, gebildete characteristische

2/
Function ist, die den
tE=2p42 2p-13,.---m
entsprechen.

8N
Symmetrische und alternirende Transformation einer bilinearen Form in sich,

Die Substitution U, welche S in sich transformirt, ist eine symme-
trische, resp. alternirende, wenn
U= +0"
ist. Die Gleichung U'SU =8 geht dadurch iiber in
1) '/TSL:*ifS.
Aus 1) folgt
U= (US)S= | 8(U'8)=8'U.
Jede Substitution dieser Art ist daher mit S? vertausch-
bar. Aber im allgemeinen ist sie auch schon mit S selbst ver-
tauschbar. Setzt man namlich
US—SU=X,

so wird
SX=8US— 8T,
X 151 _— L’T AS o AS’ LTb’)

2) S§X+ XS=o.

Damit die Gleichung 2) eine von Null verschiedene Lésung fir X
zulasse, ist nothwendig und hinreichend, dass die characteristische Function
von S entgegengesetzt gleiche Wurzeln habe.!) Man hat daher in

|
I
|
|
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diesem Sinne zwel wesentlich verschiedene Transformationen
zu unterscheiden. Die der ersten Art sind mit § vertausch-
bar, die der zweiten sind es nur mit 8% koénnen aber nur bei
Formen speciellen Characters vorhanden sein.
Ich betrachte zun#chst die symmetrischen Transformationen
der ersten Art.
Unter der Voraussetzung US = SU folgt aus 1)
3) U =
und umgekehrt wird jede symmetrische Transformation, welche dieser
Gleichung gentigt, und mit § vertauschbar ist, auch § in sich trans-
formiren. Denn es 1st
S Se (BN UL
Die allgemeine Lésung der Gleichung 3) erhilt man aber leicht auf
folgendem Wege. Da die characteristische Function einer Form U, die
der Gleichung 3) geniigt, nur einfache Elementartheiler von der Form
o+ 1 haben kann, so ist U der Form
B — E,
ahnlich, also
U=V(E—E)V-
Damit U symmetrisch sei, muss
PTr=V —1 n 1
V(B —E) V' =F)" (Ei—E)V,
oder
4) V'V(E,—E)=(E —E)V'V
sein. Nun ist 7'V eine symmetrische Form W,?) deren Determinante
nicht verschwindet. Aus der Gleichung 4) oder
W(E, —E)=(E,— E)W
folgt aber

EWhe _E il
EWE = - E W

1) Vgl F. 8. 41.
oy s L
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d. h. es ist W zerlegbar in die beiden symmetrischen Formen W, W,
also auch
L7 7
VV=w-+Ww,

Nun bezeichne man mit I'= 7, 4 T, zwei cogrediente Substitutionen,
welche die symmetrischen Formen W,, W, von nicht verschwindender
Determinante in E, und E, verwandeln. Dann wird

grl 1% ety o} A

Lt il
oder. wenn

Vil =
gesetzt wird

ZZ1 — [44‘.

Es ist also Z eine orthogonale Transformation') Und um-
gekehrt wird, wenn man unter Z eine orthogonale Transformation
versteht

1 HERES ] P I [
B s
also auch
U=21T'(B,—E)TZ'=Z(E, — E,)Z

Das heisst:

Jede symmetrische Form, welche der Gleichung 3) ge-
nigt, ist von der Gestalt

U= Z(E,— E) Z'
wenn unter Z eine orthogonale Form verstanden wird.
Die Bedingung der Vertauschbarkeit von S und U geht nun iiber in
Qi = )4 8=87(F — E)Z
oder
(&, —B)Z' 8 Z=7'SZ(E, - E,);
und dies erfordert, dass auch
VAV A
in zwel Formen S, 4 8, zerlegbar sei. Daraus folgt:

Soll eine Form symmetrische Transformationen d

(e}
-

1) F. 8. 48,
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ersten Art in sich zulassen, so muss sie durch orthogonale
Transformation in die Summe zweier Formen zerlegbar
sein.')

Fiir eine symmetrische Form ist diese Bedingung immer erfiillt,
und es giebt hiernach ebensoviele symmetrische Transformationen der
Form in sich selbst, als Zerlegungen dieser Art, die man mit Hilfe be-
kannter Untersuchungen leicht bewerkstelligen kann, vorhanden sind.

Eine alternirende Transformation der ersten Art muss
nach 1) der Gleichung

5) U= —E
geniigen, d. h. es ist

U—ilE - ).

Die Bedingung der Alternanz aber ist, wenn V'V wieder durch W

bezeichnet wird,
W(E,— E,) + (E,— E,) W =o.
Die symmetrische Form W muss also den Bedingungen

BWH —b BB

geniigen?) Da zugleich die Determinante von W nicht Null sein darf,
muss # eine gerade Zahl 2m und die Anzahl der Variabelnpaare in F,
und F, dieselbe sein.) Die Bedingung der Vertauschbarkeit von & und U
wird ferner

SV(E,—E)V' =V (E—EBE)V-'§
oder nach einigen Umformungen

VISV (E — E,)+ (E,—£E,) Sy =0,

1) Dass dies auch hinreichend ist, erkennt man ohne weiberes.
2) Dies ist auch hinreichend. Denn aus den Gleichungen
E,ZE,—o, E,ZE,=o
folgt
E ZE,+FE,ZE, =Z;
also
B —B (B —E)Z—y,

3) Man vergleiche den Satz X, F. S 26.
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Hieraus ergiebt sich wieder
]’Ji VS Ir‘/'l =i (7 ]‘4‘2 VSV [’:_, et

Damit also eine Form S von 2m Variabeln paaren durch
alternirende Transformation in sich transformirt werden
kénne, muss die Schaar

Ab’ “‘1* () ]4‘1

durch eine cogrediente Transformation ¥ in die Summe
zweler Formen verwandelt werden kénnen, von denen die
grdte nur die Variabeln =, @, - Yty Ymye " - ¥, die zweite
nur die Variabeln v,, #,,- - 9,; L. U~ w, enthilt. Diege
Bedingung ist auch hinreichend.

Man kann tibrigens auch auf anderen Wegen leicht simmtliche
Losungen der Gleichung 3) oder 5) erhalten. Da die characteristische
Function von U fiir den Fall U2 = E nur einfache Elementartheiler Gl
besitzt,') so miissen » von einander unabhéngige Grossenreihen «, 3 vor-

handen sein, welche die Gleichungen

Nl il o p — AR

- Cyp O = ({1'7 = i ()?
b, == 2 3T /s S ...
_rzk 25— 2 o= l,‘ g “?

0+ o0 =mn,

befriedigen, und die Determinante der e, B verschwindet dabei nicht.
5 ’ g

Hieraus folgt sofort, wenn man unter y irgend eine der n Grossenreihen

o oder (3 versteht

YA A — Ay
— {’"17\' (,ff ///r FTa o Y

oder, da die Determinante der v nicht Null ist
Zencn — (k).
Soll endlich ¢, = ¢, sein, so folgt
6) Sl o
pe=dl oD o

gi—= b < w0

und diese Bedingungen 6) sind auch hinreichend, wenn die Substitution

I Vel B S 15
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eine symmetrische werden soll;') diese selbst endlich eigentlich oder un-
eigentlich, je nachdem o eine gerade oder ungerade Zahl ist. Soll da-

regen U alternirend sein, so ist zu setzen

8¢eg
>chal—a0s pami] s Giip
S emiagnl s el O lia g Lgie
Demgemaéass wird
Dogmali= i Zaially
S0 = el

Damit ¢, —+ ¢, =0 werde, muss also

7) = o (:c':f: =0,
.:./'l': ‘f'}f.'] =0
sein fir alle
pr L2 o
S — 1.9 05

Da die Determinante der «, 3 nicht Null sein darf, so folgt noch
¢=o0=2%, und es ergiebt sich auch hier, dass die characteristische
Function der alternirenden orthogonalen Formen je ; einfache Elementar-
theiler von der Gestalt ¢ +4 besitzt. Diese Transformationen konnen aber
nicht wie die symmetrischen rational hergestellt werden, sondern er-

fordern die Losung des Systems von quadratischen Gleichungen 7).
Dass die Gleichungen 6), 7) hinreichend zur Bestimmung der ¢, sind,

ergiebt sich leicht. Setzt man

2 Cq 0 = O, g ==l 0t a0
T Py [ s Js T e
2 Ch [P = — [Py S = 1, 2-- 0
s

Slalty =X

so wird

1) Diese Formeln zur Bildung aller symmetrischen orthogonalen Formeln habe ich in etwas
anderer Gestalt bereits in meiner Arbeit, Die Liniengeometrie in ihrer Anwendung auf die Flichen
zweiten Grades, Mathematische Annalen, Bd. X, S. 154, angegeben.

Abh. d.I1. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. IT. Abth. 39
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i3 ! !
%] n 2
0 9 0
5 o, — af
1 Q1 21
l‘)l 9] ’+ >)I ()7
20 919} BO
B Tl
1 Mn My
Ui o Uy — X

'S

Multiplicirt man diese Gleichung mit der Determinante der «, (3, 80 ent-

steht vermoge der Gleichungen 6) wenn man

=eojai =(pg) = (qp); P,g=12--9
N At e N R TN )i 1 priieees 5
=pipi=Pa)=@pr); p.¢=1,2-.0
setzt,
ClEEESE s Ne e gt i 0 —ak
s e e e 0 o
gg s il o (o) B —=o:
0 SRR U ) S S R ) ‘ ’:}
a, GetaGl T e
d. h. es 1st
1"/{ o ’/t‘
Ist andererseits

o=, o= 10 Syt —
B L e O e s 128
= Cuy I = — I3,

Denih—— X

so wird unter der Voraussetzung

b ol @ s e [y ey e Bt (g e
L0k S ==(Dag): Pog = 1.2 m
b o eChby o s(ha) . — 2ol
O o o (ml). .(mm) —ia”
Gl s i e o 0 +if} | —o
gt ) 0 0 IO fh

. W1 27 )
ot ) ). I 1o - Cok
K L v i [0
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und hieraus folgt sofort
Cq—+ Cry = 0.

Die Bestimmung der symmetrischen resp. alternirenden
Transformation zweiter Art kann hier nicht weiter ausgefithrt
werden. Ich behandele hier nur diejenigen Transformationen U, fiir
welche U4 E| oder U— E| von Null verschieden ist, bei denen also
die allgemeinen Formeln des § VII zur Anwendung kommen.

Soll die Form

U=(E—-TITS)(E—T1"8H)",
in welcher 7' der Gleichung

8) ST+ 81" =o,

zu geniigen hat, symmetrisch sein, so folgt

Q) I’S—l* ST—o
Aus den Gleichungen 8) und 9) folgt
Sl
d. h. 87 ist eine symmetrische Form Z. Setzt man aber
Sili—rt.
so tritt an Stelle von 8) und 9) die Gleichung

10) ZS-+87Z=o,
welche durch eine symmetrische Form Z befriedigt werden muss.

Unter der Voraussetzung, dass § eine Form ist, deren characteristische
Function entgegengesetzt gleiche Wurzeln besitzt, existiren nun tiberhaupt
Losungen der Gleichung

XS "l»‘ X =0
Ist aber S eine symmetrische Form, so wird gleichzeitig
1 Q JE e
X'8 4‘; §X =0,
also auch
(X4 X)S+8( X+ XY=o,

so dass in diesem Falle
89*
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Z=X-1L X

I

gesetzt werden kann.

st dagegen S eine alternirende Form, so hat die Gleichung 10)
immer Losungen. Es existiren daher auch immer symmetrische Trans-
formationen der zweiten Art, welche eine alternirende Form (von nicht
verschwindender Determinante) in sich transformiren. In der That ist
das System der Gleichungen 10), wenn man die Coefficienten von Z durch
P bezeichnet,

11) 2Pyt 2Py =0

ol =19

Dieselben reduciren sich, wenn die a,, alternirend, die p, symmetrisch

2k
: e—1N ~q . :
vorausgesetzt werden, auf n(— 5 ) Gleichungen, durch welche also die

Pa von n homogenen Parametern p,,, p,, - -p,, abhingig werden. Eine
allgemeine alternirende Form lédsst also immer symmetrische
Transformationen mit # Parametern in sich zu.
Sind dagegen die @, symmetrisch, so reduciren sich die Gleichungen
oo R 2k B, ? o

/

: n—1 ! .
11) nur auf n r zwischen den homogoenen Parametern » und die
! 5 s F

2k )
Bedingung einer gemeinsamen Losung ist eben das Vorhandensein ent-
gegengesetzt gleicher Wurzeln der characteristischen Function von §S.

In speciellen Fillen kann die Mannigfaltigkeit der symmetrischen
Transformationen einer alternirenden Form viel grosser werden. Die
Kronecker’sche Normalform') der alternirenden Formen von 2% — m
Variabeln

Siees (-'l"r Yo— X Y ]) 3 (‘r:i Yy — Xy //() - ; S (‘7’.»1 1Y T Y T)

ergiebt z. B. im ganzen

Lm(m - 2)

von einander unabhingige Parameter in der symmetrischen Form Z,
wovon man sich leicht iiberzeugt, so wie man beachtet, dass die Coeffi-
cienten des folgenden symmetrischen Schema’s den Gleichungen 10)

genugen .

11935 L G o
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Al 12 s J B S 16
12 —11 14 —13 16 —15
18 1488 Bt 5 36
14 —13 34 —33 36 —35
15 1685 [0 55 56
16 —15 36 —35 56 —55

in welchem jedes Paar von Ziffern einen vollig willkiirlichen Parameter
bedeutet, und die Form Z wird daher:
Pu (@Y — T Ys) +Pia(T1 Yo 1+ T Y)) + Pis (€1 Ys + Ta Yy — To Y — %, Y5)
+ 2@y, 2,y Ty Ta o) + Dis (BrYs - B Y — Lo Y — L5 Y2)

— Pss (13 Yz — Xy ,7/4) |

§ VIL

Rationale Losung des Transformationsproblems.

Es sei U eine Substitution, welche die Form § (von nicht ver-

schwindender Determinante) in sich cogredient transformirt. Dann be-

stehen die Gleichungen
1) U'sSU=S8,
L‘H AS” '/V f— k%”.
Setzt man nun
2) R, = S(Eo— U)(£o+ U)7,
so wird
R,=(Ee+4+ U)'(Ee—U")SY
oder unter Anwendung der Gleichung
8= 58U
auf den zweiten Factor, der Gleichung

(bﬂ 1 (]1 i (}—-i(bﬂ —1
) )

auf den ersten
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_/‘i!‘_) == [(,\”‘)*1 o+ (15'1/)v1 Ul]~~l (7{0 [f~\) it ‘_ ” = L*—l gy~ j.-;(/ o I
— Sl(lﬂ'(: —~}— Lr——])—] /f)*w Lriy)
also
/ B b g
o 38 TSR e T ]
3) Ry=5(U+) (0 )
Man hat demmnach durch Vergleichung von 2) und 3), falls
¢vo=1,
gesetzt wird
4) (SH [{ ,[, == AS’_E [')’,”'

Versteht man unter # die positive oder negative Kinheit, und setzt
= ! 5 I\N(F 2 1
5) B, =S&En—U)(En-++ U)7,

so muss diese Form der linearen Gleichung

6) b e
é_;'()”llg(ﬂl.

Fithrt man endlich an Stelle der Form R, die neue Form

7) '/v'/ == S—I _lii/' S e (1(" e l/r} (E’; ‘E‘ [;’r)_l e
ein, so geniigt dieselbe der Gleichung
8) ey -1
oder
SE T, == ST

wobei vorausgesetzt ist, dass die Determinante
E 1] J,ﬂ U
nicht verschwindet.
Aus der Gleichung 7) folgt aber uwmgekehrt

UT,8+ E)= (&-

/"] ‘\’) 1,
oder

U —= n (£ — ’/‘)) S) (B 7; : '1')/ S) 1 :
und nach 8)

l] =7 (I‘/‘ = '[’A/ \') ( 7 ]:){] ASrl =

S TSNS e




o AR

Hieraus geht hervor, dass die Determinante von U den Werth #" hat,
da das Product der reciproken Formen rechterhand die Determinante
-+ 1 besitzt. Da nun beil ungeradem = und eigentlicher Substitution die
Determinante |U—F verschwindet, so wird diese Transformation im
allgemeinen nur eine eigentliche sein konnen, indem 7 = -1 zu setzen
ist. Denn die Determinante von

Er1.s

kann im allgemeinen nicht verschwinden, da sie fiir hinreichend kleine
Werthe der homogenen Coefficienten von 1), sich von der Einheit beliebig
wenig unterscheidet.

Eine uneigentliche Transformation kann bei geradem n uberhaupt
aus der Formel 8) nicht erhalten werden, da in diesem Falle U En|
eine verschwindende Determinante hat. Dagegen wird bei ungeradem »
und uneigentlicher Transformation 7 gleich — 1 gesetzt werden koénnen.

Man hat also den folgenden Satz:

Jede Substitution U, welche die Form § von nicht ver-
schwindender Determinante in sich cogredient transformirt,

und fiir welche die Determinante von

U+ En
nicht verschwindet, lasst sich in einer einzigen Art auf die
Gestalt

9) —

'Sy EL+TS8)™

bringen, falls 7' der Gleichung
8) PS--T'8 =0

geniigt. Unter Zugrundelegung der Form R, welche der Gleichung
8%) (S 'R+ S B=o

gentigt, wird dagegen U die Form
g U=n(S+R)y'(S—R)

annehmen.
Dass aber umgekehrt auch jede Form U, welche aus der Gleichung

= e

b s e

i st
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9) entnommen wird, S cogredient in sich transformirt, sobald 7 der
Gleichung 8) geniigt, ergiebt sich leicht auf folgendem Wege.
Man hat nédmlich aus 9), wenn in dem ersten Factor
E—_TS8S=2E—(E+T8)

und

(E+TS)E+T8)'—E
gesetzt wird,
U= 9(E+ 18—

n

Nimmt man beiderseits die conjugirte Form, so ist')
(;'1

l/

also, wenn man diese letateren Gleichungen mit einander multiplicirt und

e Q(E'—T— S 1”)'71 /i

i = 1 setat,
st =4 F - 87 ' S(ELTS) '— UEL S TH:'S
—28(E4+T8)~' 4 8.

oder wenn
SUTE = o ST

gesetzt wird

U'SU=
R T R s O S e R 06 5 B 1) e S )

Set/ff man nun

X—d(E—8T) 'S(E+ T8 —9(E

STy'8§—28(E-LT8)7,

so wird
(E—ST)X=48(E+T8)"'—28S—2(E—ST)S(E4+T18)7,
(BE—STYX(E4+TS)=—48—2S8(E+T8)—2(E—S8ST)S=o.

Wird jetzt vorausgesetzt, dass die Determinanten

1) Es ist also auch :
U *f— ) =2 n( F ;l- By
U—nE—2yTS8S(E+ TS,

d. h. die Determinante von U — n I¥ verschwindet nur dann, wenn |7 Null ist, falls 7' bereits

den im Text angegebenen Bedingungen gemiiss gewithlt ist.




(SY]
<
-1

|E—ST, |E4TS

was immer erfiillbar ist, nicht verschwinden, so folgt aus
(E—STYX(E4+TS)=0
fur die Form X
X—0"
d. h. es ist
USU=X-'-8=25.

Damit ist der folgende Satz bewiesen:

Bezeichnet man mit 7 eine Form, die der Gleichung 8)
geniigt, wobei S eine beliebige Form 1st, deren Determinante
auch verschwinden kann, und verschwinden die Deter-
minanten von

TS+ E SIT—E
nicht, so wird durch die Substitution 9) die Form § cogre-
dient in sich transformirt, und zwar ist die Determinante von
UtlnE=9mEL+ T8

nicht Null, wahrend die Determinante von U selbst den
Werth

hat.

Der Beweis dieses Satzes liasst sich weit einfacher fithren, wenn die
Determinante von S nicht verschwindet, was bei der so eben ausgefihrten
Betrachtung nicht vorausgesetzt zu werden braucht.

1) Diese Bedingungen reducireu sich iibrigens, wie man leicht bemerkt auf eine einzige.

Denn vermége der Gleichung 8) ist

ST—eE= — (5 T*+¢ E),

5 y |

ST 0. ol s (- B T8 e &)
da conjugirte Formen gleiche Determinanten haben. Und wenn |S| nicht Null ist, so folgt aus
der Identitit

Br—oBE— 88+ s

ebenso die Gleichung

S T—p Bl A= 1|8 T+ 0 B}
Abh. d. IL Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIE Bd. 1I. Abth. 40
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Durch die vorige Untersuchung wird die Ermittelung
aller nicht singuldren Substitutionen U auf die Losung des
linearen Systems 8), welches »? Gleichungen fiir die Coeffi-
cienten der Form 7 reprasentirt, zuriickgefiihrt. Alle diese
Substitutionen koénnen somit durch rationale Operationen bestimmt
werden, insofern es nur erforderlich ist, das Verschwinden der Unter-
determinantensysteme der Coefficienten jener »? Gleichungen zu unter-
suchen. Der eigenthiimliche Bau jener Gleichungen scheint es indessen
nicht zu ermoglichen, eine solche Untersuchung mit den Hiilfsmitteln der
Determinantentheorie allein auszufithren, wenigstens ist mir dies nur in
den einfachsten Fillen » = 2, 3,4 in befriedigender Weise gelungen.

In etwas allgemeinerer Form lisst sich der vorhergehende Satz auch
8o ausdriicken:

Die vorhergehende Untersuchung liefert alle cogre-
dienten Transformationen einer bilinearen Form in sich
selbst auf rationalem Wege, mit alleiniger Ausnahme der-
Jenigen Transformationen, welche mit jeder nicht singuléren
verbunden wieder eine singulédre bilden.

[st némlich V irgend eine Transformation, U eine nicht singuléire
Transformation, so ist auch

W=UV

eine cogrediente Transformation von S. Ist nun W nicht singular, so

lasst sich W auf dem angegebenen Wege erhalten, und es wird
Vo UL W,

Nur diejenigen Transformationen, deren Product mit jeder nicht
singulidren .immer wieder eine singuliare liefert, und die awch nicht durch
Grenziibergang aus den nicht singuldren ableitbar sind, sind daher als
»eigentlich singulir“ zu bezeichnen. Von dieser Art sind z B. die un-

eigentlichen Transformationen einer Form gerader Ordnung.
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8 VI
Die Gleichung 7 S+ 7" 8'=o.
Bezeichnet man die Coefficienten von § durch «a,, die der Form 7

durch p,, so hat man das System der »° linearen Gleichungen zwischen
den homogenen Unbekannten p,

1) =P

k

ik n’r!’alk:(); Z,l:l/?n,

Uy 4 =P
k

welches mit der Gleichung
2) TS+T'8'=o

gleichbedeutend ist. Dieses System von Gleichungen ist ein an und far
sich sehr merkwiirdiges. Bezeichnet man niémlich mit N die grosste
ganze in 2 enthaltene Zahl, so lisst sich dasselbe bei vollig willkiirlichen
Werthen der a, durch Werthe der p, ldsen, welche N lineare homogene
Parameter enthalten. Es miissen daher im allgemeinsten Falle noch
sammtliche N—1%*" Unterdeterminanten des Systemes 1) verschwinden.
Hieraus folgt, dass die Zahl der von einander unabhéngigen
Losungen des Systemes 1) mindestens gleich N ist, welches
auch die Werthe der «, sein mogen, deren Determinante iibrigens, wenn
nicht ausdriicklich das Gegentheil angegeben wird, als nicht ver-
schwindend vorausgesetzt werden soll

Ich entwickele zuniichst einige Eigenschaften derjenigen Formen,
welche der Gleichung 2) genitigen.

Wird die Determinante der Form 7' durch P bezeichnet, so ist

P=(—1yP

1) Bei ungeradem = verschwindet die Determinante von
T identisch.

Ferner folgt aus 2)

78 —o S') - (1'1 —+0 1) S = o.

also:

2) Verschwindet die Determinante von 7, so muss die
40*
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Determinante der linearen Schaar 74 ¢7"

identisch ver-
schwinden.

3) Verschwindet die Determinante von 7 nicht, so sind
die Elementartheiler von [S—¢S' identisch mit
[rp11 |
{I + 0 [ |
Das Verhalten der Determinante 7' 97" kann wman naher durch
folgende Betrachtung pricisiren. Multiplicirt man die Determinante

denen von

]Jxl ,/‘13 Lo e /}l/z /}11 NQ‘- i s /)"13
1 \ Pny Pung - - Pun Pin DPon - - P
o e i 1 by ] il )1
% ", e e gl
i 12 J.I
| 7 7 2 ) P s
| Uy Uy F e (%) vy I ‘
mit
(
Bt il B oy (2001 Oy
Pres Ain Agn « « Oyy Opg Quy - . Oy
e 8! T1 r1 71 7l 71
el e B o R G
| £ TTn 1 &0 7R 7
O Gy gy e

so ergiebt sich zufolge der Gleichungen

N | 5 S
g ])1/';' Qg T ‘_",/)7;/' a’//.‘ =0

die Beziehung

WO g
U= =P U3y + 20 Vi
Pa=<0,, 4, +Zq, 1", ;
Zerlegt man die Zahlen 1,2...n das einemal in die Gruppe
j!a jf"'g-!f; /".17 /‘_’/',;<
und ein zweites mal in die Gruppe
dide doio B X %

80, dass a—a=mn, wihrend die Zahlen ¢ von den Zahlen j nicht ver-

schieden zu sein brauchen, setzt man ferner alle U* oleich Null. deren
L o )




311

Indices » gleich den Fk,, &, ---kg sind, ebenso alle V% gleich Null, deren
Indices s gleich den i, #,- - - %,

b

sind, und vergleicht die beiden Seiten der
vorstehenden Determinantenrelation, so findet man:

@yy1 Wiy Gigt @yj Qijy -oo Gy |

P (i@ Oygo s v infliyo | gy o o oo @

@y —”.‘g;z s ’("('/.7’ f(‘u,ll ’fujg R ([u_ju

Piay  Pris - - Prig Pigl . Pigl - - Pl

T P2y P, - - P2y Pjg2 Pisz - - DPj2
== 4:‘:[

Py Pniy =+ Prig Piyn  DPjon - - Pian

wobei die letztere Determinante aus P dadurch entsteht, dass in P -die
Elemente in einer beliebigen Anzahl von Reihen durch die Elemente
irgend welcher Reihen aus den conjugirten KElementen ersetzt werden.
Es verschwindet daher mit |7| nicht nur die Determinante
von |[T'4 ¢T"' sondern iiberhaupt die Determinante

Pia 0Py PiaT 0Py - - Pyn—+ Culn, |
Doy T 08 Paget 0y = 50, Gl
Py =t 0, Pin Prg o Oy Pon - - Pun —+ Qn Pan |
far alle Werthe von g,, ¢, ---9, Das letztere kann man ibrigens

durch Multiplication dieser Determinante mit A leicht bestatigen.

4) Verschwindet die Determinante von 7, so kann die
Form 7 stets durch congruente Transformation in eine Form
t verwandelt werden, welche weniger als » Variabeln ent-
h#alt, und deren Determinante nicht verschwindet.

Entweder ist dies namlich von vorneherein der Fall, oder es giebt
eine Form W von nicht verschwindender Determinante, vermoge der die
Gleichung

W' TW=A4-+t
besteht, in welcher
A=2Y+ T Ys+ - Tu_1Yns

3

und % eine ungerade Zahl ist, dagegen ¢ die Variabelnpaare z,y,, - - Z: ¥
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nicht enthilt und eine nicht verschwindende Determinante besitzt. Setzt
man nun
Bl ey
so kann die Gleichung 2) auch in der Form
(I’V[ m VV)(W.A S(Wl’)‘l) jL (ﬂ/"‘ e I/V) (W/'—l S (VV’)"I) —
oder
(A+ts+(A'+tHhs'=o

|
geschrieben werden, und die Determinante von s ist nicht Null. Durch
Multiplication mit der der Form A4 zugehorigen Form FE, ergiebt sich

As+A's'=o0

b]

oder
ds 1 28 : 28
Zesl (e "Ys Yr
bl 9 Y1
+ 2g! 108 ost
= mtl /ey pelmet e = Y =1
) Yo = M Y -
Daraus folgt aber
28! 28
= e G T = 07
it 1[/2 ¢ ,'/lc—]

was mit der Bedingung, dass die Determinante von s nicht Null ist,
unvertriglich ist. Daher kann 7" auch nicht der zerlegbaren Form A ¢
congruent sein, d. h. es- kann iiberhaupt kein solcher Bestandtheil 4
auftreten.
Man kann dies auch direct beweisen. Verschwindet n#amlich die
Determinante von
:[‘ s E])f/r LY

s0 giebt es mindestens ein System von nicht sammtlich verschwindenden

Grosse
arossen 2,

fir welches

Bep. Spre s o] Doy
wird. Aus den Gleichungen 1) folgt dann durch Multiplication mit 2z
und Summation nach

CU—————



Szi 2)7\7‘ ((]1‘. o 07
oder, da die Determinante von S nicht Null ist,
= — 0,

Es sel nun 2, eines der nicht verschwindenden 2. Dann setze man:

3) zn =X —+ - X 9 =X ,\] Y,

R

7 ot Fh~1 v v s
1"1'_] e th] “‘} z 3 B‘h? \Z/ir—l == l h—1 "‘}" - : e

» e | ’5:.1[ v eata Fogi! i
&z, _Xn S 'Xiu Y —I'JZ + Yh'

!
5 2
Zh “h

Fithrt man diese cogrediente Substitution mit der Determinante —-1

an der Form 7 aus, so ergiebt sich

Tl Sy o x v ;
T = ZPa®ilfy = = Y5 Pegi ;&/, = =Py Xf, 'Y.-ja

wo der Index 1 anzeigt, dass die Variabeln X,, ¥, rechter Hand nicht
mehr auftreten. Bezeichnet man die Substitution 3) durch ¥V, so geht
S durch die Substitution (V')™' in eine Form s von » Variabeln

o

iiber, deren Determinante nicht Null ist. Die Coefficienten p,, der trans-

formirten Form 7 miissen daher den Gleichungen

Ny ~° P
=04, beg - Z Oy i, = 0

geniigen. Verschwindet nun wieder die Determinante der p,,,, so giebt

es auch ein System von Grossen

G - -

Sy B2 ) Sn—1

die nicht sammtlich Null sind, und fiir welches

=p = 0.

e S




Dann ist aber auch

N m / b s
= Pryay Sy by, = 0,

und hieraus folgt, wenn man mit den Unterdeterminanten der Elemente
by, multiplicirt und nach ! summirt,

b B ke e
2 Pty iy = 0-

Man kann demnach dieses Verfahren so lange fortsetzen, als iiber-
haupt die Determinante der aus 7' durch cogrediente Transformation ent-
springenden Formen verschwindet. Die Form 7' kann also stets durch
cogrediente Transformation in eine Form ¢ verwandelt werden, die nur

-

noch die »' einer Form FE, entsprechenden Variabelnpaare enthalt, und
deren Determinante nicht Null ist, d. h. es ist

ly =1

Dabei ist nicht nur die Determinante von V gleich Eins,

gsondern es 18t auch

4) B Bl L ah

Bei geeigneter Bezeichnung der Indices der Variabeln von 7' kann
man es namlich so einrichten, dass die Grossen 2z, C, --- welche nicht
verschwinden, gerade den Indices 1,2 --% (k =mn-—n') entsprechen. Die

Substitution ¥ ist demnach so beschaffen, dass an Stelle von

Uyy Loy Tg' - Tpy Ty 1
die Ausdriicke
i
0oy &1~ %
tty) L) — Otgy o — T
g p | | | :
4*) O By 1T Cpo o -+ = 1T &

1,1 @y =

®ry01% i

treten.
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Setzt man also
V S "\—w.({ﬂr .';U(;‘l//”
so sind ersichtlich alle Coefficienten ¢, , gleich Null, d. h. es ist
ik Bo— o
Da nun
L= ()
LB =)y Ll L

ist, so muss die Determinante von K, 7T FE, ebenfalls von Null verschieden
sein. Es ist dies aber eine der n—mn'*" Unterdeterminanten von 7, und
daher ist #' um so viele Kinheiten kleiner, als n, wie die um 1 ver-
mehrte Anzahl der verschwindenden Unterdeterminantensysteme von 7'
betrigt. Insbesondere ergiebt sich aus der angefithrten Betrachtung:
Jede alternirende Form kann durch cogrediente Trans-

formation in die Kronecker’sche Normalform

(21Ys — B @1) 4 (B3 Ys — T4 Ys) +
transformirt werden, welche nur von einer geraden Zahl von
Variabeln abhangt.

5) Aus der Gleichung

(S-S = — (T == E)
folgt, wenn |S§ - 8" nicht Null ist,
T8 = —(T'—T)8 (88918,

Die Form 7'S ist also das Product einer alternirenden Form in eine
symmetrische von nicht verschwindender Determinante. Eine solche Form
ist aber stets einer alternirenden Form &hnlich. Das heisst:

Verschwindet ‘b’—‘LSl‘ nicht, so ist 7S einer alternirenden
Form ahnlich’)

1) Vgl. meine Note iiber die conjugirte Transformation einer bilinearen Form in sich selbst,
Sitzungsb. d. bayer. Akad. Juni 1889. — Andererseits ist, falls |§— S| nicht verschwindet,

(S(8Y* — BT
einer symmetrischen Form #hnlich, wie aus der Gleichung
(S(SH)~1 — E)T = (8 — 8% (831 (L + T 81 (S — 81!
hervorgeht.

Abh. d. II. CL d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. II. Abth. 41
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6) Die Form 7 kann nur dann eine symmetrische resp.
alternirende Form von nicht verschwindender Determinante
sein, wenn S selbst eine altermirende resp. symmetrische
Form ist. Denn aus der Beziehung

] ’1’ — _+_ ’/‘1
folgt unter dieser Voraussetzung

T J1

8 s

und umgekehrt ist 7' eine alternirende resp. symmetrische tibrigens ganz
willkiirliche Form, sobald S eine symmetrische resp..alternirende Form
(von nicht verschwindender Determinante) ist. Auf dieser KEigenschaft
von 7' berubt die Transformation der alternirenden und symmetrischen
Formen in sich selbst?).

7) Ist dagegen die Determinante von 7' gleich Null und I symme-
trisch, so folgt :

(84 8)T = o;

d. h. es muss die Determinante von S 8' verschwinden. Diese Bedingung
ist aber auch hinreichend. Denn wenn |[§+S' gleich Null ist, so kann
man durch eine congruente Transformation von nicht verschwindender
Determinante W bewirken, dass

Wil +8HYW'=E,

wird, wo K, nur die Variabelnpaare =z,¥,,- - #,y, enthalt. Ist nun H
eine willkiirliche symmetrische Form der ibrigen Variabelnpaare, so wird

W(IS+S8YW H=o0
oder

(S+SHYW'HW =0
also auch

b=
und

ST+ 8T —=o.

1) Man vergleiche die von Herrn Frobenius (F. 8. 88) gegebenen Formeln mit der
Formel 9%) des § VII.
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Soll dagegen 7' eine alternirende Formm von verschwindender
Determinante sein, so muss die Determinante von S§— ' verschwinden.
Man kann daher durch eine congruente Transformation W von nicht
verschwindender Determinante bewirken, dass

w(s —S)w!
nur von den in ZE, befindlichen Variabelnpaaren abhingt. Bezeichnet
man also mit H eine alternirende Form der iibrigen Variabeln, so ist
S—SYW' HW = o,
und fur

T=WHW=—T"

ist wieder die Gleichung 2) erfiillt.

8) Verschwindet die Determinante von S-S nicht, so
ist die Determinante von 7, wenn sie nicht verschwindet,
das Quadrat einer rationalen Function ihrer eigenen
Elemente. Denn es ist

T(S+8Y=(T—TH8,
also 7| nur um einen Factor von der schiefen Determinante |7— 7| ver-
schwinden. Aus dieser Gleichung geht zugleich hervor:

Verschwindet die Determinante von 7, wihrend die von
S-S nicht Null ist, so verschwinden auch noch ihre sammt-
lichen ersten bis A*® Unterdeterminanten, wo k eine gerade
oder ungerade Zahl ist, je nachdem » eine ungerade oder
gerade Zahl ist. '

Man kann diese Sitze noch erweitern. Aus der Gleichung

5 TS +oSH 4+ (T"—eI)8' =0
folgt:
P P=A [T ~——¢T|
18 LLgy! ;
oder fir
o— 1
T o
(1Y P=dli—— vl )
8+ 8'+r(8' —8)
Al




Ist nun |7| = P nicht Null, verschwindet dagegen |S— §'[, so ist
auch 1" —1T|=o0; und aus der letzten Gleichung geht hervor, dass Ziahler
und Nenner auf der rechten Seite mit der namlichen Potenz von » be-
ginnen. KEs wird demnach auch fiir » = o

P=AT'"—T—r(T+T"

Bl §i LSt g

Nun hat Herr Frobenius den folgenden Satz bewiesen: ,Ist A4 eine
symmetrische, B eine alternirende Form, ist die Determinante » 4+ B
nicht identisch Null, und haben 1hre fiir » = 0 verschwindenden Elementar-
theiler alle einen geraden Exponenten, so ist in der Entwickelung dieser
Determinante nach steigenden Potenzen von » der Coefficient des An-
fangsgliedes das Quadrat einer rationalen Function der Coefficienten von
A wd B*Y

Da nach Nr. 2 die Elementartheiler von 7" — ¢ 7' zugleich die von
S+ 98" sind, so folgt:

Haben die fiir g=1 verschwindenden Elementartheiler
der Function §+4¢S' simmtlich einen geraden Exponenten,
und verschwindet |7] nicht, so ist diese Determinante das
Quadrat einer rationalen Function ihrer eigenen Elemente.

9) Es seien ¢, 7' zwei Formen, von denen wenigstens eine, etwa 7,
eine nicht verschwindende Determinante hat, und welche die Gleichung
2) befriedigen. Dann folgt nach 5)

(t4ot)8 4+ #1(S'—o8) = o,

T+ oTHS+T'(S'"—08)=no,
oder

(<ot i== TN UT G0 TH:

das heisst, die aus conjugirten Grundformen gebildeten beiden Schaaren
X /1 oL il
tt+ot, TH+o01

sind aquivalent, sobald die Determinante von ¢ nicht Null ist. Sollte

t dieser Bedingung nicht geniigen, so kann man jedenfalls an Stelle von

1) Frobenius, Ueber die schiefe Invariante ete., Borchardt's Journal, Bd. 86, S. 57.
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t t--h7T setzen, sobald man unter % eine solche Constante versteht, dass
t—+hT| nicht Null ist. Dann aber sind jene Schaaren auch congruent,
und man hat den folgenden Satz: !
Ist T eine Losung der Gleichung 2), und verschwindet die
Determinante von 7 nicht, so ist jede andere L6sung der-
selben in der Form
t=hT-+V'TV
enthalten.
Die Gleichung
tS —‘ﬁ )

verwandelt sich damit aber in
VEVS- L ViV S =0
oder nach Entfernung des Factors 7', wenn noch

@1 = — 88 §°
gesetzt wird, in

Eoley —= 18 1
d. h. die Form 7 ist mit der antisymmetrischen Form S§(§)'
vertauschbar. KEs lassen sich daher aus einer Losung von nicht ver-
schwindender Determinante der Gleichung 2) alle anderen mittelst des
Problems der vertauschbaren Formen herleiten, und insbesondere ist jede
Losung, deren Determinante gleichfalls nicht verschwindet, dieser Liosung
congruent.

10) Der so eben bewiesene Satz lasst sich in der folgenden Form
erweitern :

Je zwei Formen R, T welche der Gleichung 2) genfigen,
und deren Unterdeterminantensysteme bis zu derselben
Ordnung verschwinden, sind einander congruent, sobald sie
gleichzeitig durch zwei auf dieselben Indices erstreckte
Substitutionen ¥, W von der Gestalt 4*) in Formen von
nicht verschwindender Determinante cogredient transformirt
werden. Seien namlich

g JEUilE
=W BRI,
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die beiden Formen von nicht verschwindender Determinante welche nur
die Variabelnpaare einer Form E, enthalten, in welche nach Nr. 4) 7

und R cogredient transformirt werden kénnen, so ist
Gt i ke =
T W —1 S +_ ,.l IV ISI L
Multiplicirt man unter der Voraussetzung

h—FE, - E,,

diese Gleichungen mit
e 4 B
so entsteht
(tl)—l e e E Vg Sfl,

('1'. 1,)7! r W1 = “—,E, W1 }Sl ASYAI.
Es ist ferner nach Nr. 4)

vi—h V1L BV
oder
B F Vil -
also
BBV EV" Y B WE W

Multiplicirt man also die vorhergehenden Gleichungen mit

P VE B, BEWE-

a [(“27
so wird
B BT . BN

EWE@) "'t EW—=_E,SS".

Da nun nach Nr. 4) die Determinanten von E,V E, und E, W I

nicht verschwinden, so kann man setzen

Wk Bl s Tl ()
und es wird
P[(() 't oE)] Pri=@,[(+) v+ o B ]

oder

P() ' [t 4 o] Pr'=@Q () [t + 07" @7

7
'J
1
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Die beiden Formen ¢-} ¢t' und 74 @7’ sind also aquivalent, daher
auch congruent. D. h. es ist
Ut o
wo U, eine Form von nicht verschwindender Determinante der in E; vor-
kommenden Variabeln ist. Bezeichnet man mit U, eine Form der iibrigen
Variabeln, deren Determinante ebenfalls nicht Null ist, und setzt
U=u, +u,,
80 1ist
Uill=r
oder :
(B g ' iy bl =
wie zu zeigen war.
11) Multiplicirt man die mit den Groéssen w,, v, gerdnderte Deter-
minante der Coefficienten p, von 7'

])1'.’\' U, |

K

Ui 0

6)
mit der Determinante von S, und bezeichnet die ersten Unterdeterminanten
der p, durch P, so ergiebt sich

7) SP a1l

Durch Multiplication der Gleichungen 7) mit den p,, und Summation

I o me
nach ¢ folgt aus 7)
i AT =l Sl ; .
Z Uple = (— 1)” = PH Oy I,Oz,'m 9

mit P mus also auch
s R
- Pl{pl.m
verschwinden. Da aber andererseits
D 4 L2 ) e B
=P, — il BE—=0

m
ist, so folgt, falls die P, nicht simmtlich verschwinden
s )
Pz’l T }lﬂ"

Verschwindet die Determinante von 7, ohne dass ihre
ersten Unterdeterminanten simmtlich Null sind, so bilden

g
L ||

ir

L

i |l




diese letzteren ein symmetrisches System, d. h. die Werthe
conjugirter erster Unterdeterminanten sind einander gleich.

Man erhéalt daher aus 7)
“‘lﬁ}/‘l'l ((/l/: T, (_ l)” # u/.'/) = 0.

Hat also bei ungeradem #n, wo P verschwindet, die Func-
tion §— 8" nicht mehrere Elementartheiler von der Gestalt
(¢ — 1)% so sind die ersten Unterdeterminanten der Formen 7
demselben Systeme von Coefficienten proportional, falls sie
nicht sammtlich verschwinden.

Der némliche Satz gilt bei geradem #, falls |S- 09 nicht mehrere
Elementartheiler von der Form (¢9—1)* enthilt.

Dieser Satz lasst sich aber erweitern. Verschwinden die k

151!&
Unterdeterminanten von 7 noch sammtlich, die k* dagegen
nicht alle, so bilden die letzteren ein symmetrisches System,
d. h. die Werthe conjugirter %4 Unterdeterminanten sind

gleich, und unter denselben befinden sich auch nicht ver-

schwindende Hauptunterdeterminanten.

Man hat namlich

1 2 :
‘ Py q < Pin U U, o § il
‘ 5 . . . . = : o .
| t 2 s 1 i bt o g
| ¥y R e e e
| W3 W! o o o
‘ ) 2 T
Wt Wt o i -
Sy ey Uy M o Uk
1 1
i N ) I
. ] R 7Y oy, __/jl"” ”111' Wy, = S H;
Tl w) W, 0 0
wh wh o 0
1 SER2 4 o B

falls

genommen w ird.



Ebenso wird aber

O, L wl
: | a i
Pin - . Dun ”ﬁ,l; H;]; i =
7 Faw i o 0 ‘ |
| anl Dy ‘

7k 7k
t Vs e 0
gleich der in voriger Gleichung rechts stehenden » -+ % reihigen Deter-

minante, wenn

genommen wird. Es
Pyq Pyn

}, Py Pnn

W W

W Wk

Y e
Vi — 2w o

gilt daher die Identitéit

unter der Voraussetzung

Dies ist aber die namliche Identitat, welche im § II,

v B . ot 2k
Th uf | Dt panete
1 el : ik k
Uy, H'n i re ( e 1 )“_,‘. ]’] " Pun Wy, Lb.n
0 0 i = / i Vo iito 0
0 0 i ) 0
7l — ot AU S
Wi =25t o we W= =0

5

5. 266 4

untersucht wurde, und damit ist zugleich der angegebene Satz bewiesen.

Ein besonderes
Determinante von 1

IX.

N

Fortsetzung.

Interesse besitzt der Fall, wo bei geradem = die

nicht Null ist, oder bei ungeradem = die ersten

Unterdeterminanten von 7 nicht mehr simmtlich verschwinden.

Nach §
G rundformen

Abh. d. IL Cl. d. k. Ak, d. Wiss. XVIL Bd. I1. Abth.

VIII, Nr. 3 haben die beiden Schaaren von conjugirten

i

oS-+ 8 und oT'—1
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dieselben Elementartheiler, wenn die Determinante von 7 nicht ver-
schwindet. Setzt man in der zweiten Schaar ¢ = -—o0, so sind nach dem
Kronecker’schen Satze die Elementartheiler von der Form

(1% (o— 1y
o + 1 2k (O 77777 1 2k (fi e 1~2k-|«1 0 =] 2k-4-1
) ¢ ) ) ¢

stets paarweise vorhanden. Das heisst:

Verschwindet die Determinante von 7 nicht, so muss
die aus conjugirten Grundformen gebildete Determinante

1) oS+ 8
nur paarweise Elementartheiler von der Form (¢+ 1) ent-
halten. [Und umgekehrt muss, wenn diese Bedingung nicht
erfiillt ist, die Determinante von 7 stets verschwinden,]

Aber diese Bedingung ist auch hinreichend. Sind namlich die
Elementartheiler der Function 1) von der Form (¢9-+1)¢ paarweise vor-
handen, so lasst sich nach einer Bemerkung des Herrn Frobenius?)
eine Form

o X — X!
construiren, welche genau dieselben Elementartheiler besitzt, und deren
Determinante nicht Null ist. Denn es ist méglich, eine Schaar ¢ X — X!
mit conjugirten Grundformen zu bilden, welche vorgeschriebene Elementar-
theiler hat, vorausgesetzt, dass dieselben paarweise von gleichem Grade
sind und fir reciproke Werthe verschwinden, mit Ausnahme derjenigen,
die fiir ¢ =1 von einer ungeraden, und fiir ¢= — 1 von einer geraden
Ordnung verschwinden. Dann aber giebt es nach dem Weierstrass’-
schen Satze zwei Substitutionen P und ¢ von nicht verschwindender
Determinante, vermoge welcher
ey = X

]')xili(d.:* XI.

wird. Ks ist also auch
Fot=—: O 8P,
Setzt man nun
(\Qljﬂl })S — »17—15
AS] l)] (“!- 1 — (\17])-—1,

o
Do |

)b e
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so wird :
17—1 Leh T )S(S}}vl(zvl) ]’
oder

o

und die Determinante von 7' verschwindet dabei nicht. Daraus folgt:

Wenn die Form gerader Ordnung [o§+ S’ nur paarweise
Elementartheiler von der Form (¢4 1)2, (¢—1)f hat, so lasst
sich immer eine Form 7 von nicht verschwindender Deter-
minante finden, welche der Gleichung 1) geniigt. Zur wirk-
lichen Ermittelung aller Formen I’ dieser Art, von deren Existenz in
§ XI Gebrauch gemacht werden wird, kann man freilich weder die so
eben gegebene Methode (Vgl. § 1, Nr. 7), noch den in § VIII, Nr. 9)
angefithrten Satz benutzen, da die so erhaltenen Formen 7' keineswegs
von einander linear unabhingig sind. Der obige Satz lasst sich auch in
der folgenden Form aussprechen:

Wenn die Determinante ¢S+ ' nur paarweise Elementar-
theiler von der Form (¢ + 1), (¢.— 1) hat, so giebt es unter
denjenigen Transformationen U, fir die die Determinante
von U-L En nicht verschwindet, auch solche fiir die auch die
Determinante von U— En von Null verschieden ist.

Ich gehe nun zu dem Falle tber, wo bei unger adem % eine
Losung 7' existirt, deren erste Unterdeterminanten nicht me hr
simmtlich verschwinden. Dabei mogen folgende Bemerkungen voraus-
geschickt werden. Lisst sich die Form T’ durch die cogrediente Trans-
formation ¥V in eine Form ¢ von nicht verschwindender Determinante
verwandeln, welche nur die in E, vorkommenden Variabelnpaare enthalt,
80 1st

V188 Vi =o,
und demgemiss
tE,V 18(SY) ' VE,+¢t =o,
E V188 VB =0
Setzt man also
V-18(8) ' V.=0, 4 0a+ 05+ 0

A ] " > h 7.1 Lo . = ; i
o sz'y’q ‘7”1'1 ykj _l\— ) /)I'Qk‘ "(’1'2 !//.‘1 | 22){1/:2 Tﬂ‘i y/;f_, —& Zb:gkg .’ng ?/1:2 )

42%

il
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so ist nothwendig, dass o,,, d. h. dass alle Coefficienten by, gleich Null
sind, dass ferner die Zahl der in E, vorkommenden Variabeln eine ge-
rade ist, und dass die Gleichung

2) to,+t'=o

Losungen von nicht verschwindender Determinante besitze. Da ferner die
Determinante von o, gleich Eins ist, so ist auch die von o, gleich Eins.
Aus der Gleichung

to,—E o)+t Litop=0

folgt aber, dass die characteristische Function von o, ausser reciproken
Wurzeln mit gleichen Elementartheiler-Exponenten Elementartheiler von
der Form

e 1B (g1
nur paarweise besitzen darf.

Geniigt umgekehrt o, diesen Bedingungen, so existiren
zwel Formen P, @ von den in K vorkommenden Variabeln,
fur welche

Plo,— E ) =X+ o X'
wird. Daher ist
BopQ =X iPg =~ X
mithin auch
Q' P'=—Pa,q,
oder
(@)~ Po, + P'Q~' = o;
mithin ist die Gleichung 2) erfillt, sobald ¢t = (Q")' P gesetat wird.

Damit also bei ungeradem » eine Losung 7 vorhanden
sei, fiir welche die ersten Unterdeterminanten nicht mehr
sammtlich Null sind, muss S(8")' einer Form #hnlich sein,
welche von der Gestalt

n-—1

< . 7 " % / e ) 3 )

g bl'/.' Ly Y .1 .,./n (”l "(’l S a? 'nf —i> ([-uwl (\[/,,4 Ly J}z .i/n
1

ist, und in welcher der erste Theil eine Form o6, bezeichnet,
die den soeben angegebenen Bedingungen geniigt. Hieraus

lassen sich aber die Bedingungen herleiten, denen S selbst zu geniigen hat.




(L)
(8]
=1

Ist nimlich aligemein

&

chir== SR e

eine Form der »—1 Variabeln x,y, -2, ,%,., und

7 el 1 P A A 9

11 R (I) %{; f/u ((’{]"C'l + P aw—l "Un —1} ‘i “’("uf/u
so hat die characteristische Function von F dieselben FElementartheiler
wie &, bis auf einen zu der Wurzel ¢ = |+ 1 gehodrigen, der einen um
eine Einheit hoheren Exponenten besitzt.

Bezeichnet man die %k fach mit beliebigen Grossenreihen
w hpSeisg=1 0 948y ~’)’l.41;

it z)
Ee= ], 2---k

gerinderte Determinante der characteristischen Function von @& mit
(u‘ °? - -n"’)
Al
so ergiebt sich leicht fiir die ebenso gerénderte Determinante der charac-

teristischen Function von # der Ausdruck

Taan i k=8 k=1 =20
utu -u e W[ o out L g (e
L—o (7.1 o z,:k) et = ) I Uy, (@,1 k=1 gl ) Yy On - g1 7;7:)47

pl p?

1
und der mit A bezeichnete Theil enthialt nur Producte der u), v),; b =1,
9 ...k mit Determinanten die weniger als & Rénder enthalten. Ks sei

nun ¢ — ¢; ein Wurzelfactor, der in den p** Unterdeterminanten der
characteristischen Fnnction von < 2 mal enthalten ist. Dadurch, dass
an Stelle der willkiirlichen Grossen « in den letzten # Formen des obigen
Ausdruckes die gegebenen Coefficienten « eintreten, kann die Multiplicitat
dieses Wurzelfactors in denselben gleich L& werden, wo §>o0. Da
aber alle in A befindlichen Glieder denselben in der Multiplicitat 7;_, ent-
halten, und %i_,>1i ist, so sind die Wurzelfactoren der drei Glieder

(1— o) M(o—0)'*; Mg o)l T (p—p) s

und so lange g, von 1 verschieden ist, muss daher jene Multiplicitat genan
gleich I sein. Ist aber g,= 1, so kann dieselbe gleich [, + 1 oder /,
sein, je nachdem &§>1, oder & =0 ist. Daraus folgt:

T
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Die characteristischen Functionen von # und & haben
dieselben Elementartheiler in Bezug auf alle von ¢— 1 ver-
schiedenen Wurzelfactoren.

Nun habe ich in den Sitzungsberichten der k. bayer. Akademie') den
folgenden Satz bewiesen:

»Bringt in einer £ — 1 fach geridnderten Determinante, deren Elemente
rationale Functionen eines Parameters ¢ sind, die Ersetzung einer Reihe 3
willkiirlicher Grossen » durch gegebene Grissen o keine Aenderung fiir :
den Exponenten [, , des in dieser ¥ — 1 fach gerinderten Determinante
enthaltenen Wurzelfactors hervor, so ist dies auch bei keiner der hoher
gerdnderten Determinanten der Fall“. Bezeichnet man also die betreffen-
den Exponenten fiir die characteristische Function von @ in Bezug auf
die Wurzel ¢ =1 durch
b ha=0
in Bezug auf ¥ durch

/'(.‘7 bt i bpigy by st /'/'
so gilt der Satz:

I =1, 8o istanch 4, =1,

Da nun 4,=1,-+ 1, so ist die Reihe der Exponenten fiur #

lo J. 1, ll ‘+‘ la ZE ”|‘ Lods l;? ‘% 1, Zp—{—x: G Z,,. Z,u»;-l
wobel p irgend eine der Zahlen
SERe e |
sein kann. Das heisst:

Die characteristische Function von F hat auch in Bezug
auf die Wurzel o=1 dieselben Elementartheiler, wie &, mit
Ausnahme eines einzigen, nimlich des Elementartheilers
mit dem Exponenten

b, —1

P p-1 ,,.}

1

der um eine Einheit grosser ist.

1) Ueber einen Satz aus der Theorie der Determinanten, Sitzb. d. math. phys. Classe,
November 1889.




Es kann iibrigens eine Aenderung in der Zahlenreihe der Exponenten
nur an einer Stelle stattfinden, wo zweil aufeinander folgende Elementar-
theiler nicht gleich sind. Ist namlich

l =1 —1

p—1 P p—1>
und ware

AL Zp~1 ek

b, = Lol

Ak == ll’-l'l )
80 1st

[ .

Ry A i

'p gl
he—hn =g el L
was unmoglich ist, da

pt1

e T
sein muss.

Hat umgekehrt die Form ¥ dieselben Elementartheiler
wie & mit Ausnahme eines einzigen von der Form (¢—a), der
einen um eine Einheit héheren Exponenten hat, wie der
correspondirende von @, so ist # der Form & dhnlich, ver-

mehrt um die Form

Yn [a’l Z, + il ——1x-n—1] 74 QX Ype

Denn die Normalformen') von & und # unterscheiden sich, wenn der

L in &, (¢ — ) in F vorkommt, bei geeigneter

Elementartheiler (p— a)'~
Bezeichnung der Variabeln nur um die Glieder
o wn yn + xﬂn.vl .?/,“.
Es ist also
SBTE 2
V FV— W q)W: (Xxw?/n —J[- xn~1y117
wo die Form W von nicht verschwindender Determinante nur von den
in @ vorkommenden Variabeln x,y, - - #,_,¥,_, abhiéngt. Daraus folgt

aber

1) 5 521,




( T/V ‘TL’ 'En) 1’,7*1 117 I/( WY—-] -T‘" Eﬂ) b = (W+ Ew) (a Ly Yn Jf Ly 1 Y ) ( W“l + E,,v),

oder nach einfacher Rechnung
= VN1 T T TAT o oW
(VIW'+E)'F(VIW!+E)=d4ax,y,+ 9. o
-
womit die Behauptung erwiesen ist.
Wendet man diesen Satz auf die vorliegende Frage an, so folgt:
Damit bei ungeradem » nur die Determinante von 7,
nicht aber noch die ersten Unterdeterminanten von 7’sammt-
lich verschwinden, ist nothwendig und hinreichend, dass
die sammtlichen Elementartheiler von
S—+o b”}

von der Gestalt (¢o+ 1) paarweise vorhanden sind, mit Aus-
. it . . Al / a 3 5

nahme eines einzigen von der Form (9—1)% der einen um

eine Einheit héheren Exponenten hat, als der folgende

(()77 1)(171'

§ X.
Losung der Gleichung 7'S - 7' S' =o.

Ich werde in diesemm Paragraphen zeigen, wie die Lésung der
Gleichung

=]

1) ST4S'T' = o,

oder
oS- T St o,

auf das Problem der vertauschbaren Formen zuriickgefithrt werden kann.
Aus 1) folgt durch Elimination von 1"

2) 180 —~48)7 Si=—g.
Setzt man
SIS e X
so wird aus 2)

XX

d. h. jede Form 7T, welche der Gleichung 1) geniigt, wird
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durch die antisymmetrische Form X cogredient in sich

transformirt.

Setzt man
T—S 1Y
so ist nach 2) :
) S(8) ' T =T S(5);

d. h. die Form Y ist mit der antisymmetrischen Form X ver-

wo

tauschbar. Ferner folgt aus 1)

Yﬂ— Sedl (Sl)~'] =10
oder

Y8 Ly g

Demnach wird

4) 2r=8"'Y—Y' S,

Jede Form 7, welche der Gleichung 1) gentigt, ist also
von der Gestalt 4), falls ¥ die Gleichung 3) befriedigt.

Dieser Satz lasst sich in der folgenden Weise umkehren.

Bezeichnet man mit ¥ irgend eine Losung der Gleichung
3), so stellt der Ausdruck 4) alle Losungen der Gleichung
1) vor.

Denn aus 4) folgt

9T8=—=08 "V 5~ T,
2 J‘ISI Fal Yl it ( A'\’[fl )') ‘S'] e 171 Sas (S—l I/"Sf(ASVl)—I) AS']
r e S b
also
T8 4-T"8"=p.

Die Anzahl der linear unabhéngigen Formen 7, welche in dem
Ausdrucke 4) enthalten sind, werde ich im nichsten Paragraphen be-
stimmen.

Man kann auch einen anderen Weg zur Lésung der Gleichung 1)
einschlagen.

Aus der Identitit

(14+00)(ZTS8+T'8)=(T+T"0)(8+0 S') 4 (I" — T'o)(S'—eS)

Abh. d. II. CL d. k. Ak. . Wiss. XVIL Bd. II. Abth. 43
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folgt insbesondere fiir

0=—0g—]

5) T4+THES +SH 4+ T —T)(S8'"—8) =o.

Man kann nun versuchen, die symmetrische Form 7 - 7" sowie die
alternirende Form 7' — 7' fiir sich zu bestimmen. Dies kann zunichst
in dem Falle geschehen, wo §-}.5' nicht Null ist.

Aus der leicht zu beweisenden Identitiat
. S+ 8HY81(8' — 8)= - 8)S~1(§+ 8"
folgt namlich

4 ](Slﬁv‘\) S _}__ '\”/ At AS’ 1 SI)—] ('A‘Sﬂ Lo AS’) ASjﬁl.

Setzt man nun

6) W=_8"'(8—-8)(S+8)'=(E -+ 8)'(S-8)8,
so geniigt die Form W der Gleichung

)
SW4 S8 W=y,

-1

)
denn es ist
W'=—(8")y(8'—8)(S 4+ 8!
nach 6) gleich
— (8" 'S W.
Da ferner
E4LSW=8"—8E+8)Y'+ E
= (8'— S+ 848 L gy

=00 \11 SI)—I
so folgt:
Die Determinante von E-|+ S W ist nicht gleich Null
Aus der Gleichung 5) folgt ferner
I'+T'=—(I'"—1)SW,
und durch Uebergang zu den conjugirten Formen

T =W ST —T)= _WS{IT —1T).

Geniigt also die alternirende Form 7'—7 der Gleichune
g <)

(_1‘1 l)b’ W — ”x'b'(‘lﬂ R0y, )




so ist
(T+1THY=—T"—T)SW.
Schreibt man an Stelle der vorstehenden Gleichung
(T —T)S|WS = WS[(I'—T)8]
so hat man:
Jede der Formen (I'—17)8 ist mit der Form WS ver-
tauschbar.

Und umgekehrt erhidlt man aus jeder Loésung Z der

Gleichung

8) L s =157
eine Losung (I'—7)S, welche der genannten Bedingung
geniigt.

In der That folgt aus 8) fir Z=YS

9) XS = WS ):

und durch Uebergang zu den conjugirten Formen
YIS W= WSt Yl,
oder nach 7)
9% YIS W sk
mithin aus den beiden vorstehenden Gleichungen 9) und 9*%)
(1 S8 WiS(T ——1)
Es ist also auch
10) T T =¥ - F=(8) ' A—E5
und
FLT—=L (g2 28 |5 W,
also endlich
11) OT=[Z8'—(8) ' Z'|(ESHS W)
Hiermit sind alle Lésungen von 1) gefunden, und die Anzahl der
linear unabhiangigen Formen I ist gleich der Anzahl der
linear unabhéngigen Formen von der Gestalt

Z ‘51—1 gy (‘5”) -1 ZI
43%
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wobei Z mit WS vertauschbar ist, da die Determinante von E -8 W,
wie oben gezeigt, nicht verschwindet.

Verschwindet dagegen die Determinante der alternirenden Form
S'— S nicht, so kann in analoger Weise die Bestimmung von 7' auf die
einer symmetrischen Form zuriickgefiihrt werden. Denn aus 5) folgt
alsdann

12%) R e T T (8 T B S 8y
also auch

12) - (T-+ T')(

S8 (8 — S L= (8 S) (S ST T,
Setzt man nun
S (S g (S 8 (LNl
so geniigt die Form ¥V der Gleichung
D0 S'V'+ 8V =o,

und die Determinante von

SV 4+ E=28(58—8)!

1st von Null verschieden. Die Gleichung 12) verwandelt sich also in

13) (- TUS8 V8=V Si(T L T)8].

Aber auch umgekehrt folgt aus jeder Losung X der Gleichung

14) XVS=VS8X E

eine symmetrische Form 7'4- 7", und zwar wird, wenn man ganz wie
vorhin verfahrt

L0 = X8 LNyt X1

also auch nach 12?

15) 2T =[XS7'+(SHY ' X'|(SV + E),
und die Anzahl der linear von einander unabhéngigen Formen
T ist gleich der Anzahl der von einander linear unabhingicen

= o
Formen von der Gestalt

X8+ (8" ' XL

Die Anzahl der linear unabhingigen Formen in den Darstellungen
11) und 15) lasst sich aber leicht angeben.




w
(SV]
ot

Sind namlich

X X

die % von einander linear unabhingigen Formen welche der Gleichung
14) geniigen, so ist
XSV =5 K.,
also auch
(Sl s = 8y Sk &
oder nach 127

(S X1S| VS =TS

( QIN—1 1 Q:
et DA

Die Formen X, haben also die characteristische Kigenschaft:

Ist X, eine Form, welche der Gleichung 14) geniigt, so
geniigt auch

(&) XS

derselben Gleichung; d. h. die letztgenannten Formen sind
lineare Combinationen der X,

Setzt man nun

16) (§) XIS = Z¢, X,,
1
X 00,
so wird
P, = X, 871 4 (89! Xt = oy + (0] X,87;
d. h. zwischen den' Formen P, bestehen so viel lineare Relationen, als
zwischen dem System der Coefficienten
o+ (h), i=1, 2--k
enthalten sind.
Aus 16) folgt aber durch Uebergang zu der conjugirten Form
S'X, 87" = Zey, X,
oder
= Za, (8 X 6,
also nach 16)
17) X, = 2oy 000 X,

i
it |
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Da nun zwischen den Formen X, keine lineare Relation besteht, so
1st diese Gleichung eine Identitat, also
o= (i)
Die Coefficienten ¢,,, als Coefficienten der bilinearen Form
e el
A= Cin Ty Y
aufgefasst, gentigen also der Gleichung
4 =1,

Die characteristische Function von A4 hat also!) p einfache Elementar-
theiler von der Form ¢—1 und % —p einfache Elementartheiler o+ 1.
Mithin giebt es k—p linear von einander unabhiéngige Gréssenreihen

@y, Georops =1, 2.k p
fiir welche

e =0, =1, 2. .}
ist. Es bestehen also auch zwischen den Formen P, nicht mehr als
k—p linear von einander unabhingige Identititen

2oy =0 8=12;-k—p
d. h. die Zahl der linear von einander unabhangigen Formen
1st gleich p?).

14 RS 5

2) In derselben Weise lLisst sich, worauf ich hier noch aufmerksam machen mdochte, auch
das Problem 18sen :

Alle symmetrischen oder alternirenden Formen zu finden, welche durch
eine Substitution U, die eine Form S von nicht verschwindender Determinante
in sich transformirt, in sich selbst iitbergehen.

Ist
1) UlS U= 8,
so sind alle Formen 7T, die gleichfalls durch U in sich ibergehen, nach § I Nr.8 gegeben durch
2) ==K
wenn
3) LA SRRl

Bezeichnet man die vollstindige Losung von 3) durch

P ==
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Analoge Betrachtungen gelten auch fiir den Fall wo die Deter-
minante von (S-+S') nicht verschwindet. In dem Falle, wo beide
Determinanten gleich Null sind, ist eine Reduction auf das Problem der
vertauschbaren Formen auf diesem Wege nicht mebr ausfiihrbar. Aber
auch hier lasst sich die Bestimmung der Formen I+ 7, 7T'—1T ge-
sondert vornehmen.

Setzt man nach 2)

V“~1 (,F‘E*,[”)( V])—l Vl (S_+_ Sl) '[] l\ V—-I (r/‘T BT l’) ( V'.‘/)—-! Vl (Sl Hiehe S’) V — .

so kann man die Substitution V stets so wihlen, dass die symmetrische
Form in E, iibergeht, wo E, nur die n, Variabelnpaare ¥y, - 2, ¥, enthilt.

so ist die zu erfiilllende Bedingung, dass 7' symmetrisch oder alternirend werden soll, ausgedriickt
D L= o o
durch
4) Sa. P —Lor SR o
Setzt man aber in der aus 3) folgenden Gleichung
I)l [T—I St [,’—1 I»l
fiir U—1 den aus 1) folgenden Werth:
SEEES = (Sh) et 8]
ein, so erhdlt man:
SEPLS-L T SE P RSt
d. h. es ist
5) SLprS=t b P
und nach 4)
-:as' Py = _J:Ealp,lx 1)5,
oder wegen der Unabhingigkeit der Formen Ps

6) Gy — 1= O -
Aus 5) folgt aber:
Pl=3pa8" ' P,S.
g |STPTERaY, \J 1 3 O Y 7
== R S PSS B
und hieraus erhilt man
g Shlel e
2By py= (-S,I)-
Die Anzahl der von einander unabhiingigen symmetrisehen und alter-
nirenden Formen, welche hiernach durch die Anzahl der einfachen Elementar-
theiler von der Form (p+1) der characteristischen Function der Form

N A "
o /}17( Zy Yk

bestimmt ist, ist demnach insgesammt stets gleich der der linear unabhingigen
I [= ? DD
mit der gegebenen Substitution U vertauschbaren Formen.
Tch muss mich hier damit begniigen, auf die mannigfache Bedeutung hinzuweisen welche
= f=] ) = (=] ’

diese Betrachtung fiir die Geometrie der quadratischen Formen hat.

S
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Setzt man also
,Vl bﬂ —V s h‘l. I/'_-I 1)( l/l)—] = Ix1
VSV =a YV I(V] =7,
so wird
18) C+OB+E -0 — =0

Hieraus folgt erstens

und dies sind n(n —m,) lineare Gleichungen fiur die 1n(n — 1) Coeffi-
cienten der alternirenden Form # —¢ Aus der Gleichung
= X
Gty et = 9
in welche 18) nun fibergeht, ergeben sich noch nn, lineare Gleichungen
fur die In(n | 1) Coefficienten der symmetrischen Form ¢--¢'.
Eine besonders elegante Losung ergiebt sich so in dem Falle, wo
B, = F ist, d. h. die Determinante von § -} S' nicht Null ist. Setzt man
sl—s = a,
so folgt aus 18)
4+ —to=o,
oder als Bedingung fur (' —1¢)
@ —to=o(t'—1).
Ist umgekehrt X eine Form, welche mit der alternirenden Form o
vertauschbar ist, so ist
—ti=X'—X,
Plt= — (X' X)o,
also

9t =o L (X b X Yol B,

\ |

Es moge nun angenommen werden, dass die ersten Unterdeterminanten
der characteristischen Function von o

o — B = V|8 —8—o(S+8YV

fiir keine Wurzel derselben sammtlich verschwinden, dass also nament-
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lich auch |§'— S| nicht bei geradem », und ohne seine ersten Unter-
determinanten bei ungeradem n verschwindet. Ist nun')

06— Bl=a,+ a,0+ a;¢0°+ - 0,¢"
so besteht zwischen den Potenzen der Form o die Relation

ay0° 4+ @, 6' +a,0° - -a,0" = o,

wihrend die Formen

) .
007 ()_1. g2. . .ﬁn l7

von einander unabhingig sind. Da nun o eine alternirende Form ist,
wird bei geradem n=2p

06— EB|=a,+ a,¢* + a,0* + - - a5,0%;
also

o0 + ay0° 4 - -a,, 0% = 0.

Mithin sind die p =} alternirenden Formen

iR
D Gigasei

) e
g, 0 el

von einander unabhingig.

Ist dagegen n=2p- 1, so wird

| > 1
0o —oBl=a,0+ a4 O 1wl e
. . S0 | >
d. h. es sind nur die p =", alternirenden Formen
0.0, 0t

b
von einander linear unabhingig. Da ferner unter der angegebenen Vor-
aussetzung die einzigen mit o vertauschbaren Formen die linearen Com-
binationen der Potenzen von o sind, so ergiebt sich der folgende Satz:
Wenn die characteristische Function

‘Svi et AS‘ Bk ()(ASY % kSYI)Vi
oder

ASV e+ }u A_”
keine Wurzel besitzt, fir welche ihre sdmmtlichen ersten
Unterdeterminanten verschwinden, und auch fir A= —1

1) Vel B 8511 8
Abh. d. IL CL d. k. Ak. d. Wiss. XVIL Bd. IL. Abth. 44




nicht verschwindet, so ist die Gesammtheit der linear von

einander unabhéngigen Loésungen der Gleichung
TS+T'S'=o

dargestellt durch

1 S ¥ | =3 | ~2p—1
t —t= 0,0+ a,0° 0

— ) =a0 +a0t | - S o’

oder
¢ sefligh, - B ~2p—1 T | iy
— 2t = (00 + ay0 + - Uy 07 ) (B 40)
wobei die Anzahl der p von einander unabhéngigen Para-
meter « gleich der grossten ganzenin » enthaltenen Zahl ist.
Fir zerlegbare Formen kann man die Lésung der Gleichung 1)
nicht unerheblich vereinfachen.
Ist § eine in §,+ 8, -+ 8, zerlegbare Form; und sind S, und Sg
irgend zwei Bestandtheile derselben, so folgt aus
ST+ 8'T'—=o
nach Multiplication mit £, und By
A i e

k‘{,( 1 AL ;\ly,( g o,

R P e 1 g T

b/; /4 7 17 A,S(; JA 0
oder, wenn

B Ll = ty; BT Eg=—{.;

BT o LK o Ja ety % 5 50T w10, o=

L/r; fi L/; == [.‘"’7 ]/({ 1 ]’1/; __f‘,f;“,
gesetzt wird, und

) b

2 2
ap 3 /‘)’f/,

die conjugirten Formen von t., 3, sind:

y 11 41
19) Sala +NSale =0,
A | 1 P 6 (G
Spls b/,); I‘,P, == 0

o 1 SR
bu t‘u/‘f —}“ ba i’,’ﬁ'u = 0,

Syt g

Pa | Bag 0.

Aus den beiden ersten Gleichungen 19) ergeben sich die Coefficienten
der beiden Formen ¢,, tg. Aus den beiden letzten aber folgt durch
Uebergang zu den conjugirten Formen




s —1 1 R EQ=—T
30) “"—fuﬂ S Sa o t/'})r/. = t/)'ll bp’ "Slg )

\ 1 el @l g 1 Ql Q-1
21) t/‘)’a SEE b/‘)’ s taﬂ T brf. ba :

Hieraus geht hervor:
Haben die beiden characteristischen Functionen
1 Qi | Q1 e
S i U] ba‘, 1;5'/,5. —_ Q'Sﬂ
keinen gemeinsamen Theiler, so ist
lal — ié/«g = L‘[;“ — t;fr,_ s=ia
d. h. es ist dann die Form 7T in derselben Weise zerlegbar.
Haben dagegen jene Functionen einen gemeinsamen Theiler, so existirt
eine von Null verschiedene Form tg, welche die Gleichung 20)
y—1 Q1 LR 1l Og—1
ba Se tﬂa oo t/;’a /»;/5/;

befriedigt. Bezeichnet man den gemeinsamen Werth der beiden Seiten
dieser Gleichung mit
—"fa/)’a
so ist auch
1 1 y 1y\—1 YyIN—1 Q #1
—d =8 8 (S =(8p "' Sty

i ppa’
oder
S e ) 1 Q-1 g1 g-141
tﬂ(l o tu/}’ ba ke ‘5/’1 tu//

d h. es ist auch die Gleichung 21) erfillt. Zugleich wird
Ll(t *} t/’)’ J’ tu./)' ‘1‘._ f/l)'a
derjenige Bestandtheil von 7 welcher zu den beiden Bestandtheilen Sq, Sp

von S gehort, denn nach den vorstehenden Gleichungen sind auch die
beiden letzten Gleichungen 19) befriedigt.

Setzt man aber, um 20) zu losen,
) Ny ‘ﬂ
So == Cigieq Vi Yra
7'/[ b ? o e
‘Sp S ‘—alﬁ/u‘/)’ 'L‘z’/)‘y/r/)’ﬁ
SN =
fﬂo: S tl'ah-‘/-; ‘Lz'a Z/kﬂ )

wobei die Indices anzeigen, dass nur die in den entsprechenden Formen
44*
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Su, Sp vorkommenden Variabeln vorhanden sind, so besteht fiir die («3)

Coefficienten ¢, ,, das System von («[3) Gleichungen
0T £

9 > e =
e 1) o tk(/.‘”/:)’ (”/:,,],,1 (["711/5'.?/.'3 (,la/.'a ”s/‘}m(/»;\) =

Setzt man

a — 7 Fr=mily 7 2
“kalo C"’m/{s/g al,,_::”' “5#:/1/; gL ZI:,yn/L ](’-SP’ )

so folgt bei gleichzeitiger Vertauschung von I, und #%,, Sg

und mg
""f(/.“‘//’, lasp S ?-7‘(.(“"/]. kgmp

Die Determinante des Systems der Coefficienten in den Gleichungen
21) 1st daher eine schiefe, und ihr Verschwinden mit der oben ange-
gebenen Bedingung eines gemeinsamen Theilers dquivalent. Und so hat
man den Satz:

Die Anzahl der Parameter, durch welche die Form Se 1S9
in sich nicht singulér transformirt wird, ist um eine gerade
resp. ungerade Zahl grosser, als die Zahl der Parameter,
durch welche S, und S; in sich transformirt werden, je nach-
dem das Product der Ordnungen von §,, Sy gerade oder un-
gerade 1st.

Nach Herrn Kronecker') kann jede bilineare Form von nicht ver-
schwindender Determinante durch congruente Substitution in ein Aggregat
elementarer Formen von der Gestalt

B e By
verwandelt werden, wo
E =z, 4+ Ys + -+ Top_2You
= ec(@iyy—+ Ty -z Yslils)
O\l Yo T Zalh 2n—1 Yon—2)s
und ¢® nicht gleich Eins;
» ~ r o ’ 1 g v fittee ot
Ey =2y, + vy + 2y — 209, Lo Ys L3 Yo —+ Ty Yy — T, Y3
= e Tt Tou it Youss

und » eine gerade Zahl 2p;




B = — iy + Yo — %1 Y — Tl — Lo s Xyl — X3 Yy — T4 Y3

| -
St sl oo, o Dol 1 Yonoo

und # eine ungerade Zahl 2p-1;
spitie B i - T
E°=c'myo+ Yo — By + T Yy 1 1 Y2 + T3 Yy — TaY3
+ s, Yn—1 + ("— ]'>“ Lyt Y

zu setzen 1ist.

Die Determinante von E--g¢E' enthilt nur die Elementartheiler
(c+g), (1 +¢c); die von E, -+ ¢ By nur die Elementartheiler (1 - 0)%,
(1 + ¢)?; die von E°-4-oE® nur die Elementartheiler (9—1)7+!, (o—1)**';
die Determinante von FE —r—()EO' enthalt endlich bei gera.dem n nur den
elementaren Theiler (1 -4 )", wahrend derselbe bei ungeradem n gleich
(1—o)™! ist.

Fir Formen von der einfachen Gestalt der elementaren Formen

E E, E° E° welche im ganzen
o9n, 4p, 2(2p—+1), n+1

Variabelnpaare enthalten, lisst sich leicht die Anzahl der homogenen
willkiirlichen linearen Parameter bestimmen, welche in den Ldsungen
der Gleichung
ST+ 8'1T"=o0
auftreten. Die betreffenden Resultate mogen hier kurz angefithrt werden.
1) Ist
Ll oy
Beta g g b
+ (@ yo+ T+ - )

and N die Zahl der Variabelnpaare in S, so hat man in T 1N resp.
1(N+1) Parameter, je nachdem N gerade oder ungerade ist. Die

nicht singuliren Substitutionen fir E sind daher — wie im
allgemeinen Falle — von n Parametern abhéngig.
2) Ist

S =y, +2 ¥+ T Y+ T Y+ -
—+ & Yy — T2 Y, . 3537/3’__7'47/'3_,[‘
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und versteht man unter N dieselbe Zahl wie bei 1), so enthalt die
Form 7' far
N—4p 2@p+1) 2pt 1
lm ganzen
4p, 4p+1, p+1

willkiirliche Parameter. Die nicht singuldren Substitutionen fir
E, sind also von 4p Parametern abhangig.

3) Ist

S=—uy+ 019 — (1Y +2,4,) — 2,95+ Ly Yy — (T Y~ T4 ys) - -

so betridgt die Zahl der Parameter in 7'

dp, 4p+3, p+1
je nachdem

N=4dp, 22p4+1), 2p-4+1
ist. Die nicht singuldren Substitutionen fiir E° sind daher
von 4p-+3 Parametern abhangig
4) Ist endlich

8 = ¢+ (@ o — 1 70+ (@ ys + 8, 92)

48

Yo — Lolfs) ('r4 Yst+ Ly )+

so erhialt man fir 7, ganz wie im allgemeinen Falle L N resp. L1(N—1)
Parameter, und daher sind auch die nicht singularen Substi-
tutionen fir E° nicht durch eine grossere Mannigfaltigkeit
ausgezeichnet.

Es hat hiernach keine Schwierigkeit, die Zahl der Parameter zu
bestimmen, durch welche eine bereits auf elementare Formen reducirte
Form in sich transformirt wird'). Indessen beruht diese Reduction durch
congruente Transformationen selbst auf Operationen®), die bisher auf
rationale noch nicht zuriickgefithrt sind.

1) Vgl. insbesondere auch die Bemerkungen auf Seite 840 —342,

2) Vgl. die mit K. bezeichnete Arbeit des Herrn Kronecker, sowie C. Jordan, Sur les
transformations d'une forme quadratique en elie méme, Journal de Mathématiques, Année 1888,
S. 849,
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§ XL
Irreducibilitit des Systemes der eigentlichen Transformationen.
Durch die vorstehenden Untersuchungen konnen alle Substitutionen
U gefunden werden, fiir die wenigstens eine der beiden Determinanten
\U+ E| oder |U— E| von Null verschieden ist.
Wenn dagegen die characteristische Function
A= U—¢E

von U unter der Voraussetzung einer eigentlichen Substitution sowohl

fir p= -1 als auch far o= —1 verschwindet, so muss 4 (g) von einer
geraden Ordnung m filr ¢ = —1 verschwinden. Sei ferner 4 (¢) = 4,(¢) 45(0),
wo A, (¢) das Product der Elementartheiler, die fiir ¢ = —1 verschwinden,

und U, eine Form der Variabeln z,y,, - - n ¥, welche dieselben Elemen-
tartheiler hat, wie 4,(¢) und ebenso U, eine aus den Variabeln z,,.,,
Ymp1 - - LY, gebildete Form mit den Elementartheilern von 4,(¢). Dann
ist die Form
U,=U,+U;
der Form U &hnlich, also
GgUua'=U,=U & U,
und
LSS =8,
Hieraus folgt
G UGGE)'8GTIGUGT = () 5
also, wenn
(@R tag,
gesetzt wird
(G U6 8,8 UG =5
oder
/680 Up = S,
Hieraus folgt aber'), dass §, ebenso in zwei Formen S, + S, zerleg-
bar ist, wie die Form U, in U, 4 U,.

1) Vel. § 11, S. 250.
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Daher wird
St 8 S,
badslca b,

Nun verschwindet die Form .7,(¢) nur fir ¢ = — 1, also ist die
Determinante von E, — U, nicht Null, und ebenso ist die Determinante
von K, U, von Null verschieden, da 4,(¢) den Theiler ¢ = —1 nicht

enthélt. KEs werde nun angenommen, dass eine Form H, der m Variabeln-
paare z,y,, - - x,,%,, vorhanden sei, deren Determinante nicht ver-
schwindet, und der Gleichung

1) [_[] ASYJ 7{" l[:b'i =i )
geniigt, und es sei ferner
P, E = {’v F O N—1
2) T =5— (5D
E, —U,

also auch

3) (AR

4) Lo NLSEL T

Setzt man ferner

5) T, =G [(T,42nH)"'+ 13]G,

wo h einen willkiirlichen Parameter bedeutet, so ist wegen
S =G(5+58,)6,
S'=G (S + 8y G,
e TR e e G (0 B Rl (ol e
L =G 4 S0 (S F S NG (T 42k H)"'"+ 1T ¢
= GM(SI+-S) (T2 1 H) (S +8)] 6+ G (S!4-8)(Sr'+-85) T, &
=G S+, 8+ 2rH S)' G+ @SS T,G.
Mittelst der Gleichungen 1), 3), 4) wird hieraus mit Bezug auf 5)
S8 T, =Q'[(T\8, +2hH S)(S)']'G—F TG
= G I L SR HY TG = — T,
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Demnach geniigt die Form 7), der Gleichung

6) Bl L SIS

und der Parameter » kann dabei jeden Werth oberhalb einer
gewissen Grenze annehmen, da die Determinante von H, nicht
Naull ist,

Es ist ferner nach b)
(T, + 2% H + 87 (@)~ (S + 1)
= (T, + 2k H 4+ SN[, + S+ (1) +2r H) '+ T3] G,
—[(1,+2rH)S, + E, + E, 4 85 15] G,
= 2[(E,—U)"'+(E+U,)" +rHS]G;
und ebenso
(T, 4 2 W H, 4 S7) (@) (S — T) = [(T; + 2 h H) S, — B + B, — 87 T,)] 6,
| = 2[U, (B, — U) '+ Uy(E,+ U,)~' + 1 H S,] G
Aus diesen beiden Gleichungen folgt
S+ Ty (S—1)=G"'[(B,— U)7 4 hH S+ B R U 7 2%
OB, —=U)Y ‘5B 8 +U(8 + UGG
Die Determinante der Potenz mit dem Exponenten —1 wird hier
auch fiir A — o nicht unbestimmt, da die Formen E,— U, und E,+ U,

kein Variabelnpaar gemeinsam haben und ihre Determinanten nicht ver-
schwinden. Demnach wird

lin[(S+ L)' S+ T =6"'U+T)e =17,
=1
denn es ist
(B — Uy '+ (B,+ Uy ] = (E— Ui + ).
Das heisst:
Unter der angegebenen Voraussetzung lasst sich die
Transformation U mit Hiillfe eines Grenzprocesses aus der

vollstindigen Lésung der linearen Gleichung 6)
Abh. d.TL. C1. d. k. Ak. d. Wiss. XVIL Bd. IL Abth, 45




T'=—88"'T
herleiten, indem man die willkiirlichen Parameter als Func-
tionen einer Variabeln % auffasst.

Es berubt aber die vorstehende Betrachtung auf der Moglichkeit,
eine Form H, von nicht verschwindender Determinante zu finden, welche
der Gleichung 1) geniigt, und hierzu ist nothwendig und hinreichend?),
dass die Elementartheiler der characteristischen Function

Q i J1

Oy 0 ‘51!
von der Form (¢ — 1)2, (¢+ 1) nur paarweise auftreten. Die Elementar-
theiler von [S+ ¢8' sind aber zusammengenommen gleich denen von

lS’l F Q)ASYI]‘ und @‘)’BT“()ASQ.
Diese Bedingung ist zunichst erfillt, wenn die Determinante

LS"T b;l ’
was bel geradem n stattfinden kann, tuberhaupt nicht verschwindet. Ist
dagegen » eine ungerade Zahl, und hat die Function

bv'i‘ €)AS”‘
nur die einfache Wurzel 9= —1, wahrend |[S+ 8! nicht Null ist, so
kann die zu einer geraden Zahl von Variabeln m gehorige Function

S, o8
nicht filr ¢ = —1 verschwinden, da sie in diesem Falle mindestens den
Theiler (¢9+ 1)° haben miisste, fiir den iiberdies alle ersten Unterdeter-
minanten noch Null werden.

Man hat also den folgenden Satz:

Die sammtlichen Substitutionen, durch welche eine all-
gemeine bilineare Form § von nicht verschwindender Deter-

minante eigentlich in sich transformirt wird, bilden ein
irreducibeles System.

Durch eine andere Specialisirung ergeben sich auch die beiden
wichtigen von Herrn Frobenius bewiesenen Sitze iiber den irreducibelen

1) Vgl. § IX.
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Character derjenigen eigentlichen Transformationen, welche eine symme-
trische resp. alternirende Form von nicht verschwindender Determinante
in sich transformiren, dessen darauf beziiglicher Untersuchung') die vor-
stehende nachgebildet ist.

XL

Ueber die Anzahl der Parameter, von denen die Coefficienten der Transformation
in sich selbst abhiingen,

Da jede Form ihrer conjugirten ahnlich ist?), so besteht die Gleichung
1) SPS = F
Ist umgekehrt S eine gegebene Form von nicht verschwindender
Determinante, und ist p eine Form, welche der Gleichung 1) geniigt, so
existirt auch immer eine Form P von nicht verschwindender Determinante,
welche dieselbe befriedigt. Denn fiir
P=p—okE
wird
ol Qe D
S5 =

und umgekehrt kann man aus den Losungen P von nicht verschwindender
Determinante jede Speciallosung herleiten. Die Aufgabe, bei gegebenem
S alle Formen P zu finden, welche der Gleichung 1) gentigen,
reducirt sich also auf die Bestimmung aller Formen dieser Art, deren
Determinante von Null verschieden ist.

Da aus 1) folgt
PS'+oSP = P(S' +¢8),
so sind die Schaaren conjugirter Formen
PS'+oSP und S'+ 98

aquivalent, also auch congruent. Mithin existirt eine Substitution W, fir
welche

1) F. 8. 44 ff.
2 s 2]
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P dreS P ="W'(8'F ¢ S)yw
wird, und es ist
PS— WLShy

Die Gleichung 1) geht demzufolge iiber in

2) (S 18 W = W(S')'8,
und zugleich wird
3) PV SR WS

Demnach ist die Form W mit der antisymmetrischen Form
(8')7'8 vertauschbar. Und umgekehrt sind in der Gleichung
3) alle Lésungen der Gleichung 1) von nicht verschwindender
Determinante enthalten, sobald W der Gleichung 2) geniigt.

Denn aus

=" 8 Wiy
oder
el 0
folgt
SP =W SW=WES§W(ES)'§=PS.

Es selen nun

])17 });’ £y j)]l:

die (0 von einander linear unabhiingigen Losungen der Gleichung 1),
deren Anzahl durch eine Untersuchung der Determinante des Systems der
linearen Gleichungen 1) bestimmt werden kann; ferner

w, W,. . W

m)

die m von einander linear unabhingigen Lésungen der Gleichung 2), also

die allgemeine Losung von 2). Dann wird
‘[) FV} S” e~ _\:/j’[/ ,})k (» I"V} Sl W _{_ I»V/I SJ VV,)
m
unter der Voraussetzung, dass bei gleichen Indices ¢ und % der Term in
der Klammer nur einmal hinzuschreiben ist.

Setzt man
= [’Vl_l ol T/V,v;(‘s])_l:




so wird
Qu S= W18 W,(S')'S = S(S~ WiS W),
also
Qi?x'S = ‘S' Q}Etf’
Die Form
Ry = Qu+ Qu = (W.S' W, + W8 W)(8)
geniigt also der Gleichung
Ib,b'-—bl Ve 5
mithin wieder der Gleichung 1).
Es ist daher

B e miaD

2l
2

wo die 7, =r,, numerische Coefficienten sind, und aus der Gleichung 4)

folgt nunmehr die Ident itat

6) “"“ Pb_ )/)/‘.7£]SPS7

12 wom

aus welcher wegen der Unabhiangigkeit der P, folgt

2 B SR -

h) as——"’lie’f“/nrtkw
m

e e

In diesen Gleichungen muss jede der Grossen 3, wirklich enthalten
sein. Denn da in der Form
TQyil 7
Ww.S' W,
die Determinanten von W, und S nicht verschwinden, so kann dieselbe
nicht Null sein, und daher enthilt der Ausdruck W!'S' W selbst den Term

B WS W,

der sich gegen keinen anderen aufheben kann. Dagegen koénnen die
rechten Seiten der Gleichungen 6) etwa nur m,<<m von einander unab-
hangige Functionen der 3, enthalten, welche durch

By BB

my

bezeichnet sein mogen.
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Do

Sind nun umgekehrt die Grossen ¢, d. h. ist die Form P willkiirlich
als Losung von 1) gegeben, so ist
PS'— W! S'W:

)

d. h. es giebt dann stets Auflosungen der Gleichungen 6), diese sind
also von einander unabhingig. Von den Grossen B sind daher
D

I

m, — w willkiirlich. Und da aus den Gréssen B nur m, Parameter
bestimmt werden konnen, so folgt, dass bei gegebenen Werthen
der o« die Groéssen # noch

ne—— o
willkiirliche Parameter enthalten miissen.

Diese Zahl ist aber, wie leicht zu sehen, gleich der Anzahl der
Parameter, die in denjenigen Substitutionen enthalten sind, welche S in
sich selbst transformiren.

[st namlich U eine Substitution, die S in sich transformirt, so ist

gt g
also auch

(8 SU=U(SY'S.

Bezeichnet man mit W, irgend eine willkiirlich gedachte Losung
dieser Gleichung 2), deren Determinante nicht Null ist, ferner mit

W, W,-- W

M 7

die Gesammtheit der von einander linear unabhingigen, so ist

I,Jv::(_\j/;ﬁ)‘, W\,} ¥ 7,,7].

8
Setzt man
WiS'W, — PS§\,
so kann P als eine vollig willkiarliche Loésung der Gleichung 1) ange-
sehen werden, so dass also die Coefficienten o in der Gleichung

20 ]

M

selbst willkiirlich sind. Zugleich wird aber
P=WIL'S T W (SH
= (=B, W) 8 (=3 W4)(8);
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man erhilt also vermoge der auf S. 351 ausgefithrten Betrachtung wieder
zur Bestimmung der (3 die Gleichungen 6), wie zu zeigen war.

Man erhalt also folgenden Satz:

Die Anzahl der willkirlichen Parameter, durch welche
eine Form S von nicht verschwindender Determinante in
sich cogredient transformirt wird, ist gleich

m— u
wo m die Anzahl der linear von einander unabhédngigen mit
(SH)~'S vertauschbaren Formen, u die Zahl der von einander
linear unabhangigen Formen P ist, die der Gleichung 1)
geniigen.

Sei, um diese Theorie auf ein Beispiel anzuwenden, S eine symme-
trische Form. Dann ist (S))"'S= E, also m=n". Dagegen ist die Zahl
der von einander linear unabhingigen Formen, welche der Gleichung 1)

S F Iy

geniigen gleich 1#(n - 1), da hierzu nur erforderlich ist, dass PS eine
symmetrische Form ist, also w={n(n- 1) Mithin betragt die Zahl

der Parameter /3

W —inm—+1)=34nmn—1)

Ist dagegen S alternirend, so findet man auf demselben Wege
m=n> und fiir die alternirende Form

§P'=P8=—(SPY,

u=Ltn{n— 1), also
m—u=2in(m-+ 1)
Man kann nun endlich leicht zeigen, dass die Zahl m — w gleich der

Anzahl der willkiirlichen Parameter ist, welche in den nicht singuldren

Substitutionen auftreten, die vermoge der Gleichung
7) ST+ 8T =o

bestimmt werden.




Bezeichnet man mit

PR

die von einander linear unabhingigen Losungen der Gleichung 7), so ist i

m__ o~ .
l———A_'./ L"li'7

X

und zugleich nach § X, 4)

T=2o(8 'W — W5,

sowie
BV st s B T
also
8) Bo= 0,3,

m

Da die Grossen (3 von einander unabhiingig sind, so koénnen nicht

alle ¢ reihigen Determinanten der Matrix

| By Bas B im
] o i~
Il P2y FPag P om
[
‘: 1""1‘1 P)L‘;) 43y A"’)Q"'
verschwinden. Den Gleichungen
U) ‘E‘Uﬂ /_me s L ]7 g 9,
m

geniigen daher m — ¢ von einander linear unabhingige Systeme der
Grossen o, Bezeichnet man diese durch

1 :
o, oy - O

2 9 3
(o' 55 SRRl
am—@ gm—¢ . .. om-8

1 2 m

so verschwinden auch die m — ¢ reihigen Determinanten der Matrix aus
k
.

den of nicht sammtlich. Es sind demnach die Formen

@i W g o W= Z,
al ”'1 S a Wi = Z‘z'

- SN 1) r -
(tﬂl! = ”’1 + e (ij: S m = Ly —p,
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linear von einander unabhingig, welche zufolge der Gleichungen 9) die
Gleichung
S'Z—Z'S =0
oder die Gleichung 1) befriedigen. Die Anzahl dieser Formen ist aber
gleich w. Demnach ist
W=m-—0," 0—=m 1L,

Hieraus folgt der Satz:

Die nicht singulidren Substitutionen, welche eine Form
S in sich transformiren, enthalten ebenso viele willkiirliche
Parameter, wie die allgemeinste Substitution dieser Art
ttberhaupt.

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. II. Abth. 46




356

e o

/e

up R

ur UR up

un uR

L uUp

I.

thhalt

Einleitung

Die Higenschaften der cogredienten Transformationen einer bilinearen Form in

gich selbst

Die reelle Transformation reeller Formen

Bestimmung der Transformationscoefficienten mit Hiilfe einer Gleichung n. Grades

Transformation von Formen mit verschwindender Determinante
Symmetrische und alternirende Transformation einer bilinearen Form in sich
Rationale Losung des Transformationsproblems
Die Gleichung ST+ 11Sl=0

Fortsetzung . e . : :

Losung der Gleichung 7'S+ 7T181=9

[rreducibilitiit des Systemes der eigentlichen Transformationen

Ueber die Anzahl der Parameter, von denen die Coefficienten der Transformation

in sich selbst abhingen ;




