Untersuchungen iiber p-reihige Charakteristiken,

die aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet sind,

und die Additionstheoreme der zugehorigen

Thetafunktionen.

Von

A. von Braunmiihl.

Abh. d. IL. CL d. k. Ak. d. Wiss. XVI. Bd. II. Abth. - 43
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Einleitung.

Die folgende Abhandlung zerfillt in zwei Abschnitte. Der erste be-
handelt die Theorie der Systeme von Charakteristiken, deren Zahlen sich
nach dem Modul 3 unterscheiden (Drittelcharakteristiken), und kann so-
mit als eine Weiterfilhrung der Arbeiten der Herren Noether!) und
Frobenius? gelten, insoferne dieselben eine vollstindige Behandlung
der Charakteristikensysteme fiir den Modul 2 (Halbercharakteristiken)
gegeben haben.

Die samtlichen Charakteristiken werden durch eine Operationsgruppe
von 3°? Additionen entstanden gedacht, und diese Gruppe gibt, verbunden
mit der Gruppe der unimodularen linearen Transformationen eine Gesamt-
gruppe von Operationen, welche die samtlichen Charakteristiken ungeéindert
lassen. Diese Gesamtgruppe besitzt dann, nach einer mir von Herrn
F. Klein gemachten Mitteilung zwei isomorphe Untergruppen, denen
sich @hnlich wie bei den Halbercharakteristiken eine doppelte Einteilung
der Charakteristiken in eigentliche und Gruppen-Charakteristiken an die
Seite stellt (§ 1 und 2).

Die Gruppe von 3°? Additionen besitzt eine Reihe von Untergruppen
vom Grade 3% (§ 3), welche sofort Charakteristikensysteme liefern, deren
wichtigste beziiglich aus 3 und 3 Charakteristiken bestehen (§ 5). Letztere

1) M. Noether: Zur Theorie der Thetafunktionen von beliebig vielen Argumenten. Mathe-
matische Annalen, Bd. 16.

2) G. Frobenius: Ueber das Additionstheorem der Thetafunktionen mehrerer Variabeln.
Journal fiir Mathematik, Bd. 89, und: Ueber Gruppen von Thetacharakteristiken. Dasselbe, Bd. 96.
Fiir den Fall p =1 hat Herr A. Krazer im 22. Band der Mathematischen Annalen die Relationen
der diesen Charakteristiken zugehorigen Thetafunktionen eingehend behandelt.
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zerfallen in zwei getrennte Klassen von Systemen: solche, welche den so-
genannten Goepel'schen Systemen bei Halbercharakteristiken vollig
analog sind, und solche, wie sie fir den einfachsten Fall p = 2 bereits
von Clebsch und Jordan bei Gelegenheit des Dreiteilungsproblemes der
hyperelliptischen Funktionen verwendet wurden (§ 6). An die Gruppe
der linearen Transformationen schliessen sich Systeme von 2 p - 2 Charak-
teristiken an, welche ich analog der Bezeichnung bei Halbercharakteris-
tiken Fundamentalsysteme nenne. Jeder der 32P gleichberechtigten
Untergruppen linearer Transformationen gehort ein gewisser Complex
solcher Fundamentalsysteme zu, deren Bildung und Anzahl in § 7 ge-
geben werden.

Der zweite Abschnitt behandelt die Verwendung der gefundenen
Systeme zur Bildung zweier Additionstheoreme jener Thetafunktionen,
deren Argumente sich durch Periodendrittel unterscheiden. Sowol die
Goepel’schen Systeme (§ 9) als auch die Fundamentalsysteme (§ 12) liefern
je eine umfassende Additionsformel. Die erstere der beiden habe ich
bereits im Juni vorigen Jahres mitgeteilt.!) Aus diesen beiden Additions-
formeln leite ich dann in den §§ 10 und 11, resp. 13 und 14 eine Reihe
von speziellen Formeln und Thetarelationen ab, ohne jedoch bei der Fiille
der sich darbietenden Beziehungen eine umfassende Theorie dieser For-
meln geben zu wollen.

I. Abschnitt.

£

Bezeichnung der Charakteristiken. Fundamentalsiitze.

Der Zahlencomplex

(o) = (al, B ap)

’ ’ ’
[N e e

bestehend aus 2 p Zahlen heisst eine p-reihige Charakteristik oder eine
Charakteristik vom Geschlechte p.

1) Sitzungsberichte der physikalisch-medicinischen Societiit zu Erlangen. 1886. Vergl.
ibrigens die Anmerkung § 9.
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Legt man den o nur die Werte des vollstindigen Restsystemes
mod. 3 bei, so reprisentirt die obige Form 3°? verschiedene Charakter-
istiken.

Man kann die Charakteristiken in drei Arten unterscheiden, solche
deren Zahlen der Congruenz

R P e R ap/ =0 mod. 3,

geniigen, solche, fiir welche der Wert dieser Congruenz - 1 und end-
lich solche, fiir die er — 1 ist. Von der ersten Gattung gibt es

S ee=igRinl (30U
von den beiden anderen Gattungen je
Ro—R =30 13 1)

Beweis. Fiir p = 1 ist der Satz richtig, denn die Charakteristiken erster

o GO0y (D

die zweiter und dritter Art beziiglich:

() (@) slhoden)
Wir nehmen also die Richtigkeit des Satzes fir p —1 an und

zeigen, dass er dann auch far p gilt.
Es ist
_ op—2 — 1
Sp—-l Ca ap (3}1 + 2)7

Rb—l + B‘p’-—! =2 31)—9(3})_] % 1)
Alle Charakteristiken zweiter Art erhilt man, indem man die R,_,
(p — 1) reihigen Charakteristiken mit

g 0 | g 1
ME T a R S T s (a)

die R,_, (p—1) reihigen Charakteristiken dritter Art mit
—1
Moo D
und endlich die S,_; (p— 1) reihigen Charakteristiken erster Art mit
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zu p-reihigen Charakteristiken ergénzt. Somit muss

oy P 2R FOST O
sein; desgleichen hat die Gleichung

bR, .-} 2R - 28 =R’
stattzufinden.

Endlich ergeben sich alle S, p-reihigen Charakteristiken, wenn man
alle S, , (p — 1) reihigen mitt den unter (a), alle R,_, (p—1) reihigen
mit den unter (b) und alle R,/_, (p— 1) reihigen Charakteristiken mit
den unter (c) aufgefithrten Formen zu p-reihigen erginzt, somit muss sein:

58, L2 LoR" i g
Die Rechnung bestitigt diese 3 Identitaten.
Zwei Charakteristiken (a) und (/) heissen mod. 3 congruent, wenn

Ry = ivn /
Ct] =M1 UE == D5 ...O(p :_—;‘))p ] = -

ki S g mod. 3
0, =P, a, ——= Mgy« 0 ’_—.:_p)P

ist.

Die Summe der Charakteristiken (¢) und () ist:

() 4 (B)= (all —r— “?l,’ a,._,_/ A— ‘tf_')/. o cz,,’ —+ :/')’p,n)
@ 8,0 8, 0 43,
und sei kurz mit (« 3) bezeichnet.
Daraus folgt:
o U Gaoee o 0

2(0) =2 o) = («?) = ( : ; ",) — — (¢) mod. 3.

el R e S
Darnach ist

() — (B) = (& [3%).

Hieraus folgt, dass sich die 3" — 1 Charakteristiken, die ausser der
Charakteristik (o), deren samtliche Elemente Null sind, existiren, in zwei
Hilften teilen, deren einzelne Charakteristiken derart paarweise zusammen-

gehoren, dass die Glieder eines Paares sich nur durch das Zeichen unter-
scheiden, z. B.

(¢) und (e?).
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Fasst man zwei solche Charakteristiken in ein Zeichen zZusammen,
indem man schreibt:

s

[e] = [«7],
so hat man einen speciellen Fall von dem, was Herr Noether eine Gruppen-
charakteristik nennt. Zeichnet man hingegen eine andere beliebige der
3" gleichberechtigten Charakteristiken, etwa («) aus, so gruppiren sich
in Bezug auf sie, wie Herr Noether in einer Anmerkung zu meiner Ein-

gangs zitirten Note angab, die {ibrigen Charakteristiken zu Paaren.
Gentigen namlich drei Charakteristiken der Relation

() +B)+ () =(«By)=o0 mod. 3,

so haben (3) und (y) zu («) dieselbe Beziehung. Fiir diese Beziehung
fahrt Herr Noether das Zeichen ein

le — 8] = [« %,
das dann eine Gruppencharakteristik heisst. Dann ist

[ 3%] = [& 7],
und aus der obigen Relation folgt (y) = (a2 32%), so dass

[« f%] = [ o?]

wird. Setzt man hier (3) = (0), so geht diese Bezeichnung, wie es sein
muss, in die unsrige iiber.
Aus diesen Erlauterungen folgt, dass es

g

[5)

Gruppencharakteristiken gibt.

Im Gegensatze zu den Gruppencharakteristiken seien die iibrigen
eigentliche oder schlechthin Charakteristiken genannt.

Es werden diesen Bezeichnungen der Charakteristiken noch einige
Abkiirzungen angefiigt, die wir im Folgenden bestiandig gebrauchen.

Es bedeute
(1) |el=0e¢ +ao) ...+ o a,

@) elf=af—e&' Bi+tafs —a Brt... .+ “p ﬁpl"‘—ap, B
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und es werde auch in diesen Symbolen statt ¢ + 3 =« und fur o—/3
o 32 gesetzt, dann erhalt man folgende Relationen:

(3) |e|=|e’|=|—«|; (4) ale?=c?|a=0

(5) el f=—pBla=p|e; (6) o? f=a|f2

Ein System von eigentlichen Charakteristiken mag unabhingig

(mod. 3.)

‘L

heissen, wenn nicht die Summe irgend einer Anzahl derselben mit Null
nach dem Modul 3 congruent ist, und wesentlich unabhédngig, wenn
nicht die Summe von irgend 3 r derselben congruent mit Null mod. 3
ist; dann ergeben sich drei fiir das Ilolgende ausserst wichtige Satze:

(I) Die Combinationen (Summen von irgend einer Anzahl von
Charakteristiken) von 2 unabhéngigen Charakteristiken sind 3%
verschiedene Charakteristiken.

(Il) Die wesentlichen Combinationen (Summen von irgend
einer mit 1 mod. 3 congruenten Anzahl) von 4 wesentlich unab-
hingigen Charakteristiken liefern 34~' Charakteristiken.

(IIL) Es gibt unter den 3°® Charakteristiken héchstens
2p unabhangige und 2p + 1 wesentlich unabhéngige.

Die Richtigkeit dieser Sitze erkennt man unmittelbar; denn jede
Combination der i Charakteristiken

(1), (w2), (ug)y - - - . (w2)

Hitpt die Form (uT, u) . ., u3) a0, wo m, n....e-die Zahlen 0, 1, 2
bedeuten. Die 3% Variationen mit Wiederholung derselben geben also die
3% Charakteristiken des Satzes (I). Unter ihnen befinden sich aber 3471
welche von allen Combinationen gebildet sind, deren Anzahl gleich 3 r
ist, wihrend die tibrigen zu gleichen Teilen aus den Combinationen der
Anzahl 3r -+ 1 und 3r — 1 entstehen, was Satz (II) aussagt. (IlI) ist
eine unmittelbare Folge aus (I) und (II).

§::2.
Operationsgruppen.

Die 32 Charakteristiken konnen durch eine Operationsgruppe von
32 Additionen entstanden gedacht werden, indem die Summe je zweier
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p-reihiger Charakteristiken wieder eine solche gibt. Die Charakteristik
(o) vertritt dann die Identitit.

Durch Anwendung der Operationen dieser Gruppe bleibt dann das
System der 3°? Charakteristiken ungeindert. Es bleibt aber auch unge-
dndert durch die Gruppe der unimodularen linearen Transformationen,
d. h. der mod. 3 zur Identitit congruenten Transformationen, deren An-
zahl nach C. Jordan

A — (321)__, 1) 32p—1 (32p—-2__ 1) gip—8 " (32_ 1) 3

betrigt, denn bezeichnen (o) und () irgend zwei Charakteristiken des
Systems, so sind die linearen Transformationen der erwihnten Gruppe
jene, welche den Ausdruck

aaE ’ / o/ ’
a'f)—a]ﬁl_(Xl/31_|_""+app)p_apﬂp:8

ungeéndert lassen. Da die Substitutionen der letzteren Gruppe mit denen

der ersteren vertauschbar sind, so kann man beide zu einer Gruppe?)

von Operationen vereinigen, die das System der 3°° Charakteristiken un-
gedandert lasst und vom Grade

Biegatr . 139t Lyglnek g (Blea)

ist. Die Untergruppen, aus welchen sich diese Gesamtgruppe constituirt,
bilden den Ausgangspunkt fir das Folgende.

Die Operationen der Additionsgruppe, oder was dasselbe ist, die 32P
eigentlichen Charakteristiken koénnen nach Satz (III) entweder aus 2 p
unabhéngigen oder aus 2p 4 1 wesentlich unabhangigen der-
selben zusammengesetzt werden. Im ersten Falle kommt man zu folgen-

1) Diese Gesamtgruppe von Operationen besitzt nach der mir von Herrn F. Klein zuge-
gangenen Mitteilung zwei isomorphe Untergruppen: die eine derselben lisst eine Charakteristik (c)
ungeiindert und vertauscht die iibrigen untereinander, was der Einteilung der Charakteristiken in

; : 3o 1 s : < < O Eis

eine ausgezeichnete und o Gruppencharakteristiken entspricht, die andere ist die im Texte
erwihnte Gruppe der linearen Transformationen, welche einen Complex von Fundamentalsystemen,
wie sie in § 7 aufgestellt und behandelt sind, ungelindert lisst. Thr entspricht also die Noether-
sche Bezeichnungsweise der eigentlichen Charakteristiken. Von jeder der erwiihnten Untergruppen
gibt es 32 gleichberechtigte Individuen, entsprechend der Moglichkeit eine der 82p Charakteri-
stiken oder einen der 32P Complexe von Fundamentalsystemen auszuzeichnen.

Abh. d. IL. CL d. k. Ak. d. Wiss. XV1. Bd. IT. Abth. A 44
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der Darstellung der 3°" Charakteristiken, wie bereits in der erwihnten
Note angegeben wurde.
Sind
() (#a)y - - ()5 (01)s (02), - - - ()

die 2 p unabhingigen Charakteristiken, so ist die ganze Gruppe darge-
stellt durch die simtlichen Combinationen derselben und zwar in der Form :

(ten) () B () () (eguy) L. (465 145 . . ),

(91), (@1 1), (0, ) - .- (9, ), (0, .“?) () .“i): (01161 15) ... ... (91 1 U3 .. ;"‘i);

2
2

el B 2 2 9 o 05
(Ql oo & '”'D) il (01 93..0 p-byUs... .up)y

2 9 )
(97 05..0})
die wir durch Einfihrung von 3°—1 Indices symmetrischer folgender-
massen schreiben konnen:

(1), (.“’1)7 (te5) < e (l“‘p)> (U‘p-f-l) ~~~~~ (,u:f’v o)
(91), (o 1) (01 45) - .. (0 :u'p)ﬁ (o1 Wy Gt + b (01 tes® )
VR o 1 e TR : : SRt S Ot

Hier ist (u) = (0,) = (0) = (1) gesetat.

In jeder Horizontallinie dieses quadratischen Schemas sind 3? Charak-
teristiken enthalten. Die Charakteristiken der ersten Zeile bilden, wie
ihre Construktion zeigt, eine Untergruppe 3 ten Grades, die iibrigen Hori-
zontalreihen dagegen enthalten Systeme von 3 Charakteristiken, die aus
Jener Untergruppe hervorgehen, indem man zu ihren Operationen je eine

der 3" Combinationen der unabhingigen Charakteristiken (g,), (o,) . .. (9,)
hinzufigt.

Bei dieser Darstellung, die zur Bildung des Additionstheorems der
zugehorigen Thetafunktionen vorteilhaft ist, ist die eine Charakteristik (o)
ausgezeichnet. Eine andere Darstellung ohne Auszeichnung von (o) erhilt
man, indem man nur die wesentlichen Combinationen von 2 p - 1
wesentlich unabhiingigen Charakteristiken bildet; dann erscheint jede
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Horizontalreihe, unabhingig definirt, als die Gesamtheit der wesentlichen
Combinationen von p 4 1 wesentlich unabhingigen eigentlichen Charak-
teristiken. So ist z B. fir p = 2 die erste Horizontalreihe des neuen
Schemas:

(1), (@), (ag), (o 03), (o] &3), (a5 03), (of &5 05), (o € &), (at; o o),
und man erhalt alle Systeme desselben, indem man in unserem ersten
Schema mit Hinzunahme einer weiteren Charakteristik («) jede Grosse
(¥) durch diejenige Grosse (x), (x u) oder (x u?) ersetzt, welche eine wesent-
liche Combination ist.?)

g3,

Untergruppen der Additionsgruppe.

Die Untergruppen der Additionsgruppe vom Grade 3?%?
sind simtlich vom Grade 3% wod=1,2,...2p—1 ist, und die
Anzahl der gleichberechtigten Untergruppen vom Grade 3/
ist durch die Formel gegeben:

p_ r—1) @—i_1) . . . (B-iklq)
b e 0D

Denn eine Untergruppe vom Grade 3% ist nach Satz (I) aus i unab-
héngigen Charakteristiken gebildet; sind (w,), (uy), . - . . (1;) diese Charak-
teristiken, so kann man (u,) auf 3??— 1 Arten wahlen, da die Null aus-
zuschliessen ist, dann bleiben zur Wahl von (u,) noch 3°P— 3 Charakte-
ristiken iibrig, da (w,) und (uj) als von einander abhingig auszuschliessen
sind. Zur Wahl von (u;) sind dann noch 3°?— 32 {ibrig, da die 32 aus
(v,) und (uy) gebildeten Combinationen als abhingige Charakteristiken
ausgeschlossen werden miissen. Endlich - bleiben nach der Wahl von
(u;_,) noch 3%P—32~! unabhéngige Charakteristiken iibrig, die fiir (u;)
gewihlt werden konnen. Die unabhéngigen Charakteristiken (i), (),
... (u;) lassen sich also auf

@ h O g ah i g

1) Diese Bezeichnung riihrt von Herrn Noether her; vergl. die Anmerkung desselben zu

meiner o. ¢. Note.
44*
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| z R : Arten wihlen; doch sind die hiedurch erhaltenen Gruppen nicht alle
iy e verschieden, denn unter den in einer Gruppe von 3* enthaltenen Charak-

il o teristiken kann (w,) selbst auf 34 —1, (u,) auf 3/—3 u s £ (u;) auf

i e 34 —3.~1 Arten gewihlt werden ohne eine andere Gruppe zu liefern,
‘ f F' W somit ist die Zahl der verschiedenen Untergruppen nur
l il | ()p—l) (?QAPW‘S) (iﬂﬂnﬁggggg 2p 5'
;; i ‘H‘ E‘ ! Bt—1) (34—3) ... ((B1—-31-1)
' ’I‘J Zu jeder Untergruppe vom Grade 3+ gehéren 3224 Systeme |
L A von je 3% Charakteristiken, da die Anzahl der Operationen der Ge- '
i i "? ! samtgruppe 3°F, die der Untergruppe 34 ist. Somit ist die Gesamtzahl ‘
i aller Charakteristikensysteme von 3% Gliedern. die Gruppe mit ein- ‘
; ’ﬂ 1 gerechnet: - a |
(] e 321)_1.(_.;—9*1) (8% =1 WU TIa@ReEa+1 1) .

Bi=1) BTS20 o G—1 |

Dieselbe Formel hatten wir von der zweiten Bildungsweise der ‘
Charakteristiken ausgehend erhalten koénnen. Zwischen den Charakteris-
tiken einer Untergruppe vom Grade 3% existiren noch einige Sitze, die

gleich hier angefithrt werden mogen, da sie fiir das Folgende von Wich- v
tigkeit sind. i
. 2
Sitze iiber Beziehungen zwischen Charakteristiken,
(IV.) Geniigen 4 unabhéingige Charakteristiken der Be-
dingung

Mg | ug=o (mod. 3.), (z} sRige 400, 10
[

so erfilllen je 2 eigentliche Charakteristiken der aus jenen %
gebildeten Gruppe vom Grade 3* dieselbe Bedingung. v
Denn irgend zwei Charakteristiken der Gruppe haben die Form:

('lljl,'i "ISQ PSS "((;‘I/l) qud. (,”’?1 I“gﬂ Y "l‘[;;,), |
wo die » und o die Zahlen 0, 1, 2 bedeuten; es ist aber: [

witul?... ‘u‘;,ﬂ udt Eu.ff%..yf/’- =ptiul e utud L —— .u;"/‘? UA=0 (mod. 3.)

e —
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(V) Es gibthéchstens .=p unabhingige Charakteristiken,
die der Congruenz
te | ug=o0 (mod. 3.)
geniigen.

Denn die 4 linearen Congruenzen
=0, uplpu=o,.... u|p=0 ‘(mod. 3)

zwischen 2 p Unbekannten haben 3°?~7 Loésungen. Nach Satz (IV) sind

die 34 Combinationen von (i), (1) . .. (u;) solche Losungen, also exis-
tiren ausser den Charakteristiken der Gruppe vom Grade 3+ noch 32?— 434
= 34(3°?~*4 —1) von (), (#s) . . . (1) unabhingige Losungen, somit

muss < p sein, damit diese Zahl positiv ist, und fiir A = p sind die
Charakteristiken der Gruppe vom Grade 3° die einzigen
Losungen der Congruenz.

(VL) Ist (uy) irgend eine der 3*°? eigentlichen Charakteris-
tiken, sind (), (4,) ... (uw;) irgend 4 unabhingige derselben,
und bestehen die 4 Congruenzen

i | n
Mo | g = i | e =1 .=t | s =0, A >a =0,

Moo =41, pa|tops=941,. .. po| g =441,
so gibt es in der aus den 4 unabhéngigen Charakteristiken

gebildeten Gruppe vom Grade 3% stets 32! Charakteristiken
(ug), die mit (u,) zu der Congruenz

Wy | ug=¢, (mod. 3)
verbunden, ¢ den Wert Null und 2.34~' die ¢ den Wert 41
erteilen.
Denn u, wp wird nur dann mit 4 1 congruent sein kénnen, wenn
(ug) von der Form ist:

(lll,.ﬁ) — (Q :U':;’1+1 ‘l,l_§2+2 PR lu}f}»),

wo ¢ irgend eine Combinationsform der unabhingigen Charakteristiken
(@er)y (o)~ ktio) 386 dai ja

| vy vy plata v vy ”),
Ma| QUi | W2 e M=, I DAY —}— i Ll - oon o a2
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wird, und die Summanden rechts nach Voraussetzung allein congruent
+ 1 sind. Die Combinationsform (¢) selbst stellt aber 38° verschiedene
Charakteristiken vor, da sie aus den ¢ unabhingigen Charakteristiken
(u1), (M) ... (us) gebildet ist, somit kann die eine Combinationsform
(v“/§1+1 4“22—1-2 ....u7%) mit 3° Combinationsformen (¢) verbunden werden.
Ferner kann die Congruenz

vy Vo 7’]_ —_—
e | Pomies . irpbemad ] (aodis 8)
selbstverstindlich nur dann eintreten, wenn

Mpeterh e b ) — b 1 (mnde o 3)

ist; diese lineare Congruenz hat aber, da es %+ — o Werte » sind,

2 . 34~ °~! Losungen, so dass die Combination SO REE A U
o1 042 51

Q)—1

Formen annehmen kann, mithin gibt es im Ganzen 2 - 3% - 34—°—1—29 . 32
Combinationsformen (ug), welche die Congruenz
o | tig==1 (mod. 3)
befriedigen. Da nun aber stets zwei dieser Charakteristiken einander
entgegengesetzt gleich sind, so befriedigt die eine Halfte die Congruenz
é= + 1 die andere Hilfte die Congruenz ¢= — 1, wihrend die iibrigen
34~ 1 Charakteristiken die Congruenz ¢=—=o befriedigen miissen.
Wir haben nun in den folgenden Paragraphen die fir uns wichtig-

sten Untergruppen vom Grade 3 und 3® genauer zu untersuchen und die
zugehorigen Systeme zu entwickeln.

8 .
Die Untergruppen dritten Grades.

Eine Untergruppe dritten Grades hat in unserer Bezeichnung die
Gestalt:
)
(1), (w), («?).

[hr gehtren 3°"~!'— 1 weitere Dreiersysteme von der Form

(), (ou), (¢ue?
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zu, welche durch Hinzufiigung von 2 p — 1 verschiedenen Charakteristiken
(¢) und ihren Combinationen (die selbst wieder eine Gruppe vom Grade
3??~! ausmachen) gebildet werden, und es gibt nach Formel C § 3

E
=

&

32p—

: : : : ; 32p—1
solcher Dreiersysteme (die Gruppe mit eingerechnet), die man zu = ~

Complexen zusammengehdriger Systeme vereinigt denken kann, so dass
jeder Complex eine Gruppe und 3°?~'—1 Systeme umfasst. Jedem

2

dieser Complexe kann dann als Zeichen eine der ?%ji (speziellen) Gruppen-

charakteristiken zugeordnet werden; so z B. dem Complexe mit der

Gruppe
(1), () (u®

[,

dann ist der betreffende Complex durch die Angabe dieses Zeichens voll-

die Charakteristik

kommen bestimmt.

Die in jedem Complexe auftretenden Systeme kénnen in Paare ge-
teilt werden, so dass die Charakteristiken der Systeme eines Paares
einander entgegengesetzt sind, z B.

(4), (L), (A %)y und (1%, (A2 u), (A“ ),
wofiir man kiirzer das Tripel von Gruppencharakteristiken
Pl e Au]
schreiben kann.

Solcher Tripel, die einer bestimmten Gruppencharakteristik [«] zu-

geordnet sind, gibt es dann
32p—1__1
2_._

Wir wollen jetzt die Beschaffenheit der in einem Complexe enthal-
tenen Dreiersysteme naher ins Auge fassen; es wird sich dann zeigen,
dass die in einem Complexe enthaltenen Systeme stets zwei
wesentlich verschiedene Klassen bilden; die Charakteristiken
der Systeme der einen Klasse geniigen zu zweien der Be-




340

dingung u,|ug=o0 (mod. 3), und diese Klasse enthalt 32r—2
Systeme. Die Charakteristiken der Systeme der 2. Klasse
geniigen zu zweien der Bedingung wu,/us=-+1 (mod. 3), und
solcher Systeme gibt es 2 - 37?2

Wie oben erwihnt entstehen die Systeme eines Complexes [«], indem
man aus den 3°P eigentlichen Charakteristiken 2p — 1 von einander und
von (u) unabhéngige auswahlt, die durch sie bedingte Gruppe vom Grade
3**—! bildet und jede Charakteristik (¢) derselben mit («) zu dem Systeme:

(0), (em), (01®)

(t1), (@), (us)

vereinigt. Die zwischen je 2 der Charakteristiken bestehenden Bedingungen

oder

o
Ue | up=¢ (mod. 3), = Tt =
hingen somit nur von der Congruenz:
¢/ r=—¢, (mod. 3)
ab. Ist ¢ =o0, so gentigen die Charakteristiken des Dreiersystems der
Bedingung &= o0, im Gegenfalle der Bedingung = + 1. Sind nun die

2p—1 unabhéngigen Charakteristiken, aus denen die Gruppe vom Grade
3%P—1 gebildet ist,

o) to) .. (92p—1)>

so miissen diese mit («) entweder die Congruenz

Py | (5 e 0]

e o 0B,

oder die Congruenzen:

(2 .,..J,MQ‘EH“)ZT"”':{uieo;o lo‘<2 g
(2) ‘ 1l gop1 =41, ,ll\’()cf-{-:z::t]»-~-¢“!92Pf1*’"ft] I !

erfiillen.

Die erste Congruenz ist nach Satz (V) sofort auszuschliessen, da es
nur p unabhingige Charakteristiken gibt, die sie befriedigen. Wenn aber
die 2 p — 1 unabhangigen Charakteristiken (¢) den Bedingungen (2) ge-
niigen, so folgt aus Satz (VI), dass es in der aus ihnen gebildeten Gruppe
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stets 3°?~* Charakteristiken gibt, die mit (u) der Bedingung & =0 ge-
niigen und 2 -3°?~% die der Bedingung &==-41 entsprechen. Somit
gibt es 3°°—? Systeme, deren Charakteristiken zu zweien der Bedingung
e¢=o0 und 2 - 3°?~? Systeme, deren Charakteristiken zu Paaren der Con-
gruenz ¢ = - 1 geniigen.

Unter den Systemen der ersten Klasse befindet sich die Gruppe

(L)) () = [u],

i . 2p—2 i
wihrend die 3°*~°—1 tbrigen Systeme = 5 i’ Tripel von Gruppen-
charakteristiken bilden, indem man sie paarweise zu einem solchen Tripel

vereinigt.
Die Anzahl der Tripel, die auf dieselbe Weise aus den Systemen der

2. Klasse entspringen, ist:
32p—2

Es sei noch bemerkt, dass dieses allgemeine Resultat im Falle p = 2
bereits von anderer Seite her bekannt ist, indem die hier auftretende
Teilung der Tripel von Gruppencharakteristiken in 4 und 9 genau der
Gruppirung der Lésungen des Dreiteilungsproblems der hyperelliptischen
Funktionen vom Geschlechte p = 2 entspricht, wie sie A. Clebsch in den
Abhandlungen der k. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
Band 14, angibt.

§ 6.
Untergruppen vom Grade 3». Die Goepel’sche Gruppe.

Die Bildung einer Untergruppe vom Grade 3° haben wir bereits in
der ersten Zeile des Schemas auf pag. 334 kennen gelernt. Die Anzahl
der gleichberechtigten Untergruppen 3ten Grades ist nach Formel B.
pag. 335

A e LR e
Bil) (B ) o )

Zu jeder derselben gehéren weitere 3°— 1 Systeme von 3* Charak-
teristiken, die mit der Gruppe einen Complex bilden. (Einen solchen Com-
plex stellt das erwiahnte Schema vor.)) Es gibt somit B’ solcher Complexe.

Abh. d. II. CL d. k. Ak. d. Wiss. XVI. Bd. IL. Abth. 45
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Die Gruppen, von denen jede aus den Combinationen
von p unabhéingigen Charakteristiken (u,), (w3) ... (w,) entsteht,
scheiden sich in zwei wesentlich verschiedene Klassen, je
nachdem

o | g = 0 (mod. 3), o == LA

ist oder nicht.

Im ersten Falle geniigen nach den Sitzen (IV.) und (V.) alle Charak-
teristiken der Gruppe der Bedingung:

2

Mo | g =0 (mod. 3).

Die zu dieser Klasse gehorigen Gruppen entsprechen vollstandig
Jenen, die Herr Frobenius bei seinen Untersuchungen iiber Charakteris-
tiken, deren Zahlen nach dem Modul 2 genommen sind, als Goepelsche
Gruppen bezeichnet, wir wollen daher auch fiir unsere Gruppen erster
Klasse diese Benennung beibehalten.

Die Anzahl der Goepel'schen Gruppen findet man durch eine #hn-
liche Betrachtung, wie wir sie pag. 12 zur Aufstellung der Untergruppen
vom Grade 34 angestellt haben, indem man nur beachtet, dass die zu

wahlenden Charakteristiken der einen linearen Congruenz Uq| g =0 ge-
niigen miissen. Man erhalt so:

L@y (@t gy (3t ]y (3

a1 e T R e e

oder
D el g, @) (3 ),
Zu jeder Gruppe gehéren dann noch 3P—1 weitere Goepelsche
Systeme, die mit ihr einen Complex von 3P Systemen bilden, also gibt
es iiberhaupt, die Gruppe mitgerechnet,

B st g e i
Goepel’sche Systeme.
Die Anzahl der Gruppen 2. Klasse ist dann
B e,

die der Systeme 2. Klasse
30 (B’ — D).

i
|
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Im Falle p = 2 sind die fraglichen Systeme beider Klassen Neuner-
systeme, es gibt deren 1170, darunter befinden sich tiberhaupt 130 Gruppen
und von diesen sind 40 Goepel'sche Gruppen und 90 Gruppen 2. Klasse,
die je aus 2 unabhiéngigen Charakteristiken (&), (1) gebildet sind, welche
der Bedingung u,|u, ==+ 1 gentigen. ' Diese 2 + 45 Neunersysteme sind
identisch mit jenen, die Herr Jordan ') bei Behandlung des Dreiteilungs-
problems aufstellt, indem er eine gewisse Untergruppe der Gruppe linearer
Transformationen bildet, deren Operationen mit denen einer solchen
Neunergruppe vertauschbar sind.

ol

i
Fundamentalsysteme,

Die Untergruppe der linearen Transformationen, welche in unserer
Gesamtgruppe enthalten ist, gibt zur Betrachtung einer Reihe anderer
sehr wichtiger Systeme Anlass, die Fundamentalsysteme2) heissen
mogen.

Geniigen namlich die Charakteristiken eines Systemes alle zu zweien
der Congruenz

Ma|g=1 (mod. Sp o (1.)

so geht jedes dieser Systeme durch eine lineare Transformation in ein
anderes und zwar nur einmal tiber, so dass man ebensoviele Systeme als
lineare Transformationen erhalt, namlich nach pag. 333.

A= @B DB W g e

Um diese Systeme genauer zu untersuchen, schicken wir einige Siitze
voraus.

(VIL) Gentiigen die Charakteristiken eines Systems alle

1) C. Jordan: Traité des substitutions pag. 367.

2) Vergleiche beztiglich dieser Bezeichnungsweise die schon ecitirte erste Abhandlung von
Frobenius pag. 208; die im Texte folgenden Sitze entsprechen vollig den daselbst fiir den Modul
2 entwickelten.

3) Vergleiche die weiter unten durch andere Ableitung erzielte Bestitigung der Richtig-
keit dieser Formel. 3

45 %
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zu zweien der Congruenz u, ug==1 (mod. 3), < 3, so sind sie,
wenn ihre Anzahl gerade ist, voneinander unabhingig; ist
aber ihre Anzahl ungerade, so sind sie entweder unab-
hingig oder die Combination einer mit 1 congruenten An-
zahl derselben ist Null, und dann ist die um eins vermin-
derte Anzahl von Charakteristiken unabhéingig.

Die Richtigkeit des Satzes ergibt sich wie folgt: Ist die Anzahl der
Charakteristiken des Systems 2 r und bildet man aus irgend 3 s derselben
eine Combination

(o lls o i)

wo natiirlich auch mehrere («) einander gleich sein diirfen, so ist:

i LI \‘ w, = u, | w, -+ u,

oottt =(38—1) (mod. 3),

wie auch s gewihlt ist, somit kann (uw, w, ... u,) nicht mit Null con-
gruent sein, sonst wire nach der Bedeutung des Symbols wu, uz die
obige Congruenz Null. Auf dieselbe Weise folgt, dass

Wy Mo oo Uy | 1, = (38 — 2) (mod. 3)

und
My Moo gy | 1 e=(3 85— 1) (mod. 3)

ist, somit kann auch keine Combination zu 38— 1 oder 3s+ 1 der 2r
Charakteristiken, also auch nicht ihre Summe mit Null congruent sein,
somit sind sie unabhéngig.
Ist aber die Anzahl der Charakteristiken ungerade: 2r 41, und
bildet man aus allen 2r |+ 1 Charakteristiken die Combination
N 3 Dy e T S
so kann dieselbe mit Null congruent sein, ohne dass die Charakteristiken
aufhoren der Bedingungsgleichung
te|wg=1 (mod. 3)
zu geniigen; denn aus der Annahme
(ros o5 thg 1 - oo g 05, o) =0
folgt (Uorp )= (Moo i3 ....10s,)

und hieraus e = 1.




345

Um dies einzusehen, unterscheide man zwei Fillo: s =24 6 =221 1,
Im ersten Falle ist:

/Lzz{legl.+] =g Hl ey lu o i g = i,

=y [ta1 o4 Mid iy o b s 80T | sha
+ s + o l g
=1, (1hbd. Jj,

da vor Null (u,; | 432=0) eine ungerade, nach Null eine gerade Anzahl
wechselnder Zeichen liegt.

Im zweiten Falle ist:

‘LL21+1‘M21.+IEJLL1!‘LL2},+I—-‘M2}/LL2,1+1+...-ﬁfl,t2;~r‘l.l2,1+l—'—rltgl_i_l“u?;v_}_]
+F‘22+1 [1’~‘2l+2—--- +.L‘22+1!M2r
==

da vor u,; et s +1=0 eine gerade, nach Null eine ungerade Anzahl
von wechselnden Zeichen liegt.

Eine ungerade Anzahl von Charakteristiken braucht also nicht unab-
hingig zu sein, dagegen ist dann die um eine Charakteristik verminderte
Anzahl, als eine gerade, wieder unabhingig.

Hat man also ein System von i Charakteristiken (te1)y (o) . . . (2),
die der Congruenz Ma|p=1, a<f3, geniigen, (1 ungerade), so sind jeden-
falls 4 — 1 von ihnen unabhéngig, und da es héchstens 2 p unabhingige
gibt, so ist 1—1<2yp, also hochstens 7 — 2p—+1.

Figt man einem solchen Systeme von 2p 1 wesentlich unab-
héngigen Charakteristiken noch (1) = (o) hinzu, so hat man ein spe-
zielles Fundamentalsystem von 2p + 2 Charakteristiken.

Die nichste Frage ist nach der Bildung eines speziellen Fundamental-
systemes und der Ableitung allgemeinerer Systeme aus demselben.

Zur Beantwortung der ersten Frage beachte man, dass ausser Null
die Charakteristik («,) auf 3°®—1 Arten aus den iiberhaupt vorhandenen
3°? Charakteristiken gewdhlt werden kann;: () muss dann mit (te)) der
Bedingung u, w,=1 gentigen und kann somit auf 3°°—' Arten gewihlt
werden, dann sind («,) und (#;) nach Satz (VIL) unabhingig. Hierauf
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ist (u3) so zu bestimmen, dass es den Congruenzen u,|u,= 1, el ——
geniigt. Diese Congruenzen haben 3°P—? Losungen, von denen aber die
Losung (ufu,) nach Satz (VIL) auszuschliessen ist (fir p>1), so dass
demnach (u;) auf 3°*~2_1 Arten von (u,) und (u,) unabhingig gewihlt
werden kann; (u,) kann dann wieder auf 32°~% Arten unabhangig von
den vorausgehenden Charakteristiken bestimmt werden, wahrend bei der
Wahl von (u,) wieder die Losung (uf u, ¢? u,) auszuschliessen ist iz p ~2)
Somit ergibt sich ausser dem geschilderten Bildungsgesetz eines speziellen
Fundamentalsystemes die Anzahl derselben in der Gestalt:

A=(3r—1)3e-1(gr~2_1),,, (3°—1)- 3,

wie sie bereits § 2 angegeben wurde. Diese speziellen Fundamental-
systeme gehoéren alle der einen Charakteristik Null zu und bilden somit
einen Complex von Systemen, der bei einer Untergruppe linearer Trans-
formationen ungeéindert bleibt.

Aus einem speziellen Fundamentalsystem erh#lt man
dann sofort ein allgemeines, indem man eine der iibrigen
3**>—1 Charakteristiken zu den einzelnen Charakteristiken
des Systemes addirt. Dadurch geht der Complex spezieller Funda-
mentalsysteme in je einen neuen Complex allgemeinerer iiber, und man
hat somit 3°? Complexe, welche einzeln den 32® gleichberechtigten Unter-
gruppen linearer Transformationen zugehéren.

Wollte man die allgemeinen Fundamentalsysteme unabhéngig von
ihrer Bildung aus den die Charakteristik Null enthaltenden speziellen
definiren, so miisste dies (analog den von Herrn Frobenius in der citirten
Abhandlung fiir den Modul 2 aufgestellten Systemen) durch die Congruenz

(2) N e My =+, | e =1, a< B <y, (mod. 3)
geschehen, die fiir u, = o in die spezielle u, up=1 iibergeht. Dass die

Charakteristiken unserer Fundamentalsysteme dieser Gleichung geniigen,
ergibt sich leicht. Denn ist ein spezielles Fundamentalsystem gegeben

(1), () () - - . (2, )

p+
und (u«) irgend eine Charakteristik, so ist ein dem (u) zugehoriges all-
gemeines Fundamentalsystem :

() o e G gy o« & (e g4 0).

durch

|
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Fir irgend 3 dieser Charakteristiken erhilt man dann gemiss
Gleichung (1.)

i, =1,

wie man sich durch Aufldsung dieser Symbole in bekannter Weise leicht
tiberzeugt.

Die Gesamtzahl aller tiberhaupt zu bildenden Fundamentalsysteme
betrigt nach dem Vorhergehenden

A= ie@ir i (B2 ). 3y

’

: : A 3 Al
darunter sind jedoch nur oS verschiedene, wenn man digjenigen Systeme

2p +

als gleich auffasst, die sich nur durch die Stellung der einzelnen Charak-
teristiken von einander unterscheiden. Fs sind ndmlich dann immer jene
2p+2 einander gleich, die durch cyklische Vertauschung der
Charakteristiken (1), (42), (3) . . . (us, +2) gewonnen werden, wie die
Form der Gleichung (2) unmittelbar zeigt.

II. Abschnitt.

8.

Vs

Bezeichnungen der Thetafunktionen.

Wir stellen hier vorerst die bekannten Bezeichnungen und Formeln
iber Thetafunktionen zusammen, die wir im Folgenden bediirfen.

Die Thetafunktion, die unsern Betrachtungen zugrunde liegt, ist
definirt durch

: ,ufp ;c::p ; ,ufp
my=-+o mp=—+wl?® < I auy mumy 4 2iz Smyuy,

& (0) (u) = 9 (o) (u,, u,, .. Wf== 300 8 - L o
my=—®w mp=—aw (1)7

wo die Moduln a,, der Bedingung :

By = By g




348

#=p W' =p
geniigen miissen, und der reelle Teil von = X a,, m, m, eine wesentlich
w=1 py'=1
negative quadratische Form sein muss. Wir ordnen nun den 32° Charak-
teristiken (), die Null mit eingeschlossen, die 3°® mdglichen Systeme

von Periodendritteln zu, indem wir setzen:

’ J==p
o §2 ¢ I

1
¢ = 2= 5 =y Ay
5 Syaay
so dass
(2) Igz E Eaﬂ‘u' ap, a,(.’ + —?* ]..’71? E (1(4(, (u‘u + a?{:l ) " ]
ty ’ 3 ¢ 5
(@) =e ** 2 (0) (u + o), "/J“ —12.p

ist; die Summen im Exponenten erstrecken sich hier, wie im Folgenden,
iiberall auf die Werte von 1 bis p.

Der Additionsgruppe der eigentlichen &-Charakteristiken entspricht
dann die Additionsgruppe der 3°° Periodendrittel, welche die Thetafunk-
tionen ineinander fiberfiithrt.

Weiter ist

(3) 9 (@) (—u,—n,,...—u)) = F(—a)(u,,0,,...u0) = F(c?) (0, 1,,... 1),

also

e o 3 (o) (0) = 9 (%) (0);

somit kann man die Thetafunktionen mit Auszeichnung einer, hier der
32P— ; o :

& (0) (u) auch zu iﬁ;»} Paaren gruppiren, deren Charakteristiken sich

nur durch das Zeichen unterscheiden (vergl. pag. 331).

Ferner sind noch folgende wichtige Formeln zu bemerken:

(5) sl e 3)
e el 3 X o B B3 3 favy b+ 2R S B i)
= uu u / u et (a) (U),
(6) v la bl e 9]

’ ’
— 1@ > Qi L oy Bu \’
g == 0w Bu b ——5— = Bu (u!’ cE =

w 2 g/ a
o | . & (a 3) ().

= e
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Sei ferner zur Abkiirzung:

e g =T : (7)
gesetzt; bildet man dann das Symbol r‘uafé, 80 ist
ZT'HGJQZO und ZTOM: B conbd U LR

¢ ¢

wenn sich die Summen auf simtliche Charakteristiken ( ) beziehen. Denn
nach der Bedeutung des Symbols Uy |C ist 0|E—=o0 fir jeden Wert von
£, wodurch die Richtigkeit der 2. Gleichung folgt. Ferner befinden sich

unter den 3?P Charakteristiken ) 5°r-L die te|E==0, 32P—1 Qi G
— 1 und S e (0= ] machen; also ist
a‘;:
-~ =0 + 7 )=o0 (mod. 34y . €))
g
§ 9.

I. Additionstheorem der Thetafunktionen.

Bildet man 3* Thetaprodukte aus Je drei Thetafunktionen mit der-
selben Charakteristik, so sind dieselben nach einem bekannten Satze von-
einander unabhingig, und ein 3”1+ 1tes Produkt laisst sich durch die-
selben linear darstellen.

Es ist also:

¢ - 9 (0) (u—vy) (u—v,) (u—vy,) :a:—i?_ci & (0) (u—b,) (u—b,) (u—by), (1)

0=0

wobei die Gleichungen bestehen:

vi? v+ v = b + b b = w,,
TOh v = b0k bR (2)

o @
W o VP + v = bP 4 b + b = w,,
und die w auch = o genommen werden kénnen, was wir im Folgenden
Abh. d.II. CL d. k. Ak. d. Wiss. XVI. Bd. IL. Abth. 46
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zur Vereinfachung voraussetzen. Ferner wurde in der obigen Gleichung
statt der p Argumente

u, Vih i — v, o uo— v nur u— v,

und statt
3 (0) (u—v,) & (0) (u—v,) ¥ (9) (u—v;)
& (0) nur einmal geschrieben.
Fihren wir nun in diese Gleichung statt der Indices (0) die Charak-
teristiken eines Goepel’schen Systems

(1), (o1 1)), (o1 &) - .. (1 132 1)

ein, so kann man die Constanten ¢, ¢, durch ein ihnliches Verfahren
bestimmen, wie es von Herrn Frobenius a. a. O. angewendet wurde.

Es ist zunichst:
P

a=38—1
3) .. ¢ (o) (u—v) (u—vy,) (u—vg) = ZFJ (0, uy) (u—b,) (u—b,) (u—Dhy).
a==0
Setzt man statt u: a -+ ug,

wo a irgend eine Constante ist, so ergibt sich mit Hilfe von Gleichung
6, § 8
(4 . . . . . . cdilp u)(a—v)a—v,) (5—v,)
p ’
a=8—1 23uq ug

:EC(XI
a:o

9 (Ql e, .l(/)’) (a‘_bl) (a_bz) (a’_bii)?

die Summe = u,’ ug 1m Exponenten ist hier, wie im Folgenden immer,
wenn im Exponenten kein Summationsbuchstaben angegeben ist, iiber
alle Zahlenwerte der betreffenden Charakteristik von 1 bis p auszudehnen.

Multiplicirt man jetzt die Gleichung mit dem Faktor -r“'”/’, wo (§)irgend

eine der 3°° Charakteristiken ist, lisst 8 alle Werte von o bis 37 — 1
durchlaufen und addirt die entstandenen 3" Gleichungen, so bekommt man:

)
: p=8—1 L }E [llr ‘
(5) S c- X P15 08lg (01 1ep) (a—v,) (a—v) (a—y)
=g
3—1 g 3p 1
Ao Db eSSy
= = S om0 O B (o ) (a—by) (a—D,) (a—b,).
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Um nun rechts die Indices « und 3 zu trenmnen, sei

(1p) = (e pty) = () — (1)
gesetzt, dann stellt (u,) ebenfalls alle Charakteristiken der Goepel’schen
Gruppe dar, nur in anderer Reihenfolge als (1), und wenn man beachtet,
dass die Charakteristiken dieser Gruppe nach § 6 alle der Relation

geniigen:
Ma | g = 0 (mod. 3),

so ergibt sich durch eine leichte Zwischenrechnung statt der rechten
Seite der Gleichung (5)

) p
y=8—1 a=38—1 |, | e e )
2 9 | 9 | uy lo | & My | C
Zeesi>ae .y el el | Ll (01 #y) (a—Db,) (a—Db,) (a—by)

y=0 a=0

P p

a=3—1 o ui CNGv=3 L i s

:( 5 '~)- Pl s e e
a=0 ¥=0

und hieraus, indem man noch a = f setzt und die so umgeformte

Gleichung (5) nach der Coeffizientensumme auflost:

p=g1 2lugl mzlt

2 C[g T
gl gl
: 9 (01 148) (& — v) (2 — ) (3 — vy)
-
- e -
> T ¢ (0, y) (a—Dh,) (8 — b,) (a — by)

7
Will man den Coeffizienten c, bestimmen, so multiplizirt man die
g lus| prll
Gleichung mit Tm'g, dann bekommt ¢, den Coeffizienten: Tz]‘u ! 'r#‘gl

pe | & 2 | Ue . 5 A
T - = | bf, und die Gleichung wird:

; "
sz,_l_z 2|.“€[T#lg.“s‘-cﬁ

B
= Z’r’#/’)! THﬁH g (o, wp) (@—v) (a—v,) (a—s)
,u«sjé‘ g ;
23 1| o Tyy 6 9 (o, ‘u?_) (a—h,) (a—hy) (@—"Dy)
46*

=
7

=0T
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wo (3 noch alle Werte von o bis 32— 1 mit Ausnahme von & durch-
lauft. Lasst man nun (§) alle Charakteristiken durchlaufen und addirt

die entstandenen 3°? Gleichungen, so bekommt ¢, den Faktor 3°?, wahrend

22r2 e tlu/i} e cp = ET?‘;‘UﬁJ Cp (ZTH'Z) f é) — i 5"
Croif 8 /e

ist nach Gleichung 8, § 8. Ausserdem werden auf der rechten Seite

3* Glieder einander gleich. Denn denkt man sich die 3°° Charakteris-

tiken (C) etwa in ein Schema wie pag. 334 geordnet, so dass die an der

Spitze stehende Gruppe der (x) unsere Goepel'sche Gruppe ist, so erkennt

i : i % Ma ‘ o . . .
w man leicht, dass infolge der Gleichung = P=1 1mmer jene 3° Glieder

einander gleich werden, die durch Einfithrung der in der gleichen Hori-

11 11 zontalreihe stehenden Charakteristiken erscheinen. Daraus folgt, dass

, man die Summation jetzt nur mehr auf die Gruppe der (0) auszudehnen
11 i braucht. Somit hat man:

|
ip

&2 Syl el (¢ upg) (@ — vy) (& — vy)

& ;
Ce ; MelQ2 p
e Sy / : , :
el - sl e e

2

/

3)

Fithrt man die so bestimmten Coeffizienten in Gleichung (3) ein, so
kommt die Additionsformel:

MH . . . . . 3Fe)u—v)u—v)(u—7vy
p
8=3—1 | ol talod
e g", fﬂz Tl#ﬁ J s le e e
=
- l 3—1 |ty | wy |02
i = T 3 (01 14y) (@ — by) (a — by) (a — by)
=0
311 Lo | ‘ | o1 l
Ui Lo ta | 04
LSy ; r! - 2 (9, o) (u — b)) (u — b,) (u —hby) ]
a=0

1) Gemiiss dieser Gleichung moge die in meiner o. ¢. Note angegebene Schlussformel richtig
gestellt werden, in welcher durch ein Versehen die im Neuner rechter Hand auftretende Summe
nach links gesetzt wurde.

rr—
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Eine zweite sehr wichtige Gleichung ergibt sich durch folgende Be-
trachtung. Da a ganz willkiirlich gewithlt wurde, so sind nach Gleichung
(5) die Verhéltnisse der Coeffizienten cg von a unabhéngig, und somit folgt:

p -
f=38—1 !,l/g I G , |

= 5 oo Sl0uila ) () (avey)

p-—o
TSl (T |uy]

=z T 9 (01 &) (u—b,) (u—by) (u—hy)
7=0

14
B=38—1 u,|C “u.vg
ST i s 'r[ 8 9 (01 1ep) (0—vy) (0 —v,) (u—v,)
f=o
P
r=5—1uy | T |y :
= 7 i@ & (¢, uy) (a—Dby) (a—Dby,) (a—Ds)-
»=0
Lassen wir wieder ({) alle Charakteristiken durchlaufen und addiren
die entstandenen 32 Gleichungen, so verschwinden wieder alle Glieder
ausser dem Gliede, fiir welches (usu,) =o, d. h. (4y) = (up) ist. Also

nimmt die Gleichung die Gestalt an:

/>’=8~1 2| g ;
I owialt 9 (01 wp) (a—v,) (a—,) (a—v,) 9 (01 #3) (u—Dy) (u—h,) (a—hy) =
| f=o0
p (8)
$=8-1 5| g 2
Z v S up @ TS e el bk

Die Gleichungen (7) und (8) lassen sich noch etwas verallgemeinern ;
indem man némlich in (7) statt u: u o =0, ond dtabt v, v,, v, huge
ziglich v, —x, v,— %, v,— x schreibt, ((0) und (%) sind irgend welche
Charakteristiken) erhalt man:

P F(ox)(u—v,)(u —~v2) u—vwvy) =

1:3]3_1 S (oig ) I/,ZT ‘uﬁJ #/)’ | 02 ‘7 -«,llﬂ P bl ) i
E : T
1 | My | #/ | Q4 9 (My o) tasr5) b Goh)

=0
7

: 27_“ Ha | T‘lla lea -2 5(0—91) ta’ &(O‘ ‘“‘a) (u——bl) (u—bg) (u —bS) } (9)

a
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Setzt man in (y)) statt v,, v,, v, beztiglich v, + ¢, —oa, v, 4 ¢, — 0,
Yy} @y —0 ‘und -statt: by, by by, by +0—0, by40,—a b+ Oim=10;
so kommt:

P
f=38—1 9| u
= g | 9(0 ) (@—,)(8—73)(a—v,) - 9 (0 u3) (w—by) (W—by) (w—hy)
!l
/)7 —1 2\{“/_,\
— I(o 7 1g) (a—Db,) (a—D,) (a—by) - I (o ug) (u—v,) (u—v,) (u—v,)
/}:,;()

Aus Formel (8) gewinnt man noch eine weitere allgemeine Formel,
bei welcher rechts 3°F Glieder auftreten. Man addirt zunichst zu u und
den Constanten b die Charakteristik (0a), s0 kommt nach einigen Re-
duktionen:

s 2lugl mplea

P (@1 1p) (@—v,) (a—vo) (a—v3) F (0, 1) (u—h,) (u—D,) (u—by) =

il

P
2lu, a
S g + ¢a| (0100 g) (0—v,) (W—v,) (u—vy) F (0, 02 up)(@—b,)(a—Db,) (a—b,).

Lasst man jetzt o alle Werte von Null bis 3°— 1 durchlaufen und
addirt die so entstehenden Gleichungen, so fallen auf der linken Seite
alle Glieder hinaus bis auf das fir up==o0 erscheinende Glied, welches
den Faktor 3° gewinnt, und man hat somit

33 (1) (a—vy) (a—Vy) (@—vy) & (¢,) (u—D,) (u—b,) (u—hy) =
Z'Tzl‘uﬁ_f—\a!
a,f

(9, 04 ug)(a— b,)(a—Db,)(a by) (9,9 wug) (n—v,) (u—vy)(u—vy).

Da nun ¢ und B alle Werte von Null bis 3° —1 dur chlaufen, so
stellt sowol (¢, ug) als auch (g; uj) alle 3°° Charakteristiken vor (v ergl.
das Schema pag. 334), und somit kann man (¢« 1) = (4,) setzend schreiben :
(A1) .. 3*3(e)(a—v))(a—vy)(a vs) 9 (0)) (u—b,) (u—h,) (u—Dhy)
2| 4s |

& (01 40) (u—v,)(u—v o) (U—vy) I (g, 4 .s) (a—Db,) (a—b,) (a—b 3)-

i
o

Die Formeln (9), (10) und (11) kénnen als Fundamentalformeln auf-
gefasst werden.

2

&
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§ 10.

Spezielle Formeln.

Aus den im vorigen Paragraphen entwickelten Formeln lasst sich
eine ganze Reihe spezieller Formeln gewinnen, indem man statt a, b,, b,, Dy
Vi, Vs V3 passende Werte einsetzt; hier mogen nur die einfachsten folgen.
Setzt man in (9), (10) und (11) a=o9, b, = b, = b; = 0, s0 kommt:

37 4 (0 %) (0—v,) (u—v,) (U—v,) =

| “ u lQl 23 u %1 2 5
Salih gl T b 9 (o7 Zg“tﬂ)(vl)("?)(vs)

. [ -
] ey | 04

. o 9 (01 &)
¥
torl 33 G : u ‘ A
.Z,TimT ( el)uaT o|@ _,9»3(0,Lt.u)(u)}’ S0
a

=771 9 (02 4) (7,) (%) (ve) 9 (0 h) (u)

2
p

= s 214 11,‘}3 (o 13) 9 (0 ug) (0—v,) (0—v,) (u—v,), (13)
f

37 9 (61 (1) (v3) (¥3) #° (1) (1)
(14)

214

9% (91 46) 9 (01 %) (W —v,) (W — ¥,) (1 — v,).
Die Summation nach ¢ ist hier iber alle Charakteristiken auszu-
dehnen.

Zwel mit (12) und (14) analoge Formeln erhilt man durch die Sub-
stitution: a = o, v, = v, = v, = 0 aus den Gleichungen (9) und (11), schreibt
man dann noch w statt b, so lauten sie:




(e P i

’

[ | N ; 4
iﬂﬁire—-u/g/v tp | 0

, ‘ B ¥ 93( R 7
et e T e (0 g )

AT A - w
| Fer T it o s s . i
: "f.H‘ R i 12’7 ae o 3 (0 uy) (w)) (w,) (W)
o L ?
i ‘n; 1 [ 4 {52 ) ’ |
| | ik “ 2=<(0 4 U u | Ql B
| ‘ih l : ZTI el T ( v - (e (u—w,) (u—w,) (_u—WS)]‘,

i l’géJ; a ]
’ :-::1.!’ i 3(0.) '
r ;f;’!}. 4 (16) . . . . 3F(e)%(e)(u—w,)(u—w,)(u—wy)
i
; !‘F vg‘)"j‘, 13 . 29 1 \ [
‘ li i — 57 G (0145) (W) F (05 45) (W) (W) (W3)
Il e o
B \[} it
; M” 1t Wir fithren im folgenden Paragraphen noch eine Reihe der sich aus
(AL i { - ~ 3 . .
i diesen Formeln ergebenden Relationen zwischen Thetafunktionen

:' mit demselben Argumente an.
T 14 [0 it
! i Rl

! il el

§ 11.
Thetarelationen, ‘

Man kann zunichst aus den Formeln (12) und (15) 4 Relationen
zwischen je 3" 4-1 Thetacuben oder dreigliedrigen Thetaprodukten ab-
leiten. Setzt man namlich in (12) v, =v,=v, =0, so hat man eine
Gleichung, durch welche der Cubus irgend einer der 3%® Thetafunktionen
durch 3® unabhéngige Thetacuben linear dargestellt wird; es ist:

I e e B R i) =

lugl 2Zugx wplen 9%

- g 01 % ug)
Z :12(0*91)7' . (ﬁ %
0 lZTI Uy l Tsu“/ ‘ oL ‘93 (@1 ‘“y)
;’ If
b i 5
- Ha| 22 (0—e,) ta T#alw 33((;#6‘)(11)}
a
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Setzt- man ferner in (12) v, =, Vo=, Vs=—(¥—4w»), wo ()
und (»;) zwei beliebige Charakteristiken sind, so kommt:

G (oxr)y(u) @ (oxvii(n)F (oxvy)(u) =

~ ’
L, 92 up% tol 02
2 /’! ‘l/)’ 1 r“ ‘Ll/) ¢ T‘ /f| Qx .(}. (‘l.

E : TE(O-h"Q]) 3 l,,p),,,,_‘_m,,.__ ey g e e
' L o | o2 - <
A ] = T‘ gt e 9 (0, 1ty)

~
/

g 0,v%%) 9 (ug@xv3) 9 (np izvy))

: :
2= (0—0,) ta el

> lHel 23( :}3((7,.,,“)(11)}, e Tl
wodurch ein Thetaprodukt durch 3* Thetacuben ausgedriickt wird.
Umgekehrt erhialt man einen Thetacubus durch 3° Thetaprodukte
ausgedriickt, indem man in Gleichung (15) w, = », Wy =¥, Wy = — (¥4,)
einfithrt; es folgt:
3t o (g jlu) == < et sy

e )
S /)‘T r Tﬂ‘ga‘)"*(

Z’ﬁ TE(UWQl)‘/.' [ B
{ Ly ty | QA 9 o
1 ] 7 | 7 e (0, V7 1) 9 (0,75 11,) 3 (0, v v, {ty)

Oy Lt /g)

s ltal 23 (0—e) ud e €1

= 2 (e 5v7) (1) P (e 6 77) (W) 9 (g 0 v v,) (1)

a
und endlich erhalt man ein Thetaprodukt durch 3* unabhiingige Theta-
produkte linear dargestellt, indem man in Gleichung (9) b, = v,, b, = v,,
by = v; setat, v,, v,, vy beziiglich durch v, 4 v, v, »,, vy — (v, + v,) er-

3B (o) (W) 9 (xav)(0) 9 (zovr) () = oo g

! " A = x 9 9
ZTI‘M/}’ g e F(upx0,0°) I (upzov3) 9 (=0, vyy)

ZTE(U—QI)K’ I
; | _uylen
T

2 ,.Ll‘«,.
) =l

G (11, 0,7°) P (1 0, v7) 9 (1, 0,7 v,)
y

s TJ ta | T2 =(0—e¢,) tta T!ta | 0 {}(Jura o 7,9) (u) 9 (‘”u o Vf) (u) 9 (‘”a ov ) (u) }

a

Abh. d.I1. CL. d. k. Ak. d. Wiss. XVLI. Bd. II. Abth. : 47




358

An diese 4 Relationen schliesst sich eine weitere an, welche eine
Beziehung zwischen 3* Thetacuben und 3° Thetaprodukten vermittelt.
Man bekommt némlich aus (13) die Relation:

[ {4
/7:_?*1»9 g TL = (0, —0) g

= G (0, 1pv) I (0, ugr,) I (o, upv*v3) 92 (upo) (u) =
T D=0
o ,
Heed==l o | 9 =3(0—p,) us .. = : S
o e T (01 13) 9 (002 ug) (W) I (0 v ug) () F(ov v, ws)(u),
f=o0

indem man daselbst u um ¢ — g, vermehrt und vy, Vi, Vg beziiglich durch
v, v, —(¥+v,) ersetzt.

Endlich kann man noch aus den Gleichungen (11), (14) und (16)
vier Relationen bilden: zwei zwischen 32° Thetacuben, beziiglich 32r—!
Thetaprodukten und zwei, in welchen beziiglich ein 9-Cubus und 32P—!
J-Produkte, ein 9-Produkt und 3°° Thetakuben auftreten. Die erste
folgt aus (14) fir u=u — g, 4+ & und Vi=Vy=v; =0, wo (§ irgend
eine Charakteristik ist:

- : Ll
(VI> (31)———— 1) ik (()1) 93 (5) (u) ==’ 1.2 | TE(’QI_E‘)AO

g

9% (0, 45) 9° (& &) (w),

wo sich die Summation auf alle Charakteristiken (%;) ausser (o) bezieht,
was durch ° angedeutet ist.
Aehnlich erhilt man die drei iibrigen Formeln:

(VI)  (3— 1) 8 (e, ) (e v1) & (01 v11) & (§v) (w) & (§77) () 9 (§vr) ()

v

i 2|4 Z(E—e,) A i o
,"{T)I °ly G el G (01 4 v®) S (0, g V) O (9, 22 v )

& |

- F(Eh ) () F Edevd) (0) G (Edgv i) (0)};

P
(VIII) 39 (07) & (0,9 9 (0,7 v) 9 (£) () =
24| 23(E—e)ks Jo—& gt = S =
T ) T (—ey) AT | 3 (0, 4q) - F (5 4sv%) (W) F (£ 2492) (0) F(Ersvr,)(u);
(IX) 30 9% (0)) 9 (§77) (W) & (§93) (W) & Ev ) (u) =
2| ]'G [ 2 < E“ AU’ 0 - 9 2 9 2 . \ g /=
Fplifaty € F (01 46 ¥?) F (07 45 V2) 9 (02 Ay v v,) - 92 (& 4,) ().

>
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Die letzten 3 Formeln enthalten nur 32°—! verschiedene Theta-
produkte, weil 1, bei Durchlaufung aller Charakteristiken die Werte v,
vy, vv, ebenfalls erlangen muss, wodurch immer drei Produkte einander
gleich werden.

Aus diesen Relationen lassen sich dann noch sofort einige Bezieh-

ungen zwischen einer geringeren Anzahl von Theta-Funktionen ableiten.
p—1

So gewinnt man z B. aus (IV) eine Relation zwischen nur 3 + 1 Theta-
produkten, indem man statt (v), (v,), zwei Charakteristiken der Gruppe

(L () ) (e 0
einfithrt. Es sei (v) = (u,), (VJ):(‘”"'I) gesetzt, dann ist (v¥;) = (u, )
wieder eine Charakteristik der Gruppe. Die in obiger Formel enthaltenen
Produkte haben nun die Charakteristiken (ug ws), (ug w3), (ug w, fy,), und
es werden daher bei der Summation nach /3 immer jene drei Produkte
einander gleich, welche dadurch hervorgehen, dass (ug) den Wert (u; o)
oder (u; u;) oder endlich den Wert (w2 1, w0, ) annimmt. Somit reducirt
sich die Gliederzahl der Summe auf der rechten Seite auf den dritten

D

Teil und man hat eine Relation zwischen SI»Jr 1 Produkten. Solcher
Relationen gewinnt man aus den vorhergehenden Formeln im Ganzen
drei, nimlich:

aus (III) eine Relation zwischen einem Thetacubus und 3°—' Theta-

produkten ; (X)
aus (IV) eine Relation zwischen 3*—! 1 Theta-Produkten; (XI)
aus (V) eine Relation zwischen 3° Theta-Cuben (XII)

und 3*—! Theta-Produkten.

§ 12.

II. Additionstheorem der Thetafunktionen,

Wie die Goepel'schen Systeme, so bieten auch die Fundamental-
systeme ein Mittel, um ein Additionstheorem aufzustellen.

Seien (0(]), (ag)y (C(S) s ((12 p—l—?)

die Charakteristiken irgend eines Fundamentalsystems, und bildet man

daraus die Charakteristiken :
47
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2 2 2 o
; ; (”1“2)5 (93@1)7 (UJ(IG}""<(’(‘.€1}—:3 a2p~2)7
die mit:
(»”'lk)’ (‘“"l\)7 (‘(63) L («,v“p—-l)
bezeichnet seien, so bilden die 3°~! Combinationen der (u) eine >
Gruppe, deren Charakteristiken der Beziehung
o tts=0 (mod. 3)
geniigen, und ferner ist
7 N
gl =c lu,=¢ (mod. 3),
oy . £ 4 N HiE G
wenn a;, ¢; irgend zwei der noch iibrigen Charakteristiken des Systemes
sind, so dass ¢ eine vom Index 1 unabhéngige Zahl ist.
Zum Beweise beachte man, dass u, | u, = o oy | o5 0y =0l oy | @, o2
+ojoy|oioy == —al | eoy+ o2, 0o, =0 (mod. 3) ist, da (fay), (a2ey),
(eje,) drei Charakteristiken eines speziellen Fundamentalsystemes bedeuten
(§ 7). Somit geniigen nach Satz (IV) § 4 alle Charakteristiken (o) (o)
und ihre Combinationen der Bedingung w«,| t,=o0. Ferner ist aj oy | uw,
=ofay|afe, —oleg| ey, — aloy|al Oy +0for e, =—o. Also )
(l)vl‘ll.‘,)-;(l;_'!‘ll,o - &,
Bezeichnet man irgend drei .der unter den (i) nicht enthaltenen
Charakteristiken des Fundamentalsystemes kurz mit ( ay), (@), (), so kann
man ein System von 3P Charakteristiken in folgender Weise bilden.
Es ist:
(o), (@), (ogdy (g p8r)y (g 00), (ot pay) o v (o Uo)y (a5 ug), (a5 ),
0:=3""'—1. Die Charakteristiken dieses Systemes fithren wir Jjetat
wieder wie frither als Indices einer ahnlichen Formel ein, wie sie in §9
aufgestellt wurde. Es sei:
(1) v s o I (0)m—v)(u—Vy)(u v, | v, W)
/7 . I ;< i / 7
=2 ug)(@—v{)(a—v,) (04 v, - v, - w),
A8
Lo
wo A die Werte 1, 2, 3 annimmt und 5 von Null bis 3°~'—1 . lsuft.
Die Bedeutung der Grossen v, v/ und w ist die analoge wie in § 9.
+*
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. ’ . .
Es sind noch c und c;s zu bestimmen.!) Setzt man zu diesem
Zwecke vorerst i constant und u =a -4 u, —«;, so kommt:

N 2 ) ’ r
c I (C(,' ‘u,;,) (a_vl) (a—s¥ e vy L v W)= E{ C’;.!/{g T2 = (uy—ai) (ﬂﬂ + <)
B

- I (ug ) (a—v,) (a—vy) (a + v, vy + W)}-

Suy (uy'+2)

Figt man hier auf beiden Seiten den Faktor = bei, so

kommt:

gl
cri e T 4 )L‘)"(a;‘:luy)(a

) (a—v,) (8 4 v, + v, + )

S /) T—\:(“;' (..L‘:f ==ty i Say (%r “F #ﬂ')
e 2,

-9 (ug w,) (a=v) (a—v,) (& - v, 4+ v,' 4+ w).
Setzt man jetzt in der Hauptgleichung (1)

5 3 g i
’ 9 =) (u _i— aZ)
Clp—71 5 G,

¢ (0) (u—vy) (u—vy) (u + v; 4 v, + W)

9 S (o “ . ’
= =7 il ﬁ) crp 9 (@ p) (U—V{) (uivzl) (wef v, 4= vy - (2)

%8
und die zur Constantenbestimmung dienende Gleichung wird:

yil)

so wird diese:

=y (a)" -+ u )

et H6° 9(af 1) (a—v.) (6—V2) (8 + v, + ¥y + W)

i
n
>

< ,
2y (uy — #

= CapT
p

Diese Gleichung repréasentirt 3*~' homogene Gleichungen zwischen
den 3~ ' 1 zu einem bestimmten Werte von 1 gehodrigen Coeffizienten

¢ und c;p Um die Verhiltnisse dieser Coeffizienten daraus zu bestimmen
L8 :
Wp Us setzen,

) G (ug 1w,) (a vll) (a———vg') (a—+ v - V.Z' -+ w).

kann man wieder wie in § 9 zur Trennung der Indices wu,
: : . L i e . ersy

beiderseits mit 7' ' '~ multipliziren (wo (§) irgend eine Charakteristik ist),

und nach y von o bis 3?7'—1 summiren, dann erhilt man nach einigen

Reduktionen:

1) Vergl. Frobenius 1. .
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Ty olmgt wpl|l
}mlc;_/ﬂ oy
B

vi+ Vo w)

2y (a; i ] i :
T Bt K E G (ai ) (@a—v,) (a-~“vi)) k&

=
=c- ' TR o s
=i telle] G (1) (a—v, ) (a—v, )(a—l—v Aov, —[—\\)
:
und hieraus durch dieselbe Rechnung, die pag. 351 ausgefithrt wurde:
< Il {’U
Calaehn s i R =
T
p~l |y | Jwpoy uyler :
g e ey SHuw,07)(a—v,)(a—v,) (@ v, v,—+w)
‘j‘ !‘/;*l?r e
freE aD e ; ' =
s D Y, % S 72 /
y=—0 =7 01 N9 (uy) (a—v,) ) (a—vy)(a v, v, + W)
&
el (2) ein, so kommt:

Setzt man diese Constanten in die Hauptformel (2) ein

3r=19(0)(u—v)(u—v,)(u+ v, + v, + w)

(4) STl b
y | -+ 2wy O Lo
| #er | St H o) a—v, ) a—v,)(a+v,+Vv,+w)

/ / B
aEeNy v

e e ’ )
=7 T ° T () (a—v))

y=0 }i=1,2,3 =
5
p—!
Al Nl S » | o
Sl R Y (0, ) (u v, v - w)
S=o0
Diese Formel kann man noch in eine weit einfachere Gestalt bringen

Setzen wir vorerst statt u, u -4 w,, so kommt:

gp—1 M o I (1) (0—v,) (u—v,) (0 4+ v, + v, + W)
‘“ g5 ol 1o H o) (a—v, (a—v,)(a+v,+ votw)

2ol wale, o .
S 2 : Zjl 7
Rt lae,, | gl '7
Wil lr o _Sr} e | v TS ey e a 4 v v e w)
&

usle, . , l
T P9 (up o) (a—vy) (0—v,) (u + v, 4 v, + w) ]‘1
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dabei ist zu beachten, dass die Zahl w,|e; nach den Entwicklungen am
Anfang dieses Paragraphen fir . = 1, 2,3 constant ist, so dass man da-
fiir w,|o setzen kann. Multiplizirt man jetzt auf beiden Seiten mit

|
al¥, g ; : ’
' 9 (ul) (a—v,) (a—ve )(a 1 v, -+ v, + W),
setzt (1) = (v;) und summirt nach x von o bis 3*~'—1, so hebt sich
in jedem Gliede der Summe = der Nenner weg und es kommt:

»
P

e 9

21 9 a—v) v ) o+ v 4 v + W)
-9 (1) (0—v,) (a—vy) (u + v, + v, + w)}

SRR b
= = 2’{’[2 ol = T]'u’/ -+ Hy % '1',‘“7"i @ 9 (e o) (a—v)(a—vy)(a + vy + Vo W)
v / »

|
=3—1
3p— s {T‘u%

x=0

: e
»Er‘-"/f‘+2: Xty HpiRy 9 (e 1) (0—v,) (a—vy) (u %»Vl'%—v,_,/#—w)l,
8 J

Fihrt man die Summe auf der rechten Seite aus, so findet man
ahnlich wie frither bei Herstellung der Formel (8) § 9, dass alle Glieder
aus der Summe verschwinden bis auf jene, die fir wp= u, auftreten,
Mele mle

da der in den einzelnen Summanden erscheinende Faktor

Mgy, | Oy % . £
— #*!% nur dann den Wert 1 erhalt, wenn ug wy=o0 ist. Fahrt
man also die Substitution w, = wj aus, so erhilt man die Funda-

mentalformel:

p—1

/5’23—1‘ ‘a 2! tni , & 2 ’ / L4 it
= (B2 9 (up) @—v) (a—vo) (@ -V v W)
p=o
: Ll}(!"{)‘) (uo—vy))(u—vy)(u 4 v, + Vo + W)}
p1 (5)
‘3*‘3_1 2|y +(,l fiog ’ ’ ’ ’
P T () o)) (a—v) @~ W vy )
p=o0 A=12

- F(ugoy)(a—vy) (u—vo) (0 +v, 4 v+ W),
eine Formel, welche im Ganzen aus 3" ' 37 = 4 - 3*~' Gliedern besteht;
sie ist vo6llig analog den Formeln, welche Herr Frobenius l. c. pag. 219
und Herr Noether 1. c¢. pag. 327 fir Halbercharakteristiken gaben.
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Spezielle Formeln. Thetarelationen.
St man i der Fundamentalformel v, = 0., Yie= 0,, Y, = 0y,
v, = 0, WO (0)), (02), (1), (0) Charakteristiken sind, so kommt:

1 G e ongl L s 9 G |
@) D310y BIZa™50 9 (up6d)(a) 3 (upey) (@) 9 (up 0, 0s) (a + W)

p

-9 (g 03) (0) 9 (ug 03) (0) & (ug 0, ,) (u -+ w)}

e B e Al S
2T * /’)‘«‘)(‘u[; o} 07) (a) 9 (g 0)(2) I (npoie 9.)(a -+ w)

]

-9 (upayo?) () 9 (upoy a2) (w) 9 (g 0;.0,0,) (W + W), }
B=o0...3"'=1,1=1,28

Diese Gleichung enthilt wie die allgemeine 4 - 3*! Glieder. Setzt
man aber o0, = W, 0y = Uy, WO (), (1t,) Charakteristiken der Gruppe

der () sind, so werden immer drei Produkte mit den Argumenten u

einander gleich und die Gleichung:

<~ f M e 2[‘4"3\\( 872 9 le N g S loy glxhig 2
il s = TPLY (uped) (a) 9 (uped) (@) I (1pe 02) (a +w)

K
| g
(2) -9 (ug /1,"21) (w) 9 (ug ‘u,’f:) (u) 9 (g thy, ) (u 4 w)}
56 Lt il e, 303 6%) (a) FH(upeid) (@) F (upeie o) (a-+W)
B

- I (uga; ’u,‘il) (u) 9 (upay ‘uf,z) (n) 9 (uga, Uy, ‘1(,.2) (u 4+ w)}

amfasst dann nur mehr 4 - 3°7° Glieder.
Die Coeffizienten der 32 verschiedenen Produkte
G (g ‘“';'1) () 9 (up uy ) () 9 (g ty, e = W)

links und der 3*! verschiedenen analogen Produkte rechts sind dann

dreigliedrige Summen, die gsich noch vereinfachen, wenn man ¢; = 0,
O == 0 8elzt,
Macht man endlich auch ¢, = u,, ¢ = Us, 80 werden auch die als
1 2

Coeffizienten auftretenden dreigliedrigen Summen eingliedrig, und die
Formel nimmt fiir a = o ihre einfachste Gestalt an:




gl
Z{T 12

B

-9 (ug Ju,'ij) (u)  (upt 1.;‘.2) (u) & (‘uﬁ‘u/,,i ‘I,I,,2)(U -+ w)}

a 2| ug
T

Pl (u Vi ‘11,,?.1) G (g b ,“’.2) I (up My ‘“1’2) (w)

w e Ty
— %. ‘/'z {x 4 'y (up o ‘u.,ii) 9 (upa] [1_1;,2) G (g oy, ) (w) (3)
[
- G (upap g ) (1) & (up eq sy ) (1) 9 (ug ap iy, ty ) (0~ w)}.
Setzt man hingegen in Gleichung (2) nur ¢, = ty; @ = My, SO werden

immer drei der als Coeffizienten auftretenden Produkte
& (g ‘l,l,f,i) (a) I (ug :,u,.f,ﬂ) (a) & (ug oy, 1”'1'2) (a +w)

einander gleich, und man erhilt eine Relation aus 4 - 3" ! Gliedern, von
denen je drei dasselbe &-Produkt als Faktor besitzen.

Aus diesen drei Gleichungen lassen sich unmittelbar einige Rela-
tionen ableiten zwischen Thetafunktionen mit demselben Argumente; diese
sollen im Folgenden angegeben und dann zum Schlusse noch fiir p = 2
spezialisirt werden.

Aus (1) erBalt man 10r 8 =0,"W — 0, 0, =@ —6¢, — ¢, — 0’

=612 2148 90 2y 99 (1) () = = 202 % T #8) 99(0303) 93 gor)(u), (XIIT)
I ]

eine Beziehung zwischen 4 - 3*~' Thetacuben.

Setzt man ferner in (2) a=o0, w=o0, ¢, = ¢, = 0, so kommt:

o 2lpg| . 7 :
> 2 l93(!"/?) G (up iy Y (@) (g 1 ) (W) F (g, 1y ) (1) l
B 3 b

| : (XIV)
e + gl P(up ag) Hogu /”‘”"i ) (u)FH(eug ‘l_l/f,g)(u):‘)-( oy Upy ‘u,,n)(u),[

B2 s
eine Relation zwischen 4 - 3*~* Thetaprodulkten.

Eine in den Coeffizienten allgemeinere Form dieser Gleichung ergibt
sich aus (2), indem man nur a = w = o setzt, und ein weiterer spezieller
Fall tritt ein, wenn man in (3) w = o sein lasst.

Abh. d. II. CL d. k. Ak. d. Wiss, XVI. Bd. II. Abth.- 48
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§ 14
Thetarelationen fiir p = 2

Fir p = 2 bilden die (u,) in allen Formeln eine Gruppe 3'* Grades,
deren Charakteristiken

(o) = (0), () = (1), () = ()

sein mogen, dann folgt aus (1) § 13 fir w = o, a = o;

4 RS -‘5‘9“1571_&2 o\
(1) = 3R I (upoi 6) 9 (upeied) 9 (usa] o 0,)
= 1

- P (g az0?) () (1 ) 03) (u) & (up 0y 0, 05) (n)}.

Sei nun hier o, = u,, 0, = u? gesetzt, dann ist 66, =0 und man
erhalt:

I (0) (1) I (1ey) (n) ‘)(ul)(u)l/i o 8% ““ g I (ug o1) F(ug0s) 9 (1po; g )}

A=a

Ao
pP=a ) “

_,‘)(al)(u)(‘/(u,u,)(u).‘)-(alluf)(u)[ Sop oAl Fgl Hefupo)IHedupod)Hoqwpo,0
f=o0

2. 2 a2+1“/}|

o

e, e’

(1) i
=Gty )(1)H g, ) 1) H ey 1e}) (1 )[

‘H M

FH o3 300) I (e p03) I it 30,05)

B=

JL

2““}.%““/%’

&

: N CHD - NI G VACATE I Y

R

|
~+Iag)(a)H ez e, )(w) FH e, ”1)(“){

eine Relation zwischen vier Theta-Produkten.

Sei ferner in (I!) ¢, = u,, 0, = BB U, =y gesetzt, dann folgt:
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g=2
Ho)H e ) Hu? ){ $ uﬁa 2lug f)((l/wrfl)(u).‘}(u’m J()FH gm0, )(u)}
) ;
i L)_(al)l)(ah“ 196 {ﬂz afi-,Lt/?s{)-(aLuﬂ(ﬁ (u)#}-(aLuﬁrrg)(u)ﬂ(al;fﬁ(r,UE)(u)}
(III')

=2 9lg

Tt FHegugoi) () H ey tpoz)(0) I (aste ’g()'l()'?(ll)l

=2
—}—‘/((13).‘}(&3111)¢)(a3wj){}E : 1%t P‘9((13‘1(,/3(7‘;])(u)5}((13_1%05)([1)3(&3‘1l.ﬁfr102)(11},
—0

H M Q\ls

—+ Haty) FHeote, J(af,u])]
i

eine Relation zwischen 12 Thetaprodukten, von denen immer drei die
nidmlichen Coeffizienten besitzen. Die Formeln (II) und (II') fallen fiir

¢ = 0, = uy, ¢, = 0, = uj in die folgende einfachere zwischen 4 Theta-

produkten zusammen:

{1+1“1'““["1’+f ‘ 1“9(0)(9(11 )9(63)-9(0) () (e, )W) I (1))

:{T 2 a‘!+12 a‘+#‘J—}—12‘a]—' Y () 9 (e 10,) I (@) 13) - S (ey) () I (@, 12, (w)

9 (e, 1) (0)
\a L ola, —u (1V/)

4_—'{12 214—72‘ BE Ii—}—f{ g !1}L‘}(rzg)19(0._3‘11]).,‘)’(amu.?)-l‘)(ag)(Ix).‘}(aQ‘r,l!)(u)
‘ . I (o u3) (1)

+-{12‘“3 ’+72f“3 § e } 9 (cts) 9 (er500,) 9 ety 162) - O (0t (1) 9 (et p0,)(12)
(g 13) (0).

Eine Relation zwischen denselben Produkten, aber mit andern Coef-
» . i . . £ . /! 2
fizienten erhilt man endlich noch, indem man in (I) ¢, = ¢, = o setzt;
es folgt dann:

| a—] uo| .
9(0) (0) & (u,) (w) & (16d) (w) - =7 T K8 L ga ey
8

9 la, 4=l 5
= 9 (e;)(0) I (0, o) (0) F (e, ) (1) - =7 THpl gs (oF up)
B ;

\'
la, Hg (V)

—+ 9 (ay) () F (o 1ty J(u) @ (e tef)(u) - = {7‘3((13‘1(5_)

ﬂ

= z\as—#‘u/}".%

~+ 9 (a) (u) F(egw,) ()9 (e ui) (u)- =1 9P (o5 up).

8
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Durch die Substitution 6, = 0, = o erhialt man ferner eine Relation
zwischen 12 Thetacuben, in welcher man dann je drei als Coeffizienten
auftretende Thetaprodukte gleich machen kann, indem man ¢, = u,,
0, = u; setzt; das gibt:

LA e ol
F(0)I () dwd)- =1 2 "t P 9ug)(u)
Jij=="10)
Prmetplig ol i :
=9 dlepn)dlon)- = |+ #p 9 (e, p) (u)
B0
(V) ’
: - - =2 o a, + ugl 4
A+ G (o) I (o5 18y) F (e u7)- =T P19 (ag uup) (0)
B=0
; % /?%22‘a5+ﬁ‘%i . 3
4 G (o) F(eg ) F(ogu;)- =7 P93 (og ug) (w).
/)':—:--l'l

Relationen zwischen den Nullwerten der Thetafunktionen lassen sich
sowol im allgemeinen Falle als auch im Falle p = 2 aus den voran-
gehenden Relationen direkt ableiten, indem man u = o setzt.

Schlussbemerkung. Beziiglich der in § 9 aufgestellten Funda-
mentalformeln mag noch bemerkt werden, dass Formel (11) pag. 355
identisch ist mit der sogenannten Riemann’schen Thetaformel fiir Drittel-
charakteristiken, wie sie die Herren Prym und Krazer im 3. Band
der Acta mathematica pag. 271 angaben; man kann sie auch der Form

. . . .. M as >4 7
nach leicht in dieselbe iiberfithren, indem man a—v; = — u;, u—b;
7 ’ ’ 5 = >
B, UV e i asbl — v, £ = 1,7, 3, und (g,) = (o) setzt.

Desgleichen enthilt die Formel (10) pag. 354 die Analoga zu den
von Jacobi fir p = 1 (Werke, Band I) und von Rosenhain fir p=2
(Preisschrift) und den Modul 2 abgeleiteten Fundamentalformeln, wie ich
gelegentlich auszufithren gedenke.

EEICE -

Ferner erkennt man, dass die Methoden, welche uns die Fundamental-

formeln der §§ 9 und 12 fir Drittelcharakteristiken lieferten, sofort auf
33 3
n-tel Charakteristiken ausgedehnt werden konnen.

Minchen im Februar 1887.




