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Einleitung.

Die folgende Abhandlung zerfällt in zwei Abschnitte. Der erste be­
handelt die Theorie der Systeme von Charakteristiken, deren Zahlen sich 
nach dem Modul 3 unterscheiden (Drittelcharakteristiken), und kann so­
mit als eine Weiterführung der Arbeiten der Herren Noether1) und 
Frobenius1 2) gelten, insoferne dieselben eine vollständige Behandlung 
der Charakteristikensysteme für den Modul 2 (Halbercharakteristiken) 
gegeben haben.

Die sämtlichen Charakteristiken werden durch eine Operationsgruppe 
von 32p Additionen entstanden gedacht, und diese Gruppe gibt, verbunden 
mit der Gruppe der unimodularen linearen Transformationen eine Gesamt­
gruppe von Operationen, welche die sämtlichen Charakteristiken ungeändert 
lassen. Diese Gesamtgruppe besitzt dann, nach einer mir von Herrn 
F. Klein gemachten Mitteilung zwei isomorphe Untergruppen, denen 
sich ähnlich wie bei den Halbercharakteristiken eine doppelte Einteilung 
der Charakteristiken in eigentliche und Gruppen-Charakteristiken an die 
Seite stellt (§ 1 und 2).

Die Gruppe von 3'2p Additionen besitzt eine Reihe von Untergruppen 
vom Grade 3;· (§ 3), welche sofort Charakteristikensysteme liefern, deren 
wichtigste bezüglich aus 3 und 3P Charakteristiken bestehen (§ 5). Letztere

1) M. FToether: Zur Theorie der Thetafunktionen von beliebig vielen Argumenten. Mathe­
matische Annalen, Bd. 16.

2) G. Frobenius: Ueber das Additionstheorem der Thetafunktionen mehrerer Variabein. 
Journal für Mathematik, Bd. 89, und: Ueber Gruppen von Thetacharakteristiken. Dasselbe, Bd. 96. 
Für den Fall p = 1 hat Herr A. Krazer im 22. Band der Mathematischen Annalen die Relationen 
der diesen Charakteristiken zugehörigen Thetafunktionen eingehend behandelt.



zerfallen in zwei getrennte Klassen von Systemen: solche, welche den so­
genannten Goepel’schen Systemen bei Halbercharakteristiken völlig 
analog sind, und solche, wie sie für den einfachsten Fall p — 2 bereits 
von Clebsch und Jordan bei Gelegenheit des Dreiteilungsproblemes der 
hyperelliptischen Funktionen verwendet wurden (§ 6). An die Gruppe 
der linearen Transformationen schliessen sich Systeme von 2 p —j— 2 Charak­
teristiken an, welche ich analog der Bezeichnung bei Halbercharakteris- 
tiken Fundamentalsysteme nenne. Jeder der 32p gleichberechtigten 
Untergruppen linearer Transformationen gehört ein gewisser Complex 
solcher Fundamentalsysteme zu, deren Bildung und Anzahl in § 7 ge­
geben werden.

Der zweite Abschnitt behandelt die Verwendung der gefundenen 
Systeme zur Bildung zweier Additionstheoreme jener Thetafunktionen, 
deren Argumente sich durch Periodendrittel unterscheiden. Sowol die 
Goepel’schen Systeme (§ 9) als auch die Fundamentalsysteme (§ 12) liefern 
je eine umfassende Additionsformel. Die erstere der beiden habe ich 
bereits im Juni vorigen Jahres mitgeteilt.1) Aus diesen beiden Additions­
formeln leite ich dann in den §§10 und 11, resp. 13 und 14 eine Reihe 
von speziellen B'ormeln und Thetarelationen ab, ohne jedoch bei der Fülle 
der sich darbietenden Beziehungen eine umfassende Theorie dieser For­
meln geben zu wollen.

I. Abschnitt.

1.

Bezeichnung der Charakteristiken. Fimdamentalsätze.

Der Zahlencomplex

bestehend aus 2 p Zahlen heisst eine p-reihige Charakteristik oder eine 
Charakteristik vom Geschlechte p.

1) Sitzungsberichte der physikalisch-medicinischen Societät zu Erlangen. 1886. Vergl. 
übrigens die Anmerkung § 9.



Legt man den a nur die Werte des vollständigen Restsystemes 
mod. 8 bei, so repräsentirt die obige Form 32p verschiedene Charakter­
istiken.

Man kann die Charakteristiken in drei Arten unterscheiden, solche 
deren Zahlen der Congruenz

ce, a\ ~b ai a2 ~f~ · ■ · ~b ap «p = 0 niod. 3,
genügen, solche, für welche der Wert dieser Congruenz + 1 und end­
lich solche, für die er —1 ist. Von der ersten Gattung gibt es

sp = 3P —1 (3P + 2),

von den beiden anderen Gattungen je

Rp = R/ = 3p~1 (3p — 1).

Beweis. Für p = 1 ist der Satz richtig, denn die Charakteristiken erster 
Art sind:

die zweiter und dritter Art bezüglich:

Wir nehmen also die Richtigkeit des Satzes für p — 1 an und 
zeigen, dass er dann auch für p gilt.

Es ist
Sp_, = 3P_2 (3P_' + 2),

Rp_a + R/_, = 2 · 3P_2 (3P_ 1 1).
Alle Charakteristiken zweiter Art erhält man, indem man die Rp_i 

(p — 1) reihigen Charakteristiken mit

die Rp'_, (p — 1) reihigen Charakteristiken dritter Art mit

und endlich die Sp-1 (p — 1) reihigen Charakteristiken erster Art mit



(с) . 1 —1 
1 . -i

zu p-reihigen Charakteristiken ergänzt. Somit muss

5 Rp_, + 2 Rp_, -f- 2 Sp_, = Rp 
sein; desgleichen hat die Gleichung

ö Rp-1 + 2 Rp_, + 2 Sp_j = Rp'
stattzufinden.

Endlich ergeben sich alle Sp p-reihigen Charakteristiken, wenn man 
alle Sp_, (p — 1) reihigen mit» den unter (a), alle Rp_, (p—1) reihigen 
mit den unter (b) und alle Rp_[ (p — 1) reihigen Charakteristiken mit 
den unter (c) aufgeführten Formen zu p-reihigen ergänzt, somit muss sein:

5 Sp _ i -|- 2 Rp _ j -|- 2 Rp _ L = Sp.
Die Rechnung bestätigt diese 3 Identitäten.
Zwei Charakteristiken («) und (ß) heissen mod. 3 congruent, wenn

ist.
Die Summe der Charakteristiken (a) und (ß) ist:

und sei kurz mit (a ß) bezeichnet. 
Daraus folgt:

Darnach ist
(«) — (ß) = (« ß2)·

Hieraus folgt, dass sich die 3'p— 1 Charakteristiken, die ausser der 
Charakteristik (o), deren sämtliche Elemente Null sind, existiren, in zwei 
Hälften teilen, deren einzelne Charakteristiken derart paarweise zusammen­
gehören, dass die Glieder eines Paares sich nur durch das Zeichen unter­
scheiden, z. B.

(«) und (a2).



Fasst man zwei solche Charakteristiken in ein Zeichen zusammen, 
indem man schreibt:

M = и
so hat man einen speciellen Fall von dem, was Herr Noether eine Gruppen­
charakteristik nennt. Zeichnet man hingegen eine andere beliebige der 
32p gleichberechtigten Charakteristiken, etwa («) aus, so gruppiren sich 
in Bezug auf sie, wie Herr Noether in einer Anmerkung zu meiner Ein­
gangs zitirten Note angab, die übrigen Charakteristiken zu Paaren. 

Genügen nämlich drei Charakteristiken der Relation

O) + iß) + (y) = (« ß У) = о mod. 3,
so haben (ß) und (/) zu (a) dieselbe Beziehung. Für diese Beziehung 
führt Herr Noether das Zeichen ein

[«—/*] = [« ß2l
das dann eine Gruppen Charakteristik heisst. Dann ist

[« ß2] = [a у2],

und aus der obigen Relation folgt (y) = (g2 /52), so dass

[aß2] = [ßa2]

wird. Setzt man hier (ß) = (o), so geht diese Bezeichnung, wie es sein 
muss, in die unsrige über.

Aus diesen Erläuterungen folgt, dass es
32p— 1 

2
Gruppencharakteristiken gibt.

Im Gegensätze zu den Gruppencharakteristiken seien die übrigen 
eigentliche oder schlechthin Charakteristiken genannt.

Es werden diesen Bezeichnungen der Charakteristiken noch einige 
Abkürzungen angefügt, die wir im Folgenden beständig gebrauchen.

Es bedeute
(1.) ß = «1 ß, —|— Go G, -]— . . . —|— Kp Gp ,



und es werde auch in diesen Symbolen statt a -f- ß — a ß und für a — ß 
aß2 gesetzt, dann erhält man folgende Relationen:

(3.) |a| = 
(5.) a ß-

— « (4.) а ! : α ß : :o;
■ß j <x = /?'2 j «; (6.) a2 | ß = a | ß2.

(mod. 3.)

Ein System von eigentlichen Charakteristiken mag unabhängig 
heissen, wenn nicht die Summe irgend einer Anzahl derselben mit Null 
nach dem Modul 3 congruent ist, und wesentlich unabhängig, wenn 
nicht die Summe von irgend 3 r derselben congruent mit Null mod. 3 
ist; dann ergeben sich drei für das Folgende äusserst wichtige Sätze:

(X.) Die Combinationen (Summen von irgend einer Anzahl von 
Charakteristiken) von λ unabhängigen Charakteristiken sind 3я 
verschiedene Charakteristiken.

(II.) Die wesentlichen Combinationen (Summen von irgend 
einer mit 1 mod. 3 congruenten Anzahl) von λ wesentlich unab­
hängigen Charakteristiken liefern 3я-1 Charakteristiken.

(III.) Es gibt unter den 3Sp Charakteristiken höchstens 
2 p unabhängige und 2 p + 1 wesentlich unabhängige.

Die Richtigkeit dieser Sätze erkennt man unmittelbar; denn jede 
Combination der λ Charakteristiken

(μι), (μ2), О'з), · · · · (μι)
nimmt die Form (u™, */■§ . . . μ)) an, wo m, n . . . . e die Zahlen 0, 1, 2 
bedeuten. Die 3я Variationen mit Wiederholung derselben geben also die 
3я Charakteristiken des Satzes (I). Unter ihnen befinden sich aber 3я-1, 
welche von allen Combinationen gebildet sind, deren Anzahl gleich 3 r 
ist, während die übrigen zu gleichen Teilen aus den Combinationen der 
Anzahl 3 r -)- 1 und 3 r — 1 entstehen, was Satz (II) aussagt. (III) ist 
eine unmittelbare Folge aus (I) und (II).

§ 2.

Operationsgruppen.

Die 32p Charakteristiken können durch eine Operationsgruppe von 
32p Additionen entstanden gedacht werden, indem die Summe je zweier



p-reihiger Charakteristiken wieder eine solche gibt. Die Charakteristik 
(o) vertritt dann die Identität.

Durch Anwendung der Operationen dieser Gruppe bleibt dann das 
System der 32p Charakteristiken ungeändert. Es bleibt aber auch unge- 
ändert durch die Gruppe der unimodularen linearen Transformationen, 
d. h. der mod. 3 zur Identität congruenten Transformationen, deren An­
zahl nach C. Jordan

А = (32p— 1) 32p-' (32p~2 — 1) 32p-8___(32 — l) 3

beträgt, denn bezeichnen (a) und (ß) irgend zwei Charakteristiken des 
Systems, so sind die linearen Transformationen der erwähnten Gruppe 
jene, welche den Ausdruck

et | /5 = a, ßx — «! /5, +.... + KP /5p -— cp' ßv — e

ungeändert lassen. Da die Substitutionen der letzteren Gruppe mit denen 
der ersteren vertauschbar sind, so kann man beide zu einer Gruppe1) 
von Operationen vereinigen, die das System der 32p Charakteristiken un­
geändert lässt und vom Grade

32p<'32p_ J) 32p-l (33p-2_ 1) _ (32 --- 1) . 3

ist. Die Untergruppen, aus welchen sich diese Gesamtgruppe constituirt, 
bilden den Ausgangspunkt für das Folgende.

Die Operationen der Additionsgruppe, oder was dasselbe ist, die 32p 
eigentlichen Charakteristiken können nach Satz (III) entweder aus 2 p 
unabhängigen oder aus 2 p —|— 1 wesentlich unabhängigen der­
selben zusammengesetzt werden. Im ersten Falle kommt man zu folgen-

1) Diese Gesamtgruppe von Operationen besitzt nach der mir von Herrn F. Klein zuge­
gangenen Mitteilung zwei isomorphe Untergruppen: die eine derselben lässt eine Charakteristik (а) 
ungeändert und vertauscht die übrigen untereinander, was der Einteilung der Charakteristiken in 

32 p — 1
----  Gruppencharakteristiken entspricht, die andere ist die im Texteeine ausgezeichnete und

erwähnte Gruppe der linearen Transformationen, welche einen Complex von Fundamentalsystemen, 
wie sie in § 7 aufgestellt und behandelt sind, ungeändert lässt. Ihr entspricht also die Noether- 
sche Bezeichnungsweise der eigentlichen Charakteristiken. Von jeder der erwähnten Untergruppen 
gibt es 32p gleichberechtigte Individuen, entsprechend der Möglichkeit eine der 32P Charakteri­
stiken oder einen der 32P Complexe von Fundamentalsystemen auszuzeichnen.
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der Darstellung der 32p Charakteristiken, wie bereits in der erwähnten 
Note angegeben wurde.

Sind
Oi), 00 ■ · ■ C«p); 0.), Os), · · · (pp)

die 2 p unabhängigen Charakteristiken, so ist die ganze Gruppe darge­
stellt durch die sämtlichen Combinationen derselben und zwar in der Form:

(!),Οι), O2) •■•Op), ΟΪ) •••Op), OiМ2) ........OifA··mp),
00 (pi «·.), Οι >н) - · · Οι Μ,,), О, Mi) ■ · ■ Oi Mp), Oi Mi Ms).........О, Mi mI · · mp),

Ol Pa · · Pp) О! P2 · · pp Mp)...........0!ρ1··Ρι .«■ T Д5 Mp),
die wir durch Einführung von 3P— 1 Indices symmetrischer folgender- 
massen schreiben können:

(i), (Ό, O2) ••■Op), Op+i) ...........Os -1),
(Pi), Ol Mi), Oi Ms) . . . Ol Mp), Ol Mp 4.1).............Ol Ms - 1),

(ps—1), (psP— 1 Mi) · · ■ ..........Os — 1 Ms — 1)·
Hier ist (,u0) = Oo) = (o) = (1) gesetzt.
In jeder Horizontallinie dieses quadratischen Schemas sind 3P Charak­

teristiken enthalten. Die Charakteristiken der ersten Zeile bilden, wie 
ihre Construktion zeigt, eine Untergruppe 3pten Grades, die übrigen Hori­
zontalreihen dagegen enthalten Systeme von 3P Charakteristiken, die aus 
jener Untergruppe hervorgehen, indem man zu ihren Operationen je eine 
der 3P Combinationen der unabhängigen Charakteristiken Oi), (p2) · · · (pP) 
hinzufügt.

Bei dieser Darstellung, die zur Bildung des Additionstheorems der 
zugehörigen Thetafunktionen vorteilhaft ist, ist die eine Charakteristik (0) 
ausgezeichnet. Eine andere Darstellung ohne Auszeichnung von (o) erhält 
man, indem man nur die wesentlichen Combinationen von 2 p -)- 1 
wesentlich unabhängigen Charakteristiken bildet; dann erscheint jede



Horizontalreihe, unabhängig definirt, als die Gesamtheit der wesentlichen 
Combinationen von p —f— 1 wesentlich unabhängigen eigentlichen Charak­
teristiken. So ist z. B. für p = 2 die erste Horizontalreihe des neuen 
Schemas:

Ol)> (®ä)) (ßs)) (K1 (ßI <*3)j (β3 «s)j (°U ^s); («1 ß2 as)> (Й1 С<з),

und man erhält alle Systeme desselben, indem man in unserem ersten 
Schema mit Hinzunahme einer weiteren Charakteristik (μ) jede Grösse 
(*) durch diejenige Grösse (κ), (κ и) oder (κ и2) ersetzt, welche eine wesent­
liche Combination ist.1)

§ 3.
Untergruppen der Additionsgruppe.

Die Untergruppen der Additionsgruppe vom Grade 32p 
sind sämtlich vom Grade 3я, wo Я =1, 2, ...2p — 1 ist, und die 
Anzahl der gleichberechtigten Untergruppen vom Grade 3 я 
ist durch die Formel gegeben:

B _ (32p—1) (82P-i— 1) . . . (ЗЗр-Я + i— l)
(ЗА — X) (ЗЯ-1— 1) . . . (3— fj '

Denn eine Untergruppe vom Grade 3я ist nach Satz (I) aus Я unab­
hängigen Charakteristiken gebildet; sind (u,), (u2), .... (μχ) diese Charak­
teristiken, so kann man (,u,) auf 32p—1 Arten wählen, da die Null aus- 
zuschliessen ist, dann bleiben zur Wahl von (μ2) noch 32p — 3 Charakte­
ristiken übrig, da (/«.,) und (jif) als von einander abhängig auszuschliessen 
sind. Zur Wahl von (μβ) sind dann noch 32p—32 übrig, da die 32 aus 
(u,) und (u2) gebildeten Combinationen als abhängige Charakteristiken 
ausgeschlossen werden müssen. Endlich bleiben nach der Wahl von 
(μχ _,) noch 32p—3я” 1 unabhängige Charakteristiken übrig, die für (μχ) 
gewählt werden können. Die unabhängigen Charakteristiken (u2),
. . . (μχ) lassen sich also auf

(32p— 1) (32p— 3) (32p— 32) ... (32p— 3я-1)

1) Diese Bezeichnung rührt von Herrn Noether her; vergl. die Anmerkung desselben zu 
meiner o. c. Note.



Arten wählen; doch sind die hiedurch erhaltenen Gruppen nicht alle 
verschieden, denn unter den in einer Gruppe von 3’· enthaltenen Charak­
teristiken kann O,) selbst auf 3;> — 1, (u,2) auf 3λ — 3 u. s. f. (μλ) auf 
3;· — 3;--1 Arten gewählt werden ohne eine andere Gruppe zu liefern, 
somit ist die Zahl der verschiedenen Untergruppen nur

(32P—1) (32P—3) .. . (3SP—ЗА-') ^ 
(8A—1) (3^—3) ... (Зл—ЗЛ-') -ΰ·

Zu jeder Untergruppe vom Grade 3λ gehören 32p-;· Systeme 
von je 3Z Charakteristiken, da die Anzahl der Operationen der Ge­
samtgruppe 3"v, die der Untergruppe 3^ ist. Somit ist die Gesamtzahl 
aller Charakteristikensysteme von 3'- Gliedern. die Gruppe mit ein­
gerechnet :

P _ Q2„-; (33p — 1) (32p-1 — 1) . . . (8*ρ-Λ + > — 1)
(ЗЯ— 1) (ЗЛ-1 — 1) ... (3-1)

Dieselbe Formel hätten wir von der zweiten Bildungsweise der 
Charakteristiken ausgehend erhalten können. Zwischen den Charakteris­
tiken einer Untergruppe vom Grade 3λ existiren noch einige Sätze, die 
gleich hier angeführt werden mögen, da sie für das Folgende von Wich­
tigkeit sind.

§ 4.
Sätze über Beziehungen zwischen Charakteristiken.

(IV.) Genügen λ unabhängige Charakteristiken der Be­
dingung

so erfüllen je 2 eigentliche Charakteristiken der aus jenen 
gebildeten Gruppe vom Grade 3^ dieselbe Bedingung.

Denn irgend zwei Charakteristiken der Gruppe haben die Form:

K1 ,«? ’ · · d?) und (μ? μ? ■ - ·

wo die v und о die Zahlen 0, 1, 2 bedeuten; es ist aber:

/<> иU... μν·λ | μ*' μξ>... μηΛ = μ?



(У.) Es gibt höchstens λ = ρ unabhängige Charakteristiken, 
die der Congruenz

μι j μ ξξ ο, μ2 j μ = о, . . . . μχ I μ ξξξ ο (mod. 3.)

zwischen 2 ρ Unbekannten haben 32р"~я Lösungen. Nach Satz (IV) sind 
die 3 я Combinationen von (μ^, (μ2) . . . (μι) solche Lösungen, also exis- 
tiren ausser den Charakteristiken der Gruppe vom Grade Зл noch 32р-я— ?>'■ 
= 3A (32p~ '2λ — 1) von (/.(,), (a2) . . . (μι) unabhängige Lösungen, somit 
muss ^ p sein, damit diese Zahl positiv ist, und für λ = p sind die 
Charakteristiken der Gruppe vom Grade 3P die einzigen 
Lösungen der Congruenz.

(VI.) Ist (ua) irgend eine der 32p eigentlichen Charakteris­
tiken, sind (μ(), (μ2) . . . (μχ) irgend λ unabhängige derselben, 
und bestehen die λ Congruenzen

μa j μi — μα [ μ2 — · . · — μα | μα — Ο, λ ο ο, 

μα I μα-t-i = dz L v« | μαμ2 = dz L · · · μα I μχ = ziz Е
so gibt es in der aus den l unabhängigen Charakteristiken 
gebildeten Gruppe vom Grade 3 я stets 3я-1 Charakteristiken 
(μβ), die mit (ua) zu der Congruenz

μα j μβ =: e, (mod. 3)

verbunden, e den Wert Null und 2 · 3я 1, die s den Wert dz 1 
erteilen.

Denn μα μβ wird nur dann mit ^ 1 congruent sein können, wenn 
(μβ) von der Form ist:

(μβ) — (ρ μЛ иГ*σ + l ' σ + 2
wo ρ irgend eine Combinationsform der unabhängigen Charakteristiken 
O,), (,«2) · · · iao) ist, da ja



wird, und die Summanden rechts nach Voraussetzung allein congruent 
zfc 1 sind. Die Combinationsform (ρ) selbst stellt aber 3C verschiedene 
Charakteristiken vor, da sie aus den о unabhängigen Charakteristiken 
(iui)> (,uä) · · · (β·σ) gebildet ist, somit kann die eine Combinationsform

, K+2---- mit 30 Combinationsformen (ρ) verbunden werden.
Ferner kann die Congruenz

I K'+i К+2---- К* = ± 1 (m°d- 3)

selbstverständlich nur dann eintreten, wenn

V1 + ;+-* · · + V). = ± 1 (mod. 3)
ist; diese lineare Congruenz hat aber, da es Я — σ Werte v sind. 
2 . 3я“σ~1 Lösungen, so dass die Combination (uVi, uv* . .. μνΛ) 2 - 3я-'7-1

Formen annehmen kann, mithin gibt es im Ganzen 2 - 3σ - 3я-0-1 =: 2 ■ 3я-' 
Combinationsformen («Д welche die Congruenz

μa \ μβ εξξ ^ 1 (mod. 3)

befriedigen. Da nun aber stets zwei dieser Charakteristiken einander 
entgegengesetzt gleich sind, so befriedigt die eine Hälfte die Congruenz 
£ = -b 1 die andere Hälfte die Congruenz 1· ξξξ — 1, während die übrigen 
3я 1 Charakteristiken die Congruenz e :: о befriedigen müssen.

Wir haben nun in den folgenden Paragraphen die für uns wichtig­
sten Untergruppen vom Grade 3 und 3P genauer zu untersuchen und die 
zugehörigen Systeme zu entwickeln.

5.

Die Untergruppen dritten Grades.

Eine Untergruppe dritten Grades hat in unserer Bezeichnung 
Gestalt:

(i), Ο), (μ2)·
Ihr gehören 32p~1— 1 weitere Dreiersysteme von der Form

0)= (ff μ), О«2)

die



zu, welche durch Hinzufügung von 2 p — 1 verschiedenen Charakteristiken 
(p) und ihren Combinationen (die selbst wieder eine Gruppe vom Grade 
3"2p_I ausmachen) gebildet werden, und es gibt nach Formel C § 3

o2p-, ^P-l
2

solcher Dreiersysteme (die Gruppe mit eingerechnet), die man zu -
Complexen zusammengehöriger Systeme vereinigt denken kann, so dass 
jeder Complex eine Gruppe und 32p~!—1 Systeme umfasst. Jedem
dieser Complexe kann dann als Zeichen eine der —v— (speziellen) Gruppen­
charakteristiken zugeordnet werden; so z. B. dem Complexe mit der 
Gruppe

(1), (//·), (μ2)
die Charakteristik

M»
dann ist der betreffende Complex durch die Angabe dieses Zeichens voll­
kommen bestimmt.

Die in jedem Complexe auftretenden Systeme können in Paare ge­
teilt werden, so dass die Charakteristiken der Systeme eines Paares 
einander entgegengesetzt sind, z. B.

(λ), (λ μ), (λ μ2) und (λ2), (λ3 μ2), (Λ2 μ).

wofür man kürzer das Tripel von Gruppencharakteristiken

M, [>·«], [λ,«2]
schreiben kann.

Solcher Tripel, die einer bestimmten Gruppencharakteristik [,tt] zu­
geordnet sind, gibt es dann

32p— i — I
2 '

Wir wollen jetzt die Beschaffenheit der in einem Complexe enthal­
tenen Dreiersysteme näher ins Auge fassen; es wird sich dann zeigen, 
dass die in einem Complexe enthaltenen Systeme stets zwei 
wesentlich verschiedene Klassen bilden; die Charakteristiken 
der Systeme der einen Klasse genügen zu zweien der Be­



dingung μα \ μβ= о (mod. 3), und diese Klasse enthält 32p~2 
Systeme. Die Charakteristiken der Systeme der 2. Klasse 
genügen zu zweien der Bedingung μα [ μβ ξξξ -j- 1 (mod. 3), und 
solcher Systeme gibt es 2 · 32p~2.

Wie oben erwähnt entstehen die Systeme eines Complexes [μ], indem 
man aus den 32p eigentlichen Charakteristiken 2 p — 1 von einander und 
von (u) unabhängige auswählt, die durch sie bedingte Gruppe vom Grade 
32p_I bildet und jede Charakteristik (p) derselben mit (μ) zu dem Systeme:

(<0> (pmX (ρμ2)
oder

Ol), O2); Os)

vereinigt. Die zwischen je 2 der Charakteristiken bestehenden Bedingungen

tia i μβ ΞΞΞ f (mod. 3), “ j = 1, 2, 3 

hängen somit nur von der Congruenz:

p j μ = i, (mod. 3)

ab. Ist ε,ΞΟ, so genügen die Charakteristiken des Dreiersystems der 
Bedingung s = o, im Gegenfalle der Bedingung c = + 1. Sind nun die 
2 p — 1 unabhängigen Charakteristiken, aus denen die Gruppe vom Grade 
32p_1 gebildet ist,

Ol), O2) · · · (p2p — 1),
so müssen diese mit (u) entweder die Congruenz

(1) 11 (·*: --- ,u I (h == · · · —— Ll P2 p — 1 = О

oder die Congruenzen:

i“ I = μ k2 — · ·. ξ= μ l qo = о 
и ' ρσ+ι = зЬ i, /'1 Cö+2 = zb 1, ·. · l·11 ί*2ρ—i = 4-1

о < 2 p — 1

erfüllen.
Die erste Congruenz ist nach Satz (X7} sofort auszuschliessen, da es 

nur p unabhängige Charakteristiken gibt, die sie befriedigen. Wenn aber 
die 2 p — 1 unabhängigen Charakteristiken (p) den Bedingungen (2) ge­
nügen, so folgt aus Satz (VI), dass es in der aus ihnen gebildeten Gruppe



stets 3'p ■ Charakteristiken gibt, die mit (ju) der Bedingung ξξξ о ge­
nügen und 2 · 3Z p -2, die der Bedingung e, = -j- 1 entsprechen. Somit 
gibt es 32p~2 Systeme, deren Charakteristiken zu zweien der Bedingung 
f = ° und 2 - 3 ’p ™"2 Systeme, deren Charakteristiken zu Paaren der Con- 
gruenz /■ — -j- 1 genügen.

Unter den Systemen der ersten Klasse befindet sich die Gruppe
(1), (,U), (,u2) = [u],

während die 32p~2—1 übrigen Systeme - P 9 Tripel von Gruppen­

charakteristiken bilden, indem man sie paarweise zu einem solchen Tripel 
vereinigt.

Die Anzahl der Tripel, die auf dieselbe Weise aus den Systemen der 
2. Klasse entspringen, ist:

32p-2.

Es sei noch bemerkt, dass dieses allgemeine Resultat im Falle p = 2 
bereits von anderer Seite her bekannt ist, indem die hier auftretende 
Teilung der Tripel von Gruppencharakteristiken in 4 und 9 genau der 
Gruppirung der Lösungen des Dreiteilungsproblems der hyperelliptischen 
Funktionen vom Geschlechte p = 2 entspricht, wie sie A. Clebsch in den 
Abhandlungen der k. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 
Band 14, angibt.

§ 6.

Untergruppen vom Grade 3p. Die Goepel’sche Gruppe.

Die Bildung einer Untergruppe vom Grade 3P haben wir bereits in 
der ersten Zeile des Schemas auf pag. 334 kennen gelernt. Die Anzahl 
der gleichberechtigten Untergruppen 3pten Grades ist nach Formel B. 
pag. 335

(32 p—l) (32 p- 1—1) . . . (3P + 1-1)
(3p-l) (3p- 1—1) .... (3—1) ■

Zu jeder derselben gehören weitere 3P— 1 Systeme von 3P Charak­
teristiken, die mit der Gruppe einen Complex bilden. (Einen solchen Com- 
plex stellt das erwähnte Schema vor.) Es. gibt somit B' solcher Complexe.

Abh. d. II. CI. d. k.Ak. d. Wiss. XVI. Bd. II. Abth.
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Die Gruppen, von denen jede aus den Combinationen

scheiden sich in zwei wesentlich verschiedene Klassen, je 
nachdem

ist oder nicht.
Im ersten Falle genügen nach den Sätzen (IV.) und (V.) alle Charak­

teristiken der Gruppe der Bedingung:

Die zu dieser Klasse gehörigen Gruppen entsprechen vollständig 
jenen, die Herr Frobenius bei seinen Untersuchungen über Charakteris­
tiken, deren Zahlen nach dem Modul 2 genommen sind, als Goepel’sche 
Gruppen bezeichnet, wir wollen daher auch für unsere Gruppen erster 
Klasse diese Benennung beibehalten.

Die Anzahl der Goepel’schen Gruppen findet man durch eine ähn­
liche Betrachtung, wie wir sie pag. 12 zur Aufstellung der Untergruppen 
vom Grade 3λ angestellt haben, indem man nur beachtet, dass die zu 
wählenden Charakteristiken der einen linearen Congruenz μα | u.ß = о ge­
nügen müssen. Man erhält so:

η — (32p—1) (32p_2—1) (32p-4—1) . . . (32—1) 
(3P—1) (3P— 1 — 1) (BP-2—1) . . . (3—1)

oder
D = (3p+ 1) (3P~4- 1) . . . (32-j- 1) (3 + 1).

Zu jeder Gruppe gehören dann noch 3P—1 weitere Goepel’sche 
Systeme, die mit ihr einen Complex von 3P Systemen bilden, also gibt 
es überhaupt, die Gruppe mitgerechnet,

Ϊ;
Ϊ Ifjgj

E = 3p (3P + 1) (3P-1 + 1)... (32 + 1)(3 + 1)
Goepel’sche Systeme.

Die Anzahl der Gruppen 2. Klasse ist dann

Bz — D,
die der Systeme 2. Klasse

3p (B' — D).



Im Falle p 2 sind die fraglichen Systeme beider Klassen Neuner- 
sys eine, es gibt deren 1170, darunter befinden sich überhaupt 130 Gruppen 
und von diesen sind 40 Goepel'sche Gruppen und 90 Gruppen 2. Klasse 
der HL ™abhan8«611 Charakteristiken („ ) gebildet sind, welche 
■ , ^ 1 genügen. Diese 2 ■ 45 Neunersysteme sind

entisch mit jenen, die Herr Jordan >) bei Behandlung des Dreiteilmigs- 
problems aufstellt, indem er eine gewisse Untergruppe der Gruppe linearer 
Transformationen bildet, deren Operationen mit denen einer solchen 
Neunergruppe vertauschbar sind.

§ 7.

Fundamentalsysteme.

Die Untergruppe der linearen Transformationen, welche in unserer
sehTwVhT6 c,tirlten iSt’ gibt znr Bet™=htung einer Reihe anderer 
sehr wichtiger Systeme Anlass, die Fundamentalsysteme») heissen 
mögen. ’

Genügen nämlich die Charakteristiken eines Systemes alle zu zweien 
der Longruenz

μα I μβ == 1 (mod. 3), a cß, ............... (i.)
so geht jedes dieser Systeme durch eine lineare Transformation in ein 
anderes und zwar nur einmal über, so dass man ebensoviele Systeme als 
lineare Iransformationen erhält, nämlich nach pag. 333.

A ~ (32P—1) 3^-> (32P-2—1) .. . (B2__1) 3 3).
Um diese Systeme genauer zu untersuchen, schicken wir einige Sätze 

voraus. 6
___ (m) Genügen die Charakteristiken eines Systems alle

1) C. Jordan: Traite des substitutions pag. 367.
FrobeJu/pafToS6 dTim Т^Гм BeZ.eich”U^sweise citirte erste Abhandlung von
2 entwickelten. ’ folgenden Satze entsprechen völlig den daselbst für den Modul

keit diellrormei6 ^ ^ ^ АЫе^ erzielte Bestätigung der Richtig-



zu zweien der Congruenz μα \ fiß = 1 (mod. 3), « < ß, so sind sie, 
wenn ihre Anzahl gerade ist, voneinander unabhängig; ist 
aber ihre Anzahl ungerade, so sind sie entweder unab­
hängig oder die Combination einer mit 1 congruenten An­
zahl derselben ist Null, und dann ist die um eins vermin­
derte Anzahl von Charakteristiken unabhängig.

Die Richtigkeit des Satzes ergibt sich wie folgt: Ist die Anzahl der 
Charakteristiken des Systems 2 r und bildet man aus irgend 3 s derselben 
eine Combination

(b, μ2 . . . μ3 s),

wo natürlich auch mehrere (μ) einander gleich sein dürfen, so ist:

bl μ2 · · ■ bsa | bi = bi | bi + b"21 bi · · · · Ч~ Ьзg | bi ξξξ (3 s — 1) (mod. 3),
wie auch s gewählt ist, somit kann (u, μ2 . . . n3e) nicht mit Null con- 
gruent sein, sonst wäre nach der Bedeutung des Symbols ua μβ die 
obige Congruenz Null. Auf dieselbe Weise folgt, dass

bi μ2 . . . ,tt3s_ i j μι === (3 s — 2) (mod. 3)
und

bi ba · · · b3s+1 | bi ba " (3 s — 1^) (mod. 3)
ist, somit kann auch keine Combination zu 3 s — 1 oder 3 s —|— 1 der 2 r 
Charakteristiken, also auch nicht ihre Summe mit Null congruent sein, 
somit sind sie unabhängig.

Ist aber die Anzahl der Charakteristiken ungerade: 2r-f-l, und 
bildet man aus allen 2 r + 1 Charakteristiken die Combination

(bib2bsb!----bLb2r+i),
so kann dieselbe mit Null congruent sein, ohne dass die Charakteristiken 
aufhören der Bedingungsgleichung

be|by$—1 (mod. 3) 
zu genügen; denn aus der Annahme

(bi bl bs ,«* · · · b!rbir+1) — о 
(bsr+ 0 Ξ (bi ba bs · · · · bs r) 

b’8 ; bg r + 1 = 1"

folgt
und hieraus



345
Um dies einzusehen, unterscheide man zwei Fälle: a = 2λ, e — 2Я-)- 1 
Im ersten Falle ist:

Η-2λ I ,м2 г+1 — μ2χ | μϊ -ψ- μ2ι I fi-2 -f- · ■ · μ·

= и
я I μ2χ ~\~ ■ ■ ■ —{~ μ2 λ \ ia2 г

1и2λ μ2 I μ2λ + ■ · - + μ2χ_ , I μ2χ -J- μ2λ | μ.,λ — μ,λ ! μ2ΐ+ι
— + μ2λ I μ2τ

= 1, (mod. 3),

da vor Null (μ2λ I α2λ = ο) eine ungerade, nach Null eine gerade Anzahl 
wechselnder Zeichen liegt.

Im zweiten Falle ist:
,U2 λ 4- I |^2r + l

μ·2λ + ι μ2 j μ·2λ + ι + ... μ2χ [ μ2λ +1 μ2λ + ι | μ2ΐ + 1
+ fti + i I μ2λ+2 — · · · + μ2λ+ι I μ2τ

da vor μ2λ + ι\μ,λ+1==0 eine gerade, nach Null eine 
von wechselnden Zeichen liegt. ungerade Anzahl

Eme ungerade Anzahl von Charakteristiken braucht also nicht unab­
hängig zu sein, dagegen ist dann die um eine Charakteristik verminderte 
Anzahl, als eine gerade, wieder unabhängig.

Hat man also ein System von Я Charakteristiken (μ,), («,,) . . . {ил 
die der Congruenz μα\μβ=ΐ, a<ß, genügen, (Я ungerade), so sind jeden- 
tails л — 1 von ihnen unabhängig, und da es höchstens 2 p unabhängige 
gibt, so ist λ — 1 5Ξ 2 p, also höchstens λ = 2 p -j- 1.

Fugt man einem solchen Systeme von 2p+ 1 wesentlich unab­
hängigen Charakteristiken noch (1) = (o) hinzu, so hat man ein spe­
zielles Fundamentalsystem von 2p + 2 Charakteristiken.

Die nächste Frage ist nach der Bildung eines speziellen Fundamental- 
systemes und der Ableitung allgemeinerer Systeme aus demselben.

Zur Beantwortung der ersten Frage beachte man, dass ausser Null 
die Charakteristik (,«,) auf 3^-1 Arten aus den überhaupt vorhandenen 
3 Charakteristiken gewählt werden kann; (,«,) muss dann mit (μ,) der 
Bedingung μμ\μ2=\ genügen und kann somit auf 32p~' Arten gewählt 
werden, dann sind (а,) und (,u2) nach Satz (VII.) unabhängig. Hierauf



ist (μ3) so zu bestimmen, dass es den Congruenzen μ, \ μ3 ξξξ ], и . j μ.ζ = 1 
genügt. Diese Congruenzen haben 32p~2 Lösungen, von denen aber die 
Lösung Ο, μ2) nach Satz (VII.) auszuschliessen ist (für p > 1), so dass 
demnach Os) auf 3~p 2—1 Arten von Oi) und O2) unabhängig gewählt 
werden kann; О4) kann dann wieder auf 32p —3 Arten unabhängig von 
den vorausgehenden Charakteristiken bestimmt werden, während bei der 
Wahl von Os) wieder die Lösung Oi V2 «s'O auszuschliessen ist (für p>2). 
Somit ergibt sich ausser dem geschilderten Bildungsgesetz eines speziellen 
Fundamentalsystemes die Anzahl derselben in der Gestalt:

А = (32p—1) 32p-J (32p~2—1) . . . (32—1) · 3,
wie sie bereits § 2 angegeben wurde. Diese speziellen Fundamental­
systeme gehören alle der einen Charakteristik Null zu und bilden somit 
einen Complex von Systemen, der bei einer Untergruppe linearer Trans­
formationen ungeändert bleibt.

Aus einem speziellen Fundamentalsystem erhält man 
dann sofort ein allgemeines, indem man eine der übrigen 
3 p 1 Charakteristiken zu den einzelnen Charakteristiken 
des System es addirt. Dadurch geht der Complex spezieller Funda­
mentalsysteme in je einen neuen Complex allgemeinerer über, und man 
hat somit 32” Complexe, welche einzeln den 32p gleichberechtigten Unter­
gruppen linearer Transformationen zugehören.

Wollte man die allgemeinen Fundamentalsysteme unabhängig von 
ihrer Bildung aus den die Charakteristik Null enthaltenden speziellen 
defmiren, so müsste dies (analog den von Herrn Frobenius in der citirten 
Abhandlung für den Modul 2 aufgestellten Systemen) durch die Congruenz
(2) ............. ,ua I ,uß + μβ | μγ + μ·γ \ ,«α = 1, о < ß < у, (mod. 3)
geschehen, die für μγ — о in die spezielle μα \ uß=l übergeht. Dass die 
Charakteristiken unserer Fundamentalsysteme dieser Gleichung genügen, 
ergibt sich leicht. Denn ist ein spezielles Fundamentalsystem gegeben 
durch ,

(1), (" .)· O2) ■ · · O2 p+ 1):
und O) irgend eine Charakteristik, so ist ein dem (u) zugehöriges all­
gemeines Fundamentalsystem:

(■"), (μ μι), (f fh) ■ · · (V/LP+,)·



Für irgend 3 dieser Charakteristiken erhält man dann gemäss 
Gleichung (1.) °

μ μα ! μ μ,β + μ μβ | μ μγ _μ μ | μ μ^ = ^

wie man sich durch Auflösung dieser Symbole in bekannter Weise leicht 
überzeugt.

Die Gesamtzahl aller überhaupt zu bildenden Fundamentalsysteme 
beträgt nach dem Vorhergehenden

A' = 3Sp (S2p—1) 32p~i (32p — а—i) _ _ _ (32_1) 3;

darunter sind jedoch nur verschiedene, wenn man diejenigen Systeme
als gleich auffasst, die sich nur durch die Stellung der einzelnen Charak­
teristiken von einander unterscheiden. Es sind nämlich dann immer jene
:гР + 2 emander §leich- die durch cyklische Vertauschung der 

ara teristiken (ft), (ft), (ft) ... (ftp + 2) gewonnen werden, wie die 
form der Gleichung (2) unmittelbar zeigt.

II. Abschnitt.

§ 8.

Bezeichnungen der Thetafunktionen.

Wir stellen hier vorerst die bekannten Bezeichnungen und Formeln 
über fhetalunktionen zusammen, die wir im Folgenden bedürfen.

Die Thetafunktion, die unsern Betrachtungen zugrunde liegt, ist 
defimrt durch

/<=P μ— p
w . „ z mt=+co mp=+coin

,} (°) (u) = #(o) (u,, u2,.. up) = ^... Σ e μ=ι <“,=1
m,=—со mp= — oo

V v a« μ' ταμ 111/,' -\-2,ϊηΣη\μ\\μ
μ=1

wo die Moduln Άμμ- der Bedingung:
(1),

Άμμ — Άμ μ



tl=V j“'=P
genügen müssen, und der reelle Teil von Σ Σ &μμ· m„ m„; eine wesentlich

μ—1 μ=1
negative quadratische Form sein muss. Wir ordnen nun den 32p Charak­
teristiken (et), die Null mit eingeschlossen, die 3Sp möglichen Systeme 
von Periodendritteln zu, indem wir setzen:

1/=P
Ч- 3" αμ Άμμ' ’

so dass

(2)

& («) (u) = e
9 ^ ~μ μ

ist; die Summen im Exponenten erstrecken sich hier, wie im Folgenden, 
überall auf die Werte von 1 bis p.

Der Additionsgruppe der eigentlichen ,9--Charakteristiken entspricht 
dann die Additionsgruppe der 32p Periodendrittel, welche die Thetafunk­
tionen ineinander überführt.

Weiter ist

also
&(a)(o) = #(«2)(o);(4)

somit kann man die Thetafunktionen mit Auszeichnung einer, hier der
.4 (o) (u) auch zu Paaren gruppiren, deren Charakteristiken sich
nur durch das Zeichen unterscheiden (vergl. pag. 331).

Ferner sind noch folgende wichtige Formeln zu bemerken:
(5) &(«)( u+3/3)

μ μ μ ' μ ■ & («) (u),= e
(6) & (α) (u + ß)



Sei ferner zur Abkürzung:
2 i π

e = τ
gesetzt ? bildet m<m dann das Symbol т^а ^ so ist

Στ^α I ~ — о und Στ°^ = 32p, 
f г

(7)

(8)

wenn sich die Summen auf sämtliche Charakteristiken (ζ) beziehen. Denn 
nach der Bedeutung des Symbols ua | ζ ist о \ζ = о für jeden Wert von 
ζ, wodurch die Richtigkeit der 2. Gleichung folgt. Ferner befinden sich 
unter den 32p Charakteristiken (ζ) 32p-‘, die μα\ζ=ο, 32р —die μα Iζ 
= + 1 und 3“r 1 die μα | £=—1 machen; also ist

Στ ^ ξξξ 32p — 1 (1 —j— x —{— r — ') ξ о (mod. 3). . . . (9)

§ 9.

I. Additionstheorem der Thetafunktionen.

Bildet man 3p Thetaprodukte aus je drei Thetafunktionen mit der­
selben Charakteristik, so sind dieselben nach einem bekannten Satze von­
einander unabhängig, und ein 3p-fites Produkt lässt sich durch die­
selben linear darstellen.

Es ist also:
3 1

c · & (u) (u—Vl) (u—v2) (u—v3) = Zca& K) (u—b.) (u—b2) (u—b8), (1)
a=o

wobei die Gleichungen bestehen:

vf -f v™ -f v<» = bf -f Ц" + b<‘> = w,, 
vf) -f v<2> -f v<2> = b<2) + hf + bf = w„

...........................(2)

v<p) + v£» -f v<e> = b<p> -f b<p) + b<p) = wp,

und die w auch — о genommen werden können, was wir im Folgenden 
Abh. d. П. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XVI. Bd. II. Abth. 4P)



zur Vereinfachung voraussetzen. Ferner wurde in der obigen Gleichung 
statt der p Argumente

u, — vj0, u, — v(,2), ... up — vjp) nur u — v,
und statt

9- (σ) (u — v,) 9 (σ) (u — v2) 9 (σ) (u — v3)
9 (σ) nur einmal geschrieben.

Führen wir nun in diese Gleichung statt der Indices (σ) die Charak­
teristiken eines Goepel’schen Systems

(Vi) j (Pi Mi) 3 (Pi М2) · · · (Pi MsP- 1)

ein, so kann man die Constanten c, ca durch ein ähnliches Verfahren 
bestimmen, wie es von Herrn Frobenius a. a. 0. angewendet wurde.

Es ist zunächst:
P

(3) . . c 9 (ρ,) (u Vj) (u—v2) (u—Vs) = Σ 9 (ρ, μα) (u—bx) (u—b2) (u—b3).

Setzt man statt u: а μβ,
wo a irgend eine Constante ist, so ergibt sich mit Hilfe von Gleichung
6, § 8
(4) c 9 (ρ, μβ) (a—v,) (а—ν2) (а—ν3)

р
α=3—1 2^μα μα
= -с«г # (Ρι 9α 9β) (а—Ъ,) (а—b2) (а—b3),

а о
die Summe Σ μα' μβ im Exponenten ist hier, wie im Folgenden immer, 
wenn im Exponenten kein Summationsbuchstaben angegeben ist, über 
alle Zahlenwerte der betreffenden Charakteristik von 1 bis p auszudehnen.
Multiplicirt man jetzt die Gleichung mit dem Faktor τββ' wo (ξ) irgend
eine der 32p Charakteristiken ist, lässt ß alle Werte von 0 bis 3P_1
durchlaufen und addirt die entstandenen ß' Gleichungen, so bekommt man:

pß-- " -
c ·(δ)



Um nun rechts die Indices a und ß zu trennen, sei
0uß) — Cua Η'γ) — (,αγ) ---- (fla)

gesetzt, dann stellt (μγ) ebenfalls alle Charakteristiken der Goepel'sehen 
Gruppe dar, nur in anderer Reihenfolge als (μβ), und wenn man beachtet, 
dass die Charakteristiken dieser Gruppe nach § 6 alle der Relation 
genügen:

μα \ Uß = о (mod. 3),
so ergibt sich durch eine leichte Zwischenrechnung statt der rechten 
Seite der Gleichung (5)

у^-1 α=8-1 2]jUa| 3 
Σ Σ сат τ i μγ | ματ

ОIItiо[

P
y=3—1 

• Σ -,
\ α=ο / γ=ο

τ '' ъ d- (ρ, μγ) (a—Ъг) (а—b2) (а—ba)

■г r & (Ρι μγ) (a—b,) (a—b2) (a—b3),

und hieraus, indem man noch а — ß setzt und die so umgeformte 
Gleichung (5) nach der Coeffizientensumme auf löst:

? 3 1 .τ21μβ\ΤΡβ\ζ

= c.i

— Cß 
ß—o

\hg ! μβ |ζ
Στ τ θ-(ρι μ.β) (a — Vj) (а — ν2) (а — ν„)

! μγ I μγ\ζ
Στ τ # (ί>, μβ (а — b,) (а — b2) (а — b3)
у

• - (5)

Will man den Coeffizienten c, bestimmen, so multiplizirt man die 
Gleichung mit f ^ dann bekommt c>: den Coeffizienten: i2 'f<F τ!μ 

τ ? ^ " = τ2 ^ und die Gleichung wird:

C* τ με ! I — 2 I με | μ% με \ ζ—I— ^ τ τ [ Cß

= с τμε I ζ
Σ τ1 μΡ 1 τίβ ' - & (ρ1 μβ) (a — Vl) (а — ν2) (а — ν3)

-------- ГГ---------------------------------------------------------------- ’
Στμ' т‘‘ ' - Θ- (ρ, μγ) (а — bj) (а — b2) (а — bs)



wo ß noch alle Werte von о bis 3P—1 mit Ausnahme von e durch­
läuft. Lässt man nun (ζ) alle Charakteristiken durchlaufen und addirt 
die entstandenen 32p Gleichungen, so bekommt c6 den Faktor 32p, während

о

ist nach Gleichung 8, § 8. Ausserdem werden auf der rechten Seite 
3p Glieder einander gleich. Denn denkt man sich die 32p Charakteris­
tiken (Q etwa in ein Schema wie pag. 334 geordnet, so dass die an der 
Spitze stehende Gruppe der (u) unsere Goepel’sche Gruppe ist, so erkennt

man leicht, dass infolge der Gleichung immer jene 3P Glieder
einander gleich werden, die durch Einführung der in der gleichen Hori­
zontalreihe stehenden Charakteristiken erscheinen. Daraus folgt, dass 
man die Summation jetzt nur mehr auf die Gruppe der ((>) auszudehnen 
braucht. Somit hat man:

p
(6) 3p- -p'-r—£

ТЫ j
о

У
Führt man die so bestimmten Coeffizienten in Gleichung (3) ein, so 

kommt die Additionsformel:
V7)1).....................3P & Oi) (u — vj (u — v3) (u — v3)

P

& (i>, ,Uß) (а —- V,) (a — v2) (a — v3)

& Oi ,uy) (a — b,) (a — b2) (a — b3)
γ=ο

P
«—3—1 | μα | μα\ρλ I
Σ T- T. & ((>, Ua) (u — b,) (u — b,) (u — b3)

1) Gemäss dieser Gleichung möge die in meiner o. c. Note angegebene Schlussformel richtig 
gestellt werden, in welcher durch ein Versehen die im Neuner rechter Hand auftretende Summe 
nach links gesetzt wurde.



Eine zweite sehr wichtige Gleichung ergibt sich durch folgende Be­
trachtung. Da a ganz willkürlich gewählt wurde, so sind nach Gleichung 
(5) die Verhältnisse der Coeffizienten c/? von a unabhängig, und somit folgt:

β=3-1μβ\ζ \μβ |
Σ τ τ 5 (Ql μβ) (а—V,) (а—ν2) (а—ν3)

β=0

γ=3-1 μγ I ζ I μγ |
Στ τ μγ) (η—b,) (u—b2) (u—b3)

7=o

_β=Β~1μβ\ζ I μα I
Στ τ в- (ρ! μβ) (u—ν,) (u — ν2) (u—ν3)

β=ο
γ=£-1 μγ I ζ I μ., I

Στ τ -9(ρ, μγ) (a—bx) (a—b2) (a—b3>
7=o

Lassen wir wieder (ζ) alle Charakteristiken durchlaufen und addiren 
die entstandenen 32p Gleichungen, so verschwinden wieder alle Glieder 
ausser dem Gliede, für welches (μβ μγ) = о, d. h. (u.,) == (μΐή ist. Also 
nimmt die Gleichung die Gestalt an:

/?=3—1 2 | μβ |
Д ' ^ (?i 9/5)(a vj (a·—v2) (a—v3)-9(μ, μβ) (ц—b,) (u—b2)(u—b3) =

ß=3—1 2 | μβ | (8)

Д T & (ei -“/0 (U—V,) (u—v2) (u—V3) ,9 0, u>ß) (a—b,) (a—b2) (a-b3).

Die Gleichungen (7) und (8) lassen sich noch etwas verallgemeinern; 
indem man nämlich in (7) statt u: u -j- а — p, und statt v,, v2, v3 be­
züglich v V, — z, V„1 v2 schreibt, ((σ) und (z) sind irgend welche
Charakteristiken) erhält man:

3p & (a z) (u — Vl) (u — v2) (u — v3) =

л Д-1 x (σ_?ι)./ Στ1, ß ■ τ' τ ’ β ,9 (uß ρ, ζ) (а—ν,) (а—ν2) (а—·ν3)

λ=ο
^Στ} μ' * τμγ <?Λ .9 Oyρ,) (а—b,) (а—b2) (а—b8)

Στ
а

J Iм« I τιua I ел ~h 2 -(σ —ρ,) μ«' 9 (σ ,«α) (u—b,) (u—b2) (u - bs) I (9)



li ·'

Setzt man m statt v1; v2, v3 bezüglich v, + ρ,—σ, v2 -j- ρ, — σ,
v3 Pi a und. statt b,, b2, b3, bj -f- — σ, b2 —(- p, — σ, b3 -|- ρ, — σ, 
so kommt:

£=3—1 2 I μβ\
Σ t &(σ u,ß)(a vj(a—v2)(a—v3) ■ (u—b,) (u—b2) (u—b3)

(10) ^

/3=3—1 2 I/Ug j
— _^ τ &(σμβ)(&—bi)(a—b2)(a—b3) · &(σμβ)(α—v,)(u—v2)(u—vs)

Aus Formel (8) gewinnt man noch eine weitere allgemeine Formel, 
bei welcher rechts 32p Glieder auftreten. Man addirt zunächst zu u und 
den Constanten b die Charakteristik (ρα), so kommt nach einigen Re­
duktionen:

J 1 μβ^μ°β 1 Qa & (Pi Ы (а—V,) (a—v2)(a—v3) #(p, μ*β) (u—b,)(u—b2)(u—b3) -

Σ χ2!μβ + ^1 & (о. (u—v.) (u—V2) (u—v3) »{ff, р>ДКа-Ь,)(а-Ь2)(а-Ь3).

Lässt man jetzt c alle Werte von Null bis 3P—1 durchlaufen und 
addirt die so entstehenden Gleichungen, so fallen auf der linken Seite 
alle Glieder hinaus bis auf das für μ'β = о erscheinende Glied, welches 
den Faktor 3P gewinnt, und man hat somit

3p & Ы (a— v, j (a—v,) (a—v3) & ((.,) (u—b,) (u—b2) (u—b3) = 
fßT ß ' <L uß)(Ά—b,)(a—b2)(a—b3)i9-(pt(>a,ag)(u—v,)(u—v2)(u—v3).

Da nun a und ß alle Werte von Null bis 3P — 1 durchlaufen, so 
stellt sowol (ρη Uß) als auch (ρ„ ,»/!) alle 32p Charakteristiken vor (vergl. 
das Schema pag. 334), und somit kann man (ρα μβ) = (λσ) setzend schreiben:
(11). . 3P & (<;J (a—v,) (a—v2) (a—v3) & ((>,) (u—b,) (u—bä) (u—b3)

= -Σν|λσ1#(ρ,Λσ)(u—Vj)(u—v2) (u—v3) &(p, Я”)(a—b.)(a—b2)(a—b3).

Die Formeln (9), (10) und (11) können als Fundamentalformeln auf­
gefasst werden.



§ 10.

Spezielle Formeln.

Aus den im vorigen Paragraphen entwickelten Formeln lässt sich 
eme ganze Reihe spezieller Formeln gewinnen, indem man statt a, b„ b2, b3, 
V1’ v2i v3 passende Werte einsetzt; hier mögen nur die einfachsten folgen 
Setzt man in (9), (10) und (11) а = о, b, = b2 = b3 = o, so kommt:

3P θ·(σ x) (u—v,) (u—v2) (u—v8)

У

\μα\ 2^(θ-ρι)μα μα\ρλ г. τ τ - ß* (σ μα) (и)

Σ τ 2 ^ Ι& (σ2 μβ) (ν,) (ν2) (ν3) ,9ί! (σ μβ) (u)

! -

• (12)

— Τ lf (σ μβ) & (σ μβ) (u—ν,) (u—ν2) (u—ν3),
(13)

3Ρ & (fit) <νΐ) (ν2) (ν3) & (ρ.) (η)

’Ο·3 (<?1 Κ) «9· (ί>! λα) (U---- V,) (u----- V2) (u — V8).

Die Summation nach ο ist hier über alle Charakteristiken auszu­
dehnen.

Zwei mit (12) und (14) analoge Formeln erhält man durch die Sub­
stitution: а = ο, ν, = v2 = vs = о aus den Gleichungen (9) und (11), schreibt 
man dann noch w statt b, so lauten sie:





Setzt man ferner in (12) v, = r, v2 = vx, v3 = — (y -f v{), wo fr) 
und f//,j zwei beliebige Charakteristiken sind, so kommt:

Зр Э- (a κ ν'2) (u) Η (σ κ v\) (u) .9- (a κ v;/,) (u) = 

ν/σ_0 7 ''' T i», r2*·) «9- {ιΐβ^κνΧ) θ (μβ p,*n r,)

·*«·(», Λ)
r

Ι^α| 2^(er—|Μβ|ρ;i |
-T 7 T # 0,O(u) L

I
■ . (II)

wodurch ein Thetaprodukt durch 3P Thetacuben ausgedrückt wird.
Umgekehrt erhält man einen Thetacubus durch 3P Thetaprodukte

ausgedrückt, indem man in Gleichung (15) w, — r, w, = r„ ws =_(*/_[_*/,)
einführt; es folgt:

3P &s(a κ) (u) =r .... (III)

Σ·^(σ-ρ,)*'
JE t

Hy I Qi
,9 (Pi,/2 Hy) (ί>ι v\ Ηγ) & (?1 V Vy μγ)

' τ" (<T 5l) тИа' θλ &C“« U г3) (и) у·(αα σ νι)(u) 5- (,»„ σ ν r,) (u) |;

und endlich erhält man ein Thetaprodukt durch 3P unabhängige Theta­
produkte linear dargestellt, indem man in Gleichung (9) b, = y„ b2 = v2, 
b8 = v3 setzt, Vj, v2, v3 bezüglich durch v, -j- v, v.2 + ?/„ v3 — (r, v2) er­
setzt und schliesslich а = о und v, = v2 = v3 = о werden lässt; das gibt:

3p H (z a ir) (u) χ) (у. a v'j) (u) Η (κ σ v r,) (u) = ... (IV)
vm Ί ΛΣ^μβ \ τμβ τ ' /? &(Πβ X 9, v") & (μβ κ ρ, rf) ,9 (μβ ууу ν})

■VI — ρ,) κ ) β

- J ‘ ‘ ' Q ,9- (μγ ρα ν2) & (μγ ρ, ν\) Η (μ,γ ρ, ν)/,)
г

• Σα ^ τ2 ^ fi) Μ 5-(^ασ ^ 5·(,,.α σ y2) (u) у (,./α о v г,) (u) [.I
Abh. d. Г1. CI. d. к. Ak. d. Wiss. XVI. Bel. TI. Abth. 47



An diese 4 Relationen schliesst sich eine weitere an, welche eine 
Beziehung zwischen 3P Thetacuben und 3P Thetaprodukten vermittelt. 
Man bekommt nämiich aus (13) die Relation:

(V)

P
=3—1 lügt

ß=0
P/9=3—1 

Σ t 
ß=0

1 2 /(д 2 3(ρ —σ) μ*
T T Ηβ ν) » (pi θ' (p! μ·β ν2 i'f) .9·3 (рд σ) (u) =

1 τ ‘ 13 ^3(^^ιιβ)θ·((τνζμβ)(υ.)θ-(σν2ιμβ)(υ.)θ·(σ7'νιμβ)(\ι),

indem man daselbst u um а — ρ, vermehrt und v13 v.„ v3 bezüglich durch 
r: vii ~ (v + Vi) ersetzt.

Endlich kann man noch aus den Gleichungen (11), (14) und (16) 
vier Relationen bilden: zwei zwischen 32p Thetacuben, bezüglich 32p_1 
Thetaprodukten und zwei, in welchen bezüglich ein »-Cubus und 32p~' 
»-Produkte, ein »-Produkt und 32p Thetakuben auftreten. Die erste 
folgt aus (14) für u = u — p, + ξ und v, = v2 = v3 = o, wo (£) irgend 
eine Charakteristik ist:

(VI) (3 - 1) »’ ((.,) #' (5) (u) = Σ' I2 11‘1К) в>(П„)(α),
σ

wo sich die Summation auf alle Charakteristiken (λσ) ausser (o) bezieht, 
was durch J angedeutet ist.

Aehnlich erhält man die drei übrigen Formeln:

(VH) (3 — 1) » (p, V2) Θ (ρ, v\) »(ρ, Wj) & (ξν2) (u) » (ξу2) (u) » (ξ v r,) (u)
= ^ {τ ^ T (b σ ^ ((к К ν') & (ρ, К vf) » (ρ2λ* ν г,)

σ

- »(^ /σ >А) (u) » (5 /,<, vf) (u) »(| Я„ v j/j) (u)};

((VI) * VI11) 3 »(pj jA) .9· (p, v2) »(p, v r,) »3 (I) (u) =
~T ^ ^ ^ ^ " τ*ρ ^1 Θ·3(ρ,/4) ■ » (| Я„у2)(u)»(ξλαrf)(u)»(ξλανv1 )(u);

(ΙΧ) 3Ρ »3 (ρ,) » (|,Α) (u)» (|,/2) (и) » ν,) (u)
π2ΐλσ| 2^(1— pt)VΣτ » (ο, Я„ ν2) 0 (ρ’ ζσ г2) » (ρ2 λσ г)',) - »3 (I λσ) (u).



Die letzten 3 Formeln enthalten nur 32l>_l verschiedene Theta­
produkte, weil λα bei Durchlaufung aller Charakteristiken die Werte r, 
yu ννΛ ebenfalls erlangen muss, wodurch immer drei Produkte einander 
gleich werden.

Aus diesen Relationen lassen sich dann noch sofort einige Bezieh­
ungen zwischen einer geringeren Anzahl von Theta-Funktionen ableiten.
So gewinnt man z. B. aus (IV) eine Relation zwischen nur 3P-f- I Theta­
produkten, indem man statt (r), (?/,), zwei Charakteristiken der Gruppe

(!)> О), Oa) · · · 03Li)
einführt. Es sei (v) = (μν), (v,) = (uvß gesetzt, dann ist (rv,) = («·,.«, )
wieder eine Charakteristik der Gruppe. Die in obiger Formel enthaltenen 
Produkte haben nun die Charakteristiken (uß //),), (μβ «*_), (Uß uv ,uri), und 
es werden daher bei der Summation nach ß immer jene drei Produkte 
einander gleich, welche dadurch hervorgehen, dass (μ.β) den Wert (μι uß 
oder (μι /#,,,) oder endlich den Wert (μι μ.ν //,,_) annimmt. Somit reducirt 
sich die Ghederzahl der Summe auf der rechten Seite auf den dritten
Teil und man hat eine Relation zwischen 3 —|— 1 Produkten. Solcher 
Relationen gewinnt man aus den vorhergehenden Formeln im Ganzen 
drei, nämlich:

aus (III) eine Relation zwischen einem Thetacubus und 3P“‘ Theta­
produkten ; ^

aus (IV) eine Relation zwischen 3p-1-)-l Theta-Produkten; (XI) 
aus (V) eine Relation zwischen 3P Theta-Cuben (XII)
und 3P_1 Theta-Produkten.

§ 12.

II. Additionstheorem der Thetafunktionen.

Wie die Goepel’schen Systeme, so bieten auch die Fundamental­
st steme ein Mittel, um ein Additionstheorem aufzustellen.

Seien («0. («2), K) · · - («2p+2)

die Charakteristiken irgend eines Fundamentalsystems, und bildet man 
daraus die Charakteristiken:



die mit:
К«*)» (“5«Д (β?ββ)....(«|ρ_3α2ρ_2), 

(Mi), (>j), («s)------(«р_0

bezeichnet seien, so bilden die 3p-' Combinationen der (,u) eine 
Gruppe, deren Charakteristiken der Beziehung

μρ μσ = о (mod. 3) 

genügen, und ferner ist

G/. i μβ ζ«λ μ о - :f (mod. 3),

μι I μ2

wenn «д, ад irgend zwei der noch übrigen Charakteristiken des Systemes 
sind, so dass f eine vom Index λ unabhängige Zahl ist.

Zum Beweise beachte man, dass
~\~ a21 a\ a\ == — «i ЩI «i «8 -f- oc:a2 \afa,=

i 1 x “ I 4b v / - i ------ \"1 -"Z/7 X*"i "*3/?

(°iK*) (^rei Charakteristiken eines speziellen Fundamentalsystemes bedeuten 
(§ 7). Somit genügen nach Satz (IV) § 4 alle Charakteristiken (αρ), (μσ) 
und ihre Combinationen der Bedingung μβ\μα=ο. Ferner ist «1 ν·χ \ μρ

«1 «g I «4 = Ctf «2 | OC, C£g

о (mod. 3) ist, da (a?o2), (a?«3),

= ctf | a? сс2<?_, «1 αλ I «? «2ρ «ί СЯ' I «2ρ_ι + α1 αλ' I α? Ο2ρ : :0. Also
«л|“е=ая'|^е = е.

Bezeichnet man irgend drei der unter den (μ) nicht enthaltenen 
Charakteristiken des Fundamentalsystemes kurz mit (a,), (a2), (oc3), so kann 
man ein System von 3P Charakteristiken in folgender Weise bilden. 
Es ist:

(«i)> (“2), (as\ («1 μι), (u2 μ-])} («3 μι)......... («ι /4), («2 μα), (α3μσ),

a ~ 31,-1—1- Die Charakteristiken dieses Systemes führen wir jetzt 
wieder wie früher als Indices einer ähnlichen Formel ein, wie sie in § 9 
aufgestellt wurde. Es sei:

(1) • · c£(o)(u—■V,)(u—V2)(u-f V, —f Vg + w)

= Σ c’ Kß &(αλμ·β)(u—v/)(u V,/)(u + v/ + v2' + w),
?.,ß

wo Я die Werte 1, 2, 3 annimmt und ß von Null bis 3P~’ — 1 läuft. 
Die Bedeutung der Grössen v, v' und w ist die analoge wie in § 9.



Es sind noch c und c χιβ zu bestimmen.1) Setzt man zu diesem 
Zwecke vorerst λ constant und u = a -j- μγ— αχ, so kommt:

с 0- («1 μγ) (а—V.) (a—v2) (а + vt + v2 + w) = Σ { cτ2 "(ßy °λ) (μβ + ^
ß i

■ (Hß Hy) (a—v,') (a—v/) (a + v,' 4- v/ + w)|.

Fügt man hier auf beiden Seiten den Faktor τ 
kommt:

- μγ + μγ)

■μγ (μγ ~\~αλ ) и ■bei, so

с г ‘j («я Ηγ) (a vi) (a v2) (a -j- v, —j— v2 w)
_ y.' Ηγ (μγ ~μβ) + - «я («я + )— ^ с Л,/?'

■ & (,uß Ну) (a-*~v I) (a—v2) (a -)- v, -j- ~|- w).
Setzt man jetzt in der Hauptgleichung (1)

so wird diese:
/ 2 2 αχ (μ p-l- αχ)

c ι,β = τ Ρ ο,χφ,

с # (ο) (u—Vj) (u—V,) (u + Vj -4 v2 -f w)

= Στ2 ~ 4 + μβ Cliß & (αχ μ.β) (u—v/) (u—v/) (u + v/ + v/ + w), (2)

λ,β
und die zur Constantenbestimmung dienende Gleichung wird:

c r“ μγ 1 ‘Up ' 4(α| (u7) (a—ν,) (a—-ν2) (a -|- ν, -j- ν2 + w)

= - cl,ß т~ μγ'μγ μβ } Η (μβ μγ) (a—ν,') (a—ν/) (a + v,'-|- ν2' + w). 
β

Diese Gleichung repräsentirt 3Ρ~' homogene Gleichungen zwischen 
den 3P 1 —}— 1 zu einem bestimmten Werte von λ gehörigen Coeffizienten 
c und cxß. Um die Verhältnisse dieser Coeffizienten daraus zu bestimmen 
kann man wieder wie in § 9 zur Trennung der Indices μγ = μ2^ με setzen,
beiderseits mit τ.μ/ b multipliziren (wo (£) irgend eine Charakteristik ist), 
und nach γ von о bis 3P_)—1 summiren, dann erhält man nach einigen 
Reduktionen:

1) Vergl. Frobenius 1. c.



ß
Στ μγ ('α;' '* τμ,: ^ ' S- (αΐ ιΐγ) (а—ν,) (а—ν2) (a +ν, -j-v2+ w)

= с - 3-
-2τ! μ· τμ* ς 9·:(με) (а—ν/) (а—ν./) (а -4- ν/ + ν2' + \ν)

und hieraus durch dieselbe Rechnung, die pag. 351 ausgeführt wurde:

%s(3) 3p
41

p—l 
r=3—1

= c- Σ ^ler
2.t^' ' ' τ ' ;· t 7 v .9-(п7«1)(а—v,)(a—v2)(a+v,+v2+w)

"“ε ν/ί$ ^ Ο (μ.^ (а—ν/) (а—v/j (а + ν/ + у/ 4 w)

Setzt man diese Constanten in die Hauptformel (2) ein, so kommt: 
(4) ... 31>_1 .9(o) (u—v,)(u—v2)(u-j-v, +ν.2 + w)

p-l 
r=3—1

Σ Σ 2|«л1 У
— т^‘ ' ^ ‘ ' z Tf' v 04GI)(a--v])(a—v3)(a-hvl+v.,+w)

v—o ;.=1,2,3 <9- Oe) (a—v/) (a—v2') (a + v/ + v2' + w)

ß=o
v («;.,"/?) (u—V,') (u—v/) (u + V," + v2' 4- w) -

Diese Formel kann man noch in eine weit einfachere Gestalt bringen. 
Setzen wir vorerst statt u, u ιικ. so kommt:

3P 1 τμ* 1 & (ux) (u—ν,) (u—v,) (u 4 v! + v2 + w)

ΣΣ
^τμκ'θνΣτ^1' ^ α>·μ^ τ'γ^ν θ·(μγα\){Ά—v1)(a-y2)(a+v1+v2+w)

т:‘ κ! Στ ί' ε 'ν χ9(μ,)(а—ν/)(а—ν/)(а 4 ν,' + ν2' 4 w)

• — ί μβ ^ + “ζ τ'β 'ν & ί"β «λ) (u—ν/) (u—ν/) (u 4- ν,' 4 ν2' + w) I
-ν».



dabei ist zu beachten, dass die Zahl μχ | αχ nach den Entwicklungen am 
Anfang dieses Paragraphen für λ = 1, 2,3 constant ist, so dass man da­
für μχ\α setzen kann. Multiplizirt man jetzt auf beiden Seiten mit

г21 μ* 1 в- (μ’) (a—v,') (а—v2')(a + ν,' + v2' + w),
setzt (με) = (μχ) und summirt nach κ von о bis 3P_1—1, so hebt sich 
in jedem Gliede der Summe Σ der Nenner weg und es kommt:

3P ~"~ς {/**
χ—ο

#(,0( a—Vj')(a—v/jfa + v,' + v/ + w) 

- & (μκ) (u—v,) (u—v2) (u + v, + v2 + w)}

Σς\τ2 ' “;·1Σ τ1μϊ1 + Σμν°ίτμ^ν & (μ.γ «]) (a—v,)(a—v2)(a + ν, + ν2 + w) 
» < I у
. ^ I + 2 - αλμβ Sß ’ ^ # (α;_ μβ) (u—ν/) (U-V/) (U + V/+V/ +

β
Führt man die Summe auf der rechten Seite aus, so findet man 

ähnlich wie früher bei Herstellung der Formel (8) § 9, dass alle Glieder 
aus der Summe verschwinden bis auf jene, die für μ.β — μγ auftreten,
da der in den einzelnen Summanden erscheinende Faktor '/ ß - t*" ^<?1’

_ τμβ μγ >>■ nur (iann den Wert 1 erhält, wenn μβ μγ = о ist. Führt 
man also die Substitution μγ = μβ aus, so erhält man die Funda­
mentalformel:

, p~'
— {Τμβ ^“τ2 μβ ^ & (μβ) (a—ν/) (а—ν,) (а + ν/ -f- ν2' + w) 

β=ο
■ £h(uß) (u—Vj) (u—v2) (u + v, + v2 + w)}

p—1

= Σ Σ {t3 1 /'~Γ ^' &(μβαχ)(а—v, )(a—v2)(a-j-vt +v2 -j-w) 
ß=o 1=1,2,3

- &(μβαχ)(u —v,)(u—v2)(u + v, + v2+ w),}

(5)

eine Formel, welche im Ganzen aus 3P_1 -J- 3P — 4 · 3P-1 Gliedern besteht; 
sie ist völlig analog den Formeln, welche Herr Frobenius 1. c. pag. 219 
und Herr Noether 1. c. pag. 327 für Halbercharakteristiken gaben.



Spezielle Formeln. Thetarelationen.

Setzt man in der Fundamentalformel v1 = Pi, v2 = p2, v1 = ol5 
v, = σ2, wo (p,), (pg), (σ,), (σ2) Charakteristiken sind, so kommt:

(1) Σ{τμβ' “ τ2'μβ & (μβ р?) (а) a (uß ρΐ) (а) & (uß ρ, ρ2) (a + w)

• # (,«/? <7ι) (η) a {Uß πξ) (η) а (μ,β σ, σ5) (u + w)}

= ΣΣ{τ2 ^ αχ \ a (tiß αχ ρι) (а) θ (ιν^ c] ρ2) (a) «Ήα^αΐρ, ρ,) (а + w)

• а {μβαχ af) (u) d {μβο.χ al) (u) (μβ αχ σ, σ2) (u + w),}

/3 = 0... 3ρ-' —1, λ = 1,2, 3.
Diese Gleichung enthält wie die allgemeine 4 ■ 3p_l Glieder. Setzt 

man aber σ, = σ2 = μ^ wo Kt), f,vVy) Charakteristiken der Gruppe 
der (u) sind, so werden immer drei Produkte mit den Argumenten u 
einander gleich und die Gleichung:

Σ{τμβ \a τ2'·μβ \ μ ^ (a) а (Uß Pa) (а) а (μβ ρ, ρ2) (a + w)

(2) ß · а (,Uß μ^) (u) а (,Uß μ·1) (и) д (μβμ,^ f\) О + w)}

= ΣΣ{τ2 1 α;· + μβ\ а (μ βαχ ρ*) (а) & (μ-β «I Pi) (а) 0 (/4 P*) (а + w)

- f> («/? «л rC,) (u) <9· (μβ αχ μΙ) (u) Ο (μβ αχ μ^ μν) (u + w)}

umfasst dann nur mehr 4 - 3P-2 Glieder.
Die Coeffizienten der 3P_‘2 verschiedenen Produkte

а (jißUv) (u) а (μβ μ г) (и) а (μβ μ·νχ μν) Ο + w)
links und der 3T~* verschiedenen analogen Produkte rechts sind dann 
dreigliedrige Summen, die sich noch vereinfachen, wenn man p, = o, 
p2 = о setzt.

Macht man endlich auch p, = «,,, p2 = μ4 so werden auch die als 
Coeffizienten auftretenden dreigliedrigen Summen eingliedrig, und die 
Formel nimmt für а = о ihre einfachste Gestalt an.



Щ r,ß 1 “ г2 1 Hß 1 I) (μ) μ*) & (μ} μΐ) & (μ°β μν μν ) (w)
β 12 12

- & (μβ μν) (u) .9 (μβμί) (η) д (μβμ^ μν) (u + w)}

= ^{τ2 1 + Щ «1 μί) & (μβ «1 μ)) # (μβ «1 μη μν ) (w)
β λ

■ & (μβαλμΙ) (u) &(μβ αχ μί) (u) >9 (μβ αλ μ,^ μ,. ) (η + w)}.

Setzt man hingegen in Gleichung (2) nur ρ, — μ^, ρ2 = μν , so werden 
immer drei der als Coeffizienten auftretenden Produkte

«9- (μβ μ;) (а) ,9 (μ.β μ)) (а) .9 (μβ μν^ μν) (a + w)

einander gleich, und man erhält eine Relation aus 4 - 3P 1 Gliedern, von 
denen je drei dasselbe «9-Produkt als Faktor besitzen.

Aus diesen drei Gleichungen lassen sich unmittelbar einige Rela­
tionen ableiten zwischen Thetafunktionen mit demselben Argumente; diese 
sollen im Folgenden angegeben und dann zum Schlüsse noch für p = 2 
spezialisirt werden.

Aus (1) erhält man für а = о, w = ο, ρ, = ρ2 — σ, := σ2 = о:

-Σ’ τμν1 “ τ-2 1 1.93 (μβ) ,<Ρ (μβ) (u) = Σ Σ τ2 : ^ ^ 1 9·\μ*βαΙ)0Χμ βαλ)(η), (XIII)

ß ß Λ

eine Beziehung zwischen 4 - 3Ρ~’ Thetacuben.

Setzt man ferner in (2) а = о, w = ο, ρ, = ρ2 = ο, so kommt:

Στ 
ß

μβ \α τΑ μ β\$ζ ^) μ μ f,(^ )(U),9 (μ β μ^ μν) (u)

Γ^τ2 ' μΡ * 9%Uß al) θ·(αλυβμΧ))(η)θ·(σ.ιμβμΙ)(\ι)ι9(αλμβμν^ν)(η),Σ
β ί

(XIV)

eine Relation zwischen 4 ■ Зр 2 Thetaprodukten.
Eine in den Coeffizienten allgemeinere Form dieser Gleichung ergibt 

sich aus (2), indem man nur а = w = о setzt, und ein weiterer spezieller 
Fall tritt ein, wenn man in (3) w = о sein lässt.

Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wisa. XVI. Bd. TI. Abth. · 48



14.

Thetarelationen für p == 2.

Für p = 2 bilden die (i/£) in allen Formeln eine Gruppe 3ten Grades, 
deren Charakteristiken

/3=2

(,“n) = (ο), Ob) = (μdi 0*») = (μ\)

sein mögen, dann folgt aus (1) § 13 für w = о, а = o;

t <’ “ Г ! ß &(μ°β (jf) !}(и) ρ;) ü üiiot ρ2) 0 (ußa\) (u) ,4 (μβαξ) (u) ,9 {aßay o2) (u)

= — — {7-“'f ß 1 λ & (μ'β«1 <>]) & 0iß «1 (4) ’C) (μβ«, p2)
ß—o /.= 1

■ θ- (η-/? αχ of) (u) (/</? йЯ σ|) (u) » (/ο; αλ σ, σ2) (η)}.

/3=ο

(Г)

Sei nun hier σ, = ,tt1, σ2 = μ] gesetzt, dann ist σσ,^ο und man 
erhält:

(IT)

l%° J
= ООЖ", ((,)(u)/>(«, |*f)(u) [ Σ τ 'α'·

F=o
+^(α2)(η)61(«2^])(η)ι9(α2ιήχυ)|Υτ2!“2+,</?Ι»(«^ρ!)5·(α^ρ1)^(α^^1ρ2)|

-^(аа)(и).9-(а3,«])(и).9-(«81и2)(и)| v
h=° J

eine Relation zwischen vier Theta-Produkten.
Sei ferner in (I!) ρ2 = μ,, p2 = ,uf, ρ, ρ2 = о gesetzt, dann folgt:

W



*-

6*,

№0 ' J

Ь=о
— ’9(« 1)1)''7(«ι;»ΐ).[ -Σ’ г /?^(β1ιη/#σ^)(η)ι9·(οί1ιαί$(7;)(υ)ι9·(«1ι«/$σισ2)(η)]

-)-i>(«2)L>(a21«i)i9'(a2//j)J -Σ' т ~ !Ho.oiißC>]){xi)iJ(aμι ßa^ujOOiyiißa^j,,(u)l
l^=o

+ ^(«з)^(«з,«1)^(«з№)| ^ τ2'“3+^Ι^(«3ια^σ2)(υ)5·(«3ια/?σ|)(α)ι9·(β3ια/?σ1σ2)(η|,

eine Relation zwischen 12 Thetaprodukten, von denen immer drei die 
nämlichen Coeffizienten besitzen. Die Formeln (II') und (IlT) fallen für 
Pi = σι = μi, {h = r>9_ u\ in die folgende einfachere zwischen 4 Theta­
produkten zusammen:

\1Jr^ ^ ^ ^+T' " " 1 ^}<9(o)5'(lu1)i9(/.g)- ^(o)(u)5(,<t^|u)5t(u2)(u)

{О CL ! o:Oi —1— LI I 91  LI ^

1:+T J ’+T 1 1 / '9 («,) 5 («1 u ,)£>(«, n?) · ,9 (а,) (u) Э (a ,μ,) (u)
'f>Oi,"T)(u)

+{r2’ 2‘ + Т2' 3+‘ " Μΐ ) 9(<ц) '9(«2U,).9(ß2/t[) - .9(«3)(u) ,9(ßgn,)(u)

- '9(«2/'?)(u)
+'\T“' d -j-T2!“3+A,1’4-r2:a3 l“1 )<9(«3) >сНаг,,;)!Ца.Аи\) - &(o.ä)(u)(-}{azfi,)(\\)

l<9(«3,"i)(u).
Eine Relation zwischen denselben Produkten, aber mit andern Coef- 

fizienten erhält man endlich noch, indem man in (Г) ог — o2 — о setzt; 
es folgt dann:

■9(o) (u) ,9 («.Xu) &(u*) (u) - Στμ*1 “4 ^ 1 .9>4
ß

(III)

s- («,)(u) ,9 («,,«,) (u) // (β, μ]) (u) - ^7 2 1 01 ^ ‘‘4 1 ,93(αΐμ*β)

1 &*{<4f'ß)+ <9- (α2) (u) >9 (o(2 ,«j) (u) .9 (ß2 «?j (u) - ^t2 1 ^ .9S fß?
ß

+ <9 («3) (u) .9f«, η,) (u) l9 (ß3 «j) (u) - -Σ’-г2 ' “3 + ‘Uß xP{a\μß).
ß

(V)



Durch die Substitution σ1 = σ2 ~ о erhält man ferner eine Relation 
zwischen 12 Thetacuben, in welcher man dann je drei als Coeffizienten 
auftretende Thetaprodukte gleich machen kann, indem man ^ — ul, 
ρ2 = a\ setzt; das gibt:

(VI')

ß=2
&{o)&(Ab)·9·(,«?)■ Στμβ “τ2 μβ ν3(μβ)(η)

ß=o

= # (α,) & (ос, /г,) & (α, ,«j) - ^ τ2 ^ μβ ’1 6t3 («! //y?) (u)
ß—o

+ .9- («2) ,9 (cr2 Uj) ,9- («* ,uf) -Ίςτ1 “2+^! »3 («B (U)
ß=0

+ V («8) 6t (Cf8,«,) ,9- («8 μΐ) - Σ τ
ß=o

2 I «s Η“ /“/? I -93 («3/m)(u)·

Relationen zwischen den Nullwerten der Thetafunktionen lassen sich 
sowol im allgemeinen Falle als auch im Falle p = 2 aus den voran­
gehenden Relationen direkt ableiten, indem man u — о setzt.

Schlussbemerkung. Bezüglich der in § 9 aufgestellten Funda­
mentalformeln mag noch bemerkt werden, dass Formel (11) pag. 355 
identisch ist mit der sogenannten Riemann’schen Thetaformel für Drittel­
charakteristiken, wie sie die Herren Prym und Krazer im 3. Band 
der Acta mathematica pag. 271 angaben; man kann sie auch der Form 
nach leicht in dieselbe überführen, indem man а—νχ = — и/, и—b;, 
= и/+8, и—VA = V;.', а—Ьл = — va'+з, λ — 1,2, 3, und (ρ,) = (о) setzt.

Desgleichen enthält die Formel (10) pag. 354 die Analoga zu den 
von Jacobi für p = 1 (Werke, Band I) und von Rosenhain für p = 2 
(Preisschrift) und den Modul 2 abgeleiteten Fundamentalformeln, wie ich 
gelegentlich auszuführen gedenke.

Ferner erkennt man, dass die Methoden, welche uns die Fundamental­
formeln der §§ 9 und 12 für Drittelcharakteristiken lieferten, sofort auf 
n-tel Charakteristiken ausgedehnt werden können.

München im Februar 1887.


