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Der Begrift der von den Krimmungsmittelpuncten der Hauptnormal-
schnitte einer gegebenen Flache gebildeten Fliche, oder der Centra-
flache derselben, lasst sich in zweifacher Weise projectiv verallgemeinern,
je nachdem man als absolutes Gebilde eine Fliche zweiten Grades oder
einen Kegelschnitt voraussetzt. Obwohl der letztere Fall aus dem ersteren
als Grenzfall hervorgeht, so scheint es doch angemessen, die beiden auf
diese Art entstehenden Flichen als projective Centraflichen erster
und zweiter Art zu unterscheiden.!) Im Folgenden habe ich versucht,
die Theorie dieser Flichen, unter Voraussetzung einer allgemeinen alge-
braischen Fliche n. Ordnung, analytisch darzulegen, soweit dies mit Hiilfe
einfacher Formenbildungen geschehen kann; es geniigt dabei die Centra-
flache erster Art zu betrachten, deren analytische Behandlung in mancher
Beziehung sich einfacher gestalten lasst.

In § 1 behandle ich zuerst eine allgemeine Classe von Brennflichen.
Sie gehort zu denjenigen Strahlensystemen, welche entstehen, wenn man
Jeden Punct x einer allgemeinen Ordnungsfliche f mit einem Puncte y
verbindet, dessen Coordinaten rationale Functionen von x sind. Dabei
erscheint die Brennfliche im allgemeinen zweideutig auf f bezogen; fir
gewisse Curven derselben tritt indessen eine eindeutige Beziehung ein;
hieraus ergeben sich sofort alle Singularititen der ebenen Schnittcurve
und des Tangentenkegels dieser Flachen. Zu diesen Curven gehoren ins-
besondere die in § II betrachtete Riickkehr und parabolische Curve der
Brennfliache. deren Verhalten demnach durch ihre eindeutige Abbildung
auf f untersucht werden kann.

1) Bei den Flichen zweiten Grades sind diese beiden Centraflichen im projectiven Sinne
nicht verschieden.
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Von diesem Gesichtspunct aus sind in § IV die Centraflichen erster
Art betrachtet. Als besonders characterisch fir das Strahlensystem der
projectiven Normalen erweisen sich die Hauptpuncte desselben, welche
zu den Kreispuncten von f gehéren. In den § V und VII stelle ich die
Gleichungen zweier Flachen 8 (2n— 3) Ordnung auf, welche f in der
eindeutigen Abbildung der Riickkehr und parabolischen Curve der Centra-
fliche durchsetzen; hieraus ergibt sich eine Reihe von Eigenschaften,
welche diese Curven in ihrem gegenseitigen Verhalten und dem in Be-
zug auf andere Curven auszeichnen. Im § IX sind die Hauptpuncte einer
Theorie der Centraflichen zweiter Art skizzirt, und endlich noch die ein-
fachsten Modificationen besprochen, welche eintreten, wenn f entweder
einen vielfachen Punct hat, oder die absolute Fliche resp. die absolute
Ebene beriihrt.

Wenn nun die Resultate dieser Arbeit sich auch zunichst auf ge-
wisse Hauptfragen der abzihlenden Geometrie in Betreff der projectiven
Centraflichen beziehen, so war es doch zugleich meine Absicht, durch
die Bildung geeigneter analytischer Formen zur Untersuchung der Kriim-
mungsverhiltnisse der algebraischen Flichen neue Gesichtspuncte zu ge-
winnen, insbesondere auch eine synthetische Behandlung der Theorie der
Centraflichen anzubahnen, von der man eine vollstindigere Darlegung
aller Singularititen dieser Flichen erwarten darf. In dieser Beziehung
sel es mir gestattet auf den in § III entwickelten Begriff des Haupt-
schnittes einer Fliche, die analytische Bestimmung der Anzahl der Kreis-
puncte, den Inhalt der § V und X, sowie auf die in mancher Hinsicht
ausgezeichneten Kriimmungseigenschaften der Flachen dritter Ordnung
hinzuweisen.

vl

I.

Eigenschaften einer allgemeinen Classe von Brennflichen,

Die projective Centrafliche erster Art der allgemeinen
Ordnungsfliche n. Ordnung f = o ist die Brennfliche des Strahlen-
systemes, welches aus den Verbindungsgeraden der Pole y der Tangenten-
ebenen von f in Bezug auf eine Fliche zweiten Grades X — o mit den

Berithrpuncten jener Tangentenebenen gebildet wird. Sie entsteht daher
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einerseits als Ort der Durchschnittspuncte unendlich naher Strahlen des
Systems, andererseits als Umhiillungsgebilde der Ebenen durch benach-
barte sich schneidende Strahlen. Die Puncte y bilden die reciproke
Flache F von f. Man kann das Strahlensystem also auch durch die Ver-
bindungsgeraden der Puncte y mit den Polen x der Tangentenebenen von
F definiren; die beiden Flachen F und f haben dieselbe Centrafliche.
Und da zwischen der Fliche F und einer beliebigen anderen Reciprokal-
flache von f kein wesentlicher Unterschied besteht, so kann man auch
sagen: Die Centraflidche erster Art von f ist in projectivem
Sinne identisch mit der Centrafliche der Reciproken von f£1)

Wird der Einfachheit halber

X =xi+n-fxn

1}

vorausgesetzt, so hat man, falls zur Abkiirzung

; aeg
= 1. {

of
2 x; ity

i

= e

vesetzt wird,
1) oy = fi,

als Coordinaten der zu den Puncten x gehérigen Pole y.

Statt der Gleichungen 1) sollen zunichst die y, proportional mit
homogenen Functionen i, vom Grade s vorausgesetzt werden,
welche fir kein gemeinsames Werthsystem der x, fir das f gleich Null
ist, gleichzeitig verschwinden. Das durch die Geraden (xy) ge-
bildete Strahlensystem ist von der Classe ns? von der Ord-
nung n(s® 4+ s+ 1). Die letztere Zahl ergibt sich sofort, wenn man
beachtet, dass die Matrix %)

1) Fir die C. Flichen zweiter Art besteht ein analoger Satz nicht, obwohl auch hier ge-
wisse Charactere bei dualistischer Vertauschung ungefindert bleiben, vgl. § IX.

2) Zur Abkiirzung soll bei der Angabe von Determinanten in der Regel nur eine Vertical-
reihe derselben, welche durch den Index i bezeichnet ist, angegeben werden. Ebenso bediene ich
mich zur Darstellung der gerinderten Determinante:

Ay gy dgg Bgg by
| dg1 dgp Bgg Aoy b2;
| Bgy Agp Agg Agy by |

|
| A1 Bgo Ay ayy by |
a; @Ay Az Az O
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N P = O il 2

welche ausdriickt, dass die Puncte y;, x,, a, in einer Geraden liegen, bei
willkiirlichen Werthen der a; eine Curve der Ordnung

s?2 + s} 1

i

darstellt, welche mit der Fliache f die soeben angegebene Zahl von
Puncten gemein hat. Im Folgenden sollen die Unterdeterminanten jener
Matrix mit

Ty Moy YNgs Tys
bezeichnet werden.

Schreitet man auf f von x um dx fort, so erhalten die y die In-
cremente dy. Befinden sich die Puncte x, y, x -~ dx, y 4 dy, in einer
Ebene, so ist dieselbe eine Tangentenebene der Brennfliche des Strahlen-
systems.

Liegt der willkiirliche Punct a in derselben, so kann man demnach
setzen

%) dx; =a; + Ax | u Yi

d.,Vz = a; + A x; + 1 ¥

Mit Hilfe der Gleichung
35 =0
folgt hieraus
3) Zaf + w2y f, = o.
Setzt man noch

4) dy.= S ldxi 0 —

und fithrt die dx; aus 2) in 4) ein. so entsteht

des Zeichens
aik bk |
|
ai 0 |
1) Da alle Summationszeichen sich im Folgenden immer auf diejenigen Indices i, k, 1
= 1, 2, 3, 4 beziehen, welche doppelt unter dem Z-zeichen vorkommen, so wird die besondere

Bezeichnung der Indices unterbleiben.



Sa Wi+ 0 S Yy = 8+ L% (e — 4s),

und endlich, wenn man die 4,, u, — As eliminirt, und w aus 3) einsetat
5) F=ZyfiZa v, — Zafi Ty, pg =o

Die Flache 3 s 4+ n—1. Ordnung F, welche einem gegebenen Werthe
von a entspricht, berithrt, wovon man sich leicht iiberzeugt, die
Flache f in allen den Puncten, in denen die gemeinsame
Curve der Matrix A f durchsetzt; sie schneidet f in einer Curve
/" mit ebenso viel Doppelpuncten, welche diejenigen Puncte x enthilt,
fiir welche eine der zugehorigen Tangentenebenen der Brennfliche durch
den Punct a geht. Bei gegebenem x dagegen reprasentirt die in a
quadratische Form F das Product jener beiden Tangentenebenen selbst,
zerfillt also bestindig vermége f = o in das Product zweier linearer
Factoren.

Die Classe M der Brennfliche ist gleich der Zahl der gemein-
samen Losungen der Gleichungen

f=jor B == qeabhwaqn

welche ausdriicken, dass eine Tangentenebene der Brennfliche durch die
beiden willkiirlichen Puncte a, b, geht, also wird

M=n(+1) Bs+n—1)—2n@E24 s 1)

Die von den Puncten x gebildete Curve /' ist eindeutig umkehrbar
auf die Berithrungscurve des Tangentenkegels der Bremnfliche mit der
Spitze a bezogen. Das liefert den folgenden Satz:

Das Geschlecht p des Tangentenkegelsder Brennflache
ist gegeben durch die Gleichung

2p—2=nBs+n-—1)Bs+2n—5)—2n@E2+s} 1),

namlich gleich dem Geschlechte einer Curve mit n (s 4 s 4 1) Doppel-
puncten, welche vollstandiger Schnitt von f und F ist.

Auf eine ahnliche Art, wie im vorigen die Ebenen der Brennfliche,
lassen sich nun auch die beiden zu einem Puncte x von f gehorigen
Puncte derselben characterisiren. Bezeichnet man namlich mit z die
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Coordinaten eines Punctes der Brennfliche, welcher auf dem zu x ge-
hoérigen Strahle (x y) liegt, so ist

) 07z =x + 1y,

falls beim Fortschreiten um dx und correspondirende Werthe der dy (4)
die Verhiltnisse der z keine Aenderung erfahren. Setzt man daher:

o

7) dQQ (® 4+ Ay) = dx, + 4dy, + y;d i,

so erhélt man durch Elimination der dx,, di, = cEur Bestimmung von
5 2

4 die quadratische Gleichung

| 14 Ay, 7»(!}12 Ay g Al x|

AWy, 14 Ay,, dy,, il

SRy b 'ﬂ:ikw“ Aigerl - AT, SR
AWy Ay, Ay, 14 Ay, x,

it te £ f

4 O

oder in entwickelter Form
4 = iy, + L ( Sy, Ty — Zfg w) + 42D,

wo = l‘Ui‘k Xsi

I 0 4
zu setzen ist. Die beiden Wurzeln 4,, i, derselben bestimmen die zu x
gehorigen Puncte z,, z, der Brennfliche.

Aus der Form 4 geht zunichst hervor: Der Punct x ist selbst ein
Punct der Brennfliche, wenn =f, v, — o, d. h. wenn der Punct y in der
Tangentenebene von f liegt. Umgekehrt ist y ein Punct der Brennfliche,
wenn D = o, d. h. wenn die Tangentialebene der von den Puncten y
gebildeten Flache &, welche mit f in eindeutiger Beziehung steht, durch
den Punct x geht. Denn die Gleichung dieser Tangentialebene entsteht,
wenn man in dem Ausdrucke D den aus den x; gebildeten Rand durch
die laufenden Coordinaten der Ebene ersetzt. Nun beweist man leicht
den Satz:

Sind zwei Flachen f und & auf einander (ein oder mehr-
deutig) so bezogen, dass jedem Puncte x von f @iberhaupt
ein Punct y von & entspricht, so wird die Brennflache des
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Strahlensystemes (xy) die Flache f (&) langs derjenigen Curve
beriihren, fiir deren Puncte die Tangentenebene von f (&)
durch den zugehoérigen Punect y(x) auf & (f) geht. — Denn
wenn die Tangentenebene 7° von f im Puncte x durch y geht, so
schneidet sie auf < einen zu y benachbarten Punct aus, der mit dem
entsprechenden Puncte in 7" einen unendlich nahen Strahl des Systems
bestimmt, welcher (xy) in einem Puncte z schneidet. Die durch beide
Strahlen gelegte Ebene ist Tangentenebene der Brennfliche im Puncte x,
welcher eben den anderen auf (xy) gelegenen Brennpunct bildet. Ins-
besondere hat man also:

Die Brennflache bertihrt die Flache f lings der Curve
DI i

Verbindet man 6) mit den beiden Gleichungen

i S e
0= QpiPg = 0
so wird : : a
9) A= — ;
(67
A ) ot
O Py = Do =0

Wird der aus 9) folgende Werth von 4 in 8) eingesetzt, so wird A
von der Ordnung 3 s -~ n — 1. Man erhalt demnach als Ordnung der
Brennflache, d. h. als Zahl der Puncte, welche dieselbe mit der will-
kiirlichen Geraden ¢, = o, /3, = o, gemein hat,

N=n(@s+1)B3s+n—1)—2ns,
da offenbar die ns Puncte, in denen

bi=copnstionmg =i,

doppelt zahlend zu entfernen sind.

Ein beliebiger ebener Schnitt der Brennfliche ist definirt durch die
Gleichungen 8) und 9). Dieselben bestimmen bei gegebenen Werthen der
o; eine Curve auf f, welche in eindeutiger Beziehung zu jener ebenen
Schnittcurve steht und welche die Puncte ¢, =0, ¢, =0, f =0 2zu
Doppelpuncten hat. Mithin ist das Geschlecht # des ebenen
Schnittes der Brennfliche bestimmt durch die Gleichung

L) 2=nBs~+n—1)3s+2n—5)— 2ns.

Abh. d.I1. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVI. Bd. II. Abth. 33




Zur vollstindigen Discussion des ebenen Schnittes, resp. des Tan-

gentenkegels der Brennfliche ist jetzt nur noch eine weitere characte-
ristische Zahl, der Rang R der Fliche zu bestimmen. Hierzu fithren
die folgenden Betrachtungen.

Wenn 4 verschwindet, so gibt es Werthe der &, &, welche den

Gleichungen
10) e Bl B i el S T B B |
25X, = 0,
iy =o
L) Spbih 2 &+ éxp=0,k=1,:2.3.4
=&l
Syoie fiieaw

geniigen. Die Verbindungslinie der den beiden Wurzeln 1, i, zugehérigen
Puncte £; bildet nach 10) ein zu dem Strahlensysteme xy in Bezug auf
X conjugirtes, dessen Brennfliche eben von jenen Puncten gebildet
wird; die Puncte £ bilden daher die reciproke Fliche der
Brennflidche. Auch analytisch ist dies leicht zu erkennen. Denn
durch Differentiation der Gleichungen 10) entsteht

dis bl 2 Ldx L di) - dA g
d /:f]\ “{T ;‘E‘fkl d X; = 0,
multiplicirt man diese 4 Gleichungen mit den x, und addirt, so entsteht
=X+ Ay dg = o,
woraus hervorgeht, dass die Tangentenebene der von den Puncten  ge-
bildeten Eliche die Polarebene des Punctes z ist.

Bezeichnet man ferner die zu 4, 4, gehorigen Werthe der (, & durch
obere entsprechende Indices, so ist nach 10), 11)

SHE 4 4 Z, 08 =0,
L&+ L2 88 = o,
d. h. es wird
s SH&=o0, Sy, L&=o,
Voo TR =l Eytid =0




Fortschreitungsrichtung dz auf der Brennfliche ‘

0dz + zde = dx; + A 2y dx, -y, d4, i

woraus durch Multiplication mit den £ und Addition nach 10) wird g

i
1
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Differentiirt man die Gleichungen 6), so entsteht allgemein fiir die Il t!

Die Gleichung der Tangentenebene der Brennflidche im

13) ZoX

Die Bedingung, dass dieselbe durch einen willkiirlichen Punct a

- . - . ‘

Puncte z ist also, wie auch aus der reciproken Beziehung hervorgeht, ; ‘ }
"l

gehe, 18t also 1

3

14) >

T
[s¥)
I
o

Setzt man ferner

so erhalt man die Anzahl der Kanten des Tangentenkegels der Brenn-
fliche mit der Spitze a, welche sich auf die Schnittpuncte seiner Beriihr-
ungscurve mit der willkiirlichen Ebene o, = o stiitzen, d. h. die Zahl R.
Die Gleichung 14) aber hat die Form

Vi l %_‘ lt,}'}ik a |

=10y
I o |

Setzt man nun fir 4 den angegebenen Werth, so liefern die drei
Gleichungen

n(3s +n—1)?— 6 ns Losungen. Aber von diesen sind diejenigen als
unwesentlich zu entfernen, fiir die die simmtlichen £;, d. h. die nach der
letzten Verticalreihe von .4° genommenen Unterdeterminanten verschwin-
den. Die Anzahl derselben betragt, wie eine einfache und auf bekannte
Methoden zuriickfithrbare Abzihlung lehrt. deren Ausfithrung hier iber-

gangen werden mag,

n[8s? + 2n(n—1)] — 6sn.
33*
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Somit ergibt sich:

Der Rang der Brennflache, d. h. die Ordnung ihres Tan-
gentenkegels oder die Classe ihrer ebenen Schnittcurve
1st gleich

e onls o deln 1) (0 0)2L

Die gefundenen Zahlen characterisiren vollstandig die Singularititen
des Tangentenkegels und des ebenen Schnittes. So erhélt man z. B.:
die Anzahl der Wendungskanten des Tangentenkegels

w=sn(8s+7n—16)4+nm-+ 1) (n — 4),
die Zahl seiner Riickkehrkanten
e =4sn(2s+4n—7)4nn—1)(n— 2),
die Zahl der Spitzen der ebenen Schnittcurve
r=sn(l4s+7n—16)+n(n— 1) (n — 2),
die Zahl der Wendungspuncte derselben
1=4sn(2s+4n—79) +4n(mn—1)(n — 2);

Die Zahl der Riickkehrkanten des Tangentenkegels ist
also gleich der Zahl der Inflexionen auf der ebenen Schnitt-
curve der Brennflache.

Sind insbesondere die i; Functionen n — 1. Ordnung, so erhalt man
demnach die folgenden characteristischen Zahlen, die namentlich auch fir
die projective Centrafléiche erster Art gelten

N=2n(n—1)(2n—1),
M=2nm*—n—1),
R = 6n(n—1)%

2p—2 =4n(m—1)(5n —8) — 2n(n? —mn 4 1),

27 —2 =2n(n—1)(10n — 17),
w=2n(@m—2)(4n — H),

1l=¢g=4n(n—1)(7Tn— 11),
n(n—1)(11n— 16),

o

6 =6n(mn—1)(5n— 8);
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die letzte Zahl giebt die Ordnung der parabolischen Curve auf der Centra-
flache; r ist die Ordnung der Riickkehrcurve derselben.

Diese letzteren Zahlen habe ich bereits im XVI. Bande der Mathe-
matischen Annalen, allerdings auf einem viel weitlaufigeren Wege, her-
geleitet. Sie gelten auch fir die Centrafliche zweiter Art, bei
welcher an Stelle der Functionen v; lineare Functionen der f, zu setzen
sind (vgl. § IX). FErst ganz neuerdings habe ich bemerkt, dass Herr
Backlund mit Hiulfe synthetischer Methoden den ebenen Schnitt und
Tangentenkegel der Centrafliche zweiter Art bereits frither untersucht
hatte. (Ofversigt af Kongl. Vetenskaps-academiens handlingar, Stockholm
1872, 1873); die von demselben gefundenen Zahlwerthe geben eine
erwiinschte Bestiatigung der obigen ganz allgemeinen Analyse.

§ 1L

Riickkehr und parabolische Curve auf den in § I behandelten Flichen.

Zu einer genaueren Untersuchung der auf der Brennfliche befind-
lichen singularen Curven (Riickkehrcurve, parabolische Curve, Doppel-
curve etc.) reichen die vorhergehenden Betrachtungen nicht aus. Auf
eine vollstandige Behandlung dieser Fragen mit Hilfe algebraischer
Methoden, namentlich soweit sie die Doppelcurve betreffen, wird man
wohl verzichten miissen; einem Theile derselben lidsst sich aber auf dem
folgenden Wege niaher treten.

Ein Punct der Riickkehrcurve entsteht, wenn drei unendlich benach-
barte Strahlen des Systems sich in einem Puncte schneiden; Spitzen der
Riickkehrcurve entsprechen dem Fall, wo vier solche Strahlen durch
einen Punct gehen. Die erstere Configuration lasst sich auf folgende
Art analytisch characterisiren. Die Gleichungen I, 11) ordnen jedem
Puncte der Flache f zwei Puncte § zu. Dieselben geben die Richtungen
dx an, nach denen man auf f fortschreiten muss, um zu dem Fusspuncte
eines unendlich nahen Strahles zu gelangen, welcher (xy) im correspon-
direnden Puncte z — x + 4y der Brennflache trifft. Denn die Gleichung

Sfdx, = o

und die Bedingung




|
I
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[ 2y, dx,

welche aussagt, dass o, y, x + dx, y -~ dy, sich in einer Ebene be-
finden, sind erfiillt, wenn man setzt

1) dx; = e § + fBx.

1
Nimmt man anstatt der Gleichungen I, 6) die der Form nach all-
gemeineren

2) 0% = vX; + AL,

80 wird an Stelle von I, 7) treten

3) Lx+ af) = vdx, + xdv + Ady, + ydi
o

&

Man erhalt nun aus 1) und I, 11)

: A, - =i Ve ’ ST ey
dv— 2 dx o Z& Wi + Bsu,

) fe iR =y
= P8y, — «a (& 4 St

Tragt man diese Werthe in 3) ein, so entstehen durch Vergleichung
der Coefficienten von x; und y; auf beiden Seiten die folgenden Relationen

do
=y B -Ldy —&a
{)
do
e B
e
oder : e S s
4) ol Xiesrd St —— sl ieid e §a).
{ e e

Die Bedingungen dafiir, dass ein weiterer unendlich benachbarter
Strahl durch denselben Punct 2) der Brennfliche geht, erhilt man, wenn
man die Gleichungen 3) unter Annahme eines constanten z von neuem
differentiirt, in der Form

d%o : : | : ¢ 201>
5 Clx 4 ay) = rdix, 4 x,d% 4 2drdx, + 2d13y,dx,
0 SR e ‘ : : :

Ay dxedx; + y,d2i L L D updix;
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multiplicirt man wieder mit dem { und addirt, so entsteht aus den
Gleichungen 5), da nach I, 10) ;

v 2L A% A Sy Cdix, = v =1 d?x,
wird, und

=fd?x - S odxds — b,
1st,

6) vEZfdxdx, 4+ 2dy Zhdx 4+ 244 3Gy, dx, ‘

- | i
+ A Zy;, Gdxdx = o ; ‘[

In diese Relation sind noch die Verhiltnisse der dx; aus 1) ein-
zufithren. Man erhalt durch einfache Rechnungen

St + Ay b)dxdx = «?Cr TH 65 + 42y, 68 S
+ 2aifB (s — 1)ZC & vy,

hul Ca St BB s S ity
“l/’/ikdxk‘:i = a0 =GCis Y

4
3

Shdx w2l
Da aber nach I, 9)
v Elel A 08 =0 ‘
so folgt aus 6) {
af (G Sy Sk + A2 G&&) + 2 af3(s— 1)A=C 6 Yix f
|

dv . . = o 2 St
— 2 ey L& + Sdira =050, =0

Tragt man endlich den Werth 4) von d# ein, so entsteht

F=CrZ3f, &8+ 4v 2w, 55& — 2083y, 55 = o, | J‘ ié

als Bedingung fiir diejenigen Puncte auf der Flache f, fir
welche einer der beiden auf dem zugehérigen Strahle befind- ‘ ;
lichen Brennpuncte der Riickkehrcurve der Brennflidche an- ‘

gehort. }

Man kann diese Bedingung noch auf einem ganz anderen Wege er- 1
halten; doch mag jetzt wieder » = 1 gesetzt werden. Bezeichnet man
namlich die Unterdeterminanten in der Determinante




; bl editt, ) Ay Ay,
| Aw,, 1Ay, Ay, Ay,

i
oy

¢
£
¢

A :' Aibys Ay 1 -FAw,, A, £, | — o,
Mbyy Ay, Ay, 14 Ay, f,
el X =5 =i 0
durch 4,; i, k = 1, 2. 3, 4, 5, s0 erkennt man, dass die Proportionen
bestehen
ti‘:1 :“'"‘/11"",21:;/31:4/41 /5,
Eovend e d, 5ol s Al
:1 =g dyy i dyg iy dg,
g Sy, iy, A pidy,
s dlggiad gpiidfy dl b gy

man kann also, wenn der Symmetrie halber £ und & durch & und o

- =55

bezeichnet werden, allgemein

G isk = pud;,

setzen. Differentiirt man nun die Gleichungen I, 6) zweimal, so entsteht

dez + ¢dz = dx; 4 Ady, + diy;

d® oz 4 2dedz + od?z = d2x, 4 2didy, | Ad?y, + d%ay.
Nimmt man in diesen Gleichungen d2z =dz, so entspricht die

Richtung, nach welcher man alsdann auf f fortzuschreiten hat. einer
Haupttangente der Brennfliche. Multiplicirt man unter dieser Voraus-
setzung die Gleichungen 7) mit &, i = 1, 2, 3, 4 und addirt. so ent-
steht nach I, 10)

S6d%x, + 2da X tdy, L 4, 3'0.d%y. — o

Odel', wenn man

dy, = DV, dx,
d*y, = Zypadxedx, + Jy,d?x,,
setzt
26d¥x, ++ A Xy, Gad%x, 4 2 Zw,, Gdxdx; 4 2d4 Xy, d Xy = 0,

oder mach I, 10)

8) CXfudxdx + Ay, G5dxdx, + 2d4 X8, dx = o.
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Differentiirt man nun auch die Gleichung 4 = o, so ergiebt sich I
unter Benutzung der zuvor aufgefithrten Unterdeterminanten A, Al
Z(dAyny + Ay dx) Ay + T A,,dx, S XdR S = B !
oder |
9) dlzgigkz/’ik o Azt/likt(gigkdxt i gzdxi@i - szik‘fidxk = 0. ’ f
Verbindet man mit den Gleichungen 8) und 9) noch die beiden |
2pdx =0 Idx = 9
wo die p; willkiirliche Coefficienten bedeuten, so erhdlt man die beiden
Richtungen, welche den Haupttangenten der Brennfliche auf der Fliche
f entsprechen, ausgedriickt durch eine zwischen den dx, di bestehende
quadratische Relation. Die Bedingung, unter der diese Richtungen coin- J
cidiren, liefert Puncte, welche entweder der parabolischen oder der Riick-
kehrcurve auf der Brennfliche entsprechen. Beide Curven zugleich sind 10 Aif
also characterisirt durch das Verschwinden der 8 reihigen Determinante, |
in welcher die Indices i, k in den ersten vier Horizontal- und Vertical- | RS
reihen gleich 1, 2, 3, 4 zu setzen sind:

’ |
{
il
]gfik+15ujlikgt, EZ_:s ey Z-:‘,l’zmk':cgm E;Eftkgt—f_ECka fx, pkv[ i T
, il

=L Y, 0 F b 0o
Z/El,/-’mmkgzgm“f“ ngmi§t+ §2.:ia 2. e 0 00 ’
e ) 0 0o o
P (6] 0 00 J il

Diese Determinante lisst sich durch folgende Transformationen in ‘ l
zwel Factoren zerlegen, von denen der eine F ist, wihrend der andere, il
welcher durch G bezeichnet werden soll, sich auf die Puncte der para- i
bolischen Curve bezieht. Multiplicirt man namlich die ersten vier Reihen | l
mit den & und subtrahiert von der sechsten, so treten an Stelle der in '
dieser befindlichen Elemente die folgenden il il
£, it

S ! ‘

|

- 5
5,33
sL,

|

|

|

|

|

|

|

|

|

l

[

‘1

1

|

I

1

Ir

!

|

|

- i | ]
— _Ei Pi- J 1
Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVI. Bd. II. Abth. 34 |
l

l;

|
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Multiplicirt man ferner die fiinfte Reihe mit (s—1)% und subtrahiert
wieder die Summe der ersten vier mit den x, multiplicirten von derselben,
so werden alle Terme in dieser Reihe bis auf einen gleich Null, und es
kann demnach der Factor (X'p;x;)? abgesondert werden. Endlich addire
man noch einmal die mit den x; multiplicirten vier ersten Reihen zur
nunmehrigen fiinften Reihe. Den Gleichungen

ZC+ A ) xi=0—1)Cf 4+ i(s— 1) = G,

=m—s8)lfi, —(—1E,

zufolge lasst sich dann bewirken, dass in dieser Reihe alle Terme bis
auf den einen

B - = = - = = s~
A= lptmi et L‘:m Si —'l_ 5 ‘/-’fti gt ‘-:i ‘fﬁ 2 s = 5 Ec“

gleich Null werden, womit die ganze Determinante in diesen Factor und
den folgenden
S | Cfin = ]'E(f”tki‘gt fi |

e i
10) G } fi 0 ‘s
zerfiallt. Da endlich nach I, 10)
ZLEF LI U & = o,

so wird der Werth jenes ersten Factors

~ -

Uy

T gy Bob o pl e s g
A""l///tmig't‘»‘m“i# 5‘—’:{'1("51{ 22

welcher in der That mit dem oben durch F bezeichneten Ausdrucke
identisch 1ist.

Die Bedingung fur die parabolische Curve der Brenn-
flache ist also

Entwickelt man G nach Potenzen von 4, so wird der Coefficient
von A8
Sl £

£

i

(0} ‘;

|
bezeichnet man ferner die Unterdeterminanten der Hesse’schen Deter-
minante, genommen nach den Elementen f,,, durch H,,, so wird der

Coefficient von 42
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s — 12, i 2
AL (n T 1) g = &t Yk gm P Hik7

wahrend die iibrigen Coefficienten verschwinden, so dass die Bedingung

G = o durch folgende Gleichung repriisentirt ist

1 Ezrbtki CL fk

- s — 1\ 2. . £
A ¢ : ——(;jl) € =& Yix G W Hiy = o,

|

der auch noch mit Hilfe von I, 10) manche andere Formen gegeben
werden kénnen.

§ 1Ll
Der Hauptschnitt der Fliche in Bezug auf das Strahlensystem.

Auf der Brennfliche liegen ausser den beiden Beriihrungscurven mit
den Flachen f und &, der durch das Verschwinden der Discriminante
von I, 4) characterisirten Curve vierpunctiger Beriihrung, etc. . . . noch
andere Curven, deren Betrachtung von Interesse scheint. Nur eine der-
selben moge hier noch genauer betrachtet werden.

Die beiden Richtungen auf der Fliche f, welche zu den benach-
barten sich schneidenden Strahlen des Systems gehéren, sind bestimmt
durch die Gleichung

L
o= g”;i = SA,,dx, dx,,
j 20 dxg
wobei :
e |
U, l U
2B =1 e e By s
O30 ox, |
l Yin | Pim ‘
und
3 Aggors A il

ist. Die Fliache
]) ZAngH_l Zl'l = 07

ist eine Kegelfliche K, welche durch den Punct y geht und deren Spitze
sich in x befindet, wie aus den Gleichungen

34%




EATHT[ XTI — O’

2) '
> P
g ‘Amn l/}m L == 00

hervorgeht. Die Coefficienten A, gentigen iiberdies den Gleichungen

3) et Am n ‘/Jm I,/}nt e,’”t =0, = AIxmn ‘/’"mn =
b S
o *Am n Ymt W Yo Y = o ’
falls
Fox f
| .
4) (4 sl .

| <
=W, W,
=

2 Wiy Wi Y

gesesetzt wird.
Bezeichnet man die Unterdeterminanten der Determinante der 1w,

nach den Elementen ¢,, durch %, so ist

B 0ty

mn mn

und endlich wird

6) S Aia = (W — ) XK, — X, W) - (W — W) (X, W,

X, )+ ..
verschwindet also z. B, wenn v, — yy;, d. h. wenn die ¢, Differential-
quotienten ein und derselben Function sind. Soll der Kegel K in ein
Ebenenpaar zerfallen, so ist

¢

e ad 5 A
2 Ixm n — %m{Pn + %y P
Durch Anwendung der Gleichungen 2), 3) folgt unmittelbar

y '-’ r'-) —
Oy /‘11 7 ]L‘ &, Py = O,

X >R, —
o =6 Y = 0,

S < 2 ~ /2 < Sk
- l,’/’i | l/’nt l,‘”t + -l ?,"“i - Oy l//llt i,//t fEes 07

/7 SRR a8 0 s f
(} e au I/rnl ‘/"k = m la/’mk Y rk'

<

1

Da nun die 3; den ¢ nicht proportional sein konnen, so folgt

e o e

oty = 0, Py = 0O,
T ; EERE
= ;W — 0,
5 e
- ”n lf“n‘r If“t o O?

i
:
i
|4
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welche Bedingungen auch @ = o nach sich ziehen. Die Bedingung
O ist aber auch umgekehrt hinreichend, wenn der Kegel in
ein Ebenenpaar zerfallen soll, und zwar lassen sich die Gleich-
ungen dieser Ebenen dann immer, wie aus den eben angegebenen Re-
lationen far die e¢; folgt, rational, ohne Auflésung einer quadratischen
Gleichung, angeben. Dies lasst sich auf folgendem Wege zeigen.
Wenn @ verschwindet, so gibt es Werthe der ¢;,, welche den

Gleichungen
20X =0
7 20— 0,

) Sy, U =0,

E al L,l’in l/Unk (,bk S 01
geniigen. Die ¢; sind also den Determinanten der Matrix

1 I

Ty ol L

S, I

gleich. Schreibt man aber an Stelle der letzten 3 Gleichungen 7)

St pl) e 0,

So, Y Y=o,

Jo, Y Wi Yy =0,
s0 erkennt man, dass

sis

8) G bk ey

wird. Demzufolge ist fiir beliebige Werthe der Coefficienten c;

N Feli, o ¢
2= Am n Wn Cy = = C; &
Ferner wird
‘ X; } X5
3 | U Y
2. S Wi ses =i ‘
mn "np 7 p m e + ‘Elp;p wp )
| = tin Yoy Uy S Y Cm

== Zci oy + 2‘Cm. I/Jim ai?

wo o einen Proportionalititsfactor bedeutet. Dieser Werth geht aber

nach 8) iber in

(04 2) =y
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Mithin wird
Fe, Ao, — 0+ By =0,

aus welcher Beziehung hervorgeht, dass der Kegel K den Punct

Wy — 2"/‘/1'1) I/Jp o (ﬁ + ;“) Vi,
ebenfalls zur Spitze hat, und demgemiss in 2 Ebenen zerfallen muss.
Demnach folgt:

Der Kegel K (1) zerfallt langs der Curve 2n[3s— 1] Ord-
nung f=o0, @ = o0 rational in die beiden Focalebenen der

Brennflache, welche zu seiner Spitze gehoren.
Die Flache @ hat, wie eine einfache Betrachtung zeigt,
die Curve von der Ordnung

(1 -+ 78%2—25)

far welche die Matrix 7a) verschwindet, zur Doppelcurve.
Demnach besitzt die Curvef =0, ® = 0, welche man als einen
Hauptschnitt von f bezeichnen kann, im Ganzen
n(l 4 7s% — 25)
Doppelpuncte.
Die Form © lasst sich noch auf eine andere Weise erhalten. Denn
die Bedingungen 8) driicken aus, dass die Gleichung vierten Grades

Q=|1+iyy| =07

erfullt ist, d. h. dass sie mit der Gleichung zweiten Grades 4 — o, eine
gemeinsame Wurzel hat, da auch =a;x; = o, y; = o ist. Daraus folgt:
Die Form @ ist ein Factor der Resultante R der Formen
A4 und 2,
Der andere Factor lasst sich leicht ebenfalls angeben. Setzt man
namlich
i

& Y f = o,

e W Wiy fi =0,
8 l.hsk I,pkn I‘[Jni fi =05

Ury Ury Uy

M b s b4

ey

1) Nur die Elemente der Hauptdiagonale enthalten den Summanden 1.
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so folgt

S w2 Y = 0
demnach ist auch die Form

f;
>
Ukn Wi b

Vst Wien Wi f;

ein Factor der Resultante R. In der That ist auch @ eine Form
6(s—1) -+ 4(n—1) Ordnung, wahrend R von der Ordnung 8 (s—1)
+ 4 (s +n—1) ist, so dass die Summe der Ordnungen von @ und &
gleich der von R ausfillt. Beachtet man ferner, dass die Resultante R

von der Form

T

(VR

R == P> (2
ist, wo ¥ die Discriminante von .4 bedeutet, so folgt aus der Gleichung
OO0 =P —Q% ¥,

Jede der beiden Curven f =0, ® ® = o, beriithrt die auf
f durch ¥ = o ausgeschnittene Curve y, welche einer Curve
vierpunctiger Berithrung % auf der Brennfldche ent-
spricht, in allen gemeinsamen Puncten. Die Curve v scheidet
auf f diejenigen Puncte, dessen reelle Puncte der Brennfliche zugehoren
von solchen, denen nur imaginare Puncte entsprechen.

§ IV.

Die projective Centrafliche erster Art,

Man kann die beiden in § 2) entwickelten Formen F und G zu
einer weiteren Untersuchung der ihnen entsprechenden singuliren Curven
auf der Brennfliche verwenden. Doch sehe ich hiervon zunéchst ab, da
die Elimination der in ihnen mit £ und & bezeichneten Grossen nicht auf
einfache Bildungen fithrt. Fir die projectiven Centraflichen, bei
denen y; = f; zu setzen ist, treten besondere Vereinfachungen ein; nur
diese sollen hier erértert werden, da die Verfolgung des allgemeinen Falles
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ein geringeres Interesse zu bieten scheint. Setzt man, wie in § I, 8)
o 0, =1

— A+ B0z

© 14+ Af, f
T 1. 0

so wird nach der daselbst ausgefiihrten Entwickelung

A= SR
2) B = I 54, — Sfffu,
(n—1)2C= — XH,

falls H die Hesse’sche Determinante von f bezeichnet. Fir den Coef-
ficienten B erhilt man auch die folgende Darstellung

3) @—1PB=—X2H,+ Zxa.H,;,
wobei wieder H;, die zu f;, gehorige Unterdeterminante von H bezeichnet.
Die letztere Gleichung folgt aus einer allgemeinen Identitét,

welche auch bei anderen Gelegenheiten mit Nutzen gebraucht werden
kann (vgl. z. B. § X). Setzt man namlich

= 1+ 43f; +i%e+ 2% ZH; 4 A4 H,

so lasst sich der Ausdruck 4 in doppelter Weise durch einfache Um-
formungen nach Potenzen von 4 entwickeln. Man erhilt so z. B.

1) Die Gleichung 4 = o besitzt einen invarianten Character. Wiahlt man fir X die Form

Xo-— 2 afk Xi Xk ;
8o ist fiir wi zu setzen
wi= 2 fsais, fk=2wyi aik,
wo die ais die durch die Determinante 8 von X dividirten Coefficienten der zugeordneten Form
von X sind. An Stelle der Gleichurg des Textes tritt dann die folgende

A aik+ Aficfi | 2
At SHREE = o = B C A2
n — 1 fx 0 ] S i
wobei
A -
Ez)_‘t’i fx aik
B sl 3 SR
6fﬁfifkaik).fmnmnn—‘Efikisftulsask
g HX
. (n — 1)2

zu setzen ist.
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72 PRSPk s e B
38 B
und auf einem anderen Wege
‘ A : v e
<Zj = 1& —t— (—l?—:“l)‘z ‘{ n (n R 1) fl' + = Xi XJ; Hik S }S. .-}- I{ll}
i S
e iy w0 :
1 (11_1:)2ln(n Bt XHI+A n—lfH’
so dass allgemein die Identitaten bestehen
m—12(AZ L~ y=nn =D fed ZBxx H - X 3H,,

m—1)2{=Z. L) E )+ Ae— =1, Zf, ff} =n(n—1)f=H,, —XH,

aus denen fir f = o wieder die Gleichung 2) folgt.

Bezeichnet man die beiden Wurzeln von 4 = o, wie frither, durch
ki, ky, die zugehorigen Werthe der (I, 10) in entsprechender Weise,
so folgt

o4 Skt B

5) 255 =o0
pange]y Y= e
=2 gl w0

Eine Vergleichung der beiden Gleichungssysteme I, 10), 11) zeigt
ferner, dass
£

6) &= —Cx;— R G -

=

in der That erfilllen diese Werthe der & die Gleichungen

E+iZ& i+ E6x,=0 Z§f =0,
wenn die {; den Gleichungen
7) GrAzld, L L =0 20 x =028 =0

geniigen. Die Gleichungen 5) liefern nunmehr das tibrigens bekannte
Resultat:
Die Richtungen der projectiven Krimmungslinien,

welche durch den Punct x gehen, bilden das gemeinsame

harmonische Strahlenpaar zu den Haupttangenten der
Flache f und den beiden Tangenten von X, welche von xin

der Tangentenebene an X gehen. Die Richtungen der Kriimmungs-
Abh. d. IL Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVI. Bd. IT. Abth. 35
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linien stehen daher im allgemeinen aufeinander senkrecht. Kine Aus-
nahme hievon tritt nur ein fiir die Curve w (§ 3), wo die Krim-
mungslinien Spitzen haben, und fir die Curve X = o, f = o.

Fir die Puncte der Curve X — o, f = o fillt die Richtung der einen
Kriimmungslinie mit der Tangente dieser Curve zusammen, sie entspricht
dem endlichen Wurzelwerthe i. Die Curve X = o, f = o ist also
eine algebraische Kriimmungslinie der Flache; die Richtung
der anderen Kriimmungslinie hat zur Tangente die vierte harmonische
Gerade zu jener und den beiden Haupttangenten der Fliche; sie gehort
zu dem Werthe 1 = . — Fiar die Puncte der parabolischen
Curve von f fillt die Richtung einer Kriimmungslinie zusammen mit
der der parabolischen Tangente, sie gehort zu der Wurzel i = oo der
andere ist wieder durch den vierten harmonischen Strahl zu diesem und
den beiden an X gezogenen Tangenten bestimmt. — In den Puncten
H—o0, X=o0, f=o0 sind daher die Richtungen der Kriimmungslinien
durch die parabolische Tangente und die der Tangente der Curve f = o,
X = o gegeben.

Ist dagegen A = o, so ist der Wurzel i = o entsprechend e =
zu setzen; d. h. der betreffende Strahl des Systems, die projective
Normale, liegt in der Tangentenebene und liefert die Richtung einer
Kriimmnungslinie, wihrend die andere Kriimmungslinie bestimmt ist durch

die Fortschreitungsrichtung dx;, welche der Gleichung
3N faal
S i dx =0

geniigt, d. h. sie fallt mit der Tangente an die Curve f =o, A = o0 zu-
sammen. Diese letztere ist also eine zweite algebraische
Krimmungslinie der Flache f. In den Puncten H =0, A = o,
f — o0 endlich besteht das System der Kriimmungslinientangenten aus der
parabolischen Tangente, welche zugleich Tangente der algebraischen
Krimmungslinie ist, und der Richtung des Strahles (x 1)

Die Centrafliache berithrt, wie aus § 1 folgt, die Flache f
langs der algebraischen Krimmungslinie 2n(@n—1) Ord-
nung f =0, A=o0. Sie beriihrt die reciproke Fléche 'von f

langs der Curve2n (n— 1). Ordnung, welche der algebra-
ischen Krimmungslinie 2n. Ordnung X =0, f =0 entspricht,
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und die gemeinschaftlichen Tangentenebenen berithren zu-
gleich die Flache X in den Puncten dieser letzteren Curve.
Endlich entspricht der parabolischen Curve H = o, f = o eine Riickkehr-
curve 4n(n— 1) (n—4). Ordnung auf der reciproken Fliche; die
Centrafliche enthialt auch diese Curve, ohne die Riickkehr-
tangentenebene zu berithren.

In den Puncten der Curve y, welche bestimmt ist durch

8) f:O,lP.:BQ—LLAC:O’

fallen die Richtungen der Krémmungslinien zusammen. Diese Curve
n (6 n — 8). Ordnung zerlegt f in zwei Gebiete; in dem einen sind die
Richtungen der Kriimmungslinien reell, in dem anderen imaginir; lings
derselben haben, wie schon bemerkt, die Kriammungslinien Spitzen; die
projective Normale beriithrt die Centrafliche vierpunctig. Das Verschwin-
den der Discriminante von .4 driickt aber bekanntlich aus, dass die be-

o

treffenden Werthe von & den beiden Bedingungen

-1

E:iz =
2 =
266 fi = o,

geniigen. Die Curve v ist daher auch der Ort der Puncte auf
f, deren eine Haupttangente die Flache X bertahrt.

Auf v wird es noch eine endliche Zahl von Puncten geben, in denen
beide Haupttangenten von f gleichzeitig X bertihren. Diese Puncte, die
Kreispuncte von f, sind daher Doppelpuncte von y und dadurch
bestimmt, dass fiir Werthe der y,, welche der Gleichung

Zy £ =0

geniigen, die beiden Formen
~
=ik ¥ Vi

und X Sy2— (Zxy)?

bis auf einen Factor ¢ identisch werden.

Fiir die Kreispuncte bestehen daher die Relationen

o X [ik] —xix) = fiy + o + o fy,
k=124, 4;
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wobei [ik] an Werth Null fiir i; k hat, fur i —k aber gleich o zu
setzen ist. Da alsdann
=0 = oildy —x Tx. dx) - Fedx,

wird, so sind die Gleichungen II, 3) fir jedes dx; erfallt, welches der
Gleichung =f, dx; = o geniigt, falls

v +LoX = o,

genommen wird. Die Kreispuncte geben also zu Hauptpuncten des
Systems der Normalen Veranlassung; jede benachbarte Normale begegnet
der Normale des Kreispunctes in demselben Puncte der Centrafliche, der
ersichtlich ein Doppelpunct derselben wird. Zu einem Kreispuncte

gehéren unendlich viele auf einer Geraden gelegenen Puncte & der

>i
Reciprokalfliche der Centrafliche; man erhalt daraus unmittelbar den
folgenden Satz:

Jedem Kreispuncte entspricht auf ‘der Reciprokal-
flache der Centraflache eine gerade Linie mit constanter
Tangentialebene.

Die Anzahl der Kreispuncte selbst wiirde man mit Hulfe der obigen
Bedingungen wohl nicht leicht ermitteln konnen. Sie ldsst sich mittelst
des von Herrn Schubert zuerst allgemein axiomatisch formulierten
,Principes der Erhaltung der Anzahl* leicht gewinnen. Degene-
rirt namlich X in einen Kegelschnitt, so gehen die Puncte, in denen
beide Haupttangenten von f dieselbe beriihrten, iber in diejenigen, fiir
welche jene Geraden gleichzeitig den Grenzkegelschnitt treffen, d. h. in
die eigentlichen Kreispuncte von f, und diejenigen Puncte, in
denen der Grenzkegelschnitt selbst die Flache f trifft. Demnach betrigt
die Anzahl der projectiven Kreispuncte

K=n[10n”>— 28 n - 24].

Eine analytische Bestimmung  dieser Zahl kann man auf folgendem

Wege erhalten. Die in § III behandelte Kegelfliche

e g — 0,

mn m n

welche zu jedem Puncte der Fliache f gehort, hat fiir den vorliegenden
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Fall die bemerkenswerthen invarianten und einer einfachen geometrischen
Deutung fahigen Eigenschaften

A= 0,
A Hiy=o,
2A.f,—o,
SALEf—0

Zerfallt K in das Product zweier Ebenen «, /3,, so ist demnach
8) 2« ﬂi =

s
X;
f;

2 f‘i k fk

UL o =

Dies Zerfallen tritt aber langs des durch @ = o, f = o bestimmten
Hauptschnittes (6 n— 8) n. Ordnung mit n (7n%— 16 n -+ 10) Doppel-
puncten ein. Da nun fir jeden Kreispunct von f der Kegel K ins-
besondere in die Tangentialebene von f und die Ebene o, zerfillt,
so folgt:

Der Hauptschnitt der Flache f enth#ilt die sammt-
lichen Kreispuncte derselben.

Die Anzahl der Kreispuncte K ist demnach doppeltzihlend unter der
Zahl der Schnittpuncte der drei Flichen

o = o — 1

enthalten. In den ubrigen Schnittpuncten, welche ¥ und @ mit f gemein
haben, wird die Doppelkante des zerfallenden Kegels K sich in der
Tangentenebene von f befinden, weil sammtlichen Puncten von ¥ = o,
f = o zusammenfallende Focalebenen der Brennfliche zugehoren. Ver-
langt man daher, dass

o =i+ 0f

sel, wie dies fiir die ebengenannten Puncte stattfinden muss, so erhilt
man aus 8) die Bedingung
20 =0

P A R —

1

oder

P—=—X(@AF

E?) — (n— 1)2 A% = o,




272

wenn fiir einen Augenblick
“\? (fl k fk) (fis fs) S FJ
a8

gesetzt wird. Die Fliche P von der 6 (n—1). Ordnung schneidet die
tiirve 1 =0 ¢ =0 in
12(n—1)3n—4)n,
Puncten, sie hat, wie man unmittelbar sieht, die auf f liegenden Doppel-
puncte von O gleichfalls zu Doppelpuncten. Entfernt man diese, wie es
sein muss, vierfach von der eben gefundenen Zahl, so erhalt man als
Zahl der Puncte, in denen w und @ auf f ausser den Kreispuncten
sich begegnen
n{l12@—1)3n—4)—4(7n*—16n 4 10)] =y.

Aber alle diese Puncte sind doppelt zu rechnen, weil in ihnen der
Hauptschnitt die Curve w berihrt. Es geht dies aus der zu Ende des
§ III gemachten Bemerkung hervor, nach der jene Resultate die Form

B o

hat. In dem Falle y;, = f,, aber findet man iiberdies durch Multi-
plication der Determinante ¢ mit der Hesse’schen Form H unmittelbar
, ST
Demnach ist - s
R P $6% — A2,

d. h. es ist die Form @ die Quadratwurzel aus der durch H dividirten
Resultante R der Formen 4 und (2.

Sonach wird

2K=n(6n—282%—2y=n(20n%— 56 n | 48),

und zugleich hat man den Satz:

Der Hauptschnitt der Flache f geht durch die Kreis-
puncte derselben und berthrt die Ortscurve der Spitzen der
Krimmungslinien in allen @ibrigen

4n(2n—1)(n—2)
Puncten, wo er dieselbe trifft.
Eine andere Bestimmung der Anzahl der Kreispuncte wird sich im

folgenden § ergeben.
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Die Riickkebrcurve der Centrafiiche.

In § IV ist gezeigt worden, dass
f=fxHi—D&3,

zu setzen ist. Werden diese Werthe in die Form F (§ II) eingefiihrt, so er-
52
&2

giebt sich, falls der unwesentliche Factor (n—1)242 2. fortgelassen wird,
nach einigen einfachen Reductionen
1) F=383C030GG i+ 1Z55 5 =o.

Setzt man hier
L =mn -+ ox,
und wahlt fiir ¢ den Werth

0=

5

Ky

T (11-—2)7

so tritt an Stelle von F die einfache Form

2) EeSnnae 0

und zugleich wird

=n—2C

Die Puncte & #, £ sind durch folgende Construction bestimmt. Zu
Jedem Puncte x der Flache f gehort ein Biischel von Flachen zweiter
Ordnung

Zyvc L A Zy v by — 0,

gebildet von der Fliche X und der Polarfliche P, von f. In demselben
befinden sich, den beiden Wurzeln 4,, 4, von 4 entsprechend, zwei Flichen,
welche die Tangentenebene von f berithren; die Beriihrungspuncte sind
die beiden Puncte . Der Punct & liegt auf der Geraden (x (), zugleich

aber auf der Polarebene des Punctes f; in Bezug auf P,, da

2§ fifi, =0




Construirt man nun auf der Geraden (x{) den Punct 7 so,
dass das Doppelverhéaltniss
(x €

Uy
=

il i
den constanten Werth
n— |

n—2

hat, so wird x zu einem Puncte der Riickkehrcurve der
Centrafliache gehoéren, wenn 7 auf der dritten Polarfliche 2)
von x liegt.

Fir die Fliche dritter Ordnung ergiebt sich daraus die einfache
Beziehung:

Die Riickkehrcurve deér Centrafliche der Flache dritter
Ordnung ist dadurch characterisirt, dass der Punct #n der
Flache dritter Ordnung selbst angehort, und die Puncte £ 7

liegen nach 3) harmonisch zu § und x.

e Zur weiteren Behandlung der Form F ist es erforderlich, dieselbe
| & 3
i von den , zu befreien, deren Producte den Unterdeterminanten der sym-
i metrischen Determinante

1 ] il

f e ‘ 1 S fik fi s 4

A ‘l f, e n (m—1)4’

proportional sind.
sl | Zu diesem Zwecke setze ich
il ,) |1ttt
gl e {;‘: (o 7;)]-2 = | £ o o |
s I o; o

|

e

G bo

f e
e (r.z) o (t:j)

wobei zur Abkiirzung fiir die ein- oder zweimal gerdnderte Determinante

i £ die eingeklammerten Ausdriicke gesetzt sind, und zugleich die Grosse
i ‘ € durch C, der Symmetrie halber bezeichnet worden ist. Man erhilt

i dann, wenn

I (ﬁZ) — L Mi -} N2

i \

gesetzt wird, durch ein analoges Verfahren wie friiher,




L=AZo—(Zef)
m—12N=—Heda?,
m—1)2*M= —XZ¢oH,—=ZH,;+ 2¢, Ze x H,.

Mithin wird
4) Go =Ahkl— ki
=l Sx Hose sl o X1 Y Hx
+ (T] il 1>2 X=Xy km+Xk = X By — X Xy = 1y — ikl 55 6,;_: 1)2 X Xye
Vermoge dieser Formel kann man die Quadrate und Producte der
§; in F entfernen. Um die alsdann noch linear vorkommenden & und &
in einer symmetrischen Weise zu eliminiren, sollen in der Form

4
/ < P
F o F 52 a‘j éi’
1

welche nur Verbindungen der { zu zweien enthilt, dieselben nach 4)
eingesetzt werden. Dadurch erhilt freilich I’ den unwesentlichen Factor
X'a;§, in dem die a; vollig willkiirliche Coefficienten bedeuten mogen.
Derselbe stellt gleich Null gesetzt, diejenigen Puncte auf f dar, fiir welche
einer der Puncte { in einer willkiirlichen Ebene liegt, oder anders aus-
gedriickt, far die eine der Focalebenen der Centrafliche durch einen
willktirlichen Punct a; geht. Diese Curve ist daher die in § I betrachtete,
welche eindeutig auf die Bertithrungscurve des Tangentenkegels der Centra-
flache mit der Spitze a; bezogen ist; ihre Gleichung ist gegeben durch
e
X;
- o
6) I~

RS el SRS 0, 3T
ihre Ordnung ist 4 n (n — 1); sie hat die Fusspuncte der n (@2 —n 4+ 1)
von a, auf f gefiallten Normalen zu Doppelpuncten.
Diese Curve lasst sich auch doppelt zéhlend durch das System der
Gleichungen
1= o,
(=3 5)? = o,

ausdriicken. Man erhalt aber aus 4)
Abh. d.IL CL d. k. Ak. d. Wiss. XVI. Bd. IT. Abth. 36
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7) (Zal) = AZa2=(Zal)p
i - A2 A
i G [2 a, = a,x. H, —aZ=H,; — X Za,a, Hik] s Ha'
Die Gleichung 7) kann man benutzen, um den Rang der Centra-
flache auf’'s Neue zu bestimmen. Jedem Puncte der Curve /7 entspricht
ein durch die Wurzel 2 von 4 — o bestimmter Punct z der Centrafliche.

Soll derselbe auf der willkiirlichen Ebene ¢, = o liegen, so ist zu setzen

i a
A= — 2=,

Gy

Tragt man diesen Werth in 7) und in 4 ein, so ergeben sich zwei
Formen 4 (n— 1). Ordnung, also im Ganzen

16 n (n— 1)2
Losungen. Von diesen sind aber vierfach zihlend die des Systems

Botm0 o = Sa fi=— 0. f =0,

und einfach die von
id, e Pisigs ] =eg

zu entfernen. Demnach ist die Ordnung der Berithrungscurve des Tan-
gentenkegels der Centrafliche

1{l6n(n—1)2—4nn—1)—4n@m@—1)(n—2)} = 6 n(n— 1)

wie oben gefunden wurde.

Die Curve II gehtdurch alle Kreispuncte der Fléche {
einfach hindurch, weil jedem eine lineare Reihe von Puncten { ent-
spricht, aus welcher immer je einer in einer willkiirlichen Ebene al = o
liegt. Diese Bemerkung fithrt zu einer sehr einfachen Bestimmung der
Anzahl der Kreispuncte von f, wie zunichst gezeigt werden soll.

Irgend zwei Curven /7 und I7T, welche den willkiirlichen Puncten
a und b entsprechen, schneiden sich in 16 n(n— 1) Puncten. Unter
diesen befinden sich die K Kreispuncte von f, ferner die 2n (n* —n—1)
Puncte, welche die ihnen auf der Centrafliche entsprechenden Curven =
und 7’ gemein haben (Classe der Centrafliche). Endlich werden /7 und
IT' auch dann einen Punct x gemein haben, wenn von den beiden Focal-
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ebenen der Centrafliche, die zu x gehéren, die eine durch a, die andere
durch b geht. Diese Configuration wird ausgedriickt durch die folgenden
Gleichungen, in denen {! und & die beiden Puncte der Reciprokalfliche
der Centrafliiche bezeichnen:

8) Ea,igi':o, }:Xi:;:O, Zfi;‘f:o,
9 tnile oo stplohb

Aus den Gleichungen 8) ergeben sich die Verhiltnisse der &'; aus
den Gleichungen 9) folgt

Tragt man in diese letstere Determinante die Verhaltnisse der & ein,
so erhilt man die Bedingung

10). A Xzah,-n ) % =00 0

welche von der 2n Ordnung ist. Die Gleichungen f = o, sowie 6) und

10) bestimmen also
8n%(n—1)

Puncte, von denen aber abzuziehen sind diejenigen, welche den Doppel-
puncten von 77 entsprechen (es sind dies einfache Puncte von 10)) und
die des Systemes
X —0.8 =G =0
sowie des Systemes
Sl =0t g A g

welche ebenfalls die Gleichungen befriedigen. Mithin wird die gesuchte
Anzahl

8n2(n~—1)-—2n(n2wn—{—1)—2(n~—1)2n—‘2n:2n(n+1)(2n—3)
Hieraus ergibt sich die Anzahl der Kreispuncte
K=16nmn—1)2—2nmn?2—n+1)—2n(m-+4 1)(2n—3)
=2n((n%2— 14n | 12).

Nebenbei sei noch bemerkt:

36*
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Es giebt 2n (n 4+ 1) (2 n — 3) Normalen der Flache, fiir welche eine
der beiden Focalebenen der Centrafliche (Hauptkriimmungsebenen von f)
durch einen, die andere durch einen zweiten willkiirlichen Punct geht.
il Ich wende mich nun zur weiteren Entwickelung der Form F. Man v
erhialt zunichst

—(f) = LRy Lol

a

falls zur Abkiirzung

M=Z=a,f,
N—M 31‘ e
11) Tea, XH, ~— Za,. x H. .

gesetzt wird. Demnach ergiebt sich
- ah

C>a,C =1 e R
11a) E2a,5=M-}NAi F( e —%—11——1Hl
Ferner wird

i = Hx
it gt =— 1 )(1]_1)2,
{1 1l

i namlich gleich dem Differentialquotienten von 4 nach 1, was fibrigens
il | auch durch Anwendung der Ausdriicke 4) bestitigt werden kann. Endlich

erhalt man durch wiederholte Anwendung der Gleichungen 4)

llb) ‘SZgg’mfikta’m:a+bk+ckg+(1]"31

WO e
i e 1){ H° X a
B oy (e ) ORusdl
(1 1)2 (n— 1)* :
‘ falls noch zur Abkiirzung
ki 12) ‘_*U ool " ‘“{Lm flkthm }Iik—a'sztp Hik fiktxpv
il gesetzt wird.
*}“‘ b Aus der Form F' = F X a, § lasst sich daher vermoge der Beding-
1l ung 4 = o die vierte Potenz von 4 entfernen, und man erhilt so
‘ f 13 F—ad BAidyAt4 828
| WO a=3BM,

; 0=pBa. H-+J qHX | X,
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ist; p ist ein numerischer Coefficient, dessen Werth fir das Folgende
gleichgiiltig ist.

Ich benutze die Form F’ zunichst zu einer directen Bestim -
mung der Ordnung der Riickkehrcurve. Setzt man, wie frither

so wird F' vom Grade 7n-—8. Subtrahiert man von der Anzahl der
Losungen des Systems

/

Fismol of— 0 f == 0]
noch die Ordnung der Curve s, d. h. den Rang der Centrafliche, und
die 6 fach genommenen Lésungen von

t=o.a. 0. 2af =0

so erhalt man

4n(n —1)("n—8)—6nmn—1)—6nm—1)>=2n(n—1)(11n—16),

wie frither gefunden wurde.
Eliminirt man andererseits aus den Gleichungen

B = 0jiafi =8 o;
den Parameter 4, so erhalt man nach Beseitigung der Curve /7 eine
Gleichung, welche auf f eine eindeutig auf die Riickkehrcurve
R bezogene Curve ¢ ausschneidet. Sie enthilt die Fusspuncte
derjenigen Normalen, auf denen einer der beiden Kriimmungsmittelpuncte
zugleich Punct der Riickkehrcurve der Centrafliche ist, und mag als das
Bild von R bezeichnet werden. Die fragliche Resultante hat die Form

SBM S ydo

03BM 8 y 0|

14) S — A B € o0 =0
0 A BCo
) 0. A BiC

da sie vom Grade 20 n— 28 ist und zugleich den unwesentlichen Factor
IT enthalten muss, so ergiebt sich:
Das Bild der Riickkehrcurve ist eine Curve von der

Ordnung e &
n(2n—3
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welche vollstidndiger Schnitt von f mit einer Flache 8(2n—3).
Ordnung ist.

Mit Hiilfe der Formen F und S ist es moglich, das Verhalten der
Yiickkehrcurve zu den anderen auf der Centrafliche liegenden Curven
zu discutiren.

Zunichst mogen einige allgemeine Bemerkungen angefithrt werden.
Einer beliebigen Curve ¢ auf der Fliache f entspricht eine Curve C auf
der Centrafliche; jedem Puncte von c entsprechen zwei Puncte von C;
jedem Puncte von C im allgemeinen ein Punct von c. Die beiden Puncte
von C, welche zu einem Puncte von c¢ gehoren, fallen zusammen, so oft
¢ der Curve y auf f begegnet, welche durch die Discriminante ¥ = o
von 4 auf f ausgeschnitten wird. Bezeichnet man die Zahl dieser Puncte
durch y, so besteht zwischen den Geschlechtern P und p der Curven G
und ¢ die Beziehung

—y=4(p—1)—2FP-—-1).

Einer Spitze oder einem Doppelpuncte von ¢ werden im allgemeinen
wieder zwel derartige Singularititen bei C entsprechen; auch kénnen aus
gewissen Punctpaaren von c¢ Doppelpuncte auf C hervorgehen. Ins-
besondere wird C eine Spitze erhalten, wenn c¢ in einem
Puncte von g diejenige Kriimmungslinie beriihrt, fir welche
der Krimmungsmittelpunct auf der Centraflache zugleich
ein Punct ihrer Rilckkehrcurve R ist.!) In jedem anderen Puncte
den ¢ mit ¢ gemeinsam hat, muss dagegen eine Beriithrung von C mit
der Riickkehrcurve R eintreten. Einer Curve c, welche der vollstandige
Schnitt von f mit einer Fliche m. Ordnung ist, entspricht also auf der
Centrafliche eine Curve C von der Ordnung 4 mn (n— 1), ohne Spitzen,
vom Geschlechte

1+-2p—2+4+Bn—4) mn,

2p— 2 =mn(m -+ n—4),

wobei

welche die Riickkehrcurve in 8 m n (2 n — 3) Puncten berithrt. —

1) Man vergleiche die Betrachtungen in Herrn Zeuthen’s Arbeit, Sur deux surfaces, dont
les points etc. ., Math. Annalen Bd. IV, S. 22 .
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Da einem Kreispuncte von f eine lineare Reihe von Puncten & an-
gehort, so ergiebt sich unmittelbar aus der Betrachtung von F, welches
die £ im dritten Grade enthilt:

Die den Kreispuncten entsprechenden Doppelpuncte der
Centrafliche sind dreifache Puncte der Curve R, die Kreis-
puncte selbst sind dreifache Puncte ihres Bildes 0.

Bringt man die soeben angefithrten Betrachtungen iiber das Ver-
halten von Curven ¢ und C zur Rickkehreurve auf die Zweige dieses
letzteren selbst zur Anwendung, welche durch einen der Doppelpuncte
der Centrafliche gehen, so schliesst nan weiter:

Durch jeden der n(10n2 — 28 n—+24) Doppelpuncte gehen
drei Zweige der Rickkehrcurve, deren gemeinsame Tan-
gente die Normale des zugehoérigen Kreispunctes ist.

Ich gehe nach diesen Bemerkungen zur weiteren Discussion der auf
f und der Centrafliche liegenden Curven iiber.

Erstens. Verhalten der Curve vierpunctiger Bertihrung #
zur Rickkehrcurve R, sowie der entsprechenden Curven ¢ und .

Jedem Puncte von w, bestimmt durch die Gleichungen

f =0, W:(H—I)QBQ—]—4HAX:O,

entspricht ein Punct von ¥ auf der Centrafliche. Die Normalen in be-
nachbarten Puncten von y schneiden sich nur dann, wenn i zugleich
die Richtung einer Krimmungslinie von f hat. Dann aber beriihrt die
Curve ¥ auf der Centrafliche die betreffende Normale. Spitzen kénnen
daher auf ¥ nicht auftreten, da zu dem Auftreten dieser Singularitit
eben noch nicht geniigt, dass zwei benachbarte Normalen sich schneiden.
Dagegen treten Spitzen bei der Riickkehreurve R im allgemeinen
auf, wenn die Curve ¢ eine Krimmungslinie von f beriithrt. Eine
Ausnahme machen hierbei nur diejenigen Puncte von g, welche dann
zugleich noch Puncte von  sind; eine nithere Untersuchung zeigt, dass
wenn in diesem Falle die Richtung von ¢ mit einer Kriimmungslinie zu-
sammenfillt, hierdurch nur bedingt wird, dass R die betreffende Normale
berihrt.

1) Die Tangentenrichtungen von ¢ im Kreispuncte sind die der drei durch diesen Punct
gehenden Kriimmungslinien von f.
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Zu den Puncten, in denen vy die Richtung einer Kriimmungslinie
berithrt, (die man leicht auch vollstindig untersuchen kann) gehdéren ins-
besondere die Puncte

J— 0 A —0. b=9e =0 X=0 B=0:

welche mit den Buchstaben P,, P,, bezeichnet werden sollen. In den
Puncten P, sind die beiden Wurzeln i gleich Null; die Richtung der Nor-
male f; ist hier zugleich Richtung der Kriimmungslinie; die Curven w
und ¥ gehen beide durch den Punct P, und haben zur gemeinsamen
Tangente die genannte Normale. Da die Form S (14) von der Gestalt

15) S=B2Z LAY,

ist, so berithrt auch ¢ dieselbe Richtung, und gleiches wird mit der Riick-
kehrcurve R der Fall sein.

In den Puncten P, haben demnach die vier Curven ¥, vy, R, o,
zur gemeinsamen Tangente die Richtung f; der algebraischen
Krimmungslinie f=o0, A=w0.

Etwas #ahnliches findet statt in den Puncten P,. Hier sind beide
Werthe von 2 unendlich; der betreffende Punct z von ¥ gegeben durch

zo=Af-L %9, v=—"0.
Mithin wird
dz; = dif, + A =21f dx, +x;dv,
und man bestitigt leicht, dass ¥ wieder die Normale in z berihrt.
Denn die Curve w berithrt die Krimmungslinie, deren Richtung dx; ge-
geben ist durch
S x me0, Ehux =0

Da aber wegen X — o, B = o0 auch
EXi Xy Hik e O
ist es gestattet zu setzen
dXi = (XEXRI'Iik,

so dass
dz;, = dAif, 4 x;(dv 4+ eill),

wird, woraus die angegebene Kigenschaft folgt. Auch hier wird
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16) S=XY 1 B2Z,

d. h. die Curve ¢ berithrt v etc.. Somit hat man:
In den Puncten P, berithren sich die Curven v, g, in den
entsprechenden Kriimmungscentren die Curven % und R.
Wenn endlich ¥ verschwindet, ohne dass 7 gleich o oder o ist, so
reducirt sich F auf die Form

v
v

=

=

soebe by =0

UE

Das heisst:

EinPunct von ¥ gehort auch der Curve R an, wenn die
Haupttangente von f, welche X beriihrt, zugleich vier-
punctige Tangente dieser Flache ist.

Nun bilden die vierpunctigen Tangenten von f, wie bekannt, eine
Regelfliche von der Ordnung!)

2n(n

3)(3n—2)

auf welcher, wie man leicht zeigen kann,?) 4n(n — 3)(3 n — 2) Erzeugende
liegen, die eine Fliche zweiten Grades X beriihren. Im Schnitte der
Curven ¢ und vy sind aber diese Puncte P; doppelt zu zihlen, da die
Form F auch durch
BLVP + 4G5 CEy,

dargestellt werden kann, so dass auch hier die Curve ¢ die y beriihrt.

Ausser den doppelt zihlenden Puncten P, P,, P; und den Kreis-
puncten K haben die Curven ¢ und v keine gemeinsamen Puncte. Denn
die Zahl der letzteren betragt

8(2n —3)(6n—8)n
und dies ist in der That gleich
8n(n—3)(3n—2)—|-—_111(11——1)(311——4)—{—4n(3n—4)
+ 61 (10n2—28n - 24),

2(P,+P,+ P+ 3K)

oder gleich

1) Vgl. Salmon-Fiedler A. Geometrie. S. 635.
2) Vgl. z. B. meine Arbeit in den Mathemat. Annalen, Bd, XXITI, S. 899,
Abh, d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVI. Bd. IT. Abth. 37
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Somit folgt:

Die Curven w und ¢ berithren sich in allen gemeinsamen
Puncten, die Kreispuncte ausgenommen, in denen w einen dop-
pelten, ¢ einen dreifachen Punct hat.

In den entsprechenden Puncten beriihren sich die Curven
R und # vierpunctig; in den Doppelpuncten der Centrafliche
endlich haben die beiden Zweige von ¥ mit den drei Zweigen
von R eine gemeinsame Tangente.

Zweitens. Verhalten der Curve ¢ und der parabolischen
Curve h von f Die beiden Curven schneiden sich in 32n(n—2)(2n—3)
Puncten, welche sich in folgender Weise vertheilen. Wenn H = o ist,

80 i1st entweder L — oo oder 4+ = — B Im ersten Falle muss wieder,

da F verschwinden soll
2 Vit =0

sein, wobei y die Richtung der parabolischen Tangente von f bedeutet.
Es fithrt das auf die 2(n—2)(11n— 24) Puncte, in denen die para-
bolische Tangente von f zugleich vierpunctige Tangente ist. Im anderen
Falle wird F' von der Ordnung 13n—17, falls H = o gesetzt und der
zuvor angegebene Werth von 4 eingetragen wird. Von den so entstehen-
den 4n(n—2)(13n—17) Puncten sind aber diejenigen zu entfernen,
welche demselben Werthe von 4 in dem Schnittpunctsysteme H=o0, IT=o0
entsprechen. Die Zahl derselben betriagt, wie man leicht durch Betracht-
ung von 7) findet, 2n(n—2)(5n—6). — Endlich gehéren zu dem
Schnittpunctsysteme von h und ¢ noch die Puncte f=o, H=o
X = o, wie die Betrachtung von S (14) unmittelbar lehrt. In der That
ist nun

32n(n—2)(2n—3)=2n(n—2)[11n—24 + 26n—34—5Hn 4 6 4 4].

In den 2n(n—2)(11n—24) ,Asymptotenpuncten* von f be-
rithrt!) nun bekanntlich h gleichzeitig die parabolische Tangente, d. h.
die Richtung einer Kriimmungslinie, fiir welche das Krimmungs-

1) Vgl. Salmon-Fiedler. An. Geometrie, Theil II, S. 632; die Bezeichnung dieser
Puncte als Asymptotenpuncte ist urspriinglich nur bei der Fliche dritter Ordnung iiblich.
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centrum einen Punct der Riickkehrcurve der Centrafliche bildet.
Auch in den Puncten X = o, f = o, H = o giebt die Richtung der para-
bolischen Tangente Veranlassung zum Riickkehrpunct der Centrafliche, |
aber die Curve h beriihrt diese Richtung nicht. Somit folgt: | ;

Die Curve H auf der Centrafliche, welche der parabolischen
Curve h auf f entspricht, begegnet der Riickkehrcurve R in
2n(n—2)(11n—24) Puncten mit Spitzen und berithrt sie in
8n(n—2) weiteren Puncten, sie ist daher von der Ordnung 4n(n— 1)
(n—2), vom Geschlechte 2n(n—2)(5n—12)+1 und vom Range
2n(n—2)(3n—4).)

Dass die Asymptotenpuncte von f in Bezug auf jede Fliche zweiten
Grades einen Punct von R bedingen, erklirt sich leicht aus dem Um-
stande, dass in ihnen drei consecutive Tangentenebenen von f zusammen-
fallen, deren gemeinsamer Pol den Punct von R bildet. Nicht so un-
mittelbar ersichtlich scheint es, dass auch die Puncte f = 0, X = o, H = o
sich ahnlich verhalten; es soll dies durch eine directe Untersuchung be-
statigt werden.

Wahlt man einen solchen Punct zur Ecke x, = x, = x, — 0, seine
Tangentenebene zur Seite x;, = o, seine parabolische Tangente zur Kante
X; = X, = 0 des Coordinatentetraeders, so kann man die Gleichung der
I'lache zweiten Grades in der Form

ax; +bx;+ 2x,%, = o

annehmen; die Kante x; = o, x; = o ist Tangente der anderen Kriim-
mungslinie. Die Gleichung der Fliche f ist

£=5 X3t &y o xR b by 0 KB peix i sk

die Coordinaten des Poles y einer Tangentenebene sind gegeben durch

fl T ey gy
f,=Dby,,
f3 = Ya»
f,= Ys;

1) Diese Zahlen gibt auch Salmon, An. G‘reomAetrie, Theil TI, S. 648.
37 *

ii,
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und der Ecke x, = X, = x; entspricht das zur parabolischen Tangente
gehorige Kriimmungscentrum x, = 0, X, = 0, x, = 0. Sollen durch diesen
Punct iiberhaupt Strahlen des Systems gehen, so ist zu setzen

Pi=bx,f, —x, f, = o,

Po=bx f — x, f'=— o
P —iixfax f =0,
oder fiir x; =1
ool L s +a9-Low ] -Fx[2x 3¢, + ¢, 1+, . =0,
Te ol oo, bl o) o hx bae b g, s e,
Pe= x50+ + W +...] + [mtex t+2¢943y. ] =

Die Fliche P, schneidet f in einer Curve mit Doppelpunct, dessen
Tangentenrichtungen x;, = Xx; = 0 und x, = x, = o wird. Setzt man fur
den letzteren Zweig der Schnittcurve die Entwickelung

s 5 e 3 4
X, =P, X+ Py Xs+ ...,
X, =¢q; X%+ ¢ X+ ...,

voraus, 80 Wird P, 4 ¢gss = 0, 2.¢, + 3 gy = 0, WO Pyay, (a0 die Coef-
ficienten von xj, xi X, in der Form ¢ bedeuten. Dieselbe Entwickelung
ergiebt sich aber auch fir die Schnittcurve von P, und f, wihrend die
Schnittcurve von P, und f zur Spitzentangente die parabolische Tangente
hat. Es gehen mithin durch die Ecke x, = x;, = x, = 0 drei unendlich
nahe Normalen, wie zu zeigen war.

Drittens. Die 16n(2n— 3) Schnittpuncte von ¢ mit der
algebraischen Krimmungslinie X = o, f = o, vertheilen sich in
folgender Weise. Die Puncte H = o0, X = o, f = o, sind wie vorhin ge-
zeigt, Puncte von ¢, aber die der Kriimmungslinie von f auf der Centra-
fliche entsprechende ,geoditische“ Linie geht hier nicht durch einen
Punct der Riickkehrcurve. Ferner gehoren zu diesen Puncten nach 16)
doppeltzihlend die Puncte X = o, B = o; die geoditische Curve beriihrt
hier die Riickkehrcurve R vierpunctig. Endlich hat man den Fall

R ——~% zu beriicksichtigen. Fiir denselben wird F' nach Entfernung

des Factors B von der Ordnung 10 n— 13, so dass n (20 n— 26) Puncte
dieser Art vorhanden sind. Aber der Ausdruck X'(a; £) (7), welcher in
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F’ als Factor enthalten ist, liefert n (8 h—lO) Puncte, welche zu ent-
fernen sind. In der That wird nun

16n(2n—3) =8n(mn—2)+2n(6 n—8) + n (12 n— 16).
Somit folgt

Die der algebraischen Krimmungslinie X = o, f = 0 ent-
sprechende geoddtische Curve auf der Centrafliche berihrt
die Riickkehrcurve R in den n (6 n—8) Puncten, wo R und %
sich bertthren, und ausserdem noch in 4n(3n-—-4) weiteren
Puncten. In Uebereinstimmung damit steht es, dass diese Curve von
der Ordnung 6n(n—1), vom Range 2n(7n—38), vom Geschlechte
n(n—2) -+ 1 ist und keine Spitzen enthilt.

Viertens. Die Schnittpuncte von ¢ mit der algebraischen
Krimmungslinie f = 0, A = o bestehen aus den 2n(a—1)(3n—4)
doppeltzihlenden Puncten B =0, A = o, f= 0 und aus 2n(n—1)(13n—18)
weiteren; nur die ersteren sind solche, in denen die entsprechende Curve
auf der Centrafliche, welche hier mit der Curve f — 0, A = o selbst zu-
sammenfallt, die Riickkehrcurve beriihrt.

Finftens. Bestimmung der Classe der Rickkehrtan-
gentenebenen der Centrafliache.

Soll die Tangentenebene der Centrafliche in einem Puncte ihrer
Riickkehrcurve durch einen Punct a gehen, so hat man mit der Gleichung

Zha=o0
oder /7T = o die Gleichung F' = o zu verbinden, in der 4 durch den Werth

Sy Ck fix

g

e e

ersetzt ist, so dass

17) F:Sza'i(gkfikEﬂfkﬂk_zaifiZCi’gklgtfikt:07

wird; die Verhiltnisse der & sind dabei aus den Unterdeterminanten der
Matrix




288

zu entnehmen. So erhélt man, den Gleichungen
=10, Il — w0 - ¢

entsprechend 4n(n—1) (5 n—4) Lo6sungen; von diesen sind die den :
doppelten resp. dreifachen Puncten von /7 und F entsprechenden 6 n
(n®* —n -} 1) zu entfernen. Ferner sind die 2 n(n— 1)? Puncte zu ent-
fernen, fir die
ez 0 Zagfh Tl d,

e

:O,

wird. Endlich werden fir die 2 n Puncte, in denen

Teamiop Xo== o 8, = 0
die & den x; proportional. Es verschwindet dann (6) auch I7; von dem
Ausdrucke I aber lisst sich zeigen, dass

oF

ol £,

wird. Entfernt man demmnach diese Puncte doppelt zihlend, so ergiebt
sich als Classe der Rickkehrtangentenebenen?)
c=4n(n—1)(bn—4) —6nn?—n-+1)—2nmn—1)2—4n
=2n(n—2)(6 n—1).

In der That wird fur { = x;, wenn verschwindende Terme fortge-
lassen werden, aus 17)

oF o Sl i
= 0 Falf, > Cefix 4+ 3 Za, G £, TG £y
el i I
e ol e =5 = 5
’—Oﬁaifi*ﬁ*bk&w,t’kt—Aaifi—-—giék‘:tfiktm
>a. |3 =¢ 0 £,
=3a,;fl{3nn—1)= = —m—1)(n— 2)(n+ 6) my
Aus der Gleichung
::ifi — O

aber folgt

1) Fiir n = 2 wird diese Zahl gleich Null; vgl. § VIIL




SRR R I et e o e R

289

e
29 5 fi+2§fim:o7
oder. filr ¢ = x,
CRS
T2 = (a— D,

womit gezeigt ist, dass die Fliche 17) in den 2n Puncten X = o, f = 0,
a, = o die Flache f beriihrt.

Sechstens. Das Geschlecht der Riickkehrcurve R. Die
Curve ¢ kann, da sie eindeutig auf R bezogen ist, dazu dienen das Ge-
schlecht von R und damit eine weitere fiir die Theorie der Centrafliche
wichtige Zahl zu bestimmen.

Man sieht unmittelbar, dass die Spitzen von R, deren Entstehung
frither besprochen wurde, bei der Abbildung ¢ sich auflésen. Demmnach
entsprechen nur den singuliren Puncten von R in den Doppelpuncten
der Centrafliche wieder singulire, nimlich dreifache Puncte von ¢, deren
Tangentenrichtungen nicht zusammenfallen. Andererseits wird ¢ eine
gewisse Zahl von Doppelpuncten enthalten, denen auf R keine solchen
entsprechen, namlich an allen Stellen, wo beide auf ciner Normalen be-
findlichen Puncte der Centrafliche der Riickkehreurve angehdren. Spitzen
sind auf ¢ nicht vorhanden; sie kénnten nur dadurch entstehen, dass
jene beiden Puncte zusammenfallen; die Puncte von R, wo ein Zusammen-
fallen tiberhaupt stattfindet, sind oben untersucht und geben zu Spitzen
noch nicht Veranlassung.

Die Zahl der Doppelpuncte von ¢ lasst sich nun aber, wie folgt,
bestimmen. Man betrachte die Gleichungen

J:O, F:O,

Sind dieselben fiar beide Wurzeln von gleichzeitig erfullt, so sind
beide Puncte der Centrafliche Puncte von R. Die Bedingungen aber,
unter denen zwei Gleichungen ein Paar gemeinsamer Wurzeln haben, sind
bekannt. Sind nidmlich in den beiden Gleichungen

Ride o Maesls S iewe iy
# o e
a, i + a]/ tm/ 1 _{_ o

: . E ’
die a,, a, von den Graden u, ', die ay, a, von den Geraden u + ka,
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'+ ke in den Coordinaten x;, so wird nach Salmon?) fiir eine Curve
2 von der Ordnung

it e 1) W=1mm—1)p2+im'm—1) 4 m — 1)m—1) uu
+1lmm—1)Q2m —1yu' a1 mim —DHEZm-—-ue '

4+ imm’ (m —1) (m—1)a?

ein paar gemeinsamer Wurzeln auftreten. Legt man nun die Gleichung
e o,
und die Gleichung dritten Grades

F = o,

?

zu Grunde, so entsprechen die Durchschnittspuncte der Curve = mit f:
Erstens, dem beregten Falle selbst, wo beide Puncte zu R gehoren,
d. h. den Doppelpuncten von ¢;
Zweitens, dem Falle, wo ein Doppelpunct der Curve /7 stattfindet.
Denn man iiberzeugt sich leicht, dass die Form F’ in diesem Falle den
Factor A besitzt. In einem Doppelpuncte von 77 ist namlich

a, = o0x;+of,
und hieraus ergiebt sich
< : Lo
T Gt ARl ERE
G2 o =— 0. i s

bod v‘, S
Sp =~ b 8y = X @ d!

woraus das Gesagte hervorgeht.

Drittens entstehen Doppelpuncte, wenn die Curven /7 und ¢ sich
so durchsetzen, dass der eine Punct der Centrafliche zu R, der andere
zu der I entsprechenden Curve gehért. Nun schneidet /7 die Curve g
in 32n(2n—3)(n— 1) Puncten. Von diesen sind aber diejenigen zu
entfernen, fiir welche das zu /7 gehorige Krimmungscentrum Riickkehr-
punct der Centrafliche wird. Da I7 die Curve ist, fir welche die Tan-
gentenebenen der Centrafliche in den entsprechenden Puncten durch den ’
Punct a; gehen, so ist die Zahl dieser abzurechnenden Puncte gleich der

1) Salmon-Fiedler An. Geometrie, Theil II, S. 594.
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der Klasse der Riickkehrtangentenebenen. Entfernt man noch 3 fach
zihlend die Kreispuncte, so sind die iibrigen

§=32n2n—3)m—1)—2n(m-—2)(6n—1)—3n(10n2— 2871 -+ 24)
Durchschnittspuncte von der verlangten Beschaffenheit. Man erhalt demnach
nw—6nm?—n-4 1)—s

Puncte. Aber auch von diesen sind die Kreispuncte K noch zu ent-
fernen. Denn in diesen erhalten alle Producte G & den Factor (A—4iy);
demnach F’ gleichzeitig mit 4 den Factor (A — %)% Diese Puncte sind
also fiir die Curve X singulir; ich nehme an, dass sie zweifach von der
obigen Zahl in Abzug zu bringen sind.

Demnach ist die Zahl der Doppelpuncte des vollstandigen Schnittes
¢ gleich

T=nw—6nmn*—n-41)—s— 2K;}

in der Formel 18) fiir w sind dabei die speciellen Werthe

m.— 2ugp——dnc G
m=gan =G 11
o0 =—(n—2)
zu benutzen. Endlich wird das Geschlecht von R

40(2n—3)(17n-——928) L 1--3K ¢

§ VI

Ueber die projective Evolute einer algebraischen Curve.

Die Untersuchungen der vorigen § enthalten zugleich die Grundlage
fur eine wenigstens der Form nach neue Theorie der projectiven
Evolute, (Quasi-Evolute nach Cayley), einer Curve n. Ordnung f, d. h.
der Umhiillungscurve der Verbindungslinien ihrer Puncte x mit den Polen
y ihrer Tangenten in Bezug auf einen Kegelschnitt; man kann auch hier
zwel Arten von Evoluten unterscheiden, je nachdem der Kegelschnitt all-
gemein ist oder in ein Punctpaar degenerirt.

1) Fiir n =2 wird = = 12; es sind dies die 12 »Scheitelpuncte* der Fliche zweiten Grades,
fiir die in der That die angegebene Configuration eintritt.
Abh. d. II. CL d. k. Ak. d. Wiss. XVI. Bd. IT. Abth. 38
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Wird zur Untersuchung der Evolute erster Art der letztere in der
Form
1) X—x L x | %2 —¢9

|

vorausgesetzt, so erhalt man als Punct der Evolute, welcher zu dem ‘
Puncte x; auf f gehort,

2) z; = X; + & 1,

falls & aus der linearen Gleichung

3) A — e A

1)

bestimmt wird. Jedem Puncte x; von f ist so ein Punct f; der reci-
proken Polare n (n — 1). Ordnung, ferner ein Punct z der Evolute, endlich
ein Punct & der Reciprokalcurve der Evolute in Bezug auf X zuge-
ordnet. Letzterer ist bestimmt durch die Gleichungen

4)

so dass die (; aus der Matrix

1 1

j | '1 2 XS ;
) IRt e

) § i !

zu entnehmen sind. Statt der Gleichungen 4) kann man analog den
Gleichungen I 10), 11) auch die folgenden

6)

Sl =gy ko =1 - 0

Zunichst hat man aus 2) und 3)
Die projective Evolute berithrt die Curve fin den 2n(n—1) i
Puncten A —=o, f=0; sie beriithrt die reciproke Polare in den

2n Puncten, welche zu X =0, f =0 gehodren; sie geht endlich
durch die 3n(n—2) Spitzen dieser Curve, welche den Wend-
ungspuncten H—=o0, f—=0 entsprechen.
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Die Spitzen der Evolute sind auch hier bestimmt durch die Bedingung
7) F:SZZ§i;kﬂk+lE‘€i§k§tfikt:0

welche ganz wie in § V weiter behandelt werden kann. Aus den Gleich-
ungen 6) folgt zunichst

Il
_{ & =%

welche Gleichung sich in den 3 Formen entwickeln lisst

XIHy—xxHuo+ (0—1)2AXH=o,
8) A— AL fi— ASf) =o,
(m—1)*A —1X H=o,

so dass vermoge f = o die Identititen bestehen
9) —1PCEHhL, —ASTp=—XH XSH - Scx [ (n—1)2A.

Aus der Betrachtung der Form

1 + Z f“( fi d;
1 0 0
Q. 0 0
findet man ferner
- H iXk
10) LEEAGuaf (—n_j T
also = — A
i X
=06k u-—zﬁfkfik:"—ma

2L —=AZf, L, — S f,.5
Setzt man endlich nach 6)
LEGE £+ CA =o,

so nimmt die Gleichung F = o, wenn man die Verhiltnisse der &, aus
5) einsetzt, die Form an

_'f f‘lk ‘ A- vfkkl S kaf flkt ‘
I X H o%; x; ‘ =o.
1 ‘ 1

Da nach 9) die zweite Determinante durch X theilbar ist, so wird
38*




F

3i‘—_"()
eine Gleichung 6 n — 9. Ordnung, welche aus f die 3n(2n—3)

Puncte ausschneidet, die zu Spitzen der Evolute gehdren.
Setzt man in 7)

ey

Z:. e dilil 21 il —_— — Lraoid A
=i f|+(7X1> o (1]*—2)/’
so wird
Ve Sipain il - 4996,
Da ferner

- P < X5

el A B e ane -

§ =046 44 (;;__71) Ly x,=n,— G,

WL L (112—2) S (/e 11—1—2 Gy
so wird auch hier das Doppelverhiltniss der Puncte (1L x &) gleich
— (n — 2). Beriicksichtigt man noch die ganz so wie frither abzuleitende
Construction der Puncte &, &, so ergiebt sich insbesondere fiir die Curven
dritter Ordnung der folgende Satz:

Wird die Tangente der Curve dritter Ordnung f im
Puncte x; durch die Polare von f; in Bezug auf den Kegel-
schnitt X in §, durch die Polare von f in Bezug auf den
Polarkegelschnitt von x; in § geschnitten, und ist der Tan-
gentialpunct 7 von x; der vierte harmonische Punct zu
und x,, &, so ist die Gerade (x;, f) Riickkehrtangente der
projectiven Evolute erster Art.

Ganz ahnliche Verhiltnisse finden fiir die Evolute zweiter Art')
statt; es erscheint iiberfliissig, hierauf weiter einzugehen.

S V1L
Die parabolische Curve der Centrafliche.

Die in § II, 10 entwickelte Form G, welche vom dritten Grade in
i ist, reducirt sich fiir y; = f;, wenn die ersten 4 Reihen mit den x;,
multiplicirt von der letzten in geeigneter Weise subtrahirt werden, auf

1) Fiir die eigentliche Evolute findet sich die Form F gebildet bei Salmon-Fiedler,
Theorie der hoheren ebenen Curven S. 113.
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<
ot

D — 2\ | L,
(n—l) ] 3

S & 0

+ 438 £ TG A,
afks

.
l
Man erhalt hieraus leicht

1) = —1H=56TE A :Ck fi (H £ + A =E H;y fixe

Die Bedingung G = o lésst sich noch in einer anderen Form auf-
stellen, die bei manchen Betrachtungen bequemer ist. Eine parabolische
Ebene der Centrafliche enth#lt drei unendlich benachbarte Normalen
von f. Diese Configuration wird ausgedriickt durch die Gleichungen

2) d?x; = px; + qf; + rdx,,
diy, = ax; L-4f - ndx.
Setzt man in der zweiten Gleichung 2)
digh =20 de dis - =0 d
und fithrt die Werthe der d?x, aus der ersten Gleichung 2) ein, so er-
giebt sich durch Elimination der p, r, s, t, u die Bedingung
| Sfuodx dx+ g S f |
3) ‘ ;( = o
l dx;
Aus den Gleichungen 2) folgt noch
Shdsx, = — 2L dxdx S gN
womit q bestimmt ist. Fiithrt man in 3) an Stelle der dx; die Ausdriicke

ax;+ & (vgl. § II, 1) ein, welche zur Wurzel 4+ von o gehdren, so
entsteht die Form
J A‘Sfikt;k;;t el Eszgk :L‘E‘fmfmi
4)

| f,
| :

Da nach § IV, 5)
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. < ~l By i
falls man mit £’ den der anderen Wurzel 2 von 4 zugehorigen Punct
der Reciprokalfliche der Centrafliche bezeichnet, so kann die Bedingung
4) in der einfacheren Gestalt

5) I _"Avg 6k b= GG 2L 4.0, =0

geschrieben werden. Die Uebereinstimmung der beiden Gleichungen G = o,
I' = o erkennt man durch folgende Transformation.

Ersetzt man die Producte der C {, nach § V, 4) und setzt zugleich
nach § V, 7)

sowie zur Abkiirzung
K2, =t 7= Pt

so wird
e il ANX sur gur HX21
Tay ~ =
R L= pt gt (Il B ) HlL f}kt gt—{— = (B (ll e 1)2)‘
falls S HX2
6) “’Sigkfjk*—B——g@—;—lf)_ﬂ
gesetzt wird. Da ferner
Hil X~ — A@m-— 1)
el HX
G (B i A 1))
HX 4 HX4. .
PO LS R ST e
5 D (B : (n — 1)‘2)’
ist, so wird
AF ’ ] B ol 13 :E[X ) - -/ IIXZ.I
el 5 LU e e S o R T SR el e
A A pt St H (B A A (n s 1)1) el Illk kat%t 5 (B 2 (11—],)2)
-t ey o/ ),/\'. r’/ A
== (—’\-Pt‘zt—“_‘_f?—-kakat )
Live e 2 il - A HEX
SO ()* ZHy £, 6+ C H) (L w2 o 1)2)?

und dieser Ausdruck geht, wenn man wieder nach § V, 4) die Producte
der &' . einfithrt, iiber in
rr
A

i /V" Co [ e/ 1V‘,"/ e/
=k X0 Ly G fikr“ﬁ’—"-l Sk IL(*—— Lt‘:c ==L H)
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Vertauscht man daher in G die Wurzel 1 mit i und bezeichnet die
so entstandene Form durch (G), so folgt die Identitiit

7) Hil'=— A(G),

womit die Uebereinstimmung beider Bedingungen /' = o, (G) = o nach-
gewiesen ist. Jede derselben stellt also die Bedingung fiir das Auftreten
parabolischer Ebenen nicht rein dar; die eine enthilt, wie aus 7) her-
vorgeht, gewissermassen den Factor H, die andere den Factor A, und es
scheint nicht moglich einfache Formen zu bilden, die von dieser Unvoll-
kommenheit befreit sind.

Die Bedingung /'= o kann man. falls
g )
-t ’ Ak ? ot
s A ('1';_2*)%
gesetzt wird, in der Form
o ’ -
7a) 2 G Gy = 0
schreiben. Setzt man noch
6=+ 7,
so geht dieselbe, wegen
b R 2 i s
Enopf, = 9 = Hf— 0
iiber in
/
8) enm el =0

welche eine gewisse Analogie mit der Bedingung § V, 2) fiir die Riick-
kehrcurve zeigt; die Formen 7a) und 8) sind iiberhaupt mehrfacher
geometrischer Deutungen fihig. Fiir die Fliche dritter Ordnung f = o
wird insbesondere aus 8)

Ak

-~ & Seee

o,
Das heisst:
Wenn die Tangentenebene der Flache dritter Ordnung in
demjenigen Puncte 7, wo dieselbe von der Tangente der einen
durch einen Punct x gehenden Krimmungslinie getroffen

wird, den auf der Tangente der anderen Krimmungslinie
liegenden Punct » (vgl. dessen Construction § V) enthidlt, so ist
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die durch die Normale in x und den Punct n bestimmte
Ebene eine parabolische Ebene der Centraflache.

Bei der Bildung der Form
9) G’:Gzai;’i:o,
sollen dieselben Bezeichnungen, wie frither, fiir die Ausdriicke T, U (§V,
11), 12)) beibehalten werden. Man erhalt:

b

o £ G; Gl 8 =¥ CEEy (

e (e 3 0 B g A2 (2;?)2}1%

falls
10) V=AZaH,f,,—FTaf 2ff, H,

zur Abkiirzung gesetzt wird. Somit wird nach § V, 11a), 11b)

, QHX ; H 42
s IH(VI+N/+T7 Tt a)
+iV 4 et m U —t@—2)TH —a22 f‘f) Ha,|
- H[2] = ?}; Ha, X+ 2% (2 .-WUZIIBa(—}— - 2 (4@—2)TH— 0)]
—i12bH—1aH,
=Ate+ 30 F 12y 448+«
wobei
i (2n — 5) 5
Sonul (n—])*H
4n—9 oy XH 1
& o ue ((lrli)ﬁ)lzt\Ha_Q(l_l);1~—(;_—131(U——4(11—2)I‘H),
- HB® HXN H\V

o —= BMH,

ist. Fithrt man in G’ die Gleichung 4 — o ein, so kann man, wie eine

Vergleichung der Coefficienten & und y zeigt, G’ in die Form
11) G'=aH2(sBa, +tTX)4+22Hy + 18 +BMH = o,

bringen, in der s und t numerische Coefficienten bedeuten. Ich benutze
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. ’ . . . .
die Form G’ zunichst, um die in § I bestimmte Ordnun g der para-
bolischen Curve auf einem neuen Wege zu ermitteln. Setzt man

i a,
di—=— -
«

so wird G’ von der Ordnung (11n — 16). Von den 4n(n—1)(11n—16)
Losungen der Gleichungen
G’:O, f—=0 -0
sind aber sechsfach zithlend die von
gpe- v, T3¢, o2 g
und doppeltzihlend, wie aus der Form von G’ hervorgeht, die von
H == o, { 8 0, a;= 0,
zu entfernen. Subtrahirt man endlich noch den Rang der Centrafliche,
so wird
4nmn—1)(11n—16)—6n(n—1)—8n(mn—1)n—2 — 6n(n— 1)
=6n(mn—1)(5n—28),
wie bereits in § 1 angegeben wurde.
Die eindeutige Abbildung s der parabolischen Curve
S der Centraflache auf die Flache f ist bestimmt durch die Re-
sultante der Formen G’ und 4,
I BH N .8 .y Hig ¢ 5
o BHM ¢ Hy HWo|

12) W = A B H% o o
) A BoHx
! o 0 A B X

in welcher
(m—1)2X' =X,

cz’:SBaX-—!;tTX,

gesetzt ist. Entfernt man aus W den Factor H? und I7, so ergiebt sich:
Die parabolische Curve Sder Centraflache ist eindeutig
bezogen auf eine Curve s von der Ordnung 8n(2n—3), welche
der vollstandige Schnitt von f mit einer Fliache von der
Abh. d. II. CL. d. k. Ak, d. Wiss. XVI. Bd. IT. Abth. 39
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Ordnung 8 (2 n—3) ist. Beide Curven haben dreifache Puncte, welche
den Kreispuncten von f entsprechen.

Eine weitere Betrachtung der Formen W, G’ zeigt: Die Curve s
trifft die Curve v in 8 n (6 n— 8) (2 n — 3) Puncten. Diese bestehen aus
den sechsfach zahlenden Kreispuncten, den doppeltzihlenden Beriithrungs-
puncten vierpunctiger Tangenten von f, welche X berithren, und endlich
aus den doppeltzahlenden Puncten A =0,B=o0,f=0; X=0,B=0, f =o0.

Daher folgt:

Die Rickkehrcurve R und die parabolische Curve S der
Centraflache beriithren sich in den genannten

4n(4n?— 13 n -+ 6),

auch der Curve ¥ angehdrigen Puncten vierpunctig.?!)

Ich untersuche noch die Durchschnittspuncte von s mit der para-
bolischen Curve h von f. Aus der Form W findet man zunichst, dass
die Puncte A =0, H=o0, f =0 einfachzihlend hierher gehéren;
in der That wird auch G Null, wenn H=0, 41=0. Zur Bestimmung
der ibrigen Schnittpuncte ist die Form /' geeigneter, da sie von dem
Factor H befreit ist. Soll die Richtung der parabolischen Tangente y,
welche durch die Gleichungen

13) Byl 2ok 18 34

i ?
bestimmt ist, mit der Normale eine parabolische Ebene der Centrafliche
bilden, so ist in /' §; = y; zu setzen, und man erhilt aus 5)

H

Xix

@

’

)

=7

14) =a i,

T = i = 0.

!

@

Dies liefert den folgenden Satz:

Die parabolische Tangente bildet mit der Normalen
eine parabolische Ebene der Centrafléiche, wenn die Richt-
ung der anderen Kriimmungslinie in diesem Puncte in die
Tangente der parabolischen Curve fallt.

1) Es sind dies {ibrigens nicht die einzigen Puncte, welche jene Curven gemein haben; wie
bekannt, findet in solechen im allgemeinen immer eine Beriihrung statt.
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Es ist leicht, die Zahl dieser Puncte zu bestimmen. Denn aus den

Gleichungen
o/ o/ L 2o e/ n/ By
26 X = o, 25y = o0 ESifj = 0,

entsteht an Stelle von 14)

’ ot

‘ 2 Xiw

| X =0

£ |

} ¥i

welche in den y; lineare Gleichung in Verbindung mit den Gleichungen
13) eine Curve von der Ordnung

4n—2Bn—9 1602
liefert, welche f in den gesuchten

2n(n—2) (183 n— 24)
Puncten schneidet.

Soll dagegen die andere Kriimmungslinienrichtung in einem para-
bolischen Puncte von f zu einer parabolischen Ebene der Centrafliche
Veranlassung geben, so muss man zu der Gleichung 4) zuriickkehren.
Da jetzt

15) ECiXi:O, 2(’i.,Vi:OJ EC o,
so wird
xi’
2(&.)2_! i
Ty ol
&)

Multiplicirt man die Determinante 4) mit dieser letzteren Deter-
minante, so sondert sich dieselbe als Factor wieder aus, und man erhilt
nach Abtrennung des Factors A die Bedingung

25 Z206 4 + X2y 06 L, =o.
Ersetzt man die £ durch die ihnen entsprechenden Unterdeter-
minanten aus den Gleichungen 15), und die Producte ¥i i durch die
Unterdeterminanten H,,, so entsteht hieraus eine Gleichung von der Form

2y:p; = o,
39 *
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in welcher die p, die x; in der 6 n— 7. Ordnung enthalten; man erhilt
also in Verbindung mit 13) eine Curve der Ordnung 4 (n —2) (6 n — 7)
-+ 6 (n — 2)2, welche f in den gesuchten
10n(n—2)(3n—4)

Puncten schneidet. In der That ist nun

32 —2)n(2n—3)=8n(m—1)(n—2)+10n(n—2)(3n — 4)

+2n(n—2)(13n— 24)

so dass hiermit alle Schnittpuncte von s und h erschopft sind.

Ich untersuche endlich die Klasse der parabolischen Ebenen
der Centrafliche.

Soll die Tangentenebene in einem parabolischen Puncte durch den

willktirlichen Punct a; gehen, so hat man die Gleichungen

S oT a0 S0 S0f = 0,

16) ;
hZaf &+ CZaf = o,

mit G = o zu verbinden. Man hat also in

G=—H2=%a £ 266 G sy
et ; 5 >, £ o T
+ 2666 [H=C0f, 8, — =af = H, A=

die Verhaltnisse der {, aus ‘16 zu substituiren. Dadurch wird G von der
Ordnung (9 n — 12) und man erhilt aus den Gleichungen

U0 10, I — 0,
I2nn—1)3n—4)—6nn2—n-+1)—2n(n—1)2—4n

Losungen. Aber von diesen sind noch diejenigen zu entfernen, welche
den Gleichungen
B0, Egﬁ%kfik‘:Ov Il = o,

gleichzeitig geniigen. Die Zahl derselben lisst sich in folgender Weise
bestimmen. :
Multiplicirt man den Ausdruck ='{ C, f,,, welcher nach 16) die Form

fiv i x a; |
o po |
P = I

%000
4700 0
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annimmt, mit dem Quadrate der nicht verschwindenden Determinante,

Vs
i

|

shd M

a;

in welcher die y; durch die Gleichungen 13) bestimmt sind, so erhalt
P das Quadrat des Factors

{Ey,.xiZajxi—-—XEaiyi}.

Denselben Factor weist aber auch die Form I7 § V, 6) auf, wie
man erkennt, wenn man /7 mit derselben Determinante multiplicirt,
welche letztere diesen Factor nicht besitzt, wie sich aus der Bildung ihres
Quadrates ergiebt. Es verschwindet mithin P quadratisch, I7 einfach,
sobald dieser Factor verschwindet. Derselbe liefort mit den Gleichungen
13) eine Curve von der Ordnung

G(n——2)2—+~8(n—2):2(n-——2)(3n—2),

welche der Fliche f in den doppelt aus der obigen Zahl zu entfernenden
Zahl von Puncten begegnet. Man erhilt dann als Classe der paraboli-
schen Ebenen

I2nn—1)(3n —4)—6n(n2—n 1) —2n(n—1)2—4n
—4n(n——2)(3n—2):2n(n—2)(811—5),

welche Zahl mit der in § I bestimmten iibereinkommt. Trotzdem habe
ich die soeben ausgefiihrte Betrachtung nicht iibergehen wollen, da sie
zugleich zur Bestatigung der im vorigen § ausgefiihrten Bestimmung der
Classe der Riickkehrtangentialebenen der Centrafliche dient.

Endlich kann man auch die Anzahl der Doppelpuncte von s und
damit das Geschlecht der parabolischen Curve S bestimmen. Ich
gehe hierauf, sowie auf andere Fragen, nicht mehr ein, da die Darlegung
lediglich in einer Wiederholung der analogen Betrachtungen des § V
bestehen wiirde.
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§ VIIL
Die Centrafliche der Fliche zweiten Grades.

Obwohl die projective Centraflache der Flachen zweiten
Grades schon ausfithrlich behandelt ist, wird es doch nicht unangemessen
sein, diesen Fall in seinem Zusammenhange mit den allgemeinen Ent-
wickelungen des letzten § zu besprechen, da dieselben auf ganz anderen
Gesichtspuncten beruhen, wie z. B. die Untersuchungen von Clebsch
iiber das Normalenproblem bei den Flachen zweiten Grades. Ueberdies
finden bei den letzteren in Folge ihrer geradlinigen Erzeugung ganz be-
sondere Verhaltnisse statt.

Wird der Einfachheit halber f in der canonischen Form

1) e S0

vorausgesetzt, so reduciren sich nach V, 1) und VI, 1) die beiden Formen
F und G gleichzeitig auf ein und dieselbe Form

F:G:!_ffti‘gkfikrgo_

Die parabolische Curve der Centrafliche fallt hier also
mit ihrer Riickkehrcurve zusammen.!) Ueberdies zerfillt diese
Curve 24. Ordnung in 12 getrennte Theile, die also Kegelschnitte sein
miissen. Denn die Determinante {2 liefert gleich Null gesetzt vier Werthe
von 4, welchen die vier in dem Biischel X - i f = o enthaltenen Kegel
zugehoren; ein Theil des Bildes der Riickkehrcurve besteht
also aus den Berithrungscurven der von den Ecken des X und
f gemeinsamen Polartetraedersanf gelegten Tangentenkegel
(den vier Hauptschnitten von f); dem entsprechend besteht dieser Theil

1) Im allgemeinen wird die Hesse'sche Fliche eine Riickkehrcurve der Originalfliiche zur
vierfachen Curve haben, lings deren drei der Tangentialebenen mit der Riickkehrtangentenebene
zusammentallen, wihrend die vierte von derselben verschieden ist. Die Riickkehreurve zihlt daher
11 fach als uneigentliche parabolische Curve. Sie ist daher als parabolische Curve zu
betrachten, wenn die Hesse'sche Fliiche die gegebene Fliche 12- oder mehrfach
zihlend lings derselben durchsetzt. Insbesondere tritt dies immer ein, wenn die Riick-
kehrcurve vom Character der Riickkehrkante einer Developpabelen ist, wie dies zuerst von Herrn
R ohn analytisch erdrtert ist (Ueber das Verhalten der He sse’schen Fliche in vielfachen Puncten ete.
Mathematische Annalen XXIII, S, 1086).
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der Riickkehrcurve aus vier Kegelschnitten. Der andere, durch das
Verschwinden der Discriminante von .4 characterisirte Theil
des Bildes der Riickkehrcurve!) fallt gleichzeitig mit der
Curve v zusammen, fir welche die beiden Krimmungshalb-
messer gleich werden, und besteht aus den S Erzeugenden von f,
welche X beriihren.

Die Gleichung 4 = o wird nimlich

2 g2
2) il

Fof
Ihre Discriminante ist die Resultante von 2) und

e
Gi—a) =

3) 0.

Nimmt man an Stelle der Gleichungen 1), 2), 3) die folgenden,
welche sich durch einfache Combination derselben ergeben

4) T 22 o)

so erhdlt man als Bild des eben bezeichneten Theiles der Riickkehrcurve
die 8 Geraden mit dem Parameter i

a, X3232X3233X§Z1t4 Xig 2%
(A —a,)?(a, — a) (ag — a,) (a, — a,)
$(A—a,)* (a, — a,) (a, —a,) (a, —a,)
tA—a5)* (8, —a,) (@, — a,) (a; — a,)
=1, (&, =4 (5, —u) (a; — a,),
welche zu je zweien sich in je einem der 16 in den Hauptschnitten

1) In den Arbeiten von Clebsch und Herrn Caspary iiber diesen Gegenstand werden
diese 8 Kegelschnitte nur als osculierende der Fliche bezeichnet; bei Salmon-Fiedler, An.
Geometrie Theil II, S. 342, findet sich die richtige Darstellung. Es ist nicht uninteressant zu ver-
gleichen, wie der verschiedene Character der Riickkehrourven erster und zweiter Art sich in der
Betrachtung dieses § und in der analytischen Untersuchung von Clebsch darstellt.
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liegenden Kreispuncten begegnen. Die Hauptschnitte sind iiberdies da-
durch characterisirt, dass die Gleichung der Fliche

Mo~

si¢H hier apf %, %, %, %, = o reducivt

Bezeichnet man die 8 Riickkehrkegelschnitte, welche den Erzeugenden
entsprechen als Riickkehrcurve erster Art, die 4 anderen als solche
zweiter Art, so hat man noch:

Einem beliebigen ebenen Schnitte der Fliche zweiten Grades ent-
spricht auf ihrer Centrafliche eine Curve 8. Ordnung vom Geschlechte 3,
welche jede der Riickkehrcurven erster Art in einem, jede der Riickkehr-
curven zweiter Art in zwei Puncten berithrt. Einer Erzeugenden der
Flache entsprechen daher Curven vierter Ordnung vom Geschlechte 1,
jede derselben berithrt vier der Riickkehrcurven erster Art, sowie die
von der zweiten Art in je einem Puncte. Die Centrafliche kann dem-
nach auf zwei verschiedene Arten durch solche Curven erzeugt werden,
deren Umhiillungscurven ihre Riickkehrcurve bilden; doch ist hier nicht
der Ort, um auf diese Erzeugung niher einzugehen.

§ IX.
Die projective Centrafliche zweiter Art.

Man kann die Centrafliche zweiter Art als einen Grenzfall der Centra-
fliche erster Art ansehen,’) und ich werde mich daher auf wenige Be-
merkungen beschrinken. Wird als ,absolutes Gebilde“ der Kegelschnitt
betrachtet, welcher durch die ,absolute“ oder ,unendlich ferne“ Ebene

1) a: = 0,

X

aus der Flache zweiten Grades X = o ausgeschnitten wird, so hat man

1) Wollte man dies auch in der analytischen Darstellung zum Ausdruck bringen, so wire
von einer Fliiche n. Classe f auszugehen
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unter der Normale der Flache diejenige Gerade zu verstehen, welche den

Fusspunct x mit dem in a, = o gelegenen Puncte

2) vi=ni=ay—Cf,
verbindet, wo

3) d"zzaifia
= Za?,

gesetzt ist. C verschwindet nicht, falls nicht eine speciellere Massbestim-
mung vorausgesetzt ist, bei welcher der absolute Kegelschnitt in ein
Linienpaar degenerirt, wovon hier abgesehen wird.

Da Yix = a; 2 a, £, —Cf,,
so wird die Gleichung #/ = o nach § I die Form annehmen
- }UZ 02
4) J:AC*—J’Z/2+/~OB—(—I’ITT)2&£II:07

wo
5) B=@?—AC)=f,+ AZaaf, —2 Y 2t a £y + C 1A, £,
und der zugehorige Punct der Centrafliche durch
6) % = X; 4y,
gegeben ist.
Die Bestimmung der Grossen &, &, (§ I, 10), 1 1)) kann man auf
die einer Grosse y; zuriickfithren, welche den Gleichungen
7) Yi__‘CZ’Efki}7k+0fi+Tai=Oy
~a, Yis== 0
2fiyi=o,
25+ r3a.x=—o0,
geniigt. Setzt man namlich
8) =7y +va,

0oX;

SE T

e
[l
e

so wird
Gy 4 120 g e b= 0

also wird die frither mit £ bezeichnete Grosse
Abh. d.IL CL. d. k. Ak. d. Wiss. XVI. Bd. II. Abth. 40
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Y

—= 0O,
und ebenso ergiebt sich aus den vermége 7), 8) bestehenden Gleichungen

0 Xy

£ P A il
S+ A =S v+ TR e

i, O‘;,-. —
(m—1)CA

Uy

Die aus 7) zur Bestimmung von i sich ergebende Determinanten-

gleichung
1—24C1, f; a |
9) | ;3 QRO SEE= 0,
}E a 00 J

liefert entwickelt wieder die Gleichung 4).

Die geometrische Bedeutung der Gleichungen 7), 8) ist folgende.
Die Puncte C bilden bekanntlich die reciproke Fliche der Centrafliche,
wahrend a der Pol der Ebene a, in Bezug auf X ist. Die (in a, = o
gelegenen) Puncte y entstehen demnach durch Projection
der Reciprokalflache der Centrafliche auf die unendlich
ferne Ebene vom Puncte a; aus. Da der Pol a; selbst ein n(n — 1)
facher Punct jener letsteren Fliche ist, so entspricht also der Gleichung

=P Y = 0
ein ebener Schnitt dieser Reciproken, welcher einen n(n — 1) fachen
Panct 1n & hat.

Vermége y, driickt sich nun die Bedingung § II fiir diejenigen
Puncte auf f, welche zu Riickkehrpuncten der Centrafliche gehoren, aus
durch die Gleichung

10) F=—IiCZyinyfu+30Tyyfy =o,
welche sich fiir

0 X;

L o m—2)40’

reducirt auf
X 2 R ) w—
Z 0. b =0,

und ebenso ergiebt sich fur die Bedingung der parabolischen Puncte
aus § II
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11) G = HCiZy,y, i fine + 2yt (o H—-}tCEyt Hi fii) =%,

so dass die mit F und G bezeichneten Formen sich ungeéindert erhalten.

Der Schnitt der Centrafliche mit der Ebene a; = 0 besteht bekannt-
lich — was iibrigens unmittelbar aus 6) folgt — aus einer Curve n(n—1).
Ordnung, welche gleichzeitig Riickkehr- und parabolische Curve derselben
ist, und von der reciproken Curve von f — 0, a; = 0 in Bezug auf den
absoluten Kegelschnitt (imagindrer Kreis) gebildet wird; die Coordinaten
derselben sind

Z = ap—1£C fir a, =0, f = o;
ferner aus einer Curve 3 n(n — 1). Ordnung
7 = xX; 4 4 [a, y — £ O],

wo 4 aus 4 = o fiir a, = o zu entnehmen ist, nimlich der projectiven
Evolute des Schnittes von f mit a, — o; endlich aus der Curve 4n (n—1)
(n—2). Ordnung
nh=ap-—5 0 -0 H-—0
welche der parabolischen Curve auf f entspricht.!)
Der ibrige Theil der Risckkehrcurve ist also eine Curve

‘der Ordnung

I1n(n—1)(2n— 3)

welche eindeutig bezogen ist auf eine Curve n(l6n— 25).
Ordnung, die selbst der vollstandige Schnitt einer Fliche
16 n — 25. Ordnung mit f ist. Und ebenso ist der iibrige Theil
der parabolischen Curve von der Ordnung n(n— 1)(30 n — 49);
die eindeutige Abbildung desselben von derselben Ordnung
wie die der Rickkehrcurve.

Ueberhaupt werden, wie man sieht, alle Resultate der fritheren
Untersuchungen mit Hiilfe der eingefithrten Coordinaten y sich auf den
vorliegenden Fall ibertragen lassen. Im Folgenden sollen nur noch
einige Verhiltnisse erértert werden, welche fiir die Centraflichen zweiter
Art charakteristisch sind.

1) Das gegenwiirtige fiir die Singularititen des unendlich fernen Schnittes der Centrafliche
wichtige Verhalten dieser Curven ist durch den Satz in § VI ausgesprochen.
40*
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Bezeichnet man die Gleichung 4) durch

4 a) o+ L4yt =o,
so wird die Discriminante

V’":ﬁ?—iayzo

digjenigen Puncte auf f bestimmen, deren eine Haupttangente den ab-
soluten Kegelschnitt schneidet. In den Kreispuncten, deren Zahl n [10 n2
— 28 n | 22] ist, finden daher Doppelpuncte der mit ¥, v bezeich-
neten Curven statt. KEs sind dies aber nicht die einzigen Doppelpuncte
von w, wie man bisher angenommen zu haben scheint.!) Der in § X, 6)
gegebene Werth des Coefficienten B C = /5 zeigt, dass die Flache
0 D den 2nRanelen a—n ¢ a4 - o ebenfalls Doppel-
puncte besitzt, und dass zu diesen noch 3n(n—2) weitere
hinzukommen, bestimmt durch die Gleichungen

=g f=@& g9 H —0o

d. h. durch diejenigen Puncte in der Curve a, = o, f = o, fiir welche
eine der Haupttangenten von f in die Ebene a, — o fallt, d. h. die
Wendepuncte derselben.

Das heisst:

Der Ort derjenigen Puncte, denen untereinander gleiche
Werthe der Hauptkrimmungshalbmesser zugehéren, ist
eine Curve der Ordnung n(6n—38), welche in den Kreis-
puncten, den Wendepuncten des unendlich fernen Schnittes
und den Schnittpuncten desselben mit dem imaginiaren
Kreise Doppelpuncte hat.

Die soeben erwihnten 2 n Schnittpuncte des imaginiren Kreises mit
f, welche ich als secundare Kreispuncte von f bezeichne, spielen
in Riicksicht auf das Normalenproblem vollig die Rolle der eigentlichen
Kreispuncte. Denn der Kegel K, welcher die Richtungen der beiden
Krimmungslinien auf der Tangentenebene von f ausschneidet, wird

1) Herr Fiedler scheint zuerst die in die Kreispuncte fallenden Doppelpuncte von w be-
merkt zu haben. Salmon-Fiedler. A. Geometrie Theil I[, S. XXIX der Literatur-Nachrichten.
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}‘ N o o B B,
| m2a, L, —C3f,, 2

12) !:o;

seine Gleichung geht fiir a, — 0o, X = o, iiber in
ZameEaf -0

Auch fir die secundiren Kreispuncte existiren also unendlich viele
benachbarte Normalen, welche die Normale in demselben Doppelpuncte
der Centrafliche schneiden. Dementsprechend giebt es eine lineare Reihe
von Werthen &, welche hier von der Form a; +ox; ist. Jedem der
2n secundédren Kreispuncte y der Flache en tspricht auf der
reciproken Centraflache eine Gerade mit constanter Tangen-
tialebene, welche durch 7 und den n(n-—1) fachen Punct
dieser Flache geht.

In den 3 n(n—2) Wendepuncten des unendlich fernen Schnittes
findet eine solche Besonderheit nicht statt; die beiden Kriimmungslinien
fallen hier in die Richtung der Wendetangente.

Bildet man zur Untersuchung der Riickkehrcurve wie in § V die Form

,: szl Yis

so ist zuniichst die Form =p,y; selbst zu untersuchen. Man erhilt

- e P
13)  (Zpy)’= TAupip+ m—1jp P+ Maz —2a, p N},

WO L=2Z4a, H;.,
M=—>pip H,,
N = Za, p, Hyy,
} AW Sp |
AP = |y C Zpa |
2pifi Epa Zp? l
gesetzt ist. Die Gleichung
Zpi yi == O
stellt, wie oben bemerkt, den ebenen Schnitt der Reciproken der Centra-
flache vor, welcher durch den Pol a und den Schnitt der absoluten
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Ebene mit der Ebene p, = o gelegt ist. Diese Curve ist eindeutig auf
die aus den Puncten x gebildete Curve bezogen, die doppelt zihlend aus
der Elimination von 2 aus 13) und 4 = o hervorgeht, d. h. auf eine
Curve von der Ordnung n (4 n — 5), welche selbst der vollstindige Schnitt
einer Fliche /7" 4 n—5. Ordnung mit f ist, deren Gleichung die Form

‘ Pfiupef o Zfan+ o3, £ |

14) I'= &y

hat, wenn man
o 2
p =4 A

¥=AZap — ¢y,

w=C3fip— ¢Iap,
gesetzt wird. Die Fliche 77" geht durch die eigentlichen Kreispuncte
von f; sie hat die Curve (n— 1)? Ordnung, fiir welche die Unterdeter-
minanten der ersten Horizontalreihe von 14) sammtlich verschwinden,
zur Doppelcurve, wie eine ndhere Untersuchung von 14) zeigt. Jene
Jurve ist also vom Geschlechte

15) pP=4n(4n—>5)(hn—9)+ 1 —n(n— 1)2
ihr entspricht eindeutig auf der Centrafliche eine Curve von der Ordnung
6n(mn—1)2—n(n—1). Somit hat man:

Der von einem Puncte der absoluten Ebene an die Centrafliche ge-
legte Tangentenkegel ist im allgemeinen von der Ordnung n(n—1)(6 n—7)
und vom Geschlechte p (15); seine Classe ist die der Centrafliche selbst.

Um die Form F (10) naher zu untersuchen, bilde man jetzt
F=FZEpy.

Man findet dann leicht aus 13) die Gleichungen

]6) EAik fik = — B,
-\' Atm ft — 07
‘/\:Aim a, — O,
; / H 7 Cal?,
b3 " % frmenen JRUSCREIEY . ooy e
".}1ykf1k {\B 2 (n—l)Q)'
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Ferner ergiebt sich

6 2py; =C=pf— I,J/‘Sa‘ipi+H/f‘1(PXU—aXV—VV)

Az 02
e o (ps L —a, N),
wobei U, V, W Ausdriicke sind, deren Form fiir das folgende gleichgiiltig
ist. Setzt man endlich
3(C3pfi—ywIa p)=r,
3(pxU—a. V—W) =5
: p-L—a. N =
az Efikt Pm (Ilik A, = H:m Aik) — ax P« S A Hts 8.0 — )
> Hyp fins (H‘Y H. Do GiaiPa H.. a‘s) =V

| ~

N i
SA;, fins A Pn = W,

AC =

so wird mit Hilfe von 16)

SesEe e
F—(r—{_n*l ; 311*1)(13 2‘”/(11-1)2)
u? w? .
ARt o e B Bl G G —2)Hb+ a,v)a;
=a + B w4y w2 BEud e
WO o =7rB,

o His

] ?

M=) i

"
=1 = v 9 m L B¢

mittelst dieser Ausdriicke bestiitigt man leicht, dass die Ordnung der
nicht ebenen Riickkehrcurve gleich l1n(nr —1)(2n — 3) wird, wie oben
angegeben . wurde;: Die sResultante: R . aus. F'—o und. 4= o + uB
+wu?aly =0, m—1)2y = — H lasst sich von dem Factor a2 befreien
und liefert, wenn man noch den Factor IT” entfernt, eine Form 16n— 25,
Ordnung, welche das Bild der Riickkehrcurve auf f ausschneidet.

Auf dem unendlich fernen Schnitte a,=—o0, f—o0 von f miissen sich
daher n(16 n — 25) Puncte befinden, welche zu Puncten der Riickkehr-
curve gehéren. Diese lassen sich leicht an der Form von R nachweisen.
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Setzt man némlich a, —o, so haben die iibrig bleibenden Terme von R
die Form
R—HX’L3K,

aus welcher aber der Factor L einmal entfernt werden muss, da der-
selbe fiir a,—o0 auch in /7" enthalten ist, wie aus der in 13) gegebenen
Form dieses Ausdruckes hervorgeht, wenn man beriicksichtigt, dass nach
§ X 6)fira—o
B X 1,

wird. Jene Puncte bestehen also aus den 4n(n—2) parabolischen
Puncten von f in der Ebene a,=—o0,") aus den doppeltzithlenden
secundéren Kreispuncten, in denen das Bild der Riickkehrcurve selbst
Doppelpuncte hat, aus den doppeltzihlenden Wendepuncten von f=—o,
a, =0, und endlich aus den 3n(2n — 3) Puncten dieses Schnittes, welche
Spitzen der Evolute bedingen. In der That ist dann auch

n(16n—25)=n{4(n—2)+6n—9 4+ 6(n—2).

In &hnlicher Weise lassen sich auch die 11n(n—1)(2n — 3) Puncte
der Riickkehrcurve, welche in den unendlich fernen Schnitt der Centra-
flache fallen, nachweisen.

Ueber eine Classe algebraischer Fliichen, welche die projectiven Minimal-
flichen als speciellen Fall enthiilt.

Die beiden Wurzeln der Gleichung 4 —o sind im allgemeinen nicht
rational getrennt.?) Die Centrafliiche ist daher im allgemeinen ein ein-
ziges irreducibeles Gebilde. Einen besonderen Fall bilden diejenigen
Flachen, fir welche die Discriminante ¥ von 4 mit Hilfe von f—o das
Quadrat einer rationalen Function wird; die Centrafliche besteht dann
aus zwel getrennten Theilen. Wenn jene Discriminante iberall mit f

1) Das Auftreten dieser Puncte ist dem der Puncte H — 0, f'= 0, X = o/ bei der:C. Fliche
erster Art zu vergleichen. Vgl. § V.

2) Eine rationale Trennung der Wurzeln tritt ein fiir die beiden algebraischen Kriimmungs-
linien, die parabolische Curve und den Hauptschnitt.

é
I




I
I

1B

verschwindet, so fallen jene Theile zusammen. Es ist dies der Fall,
wenn f eine Regelflache ist, deren Erzeugende die Fliache
X beriithren (den absoluten Kegelschnitt schneiden); die Dif-

ferentialgleichung dieser Flichen ist b
1) (mn—1)2B* 1 4XHA=Nf{

Fir eine Fliche zweiten Grades, welche X lings eines Kegelschnittes
berithrt, d. h. eine projective Kugel, degenerirt die Centrafliche in einen
einzigen Punct, den Pol der ebenen Bertthrungscurve.

Die Flachen, welche der zu 1) analogen Differentialgleichung

B? 4+ kXHA = Nf,

gentigen, d. h. fiir die das Doppelverhialtniss der Hauptkrim-
mungscentra zu dem Flichenpuncte und dem Pol seiner Tan-
gentenebene in Bezug auf X constant ist, haben einige gemein-
same Kigenschaften, die ich im Folgenden darlegen werde.?) Solche
Flichen mégen Flichen W heissen; ich betrachte zuniichst die Flachen
W erster Art.

Zu denselben gehéren insbesondere die der Gleichung

== N

entsprechenden, d. h. die projectiven Minimalflichen erster Art
bei welchen jenes Doppelverhiltniss in ein harmonisches iibergeht.

Beachtet man die nach IV, 2), 3) vermoge f = o bestehenden
Identititen

2) B=AZ1 24T
m=db—=Sx v Il o X 31 .

so folgt:

1) Sollen die Haupttangenten der einen Schaar von f, wie dies fiir ¥ = o stattfinden muss,
X bertihren, so muss die Schmiegungsebene der betreffenden Haupttangentencurve auch Tangenten-
ebene von X sein. Da nun die Schmiegungsebene einer Haupttangentencurve mit der Tangenten-
ebene der Fliche zusammenfiillt, so muss jede Tangentenebene von f zugleich eine solche yon X
sein. Die obige Bedingung kann daher nur so erfiillt werden, dass die Schmiegungsebene unbe-
stimmt wird, d. h. dass jene Schaar aus geraden Linien besteht.

2) Noch allgemeiner kénnte man Gleichungen von der Form

B=PX-+Nf
oder dhnlich gebildete untersuchen; die folgenden Resultate gelten zum Theil auch fiir diese.
Abh. d. TI. Cl. d. k. Ak. d. Wiss, XVI. Bd. II. Abth. 41




316

Eine Flache W erster Art — allgemeiner, eine Fliche bei der iiber-
haupt B mit f=o0, X =0 verschwindet — trifft die absolute Fliche
(nach 2)) nur in denjenigen Puncten, wo

& Hy —o,

Entweder sind nun alle H;, gleich Null, d. h. der Punct ist ein
Osculationspunct von W.!) Existirt eine ganze Curve solcher Puncte,
so muss dieselbe, wie man leicht sieht, eben sein; sie kann dann als
Schnitt von W und X nur in geraden Linien und Kegelschnitten bestehen,
lings deren eine constante Tangentenebene osculiert. Schliesst man
diesen Fall, sowie die Annahme singulirer Curven, aus, so ist der Punct

3) s e Ho

ein vollig bestimmter, und die Gerade (z x) gleichzeitig Haupttangente
von W und Tangente von X, wie aus den Gleichungen

Safiyslx,, San i =HSx%'H,,
27w — 2 Hn nox,
a—DHEzufi, =HX,

Sgf fu=nfH,

4)

hervorgeht. Daraus folgt:

Der Schnitt einer Fliache W erster Art mit der absoluten
Flache ist gleichzeitig Krimmungslinie und Haupttangenten-
curve von W.

Diese Behauptung erleidet nur dann eine Ausnahme, wenn z mit x
zusammenfillt. Nun ist z v6llig durch die Gleichungen 4) bestimmt,
falls nicht alle Determinanten der Matrix

| X;
%
= fi fi
verschwinden. Im allgemeinen kann daher z nur dann wieder auf X
liegen, wenn die Determinante

1) Vgl. Rohn, a. a. 0. S. 102.
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ek xm £ 36 £

! X' 0.0 0

! e io g

PRt Ate o 0
verschwindet; d. h, wenn A3 =0 ist. Ist aber dies der Fall, so haben
die Gleichungen 4), da nach 2) auch

2h5 4, —0
sein muss, die lineare Reihe von Lésungen

7z =xt 41,
und es wird iiberhaupt
v 2 +ex+of=o.

Es ist also entweder f, = x,; der Punct z fallt dann mit x zZusammen,
und die Fliche W beriithrt die Flache X lings der betrachteten Schnitt-
curve, welche dann nicht Haupttangentencurve von W zu sein braucht. )
Oder es ist f, von x, wesentlich verschieden; die Gerade (zx) wird dann
sowohl Haupttangente von W als auch Erzeugende von X. Somit folgt:

Wenn die Tangentenebenen von W lings der Puncte x
ihrer Schnittcurve mit X die letatere Fliche in einem von
x verschiedenen Puncte beriithren, so besteht jene Schnitt-
curve aus lauter Erzeugenden von X.

Setzt man andererseits A = o, so ist nach 2)
bt f, — o
Das heisst

Fur die Flachen W erster Art ist die Curve f — G A1
gleichzeitig Haupttangentencurve und Krimmungslinie.

Setzt man endlich H = o, so bestehen die Gleichungen

Zy; fip =08, =Y Y5

mithin wird aus 2)
P P

oder:

1) Dies ist z. B. der Fall bei den oben genannten Regelfliichen.
41*
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Die parabolischen Tangenten der Flachen W erster Art
beriithren sammtlich die Flache X; die Developpabele der para-
bolischen Ebenen ist gleichzeitig der X umschrieben; Ausnahmen kénnen
wieder eintreten, wenn die H;, lings einer Osculationscurve ver-
schwinden etc.

Fir die projectiven Centraflichen zweiter Art erhilt man aus der
Determinante

= R0, o
i “ f; 00

a 0 0
als Werth des Coefficienten B von 4 C, wie bereits angegeben wurde,
by (e ACSf, L O, T AZaaf, - 2¢=aff.

Addirt man dagegen die mit den x; multiplicirten ersten vier Reihen
zu der fiinften, so entsteht
|1 —42Cf, x a
12C2n—1)24=| x X ac;

A 9 0
mithin wird der Werth jenes Coefficienten auch durch den folgenden
Ausdruck dargestellt

6)

o _1 7 a\’ 2 Hyo X Zp 0, Hy — 22, Ta,x, Hy |

Versteht man wieder unter einer Flidche W zweiter Art eine
solche, bei der eine der obigen analoge Differentialgleichung besteht, so
gehoren zu denselben die projectiven Minimalfldchen zweiter Art,
sowie diejenigen KFlachen, bei denen das Verh&altniss der
Hauptkrimmungshalbmesser constant ist.

Nun folgt aus 6), wenn B iiberhaupt mit f = o und a, = o ver-
schwindet:

X B eieaa] L o

das heisst, Kine Flache W zweiter Art schneidet die unendlich
ferne Ebene in einer Curve, die ausser dem absoluten Kegel-
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schnitt nur aus einem Gebilde mit lauter Wendungspuncten,
d. b. einer Anzahl von Geraden bestehen kann.?)

Eine Ausnahme kann auch hier eintreten, wenn alle H,, gleich Null
werden, oder iberhaupt héhere Singularititen auf W entstehen.

Ist dagegen H = o, und verschwindet B mit H — o, f'==6 86" wind
wegen H;, =1y, y, der Ausdruck 6) die Gleichung

al 292 L X 2y2-._92g B XX ¥ =0

o/

liefern, mit anderen Worten:

Die parabolischen Tangenten der Flichen W zweiter Art
schneiden samm¢tlich den absoluten Kegelschnitt; die Deve-
loppabele der parabolischen Ebenen ist diesem Kegelschnitte
umschrieben.?)

Verschwindet endlich B mit f = o und

i 1,1./2* G — 0,
so wird nach 5)

Afaiasf;i—21/12fiakfik+02fifkf}k:o.

Dies bedeutet aber, dass die Kriimmungslinie, welche durch den
Schnitt von f = o, K = o dargestellt wird, zugleich Haupttangentencurve
von f ist. Denn schreibt man die eben angegebene Gleichung vermoge
E = o0 in der Form

D=vy?Zaaf; —2y9C=Zfa, fo +C2 2 6y =0

und setzt
z =a,yw —f, C,
so wird
&y b= Bae g

2z zf, =D =o,

oK
Eziéx :QD:O.

1) Diesen Satz gab fiir eine eigentliche Minimalfliche zuerst Herr Geiser Math. Annalen
10T, 530; dass fiir diese Fliichen die oben erwiihnten Ausnahmen nicht eintreten, sondern von ganz
speciellen Fillen abgesehen, der Schnitt der Flichen mit der unendlich fernen Ebene nur aus ge-
raden Linien besteht, zeigte zuerst Herr Lie, Math. Annalen XIV, S. 400 ff.

2) Vgl. Lie, a. a. O. Satz 69. :
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Fiir die Flachen W zweiter Art ist also die eigentliche
algebraische Kriimmungslinie zugleich eine Haupttangenten-
curve.l)

Wie man sieht, gehoren die Eigenschaften, welche Herr Geiser zu-
erst von den algebraischen Minimalflichen (im eigentlichen Sinne) bewiesen
hat, einer allgemeineren Classe von Flachen an, sowie auch ein Theil der
Sitze, welche Herr Lie iiber Minimalflichen entwickelt hat; vielleicht
habe ich Gelegenheit, an einer anderen Stelle die Theorie der projectiven
Minimalflichen im weiteren Sinne genauer zu verfolgen.

S XL
Betrachtung einiger besonderen Fille.

Zum Schlusse dieser Betrachtungen sollen endlich einige der Modi-
ficationen erdrtert werden, welche in den characteristischen Zahlen der
Centraflichen eintreten, wenn die Fliche f einen vielfachen Punct hat,
oder die Flache X, resp. die unendlich ferne Ebene beriihrt. Einige An-
deutungen miissen hier indess geniigen, da eine vollstindigere Behandlung
der hier in Betracht kommenden Fille zu weit fithren wiirde.

Wenn f einen Knotenpunct, den man sich etwa conisch denken

moge, hat, — die Untersuchungen fiir héhere vielfache Puncte koénnen
in derselben Weise gefiihrt werden, — so erniedrigt sich die Ordnung

des Strahlensystems der Normalen um 2 Einheiten; die Classe bleibt un-
geindert. Die Classe der Centrafliche erniedrigt sich um 2 Ein-
heiten, ihre Ordnung um 6.2) Letzteres kann man direct aus der
Betrachtung von 4 entnehmen, wenn man beachtet, dass die Hesse’sche
Flache H in jedem conischen Knoten von f dieselbe Singularitit mit dem-
selben osculirenden Kegel wie f hat. Setzt man zur Bestimmung der
Urdnung

1) Vgl. Lie, a. a. 0. Satz 68.

2) Diese Reductionen erfolgen im allgemeinen gémiss dem von Herrn Klein gegebenen
Satze, Gottinger Nachrichten 1870; die weiter unten gegebenen Beispiele zeigen indess, dass der-
selbe bei der gewdhnlichen Auffassung nicht immer erhalten bleibt. Classe und Ordnung der
Centrafliche sind iibrigens fiir Flichen mit beliebigen Singularititen bekannt; vgl. die Unter-
suchungen von Roberts und Sturm Math. Annalen VI.
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- : e el
in die Form ’ o
4d=A+Bit+Ciz2=o0

ein, so fallen demnach 6 eigentliche Losungen fiir den Schnitt einer be-
liebigen Geraden mit der Centrafliche in den Knoten von f Dieser Punct
selbst wird ein sechsfacher Punct der Centraflache, wie man er-
kennt, wenn man den Schnitt derselben mit einer durch denselben gehen-
den Geraden betrachtet. Auf demselben Wege findet man leicht, dass
das Geschlecht des Tangentenkegels der Centrafliche sich um
7, das Geschlecht ihrer ebenen Schnittcurve um 9, endlich der
Rang der Centrafliche sich um 6 Einheiten erniedrigt.

Was den letateren Punct betrifft, so hat man z B. fir die Centra-

fliche erster Art nach § V, 7) die Formen
d o 1E06,0 =0, f=0

fir den durch 1) bestimmten Werth von i zu untersuchen. Vermoge
der in § X, 5), 6), entwickelten Identitit erfihrt dann die ebenso wie bei
§ V, 7) zu bestimmende Ordnung der der Curve /T auf der Centrafliche
entsprechenden Curve eine Reduction um 6 Einheiten. Vermoge der
Plucker’schen Gleichungen folgt dann weiter fiir die Rickkehreurve
der Centrafliche eine Reduction um 24, fiir die Classe ihrer parabolischen
Ebenen eine Reduction um 12 Einheiten.

Fuar die Kegelflichen zweiten Grades gelten diese Betrachtungen
nicht mehr. Ueberhaupt verschwindet fiir eine Developpabele Fliche
H iberall mit f, so dass die quadratische Gleichung 4 = o sich auf eine
lineare reducirt. Die Ordnung des Strahlensystems der Normalen wird
fir einen Kegel zweiten Grades gleich 4, die Classe bleibt ungedndert ;
die Ordnung der Centrafliche reducirt sich um 6 Kinheiten, sie selbst
wird ein Kegel sechster Ordnung, vierter Classe, dessen ebener Schnitt
auf eine Curve 6. Ordnung mit vierfachem Punct abgebildet wird, d. h.
vom Geschlechte Null ist; die Zahl seiner Riickkehrkanten ergiebt sich
gleich 6; man sieht, wie diese Zahlen sich in Uebereinstimmung mit den
von Clebsch?!) durch directe Rechnung gefundenen Resultaten befinden;
iibrigens bedarf dieser Fall kaum einer besonderen Betrachtung.

1) Clebsch, Problem der Normalen, Crelle's Journal, Bd, 62, S. 101.




Wenn die Flache f die Fliche zweiten Grades X in einem Puncte
x? beriihrt, so treten folgende Modificationen fir die Centraflache
erster Art ein. Die Differentialquotienten f, werden fiir diesen Punct
den x{ proportional. Die Classe des Strahlensystemes erniedrigt sich
nicht, die Ordnung dagegen um eine Einheit, entsprechend dem ausge-
zeichneten Puncte. Dazu gehort weiter eine Erniedrigung der Ordnung
der Centrafliche um 2 Einheiten; ihre Classe bleibt ungeédndert. Die aus
1) hervorgehende Form

HX

P = X a {E f; A — =1 f, fi] — tzi (11__1)5 =

hat nidmlich die Eigenschaft, dass

2P

T = X

m

wird, d. h. die Fliache P beriithrt f in dem Puncte x° und fiir diesen
Doppelpunct sind zwei Losungen des Systemes

= o e oy B — o4 B = o,

in Abzug zu bringen. Jener Punct selbst wird fir die Centra-
fliche ein Doppelpunct, wie sich zeigt, wenn man

0

E A0
(xx jEzs OJ /J.‘;

= 0,
voraussetzt. Das Geschlecht des Tangentenkegels sowie seine Ordnung
erfahren keine Aenderung; das Geschlecht des ebenen Schnittes der Centra-
fliche erniedrigt sich um eine Einheit, da wegen des eben bemerkten
Verhaltens von P die Abbildung desselben in x° einen weiteren Doppel-
punct erhalt. Hierbei ist zunichst die Berithrung von f mit X als eine
gewohnliche angenommen. Fir die Centrafliche einer Fliche zweiten
Grades ergeben sich nicht uninteressante Specialfille, je nachdem dieselbe
die absolute Fliche einfach, stationar, etc. . . . beriihrt.

Etwas anders stellen sich diese Verhiltnisse bei der projectiven
Centraflache zweiter Art. Berihrt f die Ebene a, — 0 In einem
Puncte x° so werden die Differentialquotienten f, fiir denselben den a
proportional. Untersucht man nun die Ordnung der Centrafliche vermoge
der Gleichung § VII 4a), und der Gleichungen

E
l
E
1
i
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& + iy ¥ — C) = o,
BitR By —0B)= o,
so zeigt sich, dass in dem Ausdrucke
Q= (v —Ca)?(AC — y2
— (e —Co) [(y?— AC) =f; + A Zaa,f,,— 2y Sfa, G4 CZ6 6 £,]

e
22 axH
% (n—1)?

=0

die beiden ersten Terme noch mit ihren zweiten Differential
quotienten fiir x = x° verschwinden, also
-
= 5?}%—}( TV o5

fir x = x° wird, falls dieser Punct kein parabolischer Punct von f ist.
Der Schnitt von Q mit f ist also eine Curve die in x° einen dreifachen
Punct hat; die Ordnung der Centrafliche erniedrigt sich
um drei Einheiten, wahrend die Ordnung des Strahlen-
systems der Normalen sich um eine Einheit reducirt. Zu-
gleich erkennt man, dass dieser Punct selbst ein dreifacher
Punct der Centrafliache wird. Das Geschlecht des ebenen Schnittes
erniedrigt sich um drei Einheiten, der Rang der Fliche bleibt ungeindert,
die Ordnung der Riickkehrcurve vermindert sich um 12. Die Centra-
flache ecines Paraboloides ist daher von der 9. Ordnung, 4. Classe,
12. Ranges; ihre Riickkehrcurve besteht aus 6 Kegelschnitten, welche
den beiden Hauptschnitten und den vier Erzeugenden entsprechen, die
den absoluten Kegelschnitt treffen; die Doppeleurve wird von der 12. Ord-
nung, — in Uebereinstimmung mit der ausfiithrlichen Untersuchung, welche
Herr Caspary?!) tiber die Centrafliche des elliptischen Paraboloides an-
gestellt hat.

Ein besonderes Intéresse verdient noch die Betrachtung des Schnittes
der Flache mit der absoluten Ebene. Derselbe besteht aus der
dreifach zihlenden reciproken Curve von a, = o, f = o, der Evolute der-

1) Vgl. Caspary, Ueber die Kriimmungsmittelpunctsfliche des ellipt. Paraboloides, Journal
von Borchardt Bd. 81 8. 148. In diesem Falle ist der dreifache Punct der Fliche ein unipla-
narer, wie aus der daselbst S. 164 gegebenen Gleichung der Fliche hervorgeht; man darf wohl
annehmen, dass dies im allgemeinen Falle sich ebenso verh#lt.

Abh. d.IL CL d. k. Ak. d. Wiss. XVL. Bd. II. Abth. 42




s o ey gl

324

selben, und einer Curve 4n(n— 1)(n— 2). Ordnung. Nun hat aber
a, = 0, f = o in x° einen Doppelpunct; eine einfache Betrachtung zeigt,
dass die Ordnung der Evolute fir jeden Doppelpunct sich um 6 Einheiten
erniedrigt; d. h. es sondernsich je dreifachzdahlend zwei durch
den Doppelpunct gehende Gerade aus der Evolute ab,
ndmlich die harmonisch conjugirten zu den Tangenten im
Doppelpuncte in Bezug auf die von diesen an den abso-
luten Kegelschnitt gehenden Tangenten!) Demnach wird
die Centrafliche die Ebene a, langs jener beiden Geraden
osculieren, welche keine Riickkehrcurven derselben sind. Aber auch
die Ordnung der reciproken Polare von a, = o, f = o reducirt sich um
zwei Einheiten. Da nun die Coordinaten eines Punctes derselben

7=,y — £,C,

fiilr den Punct x° ganz unbestimmt werden, so tritt an Stelle dieses
,Fundamentalpunctes eine gerade Linie, ndmlich die Polare
von x° in Bezug auf den absoluten Kegelschnitt. Und auch
diese Gerade muss dreifach zahlen, da die Erniedrigung der Ordnung der
Centrafliche nur 3 Einheiten betragt, ohne Rickkehrcurve derselben zu
sein. Die Ebene a_, = 0 osculiert demnach die Centrafliache
langs des genannten Dreiseites von Geraden, bestehend aus
der Polare des Berithrungspunctes und dem bezeichneten durch diesen
gehenden Geradenpaare.?)

1) So ist z. B. die Evolute der Ellipse

9 9
X< 1 \7“ 2 2 £ 9
b =%l ocbt—of
a2 1 5 b2 120

dargestellt durch die Gleichung

[x2as - y2hi-—c2et]s — 97 x2 y252 h2ed et =0
sie reducirt sich fiir ¢ = o auf
(x2 a2 + y2 b2)3 = o.

Uebrigens kann man sich auch vermdge der Gleichung § VI, 3) sehr leicht davon iiber-
geugen, dass fiir jeden Doppelpunct die Ordnung der Evolute sich um 6 Einheiten reducirt; der
Doppelpunct selbst gehort dem iibrigen Theil der Evolute im allgemeinen nicht an.

2) Man vergleiche das a. a. O. von Herrn Caspary behandelte Beispiel S. 165.




