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Yorwonrt

Seit Fresnel’s grundlegender Abhandlung!) ist ‘die analytische
Behandlung der Beugung sphirischer Wellen an geradlinig begrenzten
Schirmen vervollkommnet worden durch Cauchy?, Knochenhauer?),
Quett) und Gilbert?®. Das Verfahren Fresnel’s, obwohl vollkommen
ausreichend zur numerischen Bestimmung der Lichtstirke und ihrer

Maxima und Minima. war wenig geeignet, die Gesetze der Erscheinungen

allgemein erkennen zu lassen. Nachdem es in der Folge K nochen-
hauer und Quet gelungen war, gewisse einfache Gesetze aus dem
Intensititsausdruck abzuleiten, war insbesondere Gilbert mit Erfolg
bestrebt, nicht nur die Zahlenrechnungen zu vereinfachen, sondern auch
die Gesetze der Erscheinungen durch algebraische Discussion unmittelbar
aus den Formeln zu entwickeln. Aber auch die schone Arbeit Gilbert’s
vermochte nicht, den Schleier vollig zu liften, welcher die verwickelten

Gesetze der Vertheilung der Maxima und Minima in dem direct beleuch-

teten Gebiete des Beugungsbildes eines engen Spaltes und eines schimalen

1) Fresnel. Mémoire sur la diffraction de la lumitre, Mém. de 'Acad. des sc., V. p. 339.
1818. — Ann. de chim. et de phys, (2), XI, p. 246, 337. — Oeuvres completes, t. L p. 24T,

9) Cauchy, Note sur la lumiere, Compt. Rend., II, p. 455, 1836. — Note sur la diffraction
de la lumiere, C. R., XV. p. 534, 573. 1842.

8) Knochenhauer, Ueber die Oerter der Maxima und Minima des gebeugten Lichts nach
den Fresnel'schen Beobachtungen, Pogg. Ann. XLI, p. 105.
Lichts. Berlin, 1839.

4) Quet, Mémoire sur la diffraction de la lumiere dans le cas d'une fente trés-étroite et
cas d'un fil opaque, C. R., XLII, p. 288. — Ann, de chim. et de phys., (3), XLIX,
5, 417. 1856.
5) Gilbert, Recherches analytiques sur la diffraction de Ia lumiere, Mém. couronnés de

’Acad. de Brux., XXXI. p. 1. 1862.
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undurchsichtigen Streifchens noch immer verhiillte. Eine ebenso iiber-
sichtliche Darstellung dieser Gesetze, wie ich sie fiir die Beugungs-
erscheinungen der kreisformigen Oeffnung und des kreisférmigen Schirm-
chens in einer fritheren Abhandlung?) gegeben habe, blieb bis jetzt noch
zu wiinschen iibrig. Einen solchen Ueberblick auch hier zu geben, bildet
die Aufgabe der vorliegenden Abhandlung.

Derselbe Weg, welcher in der eben citirten Arbeit betreten wurde,
fithrt auch in diesen Fillen zum Ziel. Es ergibt sich sogar, dass die
Erscheinungen bei geradliniger und bei kreisformiger Begrenzung des
beugenden Schirmes durch eine und dieselbe einfache Formel ausgedriickt
werden, namlich fir die kreisrunde Oeffnung und den engen Spalt durch:

L\I: F (231’”2 : 1\‘:;11}2(1":)’ Tk L;j'>;‘l\)?

fir das kreisrunde Scheibchen und den schmalen Streifen durch:

.\IJ‘ o (9I§JV~J‘ [\‘:)4(\\3 o ‘ vz - )

/

Hierin sind U, und V, gewisse transscendente Functionen zweier unab-

hingig Veranderlicher y, z und des Index », und hingen unter sich durch
die Gleichung:

by Vo, con (: y . )

2y i
zusammen; wihrend y von der Lage der Bildebene in Bezug auf die
Lichtquelle und den Beugungsschirm abhéngt, gibt z den Ort eines
Punktes in der Bildfliche an. Der Ausdruck M2 wird zu einem Maximum
oder Minimum, wenn entweder I, = o oder U,;, = o ist, der Ausdruck M?
fiir I, — o0 und V vt = 0,

Je nachdem man nun in diesen Formeln » =} oder ¥ = 1 setazt,
gelten sie fiir geradlinige oder fiir kreisférmige Begrenzung des Beugungs-
schirmes. Diese anscheinend so heterogenen Fille zeigen sich also aufs
innigste mit einander verkniipft, eine und dieselbe Betrachtungsweise findet
auf beide Schritt fiir Schritt gleichmiissige Auwendung, und die ganze
Theorie der Beugung stellt sich dar wie aus einem Gusse hervorgegangen.

1) Lommel, Die Beugungserscheinungen einer kreisrunden Oeffnung und eines kreisrunden
Schirmehens. Abhandl. der k. bayer. Akad. d. Wiss, XV. 2. p. 233, 1884,
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Die in einem besonderen Abschnitt dargelegten einfachen analyti-
schen Eigenschaften der Functionen U, und V, gestatten, die Gesetze
der Erscheinungen durch allgemeine Discussion aus den obigen Formeln
zu entwickeln. Wie die Functionen U; und U, der vorigen Abhandlung
von den Bessel’schen Functionen mit ganzzahligem Index, so hingen
U, und U; von denjenigen Bessel’schen Functionen ab, deren Indices
ungerade Vielfache von } sind. Der Betrachtung dieser letzteren Klasse
von Bessel'schen Functionen, welche bisher weniger Beachtung gefunden
hat, ist desshalb ein vorausgehender Abschnitt gewidmet, welcher man-
cherlei Neues enthilt. Am Schlusse der Abhandlung sind Tabellen dieser
Functionen mitgetheilt.

In einem Abschnitt iiber die Fresnel’schen Integrale wird eine
neue Art der Berechnung dieser Transscendenten gelehrt, welche, nach-
dem die eben erwihnten Tabellen der Bessel schen Functionen vorlagen,
mit Leichtigkeit zu deren numerischen Werthen fiithrte, und zugleich Inter-
polationstafeln lieferte, die fir jedes Argument die Zahlenwerthe dieser
[ntegrale anzugeben gestatten.

Die Gesetze der Lichtvertheilung im Beugungsbilde sind den in der
vorigen Abhandlung fiir kreisformig begrenzte Schirme entwickelten ganz
analog. Sie werden wie dort tibersichtlich dargestellt durch zwei in der

zy-Ebene verlaufende Linienschaaren, deren Gleichungen I, = o und
U: = o fiir den Spalt, [, =o0 und V; =o fir den Streifen sind. Auch

hier begegnen wir Wendepunkten der Intensititscurve von zweierlei
Art, welche den fritheren Bearbeitungen entgangen sind. Die in einer
Reihe von Tabellen aufgefiihrten numerischen Werthe der Lichtstirke
sind’ analog wie in der vorigen Abhandlung durch graphische Darstellung
zur Anschauung gebracht.

Im VIIL Abschnitt wird eine spectrale Beobachtungsmethode be-
schrieben, welche die vorhin erwihnten Linien der Minima, deren Gleich-
ungen I; = o und Uy = o sind, auf dem farbigen Grunde des Spectrums
unmittelbar wahrzunehmen gestattet, und damit die experimentelle Be-

statigung der vorgetragenen Theorie liefert.
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I. Abschnitt.
Aufstellung und Entwickelung der Imtegrale.

1. Wenn es sich um Beugungsschirme handelt, deren Riinder durch
unbegrenzte parallele gerade Linien gebildet werden, so geniigt bekannt-
lich die Betrachtung desjenigen grossten Kreises der einfallenden Kugel-
welle, dessen Ebene zu den Begrenzungslinien des Schirmes senkrecht
steht. Wahlen wir den Auffangschirm zur xy - Ebene, seinen Schnitt mit
der Ebene der Kreiswelle zur x-Axe und die vom Lichtpunkt auf ihn
gefillte Senkrechte zur z-Axe eines rechtwinkligen Coordinatensystems,
80 beschrinkt sich hienach die Untersuchung auf die xz-Ebene. Die
Lage eines Punktes der Kreiswelle ist alsdann gegeben durch seine recht-
winkligen Coordinaten x und z oder, wenn a den Radius des Kreises
und ¢ den Winkel bezeichnet, welchen der nach dem Punkte x,z vom
Lichtpunkt gehende Strahl mit der z-Axe bildet, durch diese Polar-
coordinaten a und .

Nimmt man die Vibrationsintensitat fur die Bogenlinge 1 der mit
dem Radius 1 um den Lichtpunkt beschriebenen Kreiswelle zur Einheit,
$o sendet das im Punkte x,z gelegene Element adw der Welle vom
Radius a die Schwingungsgeschwindigkeit :

d sin 27 (]t e 1/1} -d

nach dem Punkte der x-Axe, dessen Abscisse s 1st, und der vom Punkte
X,z den Abstand d hat, wenn 2at/T die zur Zeit t auf der Kugelwelle
vom Radius a herrschende Phase, T die Schwingungsdauer und 4 die
Wellenlinge bezeichnet.

Die in der Bildebene im Punkte & der x-Axe erzeugte Bewegung
wird alsdann durch das Integral:

m

) (1?"

T s d
sin 2 n ( —~5

d

ausgedriickt, wenn dasselbe iiber alle wirksamen Theile der Kreiswelle
vom Radius a erstreckt wird.

i

A
gy
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2. Die Entfernung d ist gegeben durch die Gleichung:

d’ = (x —§f + 72 = x*} 2z & — 2x&
Setzt man die Entfernung des Lichtpunktes vom Auffangschirm
— a —}+b, so ist:
X == acingd z—=a-+b-—acosy,
o

= b® 4 4a(a - b)sin’ L v,

und man erhalt:

k2 gas ‘ <L a - 4—}
£l g ( L2 cainw e ) sin” 1 z/)
b2 b b 2

3. Ist der Winkel v so klein, dass sein Sinus mit dem Bogen ver-
tauscht werden darf, oder, was dasselbe heisst, dass seine hoheren Potenzen
von der dritten an gegeniiber den niedrigeren zu vernachlissigen sind,
und ist &/b von derselben Gréssenordnung wie v, so darf man offenbar:

2 © :

& st Ha a—+ b)

S0 2 — =gy —+ ( - sin® 1w
2k b ! 2

setzen. Bezeichnen wir ferner mit ¢ den Abstand des Punktes x,z der
Kreiswelle von der z-Axe, so ist:

asiny = p, oder auch ay =g,

und: & 0?

Das obige Integral nimmt alsdann nach Einfithrung dieser Werthe,
und wenn wir die im Nenner unter dem Integralzeichen vorkommende
veranderliche Entfernung d durch die constante Entfernung b ersetzen,
was erlaubt ist, wenn w und &/b hinlinglich klein sind, die folgende

Form an:

il e £ § a-+b )
sin 27 ( S el ) do.
| I A 2bi 4 bA ® 2abA ¢ y

4. Dieses Integral, welches die resultirende schwingende Bewegung
im Punkte & der x-Axe in der Bildebene darstellt, bringen wir nun
unter Weglassung des constanten Factors 1/ab auf die kanonische Form:

M sm(p—— 7),

indem wir: L ; )
27

Tt oo Obh
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und: = : :
27 (;1 +b , c ;
gos— - g o)do = C
Aok B ) X -
B (zL +b , e -
SlpiT 0" — 2po)do=S
{ A 2ah b> /j :
L)

setzen. Alsdann ist:

und die im Bildpunkt § herrschende Lichtstirke ist dem Ausdruck:

M =C4|§
proportional.

5. Zur Abkiurzung werde nun:

D 4 N £ H P i
u:llxlr‘}):l)k _’f(‘b:l
4 ~2ab e rih
gesetzt; dann ist:
s f cos (1 ko* — lg)do
:. ‘ cos ! k¢” coslp do | ' sin 1 ke*sinlg dg,
»
5 . 9
S = . sin (1 kg* — lg)do
= ‘sin 1ko’coslodg — ‘ cos L ke’ sinlpdo.

Nun ist bekanntlich, wenn I,(z) die Bessel’sche Function erster

Art bezeichnet:

A 208 Z, (Z) =41/ ——8mz,
I % (/,) l _”Z('()S/‘ l:"/" l :l'/iS
und es kann demnach:
,,/ 7T N . 7T E Aoy
pconlo = l 5 o) I_. (o), sinlp = 5 (lo)" I (lo)

geschrieben werden. Die vier Integrale, auf welche C und S soeben
zurtickgefithrt wurden, nehmen alsdann folgende Gestalt an:




) A )
Sl : T . 5
cos 1 ke coslo do = l/ 5 | o) 1- (lg)cos § ke*do,
L) Hb
e / (
. ; Sk : : g
sin 1 ke? coslpde - l/ 5 | Qe)tI-;(o)sinl ke’ de,
L %4 Hl
g / g
. i 7T p: . B -
sin ! ko®sinlpdg = l’ 5 | do)ily(lg)sin ] ke®do,
v L=
r et
S 14 : : 9
cos I ko?sinlp do — l/ 5 | o)t L (1) cos } ko® do.
L v/

6. Die rechts stehenden Integrale sind in den allgemeineren Formen
(in welchen » beliebig reell zu denken ist):

o — 1/‘(:19)”’1,._1 (lg)cos L ke¢*dg, e ((ly)”],., 1(lg)sin 1 ke® do,
g, — jﬂ(lg;) =1, doysint ket de; O r(l@)“"*l L, (lg) cos & ko® dg

fir » = ! enthalten; sie umfassen aber auch als specielle Fille (die beiden
ersteren fir » = 1, die beiden letzteren fur » = o) diejenigen Integrale,
auf welche wir die Beugungserscheinungen kreisféormig begrenzter Schirme
zurtickgefithrt haben?). Es lasst sich somit die ganze Theorie der Beugung
durch die Betrachtung dieser allgemeineren Integrale mit einem Male
erledigen.

7. Um diese Integrale in Reihen zu entwickeln, bedienen wir uns
der Methode der theilweisen Integration, indem wir bei y, und y, zuerst
(l¢)"I._; (lp) als zu integrirenden Factor ansehen, und die Formel:
~
‘ zedl, o dr = ze . (2)

in fortgesetzte Anwendung bringen. Wir erhalten so:

lk2r

Yy =rcond ke I 10 e (o)t L0, (o)

k2p-1

+ sin§ ko® J(—1)"- 55 1) Liyspys (10),

1) Lommel, Abhandl. der k. b. Akad. d. Wiss. XV. 2. p. 233. 1884.
Abh.d.II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss, XV. Bd. III. Abth. 71
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wo der Rest entweder:

k21 = = :
s f(la)) L o, (l0) sin L ko® do,

[

D (——1)“-

oder: S k2n+2 b - .
R =1y = (Lo) ™2 L, 40nyq (1) cos L ko do
betragt, je nachdem man die Entwickelung mit dem (n -} 1)** Gliede der
ersten oder der zweiten Reihe abbrechen lasst.
8. Etwas tibersichtlicher gestaltet sich die vorstehende Entwickelung
in folgender Schreibweise:

12v—1 i [ ko) »+2p
0 — k,p cos } k("— -L (_1)1 (1) 'I”-F‘-’P (1())

Jerele o [ ko\r+2p-+1 :
£ emike im0 BRI L,

Setzen wir hier zur Vereinfachung:

g = v, o=,
so ergibt sich y, in folgender Form:
o1 i
s 5 ; Y \¥+2p
Yore —pw OBy (1) (,) L2y (2)
ov—1

SNl 37 bt el
Bin gy Z(—1)- L yopya (7).

A

Ebenso erhalten wir:

oy
; 2 1

4 2 < ’.\" VY--2p :
/o= sindy (=17 (1) 110 @)

]dr,,} z iy V-}-2p-4-1 ;
———-costy Z(—1) (,) Lopia (2),

It

wo die Restintegrale die namliche Form haben wie oben, nur mit dem
Unterschiede, dass sin und cos mit einander vertauscht sind.

9. Die zwel in diesen Ausdriicken vorkommenden Reihen, welche
nach Potenzen von y/z und nach Besselschen Functionen von z fort-
schreiten, und demnach als Functionen der zwei Verinderlichen y und z
(und des Index ») anzusehen sind, befolgen beide das namliche Bildungs-
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gesetz. Bezeichnen wir die erstere mit U,(y,z), oder kiirzer mit U,,
indem wir setzen:

v % N\ ¥+-2p :
U, (y,2) = Sl (j) } 11'»}-‘2;\ (2),

VA
so haben wir:

Bratic o :
Yo — =5 (D ycosdly—+ U, ,;sind y) :

13;/_1 ’
A s -
L k*

U,sinly—0U, cos y).

10. Zu einer anderen Entwickelung des Integrales y, gelangen wir,

wenn wir demselben die Form:

e — ]{J (le)~'1,_; (lg) cos L ko’ ko de

geben, und nun unter fortgesetzter Anwendung der bekannten Gleichung:

Az 11 A v
AL E, (7)) _ v 1.
oz 2
in Bezug auf den Factor cos lko’kode theilweise integriren. Wir er-
halten so:

4p--1 Ko
gy = ginke? T (—1) 11@}%@ oy 0L o)

9 ¥y \ l+l)+3 \¥_—9 9
“ponl ko 3 (e 110 T oy 2L . o)

Der Rest, welcher iibrig bleibt, ist entweder:

]4n+-2 SRR ¢ )
R=(—-3pH T f(lp) W-1] . o o (lp)-Rind ko 0o,

oder: Jin-H4

R = (— 1)““”] J (o)=L, s(l0)-cos L ko dp,

{‘.’u»I—‘B
’.

je nachdem man in der Entwickelung bei dem (n 4 1)*® Gliede der ersten
oder der zweiten Reihe stehen bleibt.

11. Fasst man in geeigneter Weise zusammen, und setzt wiederum :

kg =y, =175

N

so ergibt sich:
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At & : 7\ V—2p—1 ,
Yy = 3 S0 iy 2(— l)p(%) L_g1(2)
]VQV—I =y ¥ \r—onh 2
-+ o €08 ly X (— 1)‘*(—;) L s (2).

Ebenso erhalt man:

/ o2V % -~ o 4 ¥ \»—2p—1 :
Yv=— 17 cos 1y 3(—1) (4) L s 1(2)
el c o f V\?—2p—2

4 Y, | < Vi)
= —— sin 3y 2 (— 1) (/) L )

12. Bezeichnen wir die erstere der beiden hierin vorkommenden
Rethen mit V_,,(y, z), oder kiirzer mit V_, ,, indem wir:

Pl

St = 'y B 2p
VLon=2 171" "L, .0
setzen, so haben wir:

s :
v (V —yp8indy 4+ V_, ,cos S)
1 8

und: 1221 :
gy = - (—VA,,Jrl costy -+ V_, ,sinl y).

13. Einer ganz dhnlichen Behandlung sind die Integrale ¢, und o
fahig. Unterwirft man das Integral:

P

5= IEJ (lg)™ I,(lg)sin L ko’ ko dpg

unter fortgesetzter Beniitzung der Gleichung:

me e
e =—z L2
der theilweisen Integration in Bezug auf den Factor sinlkr’kedo, so
erhalt man zunichst:

]4p-+1

0, = —cos 1 k¢® 3'(—1)*. e Qo =211 o)
1 2 Al ) 1“”';3 ~-¥—_2p—1 -
—— 8N E) ko® X (— 10 22 (](’) P Ia'—§—‘2p+l ‘\19)

mit den Erginzungsgliedern:
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(2]

e S e .
R' e (* l)h—f-l };én‘-i-l ‘ (1{)) - I7'+fll>f—l (1()) COos ;[2 kQ_ d())
oder:
57 - 2 J4n+t Sl e :
1\- = ( —1 ) . kflm (](}) J7"|"'~)N*|“'~’ (]{)) -8in 3 kﬁ)- (] 0,

je nachdem die Entwickelung bis zum (n - 1)*" Gliede der ersteren oder
der letzteren Reihe fortgesetzt wird.
14. In mehr iibersichtlicher Anordnung konnen wir diese Entwickelung

auch schreiben wie folgt:

1 2v 9 5 ¥ | v-2p
0, = — 75008} k¢* > (— 1) (ké) L y2, (0)
e 2 S F e
—prsintke =(— D () Ly (o),

oder, wenn wir wieder:

setzen: o

1 A Z r—-2p
6, =1 = conhy 3 (- TP )P L, @)
¥y
e 2\ e
e sinly =(—1) (V) I;»f 21 (2) -

In gleicher Weise findet man:

: o Zi\bEADE \
0y= 5= S5y =0 1)1‘(« y) Lo (2)

: e
ceosty =(— 1) ) Loy (2).
15. Die erstere der hier vorkommenden Reihen geht aber aus:
T T ¥y \7+2p :
Uy ) — (- 1)[)(}) 1,400 (2)
hervor, wenn man darin y mit z°/y vertauscht. Folglich ist:

>(—1)P- (z)p+2;‘ I pop(2) = U,(’j, Z)7

y

und man erhilt auf die Functionen U, zuriickgefiihrt:




| : i 2 :
0y = — iy (U,,(’f, z)-costy + U, (2, z) -sin } y)
und: ; Ui aiE e i i -
a = = (U;(z ,z)-8inty — D,,.+1(—§—,», /) . cos;}-y) i

16. Eine zweite Entwickelung erhalten wir, wenn wir in
Integral:

g, = [(l@}‘”‘l I, (lg)sin 1 k¢® dg

den Ausdruck (lg)*'1,(lg)de als zu integrirenden Factor ansehen, und

die theilweise Integration unter Beriicksichtigung der Formel:

fo il @da= 2" ()
durchfithren. Wir erhalten so:
: _) Cogdel o
0, = —sin L k¢® =(— 1) P fay ol o e

9 p 1-91»_{_1 y-91-|-9
4.cobtke 3(— 1) {41;:(_5 (ol =1, o = (o)

wo, je nachdem die Entwickelung bis zum (n - 1)** Gliede der ersteren
2 J s

oder der letzteren Reihe vordringt, als Restglied entweder:

k?n—]—l e : ¥
R = (—1) o | ()1, , (lg)- cos ke do

oder: o k2n-2
R = (=1 r(lp) e e sllo)sind ke'dp

hinzuzufiigen ist.

17. Uebersichtlicher zusammengefasst kann diese Entwickelung auch

wie folgt geschrieben werden:
1—2v ]

y o 7 | y—2p—1
= ']E{i’; Sin 9 k()_ S(— 1)1 (l‘()) I I,. 9p—1 (1@)

<

el

J1—2» A

v " N vepp o e
gy e cos 1 k¢® >(— l)”(ko) g Lo (lo),

oder, wenn wir wie vorher:



v ko', 210
setzen: pa ok v B ;
Oy = — w810 s \—) L sy (10}
| e , iz p Lo o v
fk'l._.'i' cos } yi(_ﬂ l,)l(y) 11’ -2p 2(19)'
Ebenso ergibt sich:
/ 11”2,1 3 i 7\ 2p—1 . 3
0y = — iz 0083y =(— 1)‘(};) L, o1 (l0)

1—2v 7 \V—2p—2
= }1 S sinly >(— 1\"(1‘—) Gloveiic )

O —\ / y
18. Da nun, wie man leicht erkennt (vergl. 12):

=(— 1) (%)yth_I L, o=V a0 o

-y
so haben wir:
11' v 72 . 1 72 1
Oy = ais V ,u(2,2)-sinly+ V. vpa(Z,2)co8 Ly
und: ; J1-2» o 0 o
T z? 5 = 1
0 ,= pur (\ v,,+1(\_ ,7‘>'C()b;},y'"' V ]v,%_g(y ; z)-f-,ln _,1) y)
; ) )

Hiermit sind aber die beiden Integrale ¢, und o', auf die nimlichen
Functionen U und V zuriickgefithrt wie die Integrale y, und »',.

19. Die Functionen U, und V, sind fiir die Theorie der Beugung
von fundamentaler Bedeutung. Sie konnen als der naturgemésse ana-
lytische Ausdruck fiir diese Classe von Erscheinungen angesehen werden,
indem sie dieselben vollstindig und auf die denkbar einfachste Weise
beschreiben. Sie spielen fiir die kreisformige Oeffnung und das kreis-
formige Scheibchen (» =1 und » = 2) die namliche Rolle wie fiir den
geradlinig begrenzten Spalt und Streifen (v = } und » = §), und gestatten
daher, diese anscheinend so heterogenen Falle unter dem gleichen Ge-
sichtspunkt zu betrachten und in gemeinsamer Darstellung zu behandeln.
Sie umfassen sowohl die Fraunhofer'schen als die Fresnel’schen
Beugungserscheinungen, und enthalten alle analytischen Formen, welche

bisher in der Theorie der Beugung zur Verwendung kamen, als specielle
Falle. Ehe wir an die Beugungserscheinungen selbst herantreten, erscheint
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es daher nothwendig, die Eigenschaften der Functionen U, und V,, welche
auch ein hervorragendes mathematisches Interesse darbieten, kennen zu
lernen. Einer der folgenden Abschnitte ist daher der Untersuchung dieser
Functionen gewidmet.

Wie die fiir kreisformig begrenzte Schirme massgebenden Functionen
U, und U, mit den Bessel’schen Functionen mit ganzzahligem Index,
so hiangen die Functionen U, und Uy, welche die Beugungsgesetze gerad-
linig begrenzter Sirme beherrschen, mit denjenigen Bessel schen Func-
tionen zusammen, deren Index ein ungerades Vielfaches von 1 oder von
— 1 ist. Diese letzteren haben jedoch, obgleich in mancher Hinsicht
ausgezeichnet, bisher weniger Beachtung gefunden als jene. Hs erschien
daher zweckmiissig, der Betrachtung der Functionen U, und V, einen
besonderen Abschnitt iitber die Besselschen Functionen, deren Index

o e G :
—”J — igt, vorauszuschicken.

Seit Fresnel pflegte man die Beugung an geradlinigen Réndern
auf die nach ihm benannten Integrale zuriickzufithren. Diese hervor-
ragende Stellung, welche die Fresnel'schen Integrale bisher in der
Theorie der Beugung eingenommen haben, wird ihnen durch die vor-
liegende Darstellung in keiner Weise geschmilert. Diese Transcendenten
erscheinen vielmehr als eine der wichtigsten und brauchbarsten Ausdrucks-
formen, in welche die Functionen U, und Uj; sich kleiden lassen. Es ist
daher in Folgendem auch den Fresnel’schen Integralen ein besonderer
Abschnitt zugetheilt.

[I. Abschnitt.
Die Bessel’sche Function 1 2nq (z).

20. Die Bessel schen Functionen, deren Indices ungerade Vielfache
von ! oder von — } sind, lassen sich bekanntlich in geschlossener Form
durch Sinus und Cosinus im Verein mit gewissen algebraischen Func-
tionen ausdriicken. Denn indem man sie unter fortgesetzter Anwendung
der Gleichung'):

1) Alle Gleichungen, in welchen » als Index der Bessel schen Functionen vorkommt, gelten
s y 8
fir jwie}\' beliebige (reelle oder (‘mllple’\'l‘) Y.




T
B
<

(5] e '
Lz = st ) ,_;(z) — 1, _,(2)

durch successive Erniedrigung oder Erhohung des Index auf I; und I_,
zuriickfihrt, erhalt man:

oder, wenn man:

I — I/ sinz, S — I = cosz
o 4 LA Al i F VA

einfithrt: = ;
T -1/ = (R esing — R - ivicosiz ) :
)“-._1. / 7wz \ n, 2 n—J%a Yk

7:(._1)”]/ - (/R,,';\-COSZ—}RL ; :g'SinZ)‘

TEZ \ ek /

Die Ausdriicke R stellen rationale ganze Functionen von 1/z vor,
welche sich durch die oben angedeutete Operation zunéchst in folgender
Form ergeben:

R‘n- ) (Z) = - ])D 2 L e T
(ni=—=1—p)°

p.

wo in der ersten Summe p nicht grosser als n/2, in der zweiten nicht

R, 4@ =3(—ap:

n

grosser als (n—1)/2 genommen zu werden braucht, weil fiir grossere

Werthe von p der Factor (n —p)*~! oder (n—1-—p)* " verschwindet.
21. Eine etwas einfachere Gestalt gewinnen diese Ausdriicke, wenn

man in dem ersten Zihler und Nenner des allgemeinen Gliedes mit:

{p _}7_ 1)“ ?,‘.]-l:
(‘}’ = i ~)1,~17 3p 1

1m zweiten mit:

multiplicirt. Es ergibt sich namlich:
(m—ppr-l(p4+1p2el  (p41)n—2ei1

p! (P g l)n —3p!1 o 1t 2pil

Abh. d. IT. Cl. d. k. Akad. d. Wiss. X'V. Bd. III. Abth. 72
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ferner: : Ll e e
(Bp— 2y =P (Op & Jpete(9p L pranih

Eine ahnliche Umformung gestattet der zweite Ausdruck. Man hat
demnach:

ey gy el =
R i = 1] 9n—2p|2 pn—2p ?

22. In diesen Formen erscheinen die endlichen Reihen nach fallenden
Potenzen von 1,/z geordnet. Will man sie lieber nach steigenden Potenzen
fortlaufen lassen, was zum Zwecke der numerischen Berechnung fiir grosse z
vortheilhafter ist, so empfiehlt es sich, die Félle des geraden und unge-
raden n von einander zu trennen.

Ist n gerade, = 2m, so kann man, weil p in dem ersten Ausdruck
blos bis m, in dem =zweiten blos bis m — 1 zu steigen braucht, dort
m—q, hier m—1—q statt p schreiben, und erhélt, wenn man zugleich
im Zahler jeden Gliedes die Factorenfolge umkehrt:

: (2m + 2q)*al—1

924 2 -/“_"1

Bim_ L= (’_l)m 2(7777 ]v)d ;

(2m + 2q -+ 1)4p+2i-1

92q-+1[2 ,2q+1

l{'_’m——l, 3 - (_1)”];_1 :(— 1)”

Ist dagegen n ungerade, = 2m |- 1, so ergibt das gleiche Verfahren,
wenn man in beiden Ausdriicken m-—q statt p schreibt:
(2m -+ 2q - 2)tatei—1
T 9%qFIRgeqtl )

R';’m—|—1- da=a = ,]]”‘E‘(‘ 1)‘1

2 Dot e o I el
b s ey mpear U
2m , 3 D D2q '37911 :

23. Addirt man die Quadrate der beiden oben (20) fir I,,,, und

I .. gegebenen Gleichungen, so erhilt man: z

( Lss (Z))j | (I w)i = [(B) + (Bsa)],

und erkennt, dass die Summe der Quadrate zweier solcher Bessel’scher

Functionen, deren Indices gleich und von entgegengesetzten Vorzeichen
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. 1st. Vermoge der fiir die
R -Functionen giltigen Beziehungen?!) lasst sich diese Gleichung auch

sind, eine rationale ganze Function von

wie folgt schreiben:

9 2 7 3
Ly @ ) + {1 a1 @) = (— 1P = Baw _apy,

9

d-h man hat:

(;-,(1(,\11: ; N2 ‘ N o 9 o n—pll 1
(me)wlmwm)::fwf’ :

(&) o T e
. = TTZ (n ik %

je nachdem man nach fallenden oder nach steigenden Potenzen von z

ordnet.
24. Nach steigenden positiven Potenzen von z lassen sich nur die

Bessel'schen Functionen mit positivem Index entwickeln, und zwar

hat man:

7 T)v Vn—]‘—l “+2p

I-g,h:—l(z,):l/ = >(— 1

Prges 2 - .
w7 ) oP 2 1 n--1-}-p|2

5
Die unendliche Reihe = convergirt fir jeden Werth von z Sie
gilt auch noch fiir n = —1, in welchem Falle sie in die Cosinusreihe
iibergeht, wie sie sich fir n—=o in die Sinusreihe verwandelt.
Die convergente Entwickelung von I ,, ., dagegen, néamlich:

3
p=n-—1 2

7 ‘ ; : e ‘ _ln—-p 2 . 7 5 - : ‘\H‘?]\,
I _,m(z):wl)"i/ = Z (PR LR = SR
- /) mz o : ¥V nz L3S

Pt
enthalt auch negative Potenzen des Arguments z.

Uebrigens. konnen die Functionen mit negativem Index in endlicher
Form durch solche mit positivem Index ausgedriickt werden sowohl durch
die Gleichungen des vorhergehenden Paragraphen, als auch durch die
Entwickelung 2):

p|—1 ,pj2
n 1

I

b ATPR A\ v St
=B =Ual S

1) Lommel, Zur Theorie der Bessel schen Functionen. Math. Ann. IV. p. 103. 1871.

2) Lommel, Studien iiber die Bessel’schen Functionen, p. 9. Leipzig, 1368.
2F




25. Fiar z=o0 verschwinden siammtliche Functionen L, mit posi-
ingl e
tivem Index in derselben Weise wie z * ; diejenigen mit negativem Index
il
dagegen werden unendlich wie (—1)"z * , also abwechselnd - co und
— oo, je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl ist.

Die Functionen mit positivem Index sind ihrem absoluten Werthe
nach stets kleiner als 1.
Man erkennt diess ganz allgemein mit Hilfe der Gleichung):

Z

(8)"+ 2(0a) + 2(0e) 2 (1) + o =2 [ 1(1) e,

welche fiir jedes positive » giltig ist. Da nun offenbar (fir positive z):
,,zl 5 "‘i . 5
‘J‘ : (L) dz <fz (I,,) dz

1) Diese Gleichung ergibt sich leicht aus der Combination zweier Gleichungen, welche ich
frither bewiesen habe. Es ist nimlich (Lommel, Math. Ann. XIV. p- 532. Gl. 6. 1878):

1st, so muss:

p=wx
2
: 22‘(1?'4_]]_1‘_1) =9 (I;v,i,l v'l']) ) [p v])'+1) 5
P=0
WO i ) (Z" ¥ Jy (L))

oy
bedeutet; andrerseits ist (ib. p.

1 2 % il i 2
2 (1) dr= g (L —Tdus) +5. (1),

o

woraus die obige Gleichung unmittelbar folgt.
Die bekannte Gleichung:

(L) +2(1L) +2(1) "+ 2(13\)3-% T

erscheint nun als Specialfall der obigen allgemeineren. Denn fiir » = 1 ergibt dieselbe:

(11)2+3('i12)27-;(13)2+ :zf}(xl’)?dz

Es ist aber (ibid. p. 528 Gl. Q,):

4

2 [10) =1 (L)'~ (1)

folglich:
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(I,_,)Q_.‘r Q(I“+I)l+ 2(["+'~’)_)+ 2(\1"—%3)2 —+ .. 2p f} (I")zdz
sein. Nun ist aber?): -

sonach: (I_,.)Lq'—' 9(1;%1)1% Q(II,AH)}—‘T ‘2([,,4_3)2 + ...<1,

woraus folgt, dass, wenn » positiv und kleiner als 1, p aber beliebig
positiv ganz oder Null ist:

und:

sein muss.

1) Bs ist niimlich (Lommel, Math. Ann, XIV. p. 525. Gl. O):
Z
1 z : J e
I de = —— (I Ly — 1 T) 4 —— I, 1.
> Ay ( T e Ay--1 M1 L jL i 2 !« 5 78 I’l

l
0

Fiir #usserst grosse Werthe von z ist aber bekanntlich :

79 2y +1
I5— I/ GO [y 1 ;-r,) :
TCZ 4

9
- — s , Aot
[!1 Iy.}_l e Lu ].) = — 8SIlNn F )
v “

und demmach:

ar,

2 2u -1 { 2r+-1
Lol = 0 (7, it I— u‘) €08 (/ — V—I_ 71;) :

Da der letztere Ausdruck fiir z = « verschwindet, so hat man:

o . H—
S === 7T

1 (i 2 . M 1 2
“lybda— o dins o e

)= (e —v?) 2 @b foy

: L

2
Lisst man hierin w« = » werden, so ergibt sich:

1 2 1
f (‘) i

fiir jedes positive ».
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Fir » = 1 insbesondere hat man:

Z Z
) 9 9 b 9 sliilip
- “ “ 1 2 2 | sin?z
0 :J L) dz=2 | 22,
3 z L 7 7T z
; o o
Nun ist:
% Z 2z
: 9 L B 5
2| sin?z D 2 | sin2z p SIME- -
= —dz = ——sin’z | ——~ 2dz = — —sin’z | —dC
7T 7 TTL, 7T 2z 7 7 &
[s) o o

Das letatere transscendente Integral ist der bekannte durch die
Gleichung:

-
b BTG .
i

e
o

definirte Integralsinus, so dass man hat:

9 o

3(“{”&;:—(1) 1 28i(29)
o) L) ) () = s,

Hienach ist die Summe der Quadrate simmtlicher Bessel schen

und :

Functionen, deren Index ein ungerades Vielfaches von 1 ist, oleich dem
? (o 2 ey
Integralsinus fiir das doppelte Argument, dividirt durch = 1)

Mit unendlich wachsendem z néhert sich I, (wie iiberhaupt I,)
der Null, weil 2

l/ :)/ R, ,(z) und l,/ ;2/ R, 1,52

fiir z = oo verschwinden.

1) Sind daher die Werthe dieser Bessel schen Functionen bekannt (sie sind in der That
in der am Schlusse dieser Abhandlung folgenden Tabelle I enthalten), so lassen sich mittels der

stets convergenten Reihe:
5 2

Si @) —n3(1,,,)

auch diejenigen des Integralsinus mit geringer Miihe angeben.




Da vermoge der Gleichung'):

LD pt
S
—
~

o
|
i
LW
e
P
R
o
e
Lo

L

nothwendig:
2z

IQ“J“:E = (@n -+ 1)z

5

sein muss, so erkennt man, dass der absolute Werth der Function mit
positivem Index sich der Null nahert, wenn der Index unbegrenzt wéchst.
Diess erhellt ibrigens fiir jedes » > — 1 schon aus dem Satze, dass ab-
solut genommen stets:

P

Z
L s =
e

ist 2).

26. Der absolute Werth der Function I 2nt1 kann jede Grenze iiber-
steigen, wie sich oben fiir z = o bereits ergeben hat. Fir jeden Werth
von z geschieht diess, wenn der negative Index unendlich gross wird.

Denn da in der Gleichung (23):

1) Lommel, Math. Ann, IT. p. 633. 1869. Diese Gleichung ergibt sich auch als specieller
Fall aus der ersten der beiden folgenden Gleichungen:

2
S(—- 1)1) (v + pJ (liuh.) = 1, Z I'L'-l L’ y
welche in dieser Allgemeinheit (fiir ein beliebig positives ») noch nicht bekannt sein diirften.

2) Da nidmlich fiixr v >—43:

2

SE(»+rp) (L'—H‘) =12®

1
=
[y 2 L
: 2z ; y—13
[y (z) = =~ — { coszu(l—nu? du
) 2Tl +4) : :

. o
ist, so hat man absolut:

1

3
. 27 e
[r(V«)<.),, 1 (1—u? du
‘ Iplv+d,
0

oder, weil :

S CeyLip+-3
2 1 (1— u‘-‘)1 du = “:.(ﬁ )
: L'

ist, die obige Ungleichheit..




g w5y 1
I + {1 . = 3 S
211;{:1 I o 211;1—1 7= P ! Zn—p

n—piZN 2

fuir n = oo I, verschwindet, und demmnach (I__)? einer Summe aus
lauter positiven Gliedern gleich wird, deren erstes:

2 ]an‘)‘l
Tl N7

bereits unendlich gross ist fiir n =co, so folgt hieraus die obige Be-
‘hauptung von selbst.

Mit unendlich wachsendem z dagegen nihert sich auch I supa gleich-

wie 1

1 unaufhorlich der Null. Es ist namlich, was auch » sein mag,

fiir ausserst grosse Werthe von z:
0 2v 4 1
L, (z) —*l ﬁcos(zm S R
e T 4
27. Tabellen der numerischen Werthe der Functionen I ont1 lassen

sich ohne sonderliche Miihe herstellen. Hat man die beiden Functionen:

o

=2
e I// — co0sz -, und
& Vi A

mit Hilfe der goniometrischen Tafeln berechnet, so ergeben sich die tibrigen
Jedesmal aus den beiden vorhergehenden leicht mittels der Gleichung:
2v

I]v_'_l — y, I,,"‘ "‘l,»__[.

welche im vorliegenden Fall in folgenden zwei specielleren Gestalten:

2n 41
‘[ﬁn»'—ﬁw‘ = ; lg”,;,l S Iﬂl;—l ’

2n + 1
I«.. 2n-}-3 e ’/‘ _ 2n+1 -

zur Anwendung kommt.

28. Man kann sich jedoch dieser Formeln mit Sicherheit nur so
lange bedienen, als 2» oder 2n- 1 den Werth von z nicht iibersteigt;
wird 2v >z, so hiuft sich der Fehler, welcher der letzten Decimale von
I, anhaftet, nach und nach zu immer grosserem Betrage an, und die

gefundenen Resultate werden ungenau.




Ut
o
)\

Setzt man jedoch in:

statt 1.

oder speciell:
Z

onlg — =
! 2 2n 1

I 2n - O 7 I
< BN S PR YA T TV
5 . In -1

B

[Bn =13

)

welche jede Bessel’sche Function aus der nichst- und der drittvorher-
gehenden zu berechnen erlaubt, und, ohne eine wesentlich grossere Miihe
als die obige einfachere Formel zu bedingen, in der Reihe der Indices
betriachtlich weiter aufwirts vorzudringen gestattet. Sie liefert nédmlich

genaue Werthe, solange:

2 z
% 2v

kleiner oder hochstens gleich 1 ist.
29, Ist auch mit dieser Formel die Grenze der sicheren Genauig-
keit erreicht, so greift man auf die convergente unendliche Reihe (24)
zuriick ; denn die geschlossenen Ausdriicke (20) geben bei hohem Index
die Functionswerthe als Differenzen sehr grosser Zahlen, und sind daher,
falls nicht auch z sehr gross ist, zur numerischen Rechnung unbequem.
Man braucht jedoch jeweils nur die drittnachste der aufeinander
folgenden Functionen direct aus der Reihe zu berechnen. Denn kennt
man I, und L5, so ergibt sich aus (28):
L= ()Jlﬁ ll/ ) (I"~l—3 s y"'”‘;;’Lv) ;
2r+2)2r 4 4)—z2\ 2v 2
da jetzt nothwendig:
(2r 4 2)z
@r+2) 2y + 49— z°

ist, I,,, mit volliger Genauigkeit, und sodann gleichfalls genau:

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XV. Bd. [1I. Abth. i
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30. Auf diese Weise wurden die Werthe der Functionen Isug1 auf

92

sechs Decimalen berechnet und in der Tab. I zusammengestellt, und zwar

die Functionen I, bis I.; fur alle ganzzahligen Werthe des Arguments
You z = 0 bie z = 50, dio Pauctionen 14 bis 1., von z—=10 bis z =20,
Von den Functionen mit negativem Index wurden nur I_,; bis I_.;
von z =0 bis z = 50 berechnet (Tab. II). Die Functionen mit héherem
negativem Index koénnen aus diesen mittels der Gleichung:
Zn -1

I i e I 2n-41 == :
) i i e = il

2 9

soweit sie genaue Resultate liefert, d. h. solange 2n -+ 1 <z ist, in jedem
Falle aber unter Zuhilfenahme der Werthe der Functionen mit positivem
Index, soweit deren Tabelle reicht, mittels der Gleichung?'):

2
{,,[ i I*,,I,._l ==r e i oay
LA

oder speciell:

| o

Ign--H I;_m—l =l Ig;.—}_ = =1y

~
N

)

gefunden werden.

31. Bedarf man eines Functionswerths fiir ein Argument z | &, das
in den Tafeln nicht vorkommt, so gehen wir von der Formel?):
v v

(€—+h) 2[1’“’/;’"%777}; = 2(— 1) ( - 3 )]}. iv :7 : L'—Hr(\] )

avE) pl <)

lrf

aus, setzen darin z® statt  und:

V& hisepilog

also: o i
e o 2z
und erhalten:
SRy h\? 1
. — Z T & ~ 7 » 1 -
Lz ¢ = (/ﬁ) =(—1)p. (2;/1) -],!I,,_I_},(_/,).
Ebenso erhalten wir aus der Gleichung ?):
v 1 1 r 4
- 2 v ) - SR 4 £ 1 ) e
(: i h) I,[‘ r*t" h) = = (-_”/ ) I’! = ll‘*I'(l T)
1) Lommel, Math. Ann. IV, p. 105. 1871,

2) Lommel, Studien iiber die Bessel'schen Functionen p. 11. Leipzig, 1868.




durch dieselbe Behandlung:

Vermoge dieser beiden Formeln fuar I,(z < ¢), welche jeden Zwischen-
werth der Functionen aus den tabellarischen Werthen abzuleiten gestatten,
sind die Tabellen der Besselschen Functionen zugleich ihre eigenen
Interpolationstafeln.

III. Abschnitt.
Die Functionen U, und V..

32. Die unendliche Reihe:

! e sy :

Ur(y: '/,) o “'(_* ]) i (/) Ir-|—ﬁp (2) ,
welche wir als Definition der Function U,(y,z) hinstellen, convergirt
unter allen Umstinden, was auch y, z und » sein mogen; denn der
Quotient des (p - 2)*" Gliedes durch das vorhergehende, namlich:

() Lot
Z l'l -1-2p

verschwindet fiir p =oco. Ist y/2< 1, so convergirt sie von dem Gliede
ab, bei welchem » |- 2p positiv wird, rascher als die geometrische Reihe:

= (2)
\Z

Die unendliche Reihe:

: - oy .
Vo(y,2) = =(—1) ( - } If(“virit-)(y')
convergirt, wenn » positiv oder negativ ganz oder Null (=mn) ist, weil
alsdann:
' = (— 11

n-}-2p

[7;"”—{—‘.’}1‘
ist, und fiir den Quotienten zweier aufeinanderfolgenden Glieder das
niamliche gilt wie vorher.

Fiir gebrochene Werthe von » dagegen ist diese Reihe divergent.
Wir denken sie in diesem Falle als endliche Reihe mit dem zugehdrigen

Ergénzungsglied.
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33. Da :
1oy L, (lg),

wenn » positiv ist, fiir ¢ = o verschwindet, so hat man, wenn 1>o0 ist,
(vergl. 7, 8, 9) zwischen den Grenzen ¢ = o und ¢ =r:
.

ov1

‘ ol L (luyeos Fko’do — -

Jtesd

(U,. cosikr® U, ,sinl krg) :
v/

r

((194)” I,_i(lg)sinlke*’do =

0

) 2

o (L,, sin tkr® — U, cos ] kr"") ;

welche Gleichungen, falls »< ] ist, auch noch fir 1 =o gelten.
Da ferner, wenn »<<1 und 1>o0 ist:
1Y~ L,_,_, (le)

fiir 9 = oo verschwindet, so ergibt sich noch (vergl. 10, 11, 12) zwischen

den Grenzen g =1 und 9 = oo:

: = : 9 ety ; Erlee e :
| ()" I,_; (lg) cos $ ko’ do = — o (\,/_,H_] sin L kr* 4+ V_, ., cos ] kr3) ;
J
12¥~

((19)” I, i (le)sin i Ko’ do =

o/
r

1
'*kj* (\V‘fl'fl«l COS E) ]{I’g — \’r o7

wo bei beiden Formelpaaren rechts in den U und V kr? statt y und lr

statt z geschrieben zu denken ist. Falls »< 1 ist, gelten auch diese
Gleichungen noch fiir 1 = o.

Addirt man letztere Gleichungen zu den entsprechenden obigen, so
erhialt man, wenn r<=4 und <1 ist:

50

: 21| {
J (lo)"I,_,(lg)cos 1 ko?’dp= Lk‘_, [(U, \% ,._!_3)c(_)s 1 ]<1~‘~’.1'_([w;“}| 4 )sin 1 1{1’“’],

/

» % ; : l-_‘_;,v, 1r = A < i - .)7
' (lo)" L, i(lo)sint kedo=—; ‘ (U,‘f\f _,_1_._,) sin 1 kr? —( U, r—\'_,,_{_l)cos 1k

k
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34. Um die bestimmten Integrale auf den linken Seiten dieser

Gleichungen zu ermitteln, betrachten wir zunichst das allgemeinere
Integral:

o
§ —(a-+1ki)o?

f(l())" I, ;(o)e dg,

o/
o

wo a beliebig positiv ist, und substituiren statt I,_, die convergente fiur
r>o giltige unendliche Reihe:

L= S 1]

(lo)*+-1
2‘}_1[‘(;/) s :

«_)rp 2”(‘72»,,))1“2 ?

es ergibt sich alsdann:

s —(a -1 ki)o? - 12¥+-2p—1 o F(;L 4 ki)o? . .
\¥ ( v \p OV -2p—1
(lo)'L,_,(lg)e do= .)r]m)&:('fl)* ETICE g
Nun 1st aber bekanntlich:
1x
—f(a ko= o TG
e Q_l +—D—~1do — 7(’1} 1 p)y :
¥ 2(a - Lkitr
folglich da:
) ERtsA ’
. Py =" Ly
1st:
o — (a3 ki)o® 1221 il ]2 »
loy 1 - {loye Joi— =0 s NI igD ( )
Ge) & +60) e (2a 4+ ki)¥ = 1) p! \da - 2ki
oder:
A > 2 12
— (a1t ki)p? 12v—1 e L
lo)’I,_,(o)e ot cni
( ()) 1 \))( (19 (2a 4 ki)”
oder:
: =Rt -1 3 (S—ve)i
{(l(})' IL_.(lge do'= =0 e ("}‘ ) ;
WO : . . . : 3
K® = 4a° | k* und e
V4a2% 4 k2
1st.




Durch Trennung des Reellen vom Imaginiren ergibt sich hieraus:

= . -
’"(1(),)” I,_,(lg)e . cos 1 ke* do = i - farfie
(422 + k)2
ki I
- COS (2(41% =i — yarcsin IL_ZMI —l ,;))_.

- a0? al2
r(lo) i e Lk do = — 7712 L i
(4a2 + k2

] i : k \
- sin (2(“5[;2 e v aresin e - : )

Diese Gleichungen gelten, solange a positiv,
klein, ist, fir jedes positive ». Sie gelten aber
sofern die Integrale zur

wenn auch mnoch so
auch noch fir a = o,
Linken iiberhaupt noch einen Sinn haben, was
der Fall ist fiir »< ! und <3$. Man hat daher unter dieser Bedingung:

L ov—1 2 i
f(lp)" 1, (loycos Lko*do — L (os( e 1) n) S

‘ B
.xl 5 : = 12v—1 = 12 v
(o) 1, .(lg)sintko do = — - Ei\g— 57 ).

Hieraus gehen z. B. fur » =

)

1 die bekannten Gleichungen:

0

4 : 9 1/ 7 K =
coslg cos L ko’ do = l/ ;)—]—— Cos \ 5. — Loy,

[

oo

2
J"Cm losin } ke’ do = —l - sin (1}\ —— 1 ‘fl.)

o

hervor, und fiir » =1 (und 1 nicht Null) die Gleichungen:
Il)"~11'- Jp— Seins
(lg)cos { kg - pdo = S5
r-la"l()"i 1 kg?- do = ~ cos
’ o(1Q)8In 5 Ko™ - 0 Q_k 0521\_,

welche ich bereits 1‘111110 bewiesen habe ?).

1) Lommel, Abhandl. der k. b. Akad. d. Wiss. XV. 2, p. 27. 1854.
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35. Aus der Vergleichung dieser Formeln mit den vorhergehenden
(33 Ende) ergibt sich, wenn wir:

kP i =i

qos b ®
setzen, zunichst fir vs 4 Hne aea il

(U, — ¥ ,,‘H) cosly -+ (\UH—] —V ,_,,_H) gin 1>

5<
I
Q
]
>
S~
Do N
) »
o
~
N’

DO
3

(U,, —V ,,>) sinly— (U,,,+1 - V—r+1) cos

oder, was dasselbe 1ist:

2
T T v
le' BT \T -2 — CO8 (:-_l{ .Y JT 3 5} .‘"I') )

£ & . /A5 ¥V, 3
Ui —V 50, = Hin (} y -+ e 7) :

Diese beiden Gleichungen sind mit einander identisch, da die zweite
aus der ersten hervorgeht, wenn man » -1 statt », die erste aus der
zweiten, wenn man » — 1 statt » schreibt.

Vermoge der Gleichung:

; : 72 v
U, 3,2 - Vorgo(5, 2) = cos (357 + 2 — 211),

2y

deren Geltungsbereich durch die vorstehende Bemerkung bis zu den
Grenzen v> L und »< 32 hinausgeriickt wird, kann die Function V

durch die Function U ausgedriuckt werden.

36. Da die Reihe U unter allen Umsténden, was auch » sein mag,
convergent ist, so gehen wir noch weiter, indem wir von nun an die

Gleichung:
V_,.:(,2) = U,(y,z) — cos (} v -+ /Z— 4 n)
—v1 a2\ 4, T OAR Bl Zy 9
oder: i :
Vol¥:2) =V (% 2) (:os(g y -+ ;V 4 12"1) .

fiir jedes beliebige » als Definition der Function V gelten
lassen.
Da der Cosinus sich nicht dndert, wenn man z*/y statt y setzt, so

hat man auch:




U,.(;’}_ z) —V ,+2(” 2) == COB (_1, y -+ ;\ i ;7) :
und:

U, (%2.2) —V_,p (") H=Ur,20—V ., .(v,2).

¥

37. Wenn » positiv oder negativ ganz oder Null (= n) ist,
kann man die Function V, auch durch die in diesem Falle convergirende

unendliche Reihe:

i - p(y ~ (nt2p) ;
_ B o= o)
oder (da:
; i l -(n-42p) = (_ ],)n Iu-;—Qp
ist) durch: =
: ; 7\ 2p
Vv IJ(;YJ 7‘,) = ( Sl )“ S e 1 )P( ) 'In—l-i’h (\Z)

y

darstellen und definiren. Hieraus wird sofort ersichtlich, dass:

\,'” (\’ Z) S (’“' 1,‘)" [.‘, (/\ Z):
Utvz —f 10V, i-

ist, und folglich auch:

Uil ) — 1PV o(f0) = (- 1PV~ V_.u(F1

¥

2

s R e n.
= cos\ 3y s -5 7).

38. Durch Addition der beiden Gleichungen:

findet man:
U029 + U@, = () L),

woraus vermoge der Definition fur V, (36) sofort auch:

V-—?' () %) |L \;r—f-:(.% 7‘) e (\)l [V' (Z)
; Z
hervorgeht. Demnach ist:
Voo +V .29 = U, (7,2 4+ Uy, 2)

=, s
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Ferner ergibt sich: il

U (2.9 4 Ua (B ) = Voo (210 +Vopa(B9) = (2) L), |
sodann: A
(U019 + Va0, 9) (Vo3,2) + Voo (3, 2))

= (0,29 4+ Va2 9) (B E D)+ V(2.9 = LG, @), '%%:
(0,02 + U,s7,9) (U, (Z,0) 4+ Usia (2. 2)) B '

. (Vw,,, 7,2 Vs, Z)) Gty D) ={L (z))2 il )J‘

gl
u. s. f : o
39. Setzt man in der Reihenentwickelung fur U, (32): I
Ay
Zi== l Sy il

wodurch:

Y-{-2p
T - =Y e V-2 censEy v/
UGV ==(—1py ™l * L, (VT
wird, und differentiirt diese Gleichung mmal nach & indem man von
der Formel:

s
(7 10m) =i

g B S ) B Y

gé‘m PP (_ 7:})“] s ]‘1'—l—m (1/ /b) i
Gebrauch macht, so erhilt man: :
il
¥ i — '~m--2p {

Uy (y, V) 2 Sy L !‘% =D, i
3 ’Cﬁf.';u e ‘: (\*—‘ 1)])}7 Hep (— ;)m 5 it Il'—*}—m—l—!p(i/g ) ? ¢
oder: 1 i

m 1 e &
,) ) U1’—|—m (.)" 1/5 )?

woraus fir m = 1:

dUw(v,¥) 1 ;
s D: = % U'l'—{—l(YJ V)
oder, wenn man mit ar
2 = 27
oz

beiderseits multiplicirt, und wieder z*® statt £ setzt, die einfache Formel:
?

2Ux(y, = ‘ 7
gy

=
Lei/

hervorgeht. e TR

|

| g |

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XV. Bd. III. Abth. 74 i ? li
R ||




Durch fortgesetzte Differentiation folgt hieraus weiter:

o], zom By m—1 2T, ,
Ay S i, S i zm—2

woraus insbesondere fir m — 2:

22U, z3dUvy e 7 it
= — B U= (y) Uppo—= U

2z°2 Vi 9z y

12U, (z 2 ( V)"_2
oenoecd —\- i e = ]
z 3z y) N Z L

40. Da gemiss obiger Definition (36):

sich ergibt.

Vo5, VD) = Uoo,V D) + 08 (35 + 5=+ 57)

2y 2

= U2 (5 VE) 4

ist, so ergibt sich durch mmalige Differentiation nach C:

am‘*y(vwl/l) SN el 2 o)
= (—14) T UG VD +i(5) e

o

. el ‘1 r _’:_._L.,’, )
‘ 1(__1)]11 5 (Z')+2)' t 2:r ik

e 2 e

== (-— %)m yﬂﬂ U*;»+2+m (,}": l«/; ) ia

e » —m ; e G
5 (7 )my_m (e(ﬂ}—tﬂy—i— O ;T)} _%_e—(”—'_zy :
m
3 v iR Y s
== (_ 3) ¥ L~'l‘+i2+m(.,y7l/ e

i ' & Y—m
PR | R e O]~ () Iy G I i S Sl
( 2) J (/Ob(zdx 1 2y 2 T)

RO

Nun ist aber vermoge derselben Definition:

, - : = ¢ v —
[I_"‘l“_’-l—m (}7; l//;) =¥ Y=m (..Y7 I/ 5 ) — CO8 ( ; i + § z + 9 = ’.'T) ’

V
man hat demnach:

L Y LG
T a9y Y—m \J? =

8’;’“

. » ® P
Gotat+ia)i —(ivtsi+ia)i
(e 2y g e 2y 2

. e v .
(ir+5+57):

\
|
|
|



und daraus fur m =l

und hieraus durch (m— 1)malige Differentiation nach z:

my, g om—1y, . m— 1 e8-2V,
e, gl o C

Speciell fir m = 2 erhalt man:

oY, eVl Ul iy 1
e e e o
1o e (y —
. e
oder auch, wenn man — » -+ 2 statt » schreibt:
22V Jin 1 3\7_y+2 (Z)Q v ('Y)V*QI
G oz vl e -

Y . v oL QZUV
41. Die letstere Gleichung und die entsprechende fiir 5,2 am Ende
o7

der vorhergehenden Nummer lassen erkennen, dass U, und V_, ., parti-
culire Integrale einer und derselben linearen Differentialgleichung zweiter

ER 1 du 72 y)’—2 \
o ra (,) L,(2)

oz

Ordnung:

sind, deren vollstandiges Integral entweder:

2 2
VA - Z
— e | 2
U= A cos =i B sin 37 —+ U, (y,2)
oder: .
2y A/ { '/,2 -—Jr I)/ e 72 V o
u=Acosg-—+ B 511154— _via(y,2)

lautet, welche zwei Formen vermége der Beziehung (36):
: 272 v
U V-—w+2 ==.C05 (3 ¥ r);{, D 7)
identisch sind. b 7

42. Setzen wir in U, (y,2):

YC+ h statt z,
74*

k|

e [v.

! 4
il

S Mg
IR
o
ol jv
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so ergibt die Anwendung des Taylor'schen Lehrsatzes:

(PSR hp al’ UV (.YT ]’/ »—:‘)
UG/ T+ k) = =550,

oder, weil gemaéss (39):

Uy (3. V7)

= (_ ;_l)')p y—p U’V—Hw (.Y7 ]/':)

alr
18t : L o hiPsies s i oot |
U, (7, VE+h) = =(—1) @)y U (VD).
Setzt man nun z* statt £ und z ¢ statt |/Z - h, so hat man:
Al . : hp
U I"(y‘) % + ‘5,) e Z(_ 1}} : tgv)p;Tﬂ UI’*H»(.Y? 7‘) )
WO

h=2¢ez4 ¢

ist, und die Coefficienten U,, , wenn zwei aufeinanderfolgende bekannt
sind, mittels der Recursionsformel:
- - y \¥
0 o0, = (1)
. A A
leicht gefunden werden.

Ganz in derselben Weise ergibt sich:
o W el
V.02t ¢ = =(— 1)P. (2‘,)1? V r—p (¥,2),

wo die Coefficienten V,_, aus zwei aufeinanderfolgenden, deren Werthe
gegeben sind, mit Hilfe der Gleichung:

¥\
"T)' “5— VV—|—‘2 e (;) I—l'
bestimmt werden.

43. Wird v4-2p
i (y,2) = =2 (— l)p(z’) : Il'—{—?p

nach y differentiirt, so ergibt sich zunichst:
2 T,. el 1 fs R 7\ ¥-|-2p
e s () L,
: v ; s l

=
oder, da bekanntlich: E

oy
ist: (r +2P) sy =4 2Lhyo 1+ F2hpapyn i

2 Uy : Y\ 72—1 ZaA o [ V)72
e Ee T L ) S (B




Man hat demnach:

U, 7z\2
=40 +1 (‘) L

Differentiirt man unter Beriicksichtigung dieses Resultats die Gleichune

2 7 v
Vaemlho e L cos(é y+ —-F 5 v)

X v

nach y, so ergibt sich die analoge Formel:

44. Hienach ist:

U
2 aic Uy
120, =y (52

Differentiirt man diese Gleichung mmal nach y, indem man rechts
von dem Satze:

p—m
om [)Q e EB.:——I G‘i)l) om—p (u)
aym B p ! ayp aym—p
p=o0

Gebrauch macht, so erhalt man zunichst:

amJT Am--1 [T om [T
13 7;7 i’,l,l lq_f_i — 2 o i { ] s = [‘ ol S
Dre aym T Jym-H1 2 Jym ’
m(m-—1) 9 o117, ;
+ 1-2 i avm—l o 3;7111--:_’ ’

und hieraus:

om-+117, am{l, 2m 221,

iR ) S0 e Sk o e
avm-}—l e 9ym y aym g

o ol

m (m — 1) ‘8‘“‘1 i, | (e 1y Bt

[ v E.)me] Vz Jym—1 1 2V2 ; gym 2
Wird dasselbe Verfahren auf die Gleichung:

av, )

— Vo)

oy /

9 7 o 2
3: 2 V,,_ml = 7'(

angewendet, so ergibt sich die analoge Formel:

om-1 V. ps am V‘V»[-] 9m o'V, A 2 gm \,'7,__1
e e YHH‘l gk a‘;EA_ e \T,ﬁ a’;m‘ 2 v 3\ m
camr on L mi(m/— 1) ex=tVi  Cin () e NA i
=) 3; : _'évv_lﬁ——l 5 o Vg avm 1 3 BYQ ’C\,Vm R




45. Betrachtet man y als eine Function von z, so ist der totale
Differentialquotient von U,(y,z) nach z:

aUV a-Ua | ‘Ur ay

9z Oy 7

jeb]

2 N
VA - v C)
i T
o
Setzt man inshesondere:
y o,

wo ¢ eine Constante ist, so wird:

und es ergibt sich:
Iy (cz, z) i I
- +lel, < Do )

Hieraus folgt durch nochmaliges Differentiiren:

22Uy (cz, 2)

L @n,- o e

On?
und durch fortgesetzte Differentiation ergibt sich allgemein:

ol (a1

ieie] = 3
Sifls NP m—32p T :
Jzm SRR ( 1 } p ! C U ¥—m-2p 7
und in gleicher Weise fiir die Function V:

Vs (en,z) _ 1

87)“1 2“1

Pl=

~ yp B —92pXT
‘l(——— 1)l 3 py' ¢ - x Y-m

2p *

46. Speciell far ¢ =1 folgt hieraus:

2T, (7 - pi—1
Plea ) ey ap Ty
Jym om ~ P 1 V—m-}-2p
mY\ (o o p|—1
®Vy(z2) 1 b B 1)1\,”1 T
dym = O greak 1)| ¥-}-m—2p *

Diese Differentialquotienten gehorchen demnach demselben Bildungs-
gesetz wie die endlichen Differenzen der Functionswerthe:
UJ'—m ) U)’—m-|—‘2 ’ UV*m—H ?
Nt s Vodaiss = Youbmawy
mit dem Unterschied jedoch, dass jede Differenz mit der sovielten Potenz
von 2 zu dividiren ist, als die Ordnung des Differentialquotienten anzeigt.




47. Da
U (z, z ; 9 r)' Z, ',‘ A
L hed 0,

und (geméss 38) fir y = z:

]1-'41 == U1'-] ) [Il'»]vl ’ Iv—«_l'“l) = -\7)'-1—1 ”‘r V,uq

ist, so gelten zwischen den Functionen U,(z 2z) und V,(z2) einerseits und
den Bessel’schen Functionen andrerseits die Beziehungen:

AUy (z, z) -2 2
2L,_4(2) - ]Sz = b,,_l(zv Z)— U,,LH(Z? z),

> oV (z,m) ConCE 2 ;
2di o) = ) 7'+1(>Z’ z)—V 7_71(7,, %).
48. Da
02Uy (z,2) > ‘
= = 1 (U,,,2 (z, z) — 2U, (2, 2) + U, 15(z, z)),
Q4N V-}-2 e P, - 3 &
e 1 (\' ey ny N e N 7))

und:

U, (2,2) + U,y4(z,2) = L (2), Vi, eV , (521123
ist, so leisten die Functionen U,(z,2) und V_, ,(z,2) einer und derselben
linearen Differentialgleichung:

o“1 ;
O’/f) *l—u— }(\Ir”)‘}‘ Iz)s
oder, weil: i
| 26—1) |
L,+1L = - L,
ist, der Gleichung:
: g 22u y— 1 I
072 + = 92 Gl

; Geniige. Die beiden Formen ihres vollstindigen Integrals, welche sich
hienach ergeben, namlich:

i)
iR
u= Acosz-}+Bsinz 4 U,(z32), b
|

gt
u=A'cosz- Bsinz+ V_, ,(32) i

sind vermoge der Beziehung:

U,(z,2) — V_,1,(2,2) = cos (/ — ; 71)

]

ersichtlich gleichbedeutend.
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49. Setzt man in (45):

7.2 Ay 27
Y—c’ o

so ergibt sich:

(% .2)
S’Ur ki z Z (7,E 7)
e — = U,,_l Hdials
Z 5

oder, wenn man jetzt y statt ¢ schreibt:

z2 1
o
e e Y )

oz y
3

ebenso erhilt man:

72 it
E‘Vv(',v ’Z) VA A
’ — g )
oz y F
2 o ) B v ] 72
Ueberhaupt verhalten sich die Functionen U,(%,z) und V,(%,z) den
5 Y\Yy PNy
Functionen U,(y, z) und V,(v,z) ganz analoo. Ihre Differentialeicenschaften
2 Y PR D D & (e}
kénnen leicht direct in derselben Weise, wie es fiir die letzteren geschah,
abgeleitet werden.

Um Wiederholungen zu vermeiden, begniigen wir uns, die folgenden
Formeln blos anzufiihren:

an, (5 V%)

a;‘qlll

E o=
& 5 o : gl Ve pai
— (ﬁ )m y~——1n U‘)'7m<; SYE ) - Yy, () 7) o (‘é)m y—m ‘TI'-I-m (: = Vil ) ;

lm

73 72 & .Z‘Z %
7 i I gl
8‘“[7,1,(_\' y ) 7 om—1 U]’ i (y ’ ) : At | pm—2 IT"_I ( ¥ )

Jzm T y dzm 1 ; | v Qzm—2 )
72 72 : 72 s
% = e s e =
S D TSN (20 BN
3 97}“. e v z dzm—1 v 8Z111—~2 ?

&
ATT 3 5o 72 D 72 |
o(,;va-‘ SO 1) LTJ'-H (/‘ /)__} (/) ; Urﬂ_1 (l} 5 Z) ; i

2 .(/’ it 22 2
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50. Aus den Gleichungen:

"?U‘g( Y ( = w0

Z NENa \

73

vl el e )

welche sich aus den vorhergehenden mit Ricksicht auf (38) leicht er-
i

geben, erkennt man, dass sowohl U_, ,(5.%) als auch V,(;.2) der linearen

Differentialgleichung:

d2u e 90t (\')’/ »f] @
o el i
oz* 7% oz 1 \2 7 Y&

als particulire Integrale gentigen; ihr vollstandiges Integral kann daher
die zwel Formen:

U

u

annehmen, welche vermoge der Beziehung (36):

\~,(" . /) S o e (“j - ,) — €05 (} v

2
Zc 14
) 7‘5 7= ©) ‘7 )
£ ay &

identisch sind (vergl. 41).
51. Wenn z — o ist, so ergibt sich aus (43):

aUx(y, 0) 3V, (y,0) e
= T (v Jr L — 1] -
= L. (e S 3 Vyiis (7, 0),
und demnach auch:

AMMT] (v o) ’C\m\r"_ 7, i Z !
(_;‘ ,,,[" {\ *7()/) s (-1))“‘ U,:,, k (!y: O’)_. (\ 3 0) o é)m \, IH\““(‘},I ())

aylll 1 3"4“
fiir jedes beliebige ».
52. Aus (38) erhalten wir fir z = o:
U, (7, 0) + Uspa (3, 0) = V(7,0 + Vosio0) = 7" [a LGB, _

: ] 1
sl Lalt
lrz I,,(Z)J iy BT

Abh. d. I1. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XV. Bd. ITI. Abth.

oder, da:

-~
It

ol

|

fi:
(I




570

A

U, (7:0) -+ Una (3, 0) = 5o
Vi

J (7.0) 4 01— =

V_.,(y,0) V'*"Jr?(}’o) 2¥ Ly

Differentiirt man diese Gleichungen mmal nach y, so ergibt sich

(vermoge H1):
& : pm—1g¥—m
Uzv;“, (y7 0) J Ur-]-gﬁm (Y, 0) — 97 —m vlrj,’l'-k-l)’
. . : ymi—1y¥-m
N esgo N V) — Gy p
Diese Gleichungen gelten fiir » >-—1 und m positiv ganz oder Null,

also fir jeden beliebigen Index.

53. Da (geméss 51):

2l V-2—m (Yq 0) T 2N Vefm (V, 0)
£ oy ? o TL U._ wl¥70), v == } \7—1'—1‘—111-(-2 (y O):

und vermoge der vorstehenden Gleichungen:

pym -1 Vl"v— m

} Ul'-m(y.’ 0) e oV-m-+2 [ i e J& U"-}-b"m B 0-) ’

pm|—1 VV—m

L7 Zhn ok
4 ¥ —rpm2 () ()) T oV-m|2 I y 1)

R 1 \ !'-gfm(y7 O)

ist, so erkennt man, dass sowohl U,,, ,(y,0) als auch V .y, 0) der
linearen Differentialgleichung (v > — 1,m positiv ganz oder Null):

2 pm ——IV"—m
e =

‘,2 I 4 i_)l"—m—jH? R’J«‘+1)

_O) (&P

Gentige leisten; ihr vollstindiges Integral ist demnach entweder:

u=Acosly-+Bsinly+ U, ,.(y,0),

oder: ; : o -
u=Acosty+Bsinly+V_, . (30),
welche beide Formen ibrigens vermége der fiir jedes » giltigen Be-
710k 32 [ 5
ziehung (36):
z - v
U,(y,0) — V_,,.(y,0) = cos (3 X .7)

zusammenfallen.
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)

54. Die Function U,(y,o) ist fiir jedes » bereits definirt durch die
stets convergente unendliche Reihe (32):

oy — =(=— 1P y"+flwlzw("'4-'31'>] 5
»(¥,0) ) ' e

Ist insbesondere »>—1, so nimmt dieselbe, da unter dieser Be-
dingung:
|

7— (¥4-2p)
Livtopt

4 ’Y“f"el‘(z‘)lt & s ovgep
ist, folgende Gestalt an:
s - o E iyt
[,T,.(Y. @) — > (»;f s
o e

-+1)

Wird diese Gleichung mmal (mit Riicksicht auf 51) nach y dif-
ferentiirt, so kommt:
(» + 2p)mi-

/| (¥-}-2p+1)

U,_.(y,0) = =(— 1)

. AV-Op—
—]!}) -2p—m

welche Gleichung, da »—m (wo »>-—1, m positiv ganz oder Null ist)
jeden reellen Werth vorstellt, ebenfalls als Definition der Function U, (y. o)
fiir jeden beliebigen Index angesehen werden kann.

[st m gerade — 2n, so kann letztere Gleichung, ohne an Allgemein-
heit einzubiissen, auch wie folgt geschrieben werden:
. . v ‘\:l\‘, : (= 2y)in=tpi
0oGYC D05 = H o
p=o

ein Resultat, welches sich ebenso auch durch successive Anwendung der
Formel (52):

U ( : l‘ i o ] = / ) y ‘l (4 2‘,,')111 2.
vl ¥ ) Upin iy, ope= 551 (3 s
ergeben wiirde.
Aus diesen Formeln ergibt sich fir ganzzahlige Indices:
U, so)=rcosly, Uldyo —=ceindly, Ux(yo —1 —cosly,

und allgemein:

p=n—1 ‘1 <)2p ]1

by =11 Cosdiy > 77‘1‘1'.&.‘3_:1;)__) i
2ol 0) = (— 1) (cos gy — S(—1p- ) |
p=n-1 (1 )dl i ‘ji‘, l

I i e i Binl vt Sl 1 Ll HiE 1
Ltfn%—l(:‘,‘o) oF ( 1) ( = iy ) (,_)])__ 1)|) ) Mﬂfl“flu... I
| 18

|




~1
(8}

U s (y,0) =(—1)'cos iy,

U_na(3,0) = (—1)""'sinly,

oder auch, wenn man die letzteren beiden Gleichungen in eine einzige
zusammenfasst:

G I ; m
v e)— co ( o B .”1).

Die goniometrischen Functionen Sinus und Cosinus sind demnach in
der Function U, als specielle Fille eingeschlossen.

55. Vermoge der Gleichung:
Y i
V.(y,0) =U_, 5(y,0) cos(i,y—%— 2;1),

durch welche die Function V,(y,o0) definirt wird, ergibt sich im Hinblick
auf die vorstehenden Resultate sofort:

\r(,(}Y: O) - ] ? va+1 (}'z 0) = 07

i
|
{

D1

2 3 a(y)ep
= n s Pl e
Vonye)= L) “:( 1), 2p)! ’

P =0

by (1 o\ 2|1
Vv-—?ll—) (.Y? [‘)) ~— (—_ 1)“ ‘S(* 1 )“ 4 "(\2 \) L

p=o 5 (2174‘1)'

Fir ganzzahlige Indices ist demnach die Function V,(y,0) eine alge-
braische rationale ganze Function von y.

Fir jeden anderen Werth des Index reprasentirt die obige Definitions-
gleichung, wenn man statt U_, ,(y,0) die entsprechende unendliche Reihe
setzt, die convergente Entwickelung der Function V,(y,o0).

56. Durch fortgesetzte Anwendung der Gleichung (52):

v i s S R
Vefmn (y,0)+ vimpe (Y 0) =(—1) \}f -77;14/; VY';;,' ey

wo »<<l und m positiv ganz oder Null ist, erhalt man leicht die Ent-
wickelung:

: ‘ 5 2 v 1 o - (‘le»)m»v}-‘}pﬂ : \n-H1 \7 Z i
Voin(y,0) = (— 1)™. (‘) o 1 e oy =V e 075 0),
o) = -,
p=o

zu welcher man auch gelangt, wenn man in (32):



Ot
-3
(SN

L Y,

= S iy — (¥~Fm+4-2p) _
y +m C«y,’ z) = 2(—1 ) (/) l”(_‘kl—m—}—‘llv) (Z)

z=o0 setzt. Jene Reihe, ins Unendliche fortgesetzt gedacht, ist zwar
divergent, es lisst sich aber zeigen, dass sie zu den sogenannten halb-
convergenten Reihen gehort, dass namlich der Rest:

e 1)“_'_1 Vo iinani o7 ©)
stets kleiner ist als das zuletzt in Rechnung gezogene Glied (vergl.
unten 69). Sie kann daher fiir hinreichend grosse Werthe von y zur
numerischen Berechnung der Functionswerthe V bequem verwendet wer-
den, wihrend fir kleinere Werthe von y die convergente Entwickelung
der Function U (54) zum Ziele fihrt.

57. Der Taylor’sche Lehrsatz liefert:

J _hror(, (v, 0
U,(y+h,0)==— ¥y, 0)

p! dyP ’

L1 Vs (3,0)
= D! oy»

V. (y =+ h,0) =

oder gemass (51):
s G
o1 b b V,g-+ho== (Hp;l Viip (7:0),

und V,,, aus den Formeln (52):

U,(y -+ h,0) = =

p!

wo die Coefficienten U,_,

‘ - ypi—1 s
U"”h(y? O) a‘f— IJ"*}“_’!"'U (.y? 0) = I (.:_l’, y) : ’
(=2
V.. (v LoAT S el
[yip (75 0) =+ Vigo (7, 0) = "r“;;)*"‘ Gy )

sobald zweie derselben, deren Indices um 1 verschieden sind, bekannt
sind, gefunden werden.

58. Zufolge (54) hat man:
) : (_ 22,)21:»—1—2——2(] 2

: i ey -
(Jl' —2p- -_’(y7 O) = ("f’ l)l H L»(.Y: '0,) + w{]_,_;) = (— I)‘ ygp_}_é_i;i:a””" s

=0

(1 Uiy, 0) - Agppo

(=75
S - ( 9 2p+1—2q|2
U}L . ((:J: O:) = ( I)P—}«] U)'-L_l (,V 0) ‘iL' (‘3 3‘) :S (—“1)({ ( = V) S
& & : (1-7)
q =0

(—1 )"'VH Ur.}-] (¥, 0) Sh A?l'"H

verti—2q




Setzt man diese Ausdriicke in die Formeln (57):

i i i (1 h 2p-1 i (é l ) 2p--1 :
U.(y + h,0)=U,(y,0) 1+ = (Op ) 1)! U"—‘-’p—l 0.0 += (2].,]+-_ﬁ U, _ap—2(¥,0),
l 7
a+1 ¥y --h 0)= U7+1 o0 +t1hG ¢ o1 = z} .U;__l_|(} o) +

( 1 h)‘)p-{—%

Ulv'7‘2 p—2 (y? O)

: i (OI‘ St
ein, so erhilt man:
TahE o - (4 hyrt
U,(y +h,0)=U,(y,0):costh—U,,,(y,0)-8inlh A i
_ o L s (3 by
U (3 +B,0) = Us(y, 0)-sin d b+ Uy (7,0)- cos b h+ T A, 220
WO V ¢| =] (_ 21/) 2p-1—2q/2 (l V)l’q: p i 9 )._;q,ial.g
A woal o e — 1.2 3 (—1)1 e )
2p-1 F(l»f—‘ ) ( ) Op |—l -—Jq ( ) T(1+V) ( ) .‘,‘_q—!—‘
=0 q=o0
(| )Vq:p ( 5 g L ‘|:]| ( 202
3y e s L en
Agy o =2 e s Sl o :
: 2p+2 FU+‘ ) y,p—l-z-J| ( ) l (- J P ( ) y q—|~
lSt. g4=9 q=0
Von den entsprechenden Gleichungen fiir V, (56, 57) ausgehend.

erhialt man ganz analog:

iy r ) h e
V.(y +h,0) =V,(y,0)-cos L h 4V, ,(y,0)-sin L h - —1)PB WL
r inl}t r ‘ 1 s PB (1 h)DTl
Vouu(y+h0)=—V,(y,0):8inth+V,, (y,0)-cos L h |+ = (wﬁl) B, 1)
wo: s Ja=p
(‘1 V)~—V : (c); Jp-n(““ ( 1 V) (ZV
B. — 5 s 1 = oy 1)
Lo o e Ge i e o
{f - q=0
(] V)MV“ =P (‘)y)f]"i“lﬁg"ll! (l ‘,)A‘f':Iv ( )1 ) 2q--1|2
e ey R e IR RS B AR B Rt Ll AR, ) TR i e
; 2p1 Ty s 1) .'v‘zp»|~1~»_>f, ( ].) i ( 1.} ¥ >q+]
ist. =0 §—=0
59. Will man die Functionen U, und V, durch bestimmte Integrale
ausdriicken, so hat man zunichst aus (9 oder 33):

e

= e IJ (lo)" L (lg) cos } k (r*— ¢%) de,

U= 17:‘—? f(lp)” [,_,(g)sin } k (r’ — ¢ dog,




&t
-1
Ot

oder._ wenn man:

s krE v ir =1
setzt:
1

Uily.e) = o [(zu)" I,_;(zu)cos 1y (1 —u?-du,

1

ol
;
= i y ; . 5 ; i
U, (7, 2) = e ]J (zu)" I,_,(zu)sin 1y (1 —u?)-du
welche Gleichungen fiir jedes »= ! gelten. Fiir positiv ganze » habe
ich dieselben bereits frither mitgetheilt?).

60. Aus (12) oder (33) ergibt sich ferner, sofern v<1 ist:

k*” Ay v 2 o
V. AL e 1271 (] Q) L —1 (19) Cos :‘a k Ly 9‘> dQ.,
v - Y1, . (o)sinl k (rP— o d
= | QoYL (e)sing k (o — ¢?) de,
oder fiir: r
fru, kr—7y. Iy = 23
V_o(y,z) = — ’QTZTJ (zu)"I,_, (zu)cos 1 y (1 —u?) - du,
'T
7 7 v . 2
Vo o=~ - f(zu) I,_,(zu)sinly(1 —u’)-du.
9
oder auch, wenn man —» -} 1 statt » setzt, und jetat v>o ist:

Vo

Vo, = — ;1_:2,, (zu) =" I_,(zu)cos 1 y (w> — 1) - du,

1

: > T ;L . o
Vil = 314,,, [(zu)] —1_,(zu)sin Ly (w*—1)-du.

1

1) Lommel, Abhandl. der k. b. Akad. d. Wiss. XV. 2. p. 26. 1884.
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61. Nehmen wir die oben (13, 14, 15) abgeleiteten unbestimmten
Integrale o, und o', zwischen den Grenzen o und r, so erhalten wir:

J‘(lp)l—" I,(lg) sin L ke*do = 1: :( (1 0) L1, (k 1) 6og 1 kr* —

12 3
U,y (i Ir) . sin 4 kr-’) ;

r

f(_l())‘” I,(lg)-cos L ke’do = ]ll:_j (U,,_H(T - ”) - U,,(!: Ir) sint kr’ —

U L Ir) cos 1 kr(") ;

woraus folgt, dass:

0, (L ’ “') — (\l '”) cos 1 kr* U, , (% : “) Bin 4 kre —

lg =2 ; e .
llﬁ),J (Iu)' 1, (lg)sin L k (r* — %) dg,

U (Ik i U,,(l; ’”) sin L kr* — U, ( : .0) cos SR =
Al

ko ; ;
e ”_”J (lg)' =" L,(lg) cos L k (r* — ¢*) dp.

oder, wenn wir wieder:

ki =y, it — = Oi=—TH
setzen:

IJ,( )_L( ">)Los',\—U,+l(;v“)xm‘v

e , : o
A 'ﬂ(zu)l”’ [,(zu)sin Ly (1 — u?)du,
Jo ;

’H( )_L, 1-0) sin 1y - LD,+1( )Loslx~
yl=¥ : f
;,1_-_VAJ (zu)' " I,(zu) cos  y (1 — u?) du.

Vertauschen wir hierin v mit 2-. so g liiie she TR g ;
auschen wir hierin y mi > 80 gelangen wir zu den Gleichungen:




2

9
Z . 2%
L — Uy (3, 0)sin -

3

U (3': Z) = ‘UJ'(ya O\ cos

i
Z 5 i A &
o (zu)' "1, (zu) sin ;V (1 —nu?du,

72 2
Ui G2y = U, (y, o) sin ;\ + U, (3, 0) cos j\ S
- ) )

*Z T Nl=7 22 o
1= (Z0)"" I, (zu) - cos 5 (1 —u®du,

0

welche fiir jedes beliebige » giltig sind.

62. Behandeln wir in derselben Weise die in (16, 17, 18) gegebenen

Entwickelungen, so erhalten wir:

r

(lo)' "L, (lg)sin 1 kg’ do = i Vogg A\ N o \er i ¢ ey

Vg (™). cos 1 kr‘“’) .
) bloone B %j—i: (V’*V-lrl (f ] O) —V_ i (:2 ; 1") -cos L kr®

12
\L,M(k - ]") -sin } krg) 2

und daraus auf dieselbe Weise wie vorhin:

~‘2 vAE .‘g
va—l—e(; 2 /) = V71'+1(;‘ ? O) -sin 53’ "‘1" V—w—{-e(; . 0) - CO8 } e +
Y : ‘
sz | (20)' 7" L(zu)-sin § y (1 — u’) du,

72 22 3 7 3 ?
XT——?‘—)—] (; ’ Z) o ‘fﬁ]url (’; 3 0) . COS ; y _+__ V_v»|‘2 (y 3 ()) . 8In i) y —
b
F T :
g (zu)'~" I, (zu) cos 1 y (1 — u?) du

0

ity
und, wenn man y mit — vertauscht:
=

Y

Abh. d. I1. CL. d. k. Ak. d. Wiss. XV. Bd. III. Abth. 76




2

V. ,1a(3,2) = V_,1.(y,0)- sm | V_,15(y, 0)-cos — ))

r(zu) y(za) - sin -~(1 —u?)du,

2 2
,r r — T ) A ! /v 1. Z
Voo, 9= V_psa (7, 0)- €08 5= - V_,.14(, 0) -8in e

1

Z
=iy ((/u)1 "I, (zu) - LOb (1 —u®) du.
Setzt man d: -1 an die Stelle von », so hat man auch:
72 7.2
Vo1 (v, 2) = — V., (3, 0)- 51n2 + V.., (v, 0) COb2
1 1}
Z 3 : s P 2 {
w | (20)" L _, (zu) - sin 2y (1 —u?du, :
Y ol y l

0

2

2
s o e R o
V., (v, z2) —= YV, (y;: 0)-cos e V,q1(y, 0) - sin 5
1

\
: f(&u) I,_, (zu)- cos ------ (1 — u’) du. 1

J
o/
0

63. Da, wenn »>—1 und 1 nicht Null ist:

()™~ L., (l0)
fiir ¢ = co verschwindet, so ergibt sich noch aus (13, 14, 15):

i 1—ov 18 S
f(ly)'”],. (lg)sin § ko’ do = lk] o (U (i )., cos 1 kr® - U,.Al(i 1), sin 1 1{1‘9) g

Ird Sl

T v 9 [1—2¥ ¢ dd s v 5 5 12 . -
[A(‘] 0" L(g)-costke*dp = — »A,(Ul,( & =)ain 1kr’— U,,_H(k 1) cos } kr“) 5

-
woraus sofort:

U,,( ) = ﬁ r(zn)1 ~"I,(zu)-sin 1 y (v’ —1) du,

9
1

20

gy . -
Upn\7' %) = | (zu)'~"1,(zu) - cos : y (u?— 1) du,

71
«

1




L g @
und, wenn man y mit vertauscht:
, ) -

G Vly_l;,; f(zu)l_" [, (zu) sin ‘:’T (0¥ — 1) du,
</ 1
7* 3\ : D \1—=¥ Z2 9
sl — > | (zu)'~" I, (zu) cos 5y (0 —1)du
L/I 2

hervorgeht.

=3 : P v
64. Nimmt man die Integrale o, und o, (13, 14, 15) zwischen den
Grenzen ¢ — o0 und ¢ = oo, so ergeben sich die Integrale:

0

B : : J1—2¥ e
(le)=" I,(lg) - sin L ko*do = = U, (% o

0

1)~ L (lg) - cos 1 ke*do = o= U, (i +0)
10/~ I,(lg) - cos § kg do = o, Uy (50),

(0]

welche den oben (34) abgeleiteten ganz analog sind.

Man kann diese Rcsulba‘te, wie sich durch Vergleichung der Formeln
in (61) und (63) sofort ergibt, auch in folgender Gestalt darstellen:

o

P = . ’,2 e Pt -
(zu)'~" I, (zu) sm(l)—V (1—u?)du= S - ( —U,(y,0): cos

> 1 Z2
-+ U,4.(y,0)-sin év)

L¥,
0

" X : =9 SET 2 2
J (zu)"~" I, (zu) cos ‘254(1 —u¥)du= -‘a,’/, v—(U,, (y, 0)- sin ;‘ ~+ U, (¥, 0) - cos ;‘) ;

65. Auch den soeben erwithnten Integralen (34) liasst sich eine ana-
loge Form geben. Man erhélt namlich leicht aus den dortigen Gleich-
ungen (fir »< 1, »<$):

-9
2

(zu)” I,_;(zu)cos Ly (1 —u?)du=

o

= o]
- ~ e 9 S B 74 v
(zu)’ I,_;(zu)sin l y (1 —u*)du==—sin (1 e 3 ﬂ),
; ; - W ¢ e
o
76*
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2

Z .
also auch, wenn man an die Stelle von y setzt:
e

r e Zz .2 }TV Z2 y
"(zu)”IVI(zu)cosé;ﬂ — u’)du :Zcos(é,erEwgn),
. v S i ELaye | 72, 'pr)
r(\zu) L,_l(au)-smfzy(l —u)du = = sm(é y :2;—-——?2% :

Hieraus folgt (fir »< 1, »<3) und wenn z nicht Null ist):

2
9 A <
z? cos —(1 —ug)) do. =0,
2y

f(zu)" L alzn) (y”' cos 1 y(1—ud)

0

f(zu)” 1,.1(zn) (yz” sin 1y (1—u?

]

2
S . Z g
z® sin — (1 —u'l)) it ‘=
2y

(3

66. Integrirt man die Differentialgleichung (48):

2%u v—1
97’2 == '**2’2”” Ii’—l (Z)

nach der Methode der Variation der Constanten, so erhilt man als voll-
stindiges Integral derselben, wenn »>>1 ist:

Z

u= Acosz—} Bsinz |- S ¥1J . L_,()sin(z

Da dieser Differentialgleichung aber auch durch U,(z,z) geniigt wird
(vergl. 48), so muss bei geeigneter Wahl der Constanten:
z
i
TT . Vel AR o e
U,(z,2z) = A cosz + Bsinz -} — = [ 7 I,_,(C)sin(z— ) dC
L%

und, wenn man beiderseits nach z differentiirt:

Z

Asinz -} Bcosz - le‘J 1 L_(§)cos(z—C)dg

$U,_1(2,2) — 1 U, (5 2) =

0
sein. Da, wenn »>1, fiir z — o:
LTV‘ (V‘y 7‘) 5 II!'»——] (7‘? Z)) Ul

(2, 2)

25
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gemiiss der Definition von U, (32) verschwinden, so ergibt sich:
i — o Bi-— o
und man hat fiir »>1, wenn man noch auf die Beziehung:
n 7 — 'r‘ ( r"
Uppi(z,2)=1,_,(z) — U,_,(z2)
Ricksicht nimmt:
1 (1 1 i 1
{ et Gy ; C o Vo= 5 S . an
U, (z.2) — 51 L,_1(©)sin(z—C)dS =—- | L,_,(zu) sinz(1 —u)- -
L2, % L%
0 0

Z

= ; T i 1 S 3 el
U (2 =3L_,@)+ 1*2 [7“ L_;(C)cos(z — C)dg

=31 (@1 1;~1 EI,,_I (zu)-cosz (1l —u)- (%l,
oder, was dasselbe ist (far ;/> 1k
1
Li—L - Hhip=1, 00— adl ;] I,_,(zu)sinz (1 —u) %lu
: 1
= du

Lo b b b L 2——- I,_,(zu)cosz (1 — ) -
67 Ist =1, 80 1at:
u=Acosz—| Bsinz
das vollstindige Integral der Differentialgleichung:

22

welcher andrerseits auch durch die Function U,(z2z) geniigt wird. Man
hat daher:

U,(z,2z) = Acosz -} Bsinz
und, wenn man nach z differentiirt:

: LU, (z,2)—1U;(z,2)= —Asinz | Beosz,
oder weil: :
U,(z,2) = I,(z) — U, (z,2)

11,(z) = — Asinz - B cosz.

ist:

U (z,z)

(o ey el

&
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Da nun fir z—=o0 (vergl. 54):
UI(OJO):O7 UO(O:O): I,
— 1

ist, so muss:
A= 0, B )

1=

sein, und man gelangt zu den bekannten Gleichungen:
= lsinz,

UI(Z7Z) e Il _L} ‘%“ 15_I7+_ ven
=L Ll

Uy(z,2) — 11, =]

= Lcosz.

68. Aus (59) ergibt sich fiir z — o:

1
-u¥lcosiy(l —uddu

L, 0] — y"J [—(_zu) e ZU)] u

0

1

oder da;
\—V1 : =

zU L zu] SE e

( ) e ( ) Z=0 Bl T(,/)

ist:
1
Y :
el ;
Uilh0) — s "‘J u”"'cosly(1—u?du,
“ ) e g
i
und ebenso: g
1
e
i i LY. il W—1 s 3 e I
Uii(io)= X u”'sinly (1 — v’ du. i
J a

Beide Formeln gelten fiir jedes positive ».

69. In #hnlicher Weise folgt aus den Formeln fiir V,(y,z) (60)

Ny oo 7(zu Pl ws e sin Tyt -—1) - dn.
- y | (z1) | u"

1
Setzen wir hier statt des beliebig positiven » lieber » +m, wo jetzt

m positiv ganz oder Null und » positiv echt gebrochen zu denken ist,

fur 'z — o

DL (f_‘)y)mﬁ

so istl):
— 71‘]“;7"7
el o S

Z=0

[(Z W )
1) Driickt man niimlich die Bessel'sche Function mit negativem Index durch solche mit

positiven Indices aus (Lommel, Studien ete. p- 9), so hat man:
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und es ergibt sich:

o0
V(¢ |2
\.7 ( S 1™ 2 (2]/)1\1‘ J—iov_om e g i i 1
vqm(Y:0) =(— 1) e s u sinly(u—1)du,
.5
©
’e s fl
\_,* AN RN \m 2 (,21')"1 G 1—2v—2m o 1 < (42 vd
vipn s (Y0) — (—1) e u cos 4y (u— 1)du.

A, (1)

1
Man erkennt leicht, dass jedes der beiden Integrale seinem absoluten

Werthe nach kleiner ist als:
o

1—-2¢¥—2m

u di — !

2v +2m — 2
3

1
und desshalb dem absoluten Werthe nach sowohl:
5 o (2;.)111 —1[2 i o (2,[)111—1}2
/ r e g als ¢ > / s s <3 e e
‘ r~4-m (}7 O) o ym—l—l—" *(I__,,)’ dlj 4 h V Y—m--1 (} ? O) e ‘ymfl'\' L4 Iw(liy)
ist. Hs ist daher der Rest der divergenten Entwickelung (66) wvon

V,1n(y, 0), namlich;:

1T (r
(_ 1)1\—}- V r-m--2n--2 (.}7 O)‘
absolut genommen stets kleiner als das letzte in Rechnung gezogene

Glied. Zu dieser sonach halbconvergenten Entwickelung (56) wiirde man
iibrigens auch gelangen, wenn man die obigen Integrale nach dem Factor:

usin¢y(u®*—1)du  oder ucosily(u®—1)du
wiederholt theilweise integrirte.
Ebenso leicht erhellt, dass auch die in (54) gegebene convergente
Entwickelung von U,_,(y, 0) sich aus den Formeln (68) durch theilweise
Integration nach dem Factor u*’~'du ergeben wiirde, dass ferner absolut

genommen fir »>o:

T’ =m
—1 (9,,\pl2
mBl=L(Zypi2 .
y,”"’m I_U-m s ( e ])m 2 5 i _ g¥+4m—p Ln_l,_p (/.)
p:!
p =0
Fiir z= o verschwinden simmtliche Glieder dieser endlichen Reihe mit Ausnahme des letzten
(p=m), und man erhiilt:
- oV (21,')111;2
Zl I—”l :(“A 1)111,¥;

; Jais Iy

=x1]

[zﬂ+11l [»17'——11_‘ (/) e (_ | :}m (L_)y)rllJ2
- =




H84

U,.;(y,0) sowohl als U,(y y
(3, 0) Y °)<9Vr(,,+1)
ist, und demnach auch beim Gebrauch dieser Reihen der Rest seinem
absoluten Werthe nach kleiner bleibt als das letzte bei Berechnung von

U,_n(y,0) und U,,; ,(y,0) beriicksichtigte Reihenglied.
70. Setzt man in den obigen Integralen:
i@ —1)=v,

wo v positiv zu denken ist, so nehmen sie foltrende einfache Gestalt an:

7 A m sinv dv
¥ Y~4-m (}7 0) S (_ 1) (1 V\‘J (J_ y + v)b-l—m?

Taw ) Gy o™=

7 5 Ll cosv dv
% V-f-m-}-1 (Y~ 0) — ( 1) i [;

0

71. Nach einer bekannten Formel ist, wenn » 4 m positiv:

ev(é wel v uv—i-m——l o - Togm - Wl‘i'illy)
(J ) _I_ b)l’—lﬂn (%‘y "i* v)l‘~}-1u

(93
Mit Riicksicht hierauf verwandelt sich die erste der vorstehenden
(leichungen in:

0

o0
= Um —3tyu »4|+m-1 —uv .
Vi (y,0) = b e u e sinvdvdu,

(¢} (6}

oder, weil bekanntlich:

@

e Usinvdv= -
: 14+u

und (fir »Z7):

e

- 7r
Ty

: B0 Gnan
ist, in folgende:

GO

e e T s
V?’+lll(.}70) o ( 1) o fe 1 + H d

Diese Form fir die Function V, ., (y,0), welche sich ebenso auch aus
der zweiten der obigen Gleichungen ergeben wiirde, lidsst unmittelbar
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erkennen, dass V, ,(y,0) (wo » positiv echt gebrochen und m positiv
ganz oder Null ist) fiir gerade m stets positiv, fir ungerade dagegen
immer negativ ist, und dass die Functionswerthe mit wachsendem y
fortwihrend abnehmen. Da, wie bekannt (fiir » < 2):

n’—1 d 1
S i S
1+ u? sin L vz

0

ist; so hat man, wenn y — o ist, filr. m —=o und m —1;:

V,(0,0) =cos Lvn, V,11(0,0) = —sin lwva.
Diess sind absolut genommen die grossten Werthe der Functionen
Vo(y, 0) und N, (7, 0).
72. Mit Ricksicht auf die in (68) und (71) fuar U,(y,0) und V,(y,0)
abgeleiteten Ausdriicke, sowie auf die Beziehung (53):

= i ; : : v
U v (}’; O,} =y —r+~3(\y7 O) = COs8 (“% Yooy 7[)

erhalten wir noch aus (64) die bemerkenswerthen Gleichungen.
1

E e : 1 &2 I 2
J (loy "L, (lo):-sin L kp'do = TFT‘;‘J | Qk(l —u®)-du,
0 o
i 1
(o)~ I (o) cos 4 ke*do = ——o—— | v sin > (1—u?)-du
Bl e aah e e n LS L s
welche fiir jedes positive » giltig sind; ferner, wenn rz;} ist:
e L Loy (i o
(le)'=" I, (lo) sin 1 ke® do = Lioe O08 | 5 — 5 A)
0 w© a

- 7] ’
1'—=2¥ gqin v e—gk o ek i
- - —_— s . - 7 ( 4
e =it 7T 14 u? ’

\a K &

o 1—ow 2
J (1)~ I,(lg)- cos L ke*do = lkl_y sin (_,11 — : n) —+

20 9
[ 2 L 12 5
1022 s R |

— e du,
B a Toful ;!

o
Formeln, welche sich den oben in (34) abgeleiteten zur Seite stellen.
Abh. d. 1L CL d. k. Ak. d. Wiss. XV. Bd. I1L. Abth. 77




2. D

% - ,‘. .
sippder- s F sin v dv . sinv dv
Gy ot ) Gy Foy (‘v+v‘)ﬁ-““
e/
o

“u :
o sin v dv 1 sin (v + &) dv
=)@yt ) Gy rat ot
v/
o O
e a b il 5 be ﬁm
i sin v dv e sinv dv e cos vdv
—_— P RIS e " = "T‘ (s & P R 2 ’77ﬁ:"—— - Tt RS B e P
Gyt {3y [ @ [ U) b Ly+ e+ v)¥im
und ebenso: Y o %
ow o = ke e} ]rx:
cosv dv cosvdu - cosvdv Sih sinvdv
= oS¢ | ——————sme | — ———
e M Gaia e S e ST
0 o 0 ]

ist, so hat man:
g

e P " sinvdv T
(* 1) 1“(|~,,)J y *,1) o T V '1'-{—m Ly O) =—COB V,,_f_m(y _i__ Do O) ik

sine V,u,,(y + 2a, 0),

a

- pmll cosvdv :
L [ Gy oy — Vrtn (7,0) —cosa Voo (7 + 20, 0) —

sine V,, (y + 2¢, 0).

Hieraus folgt fir o« = nna:
nw

T 9 e P i bl)lLdl
Voim (¥, 0) —( Voum (y -+ 207, 0) = (—1) ﬂwxf Ly | v)+m?

(o}

nmx

y : G s [ cosvdv
Vetm (090)— (1 Voiaas o 20,0) = (1)t 22 [me
Nun ist: 2
L7 knmw
sin v dv . sin v du sin v dv
b f Gy + o
inmw

S " sin (3 nr — v) dv + sin (4 nw 4 v) dv
e \ﬂ—Inzr—L’”’“l (lv—}—;nzﬂ—(,)’*m

(o)

{
i
!




und ebenso:
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nw inw
eosudu g ((:sg‘nl—udt ; cos (L nzw - v) dv
(Ly-=m)act (1\4{—1111 _yytm ( \+l]1/{+l)V!‘11‘.
o (o3
Ist n gerade (= 2r), so ergibt sich hieraus:
L 2rm : I
sin v dv 1

2rz 170
cosv dv - 1 1
{ ly _L_ T )I’ I ('7 : 1) cosvdt (11 V_T‘_ Trr—— l,),‘_%m _{ (1’ y ~}‘ 17T jL_ L,)V-Hu:} 3

0

und wenn n

@+1)=

=(—1)*"! } sinv dzv[ -

[}
0

18t:

ungerade (= 2r - 1)

Gy —f‘)/l—*t)”'lm

1
(ﬁé y J(_Ei__}_ L-)J’—Hn_—l )

sSimudy = (e iyt L ‘ 1
O (*_13\' _i,_ L,);J—L—m = 21;{— oy )w_}_m | (i y "i‘ ?ljj—»l 7[+ 'l,‘)’l‘i'm i 3
0 o
(2r+1)= et
* 1 . I 1
cosv dv & :
- e o A Yemede |- - e e e T
. Tyt v)rtm ( ) (Ly + 21+' = )' ~+m Ly -+ 7’%:‘;1 7 v)’tm |
o
Da nun, wie man leicht findet:
I 1 - 2 Jl’—-m) RDLE v2pt1
@Fiv—o ™ Gyt it Gy @+ D! Gy fumet
]_ 1 e e = (p + ]]1:)21)52 2P

m (ly+ina)y+=T T @pl  Gy+iam)®

Gy +ioe—oy s T Gy ton+opF
ist, so ergeben sich folgende Reihenentwickelungen:

(_7 l)m—(—rz
Gy +r)”

GyFro)? T

‘ VY--m \| \ 0) e -‘ Y-}m (y

n~ @p+ DG

V’I’»"rm»H (Y? O) e Vr?'—[—nr]—l (y ‘Jl—‘ 41“]17 0) T

(— Lymtr. 2

pym~-2p-4-1/1
PR
> L%

pm~2p[l

- 4rm, 0) —

4
virtlgin vdo,

[}

I

(1=)

2p)! (3 y + rw)mt

v cosv du,

7%
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Yo 00— =~ N (v | (Ir 4 2y, 0) |
-
(_ 1)m+:r .9 2 pm-2p|1 = 5
= e > T e T e v cosvdu,
iy +5) ITu» CoEy+=5-=
i
‘Tﬁ'—i—mﬁ—] (y> gy \ri'-}—m—{—l (y _i_ (41’ 77\_ 2) T, O) R
b
S e ) ym-2pf-1{1 5 o ‘
( °r>l)-1 - > e e S e v sinpdu.
W+ e Lnyy @+ 1D!Gy4 547"

o
Andere ganz #ahnliche Entwickelungen wiirde man noch erhalten,
wenn man oben (n-+ 1)z statt « setzen wirde.

74. Die in diesen Formeln vorkommenden unendlichen Reihen con-
vergiren rasch, und eignen sich daher zur numerischen Berechnung der
Function V,4,,(y,0), wenn die Zahlenwerthe der Integrale:

rmw
rvgwl sinvdv, ete.

<!

gegeben sind. o

Um die Werthe der Integrale:
v v
Lo fv‘i cosvdv und S, = fuq sinv dv
J J
zu finden, kann man wie folgt verfahren. Man hat:
v v
4 . = -
‘ vicosv dv = visinv —q rv'i’"] sinvdv,
ll] LU
v v
rU” sinvdv = —vicosv+}q ' v cosvdu,
oder: “o
C,+ a8, , = visinv,

S,— 0,1 = —vicosv,
woraus weiter folgt:
! 2
i -balg— 10

= visinv + qui'cos v,

q—2

S,+4a(@-—1)8,_,= —vicosv-+} quvi'sinv,

|
|
|
|
|
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oder: dof sl
C,+q(@—1C, = (—1yq(ra) ", l
“q = ilq— 1) DgE = {— ])H_‘ (@)t e v — 1
C,+4q Sii=0 ]
und:
2r f- ] q
Cq%*l(‘l*_hcq 3-—(——1)( 1) ;
' i or 1 q—1 i 9 B
L’ Ji(l(q_-l) q—-—_ (*1)1(1( lj——ﬁ") . J i{il\v— l‘)i 1;1.
T (1 (’ (7 ot g = 0.
Aus:
St q(q_l)“@:’i,_ 1 o € ,i&i,{fl;jlgﬂr - .
Serp @D -+2)8, (o) A FDaF0, T EEY
geht, wenn man die Quotienten:
qbqr— und ,(_w,(",‘l mit Q,
bezeichnet, hervor: e Jq—2
G
Vg ((1—*—- 1 q i~ ) a + Q‘H d

wo statt a jedesmal die obere Grenze rz oder i;“v der entsprechenden
Integrale zu setzen ist.
Dieser Ausdruck lasst erkennen, dass Q, mit wachsendem q sich

dem Werthe a’ nihert, und dass daher um so néher:

S 1)&“
i (q+D(a+2

ist, je grosser man ¢ annimmt. etr%’ngt fﬁr ]rgend einen Werth von q
die Grosse, um welche Q... noch von a® abweicht, ¢_,,, so hat man:
g did— 11

1 g F D @@F2) T Ee

Der Fehler, mit welchem Q, in Folge dessen behaftet wird, ist dem-

nach dem absoluten Werthe nach kleiner als

q(g—1)a*&q4e
[ta+ 1 (a+ 2)]*
Nimmt man daher fiir -ein hinldnglich grosses q:

Q(|+‘Z = a’z
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an, und rechmet von da mittelst der Formel:

Qq ==

qla-=1ns e

(a+1)(q+2) —a®+ Qs

zuriick, so werden die Fehler mit welchen die so erhaltenen Werthe der
Q, behaftet sind, immer kleiner. Sind die Q, auf diese Weise gefunden,
s0 hat man, da:

2r--1

pym I7T
C,= |cosvdv = (— 1) B _—doanode — (— 1l
[} i ? 1 3 /
O

0

ist:
€, — (— 1)y Qs, C,.l =(—1)Q,Qy, B =10 s, - fir g = T,

) 2

8y = (—1)FrnQ,, 8; =(—1)"rnQ,Q;, 8, =(—1y"raQ,Q,Q;, ... fiira =1rn,

und dann im ersten Falle:
~/ eEs ‘!
S (2 g7 q C g—1

6 =gs

Sind hiemit diese Coefficienten gefunden, so lassen sich nun V, ., (y,0)

und 1m zweiten:

und V, .., (¥,0) aus den obigen Reihen berechnen, nachdem V, ., (y - 4a, 0)
aus der halbconvergenten Entwickelung (56)

B i s DAY 1 o (‘2,{)111—%‘213 2

V?’-{ml(,Y Jf 42"7 O) o (“ 1)”\ % (\) 3 7[*(1;;; 2(7 l)l 3 F;>E?m
gefunden ist.

1V. Abschnitt.
Die Fresnel’schen Integrale.

75. Die im ersten Abschnitt entwickelten Integrale C und S (5)
ziehen sich fiir 1 — o auf die einfacheren:
[ cos L ke*do, ’ sin 1 ko’ do
- zuriick, welche mit den Integralen:

‘ cos L av?-duv, [ sin 1 mvido,

auf welche Fresnel die Theorie der Beugung an einem geradlinigen
Rande zuriackgefithrt hat, dem Wesen nach identisch sind.




b9 i
Setzen wir in den letzteren Formen lau® =z, so erhalten wir: |
v Z Z
') . /T ) 1
coslav’dey =1 l_/ —conzds =2+ b1 5ds, o |
2 2 i 2 ! o j ,
o/ (¥ L3 { |
o () o | lw 5‘
W
v z “ 1

] e » If
i 4 A aie L
sinlande — 1 l/ fhemzdre =i ‘ I,dz. Lo | I
bes - .y( Z < 2

o/ o/ « M

B
.
gl |
:

il
. = !
76. Aus dem Vorhergehenden erhalten wir nun sofort durch U-Func- i ;o§|
- o 5 2 > it |  ;4
tionen ausgedrickt (vergl. 9, 68): A
Z i i
B 1 : 1 : & Ie |
i1 _;dz =-—=U,;(22,0)-cosz -+ —— U; (22, 0)-sinz, f
3 ! Vg i ;0 Vo o ) ; |
: Il
Z i ]|
[ 1 1 o I8
Ly Ldz =_—U;(2z,0) sinz—— U;(22, 0) cosz, i
= Ve Ve = i8I it
o/ ” TONR
(o} ' H

und daraus wieder vermdge der Beziehungen (36):

U;(22, 0)—V;(22,0) =sin(z4 1n),
|
U;(22,0) — V;3(22,0) = —cos(z— 1n)
die Gilbert’schen Formeln: i | 1
ik
e
: = . Eigs s it
+1Ldz=1 -+ 7;‘}";(%, 0)-sinz - ——V;(2z, 0)-cos z, e
o/ ve Ve Lt | "M
o L
Z
1 g o ] 1 Y 3 iR | 1 T (9 RN
1 Ldz=1— = V;(2z,0)-cosz +f3‘ (22, 0)-8in z.
v/
o

77. Als zur numerischen Berechnung brauchbare Entwickelungen
ergeben sich fiir die U-Functionen aus (54) die convergenten Knochen-
hauer’schen Reihen’):

1) Knochenhauer, Pogg. Ann. XLI. 1837,




4z (22)%
U._,}.(?.Z, 0) :]/ _I[E(_ ])P EToE
e el G
= ?(1—T3-5+1.3.5.7.—9—+---),

('2[)21‘“1‘1

US(2Z7 O) == I/ ;:(_ 1)1’. T

27 (2z)2 (22)5
= —_ : — 4 ...,
-;L(Lf;’, ].;;.5.7+1.3.:).7.g).1l ‘ )

welche fiir kleine Werthe von z bequem sind, und fir die V-Functionen
aus (56) die halbconvergenten Cauchy’schen Reihen?):

e 11}2
\Q(QZ, ()) == g ~

== ('— 1)1) 7 (ZZ)‘Z])»]_l
= //1;(1 i 158 1}jj S )
= l 7 \22 (22)° T (22)° L
: o 12
Vi(2z, 0) = -ﬁ]/;f e -

il e et )

welche fiir grosse Werthe von z rasch zum Ziele fiithren.

78. Es ist Ph. Gilbert’s?) Verdienst, zuerst gezeigt zu haben, dass
(geméss 71):

)

o : i
—g a~Ug —1 p—uz
o o
ist. Zwar liefern diese Gilbert’schen Integrale keine nmeue Methode der
numerischen Berechnung, sondern sie fithren, je nachdem man sie nach
steigenden oder nach fallenden Potenzen von z entwickelt, wieder zu
den Knochenhauer’schen und den Cauchy’schen Reihen. Sie ge-
wihren aber den wesentlichen Vortheil, dass sie den Gang der Werthe
der Functionen V;(2z,0) und V;(2z,0) mit einem Blicke iibersehen lassen.

1) Cauchy, C. R. XV. 1842,
2) Gilbert, Mém. cour. de 1'Acad. de Brux., XXXI. 1862.
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Man erkennt nédmlich unmittelbar, dass die Function V,;(2z 0) stets
positiv bleibt und, da ihr erster Differentialquotient V;(2z,0) (vergl. 51)
stets negativ ist, mit wachsendem z von dem Werthe cos 1z = 1/)/2 bei
z =0 (71) stetig abnimmt, um fir z = co zu verschwinden. Denkt man
sich z als Abscisse und die Functionswerthe als Ordinaten einer Curve,
so schneidet diese die Ordinatenaxe in der Hohe 1/}/2 unter einem Winkel,
dessen Tangente — 1/}/2 ist, und nihert sich dann asymptotisch der
Abscissenaxe, indem sie dieser, weil:

SO (9
= m(,zll) = V412(22,0)
immer positiv ist (51, 71), stets ihre convexe Seite zuwendet.

Die Function V:(2z, 0) dagegen ist immer negativ; von dem Werthe

— 1/y/2, der ihr fir z = o0 zukommt, wichst sie mit zunchmendem z bis

zu dem Werthe Null fiilr z =oco; denn ihr erster Differentialquotient,
gleich dem zweiten von V;(2z,0), bleibt fortwahrend positiv. Die ent-
sprechende Curve berithrt die Ordinatenaxe in der Tiefe — 1/)/2, und
erhebt sich von da asymptotisch gegen die Abscissenaxe, welcher sie,
wegen des immer negativen Werthes von:

22V3 (22, 0)

& — %_;;(QZ, 0)

oz
stets ihre convexe Seite zukehrt.
Wie man sieht, ist der oscillirende Charakter sowohl der Functionen
U;(22,0) und U;(2z,0) als auch der Fresnel'schen Integrale lediglich
durch die in den Gleichungen:

U;(2z,0) = sin (z -+ 1 7) + V3(22,0), Uy(22,0) = — cos(z | 1 71) + V(22 0)

vorkommenden goniometrischen Functionen bedingt, wihrend der eigent-
lich transcendente Inhalt derselben sich in die IFunctionen V;(2z,0) und
V;(2z,0) zuriickzieht, deren absolute Werthe mit wachsendem =z fort-
withrend und rasch abnehmen. Wegen dieses Verhaltens bieten Tabellen
der letsteren Functionen den Vortheil, dass sie bei geeigneter Wahl des
Incrementes lineare Interpolation gestatten.

Gilbert!) hat daher eine Tabelle dieser Functionen berechnet, wozu
er sich der Knochenhauer’schen und der Cauchy’schen Reihen be-

1) Gilbert, 1. c. p. 47—50. 1862.
Abh. d.T1. Cl. d k. Ak. d. Wiss. XV. Bd. ITL. Abth. 78




594

diente, und fiir den Werthbereich, innerhalb welches diese Reihen un-
bequem sind, die oben (58) in allgemeiner Form entwickelten Inter-
polationsformeln V,(y +h,o0), V,, (y +h,o0) zu Hilfe nahm. Gilbert’s
Tabellen geben die Functionen:

M (u?) = 1;1) Vi (1lm; o), N - 115 - Vi (uPn, 0)

von u#®=o bis u®> = 30, d. 1. von z = o bis z = 48, 124, mit fiinf Decimalen.

Spiter hat Hermann Struve!), indem er lediglich von den Knochen-
hauer’schen und Cauchy’schen Reihen Gebrauch machte, die Functionen
(wo M und N, wie man sieht, eine andere Bedeutung haben als- bei
Gilbert)

\I( e V%('Qll:‘), 0), :\I(l) =—3 ol 74 /E\ Ql' )
von v =0 bis v =6, d. i. von z =10 bis z = 36 berechnet, ebenfalls auf
filnf Decimalen.

Ferner hat Lindstedt?), nach der oben (in 73 und 74) allgemein
entwickelten Methode, aus den beiden letsten dort (73) angegebenen

Formeln (fiir m =0, r =0, v = 1) die Functionen:
N(B) = 3VaVi(28 +1D7,0), M(B)=—1ysVs(2B+ D7, 0)

mon =0 bis i — 5.0, also von z =4 571 bis 7= 15,523 auf sechs
Decimalen berechnet.

Endlich geben wir am Schlusse dieser Abhandlung (Tab. XXII) eine
Tabelle der Werthe von 1 V;(x,0) und } Vi(x,0) von x =0 bhis x = 100,
deren Berechnungsweise weiter unten (81) zur Sprache kommen wird.
Auch sie gestattet, wenn nur geringere Genauigkeit verlangt wird, lineare
Interpolation. Mit volliger Scharfe aber wird die Interpolalion durch-
gefithrt mittelst unserer Formeln (57):

S s i e hfeoants
\a(-\*l‘"’h:‘)):\5+'Q“§“f—§j\-§*i'£_:§3‘;‘:‘»--
S o e i i s T

1) H. Struve, Fresnel's Interferenzerscheinungen. Dorpat 1881.
2) A. Lindstedt, Zur Theorie der Fresnel'schen Integrale; Wied. Ann. XVII. p. 720. 1882.




wo die Coefficienten V, Vi, Vg ... aus der Gleichung

r / . e
VatprtVadpte =l ) oo l =

7

leicht zu berechnen sind.

79. Uebrigens kann man, auch ohne zu numerischen Auswerthungen
zu greifen, den Verlauf der Werthe der Fresnel’schen Integrale mit
Riicksicht auf das dargelegte Verhalten der Functionen V. (2z,0) und
V;(2z, 0) leicht verfolgen.

Das Integral:

z
o1 s : 1
1 ; P ody — Ag.+.,_.,).\ 1(2z,0) 810z |- v V:(2z,0)-cosz
" J 5 2 @
o

715
wird zu einem Maximum oder Minimum, wenn cosz = o, oder z = " - ist.

Die Maxima, fir z = 2+, sind ausgedriickt durch:
1 Ly
5) +—“‘1(‘2/‘7 0),
5 ys

die Minima, fir z — 2t%,, durch:

gl iy
g g
Da V,(2z, o) stets positiv und kleiner als 1/}/2 ist, so konnen die
Maxima niemals den Werth 1 erreichen, und die Minima nie bis Null
herabsinken. Die Werthe des Integrals sind demnach stets positiv und
Xleiner als 1. Denken wir uns ihren Gang durch eine Curve mit der
Abscisse z dargestellt, so berithrt dieselbe 1m Anfangspunkt die Ordinaten-
axe, erhebt sich iber die Gerade y = 1/2 zu ihrem ersten Maximum bel
z = 1n, sinkt dann anter diese Gerade herab, u. s. f. und ndhert sich
ihr, indem die Biegungen der Curve abwechselnd iber und unter ihr
verlaufen, mit wachsendem z immer mehr. Die Gipfel der Maxima und

Minima liegen beziehungsweise auf den Curven:

boa s lotins
y=4-41 V12,0 und y—=g+ = Vi(2z, 0),
EmT P
welche sich von beiden Seiten her derselben Asymptote y = § nihern.
Diese letztere wird von der Curve der Werthe des Integrals geschnitten

in den Punkten, deren Abscissen die Gleichung:
48

Wl
RIE 1

vu;‘[i;w
e
111

]
R
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erfilllen; mit wachsendems z kommen die Wurzelwerthe dieser Gleichung
denjenigen der Gleichung:

1
th e '2‘; y

folglich den Werthen z = nz immer niher.

50. Auch das Integral:
Z

Thes ! I :
1 I__{dz_5——»Vg\’é(‘zz,o)-cosz—%v—:;\g(%,o)-smz

2

o/
(e}

bleibt stets positiv und kleiner als 1, da seine Maxima, ausgedriickt durch:
e ,
5 =k 12—‘ W 4 (QZ’ 0)

fiir z= (2n - 1)71, niemals bis zu dem Werth 1 emporsteigen, die Minima:

\

{hEE A :
S Vi(2z; 0
2 Ve ;’( i )

fir z=(2n - 2)7r, nie bis Null herabgehen kénnen. Die Curve der
Integralwerthe berithrt im Anfangspunkt die Abscissenaxe, steht also hier
auf der vorigen senkrecht, und nahert sich ebenfalls der Geraden y=.1
welche sie in den durch die Gleichung:

Vi (2z, o)

ﬁ ._’,—'/,, 0)

o=

bestimmten Punkten hintiber- und heriibergehend durchsetzt; die Wurzeln

dieser Gleichung nihern sich mit zunehmendem z denjenigen der Gleichung:
fg‘z = — 2%

und mit diesen den Werthen z = ', Mit wachsendem z riicken dem-

nach die Schnittpunkte der einen Curve mit der Geraden y =34 immer

niher unter die Gipfelpunkte der anderen.

81. Eine neue Berechnungsmethode der Fresnel’schen Integrale
ergibt sich aus der Gleichung !):

Z
2

§ Phtig e LiydheBan b i o ST 000

0

2) Lommel, Studien iiber die Bessel’schen Functionen p. 45. Leipzig, 1868.
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dieselbe liefert namlich fiir »r = —1 und » =1 die beiden fiir jeden
Werth von z convergirenden unendlichen Reihen:

b Sl g s E

${Lds =L+ 4Iy +1y+

|

0

Stehen daher die numerischen Werthe der Bessel’schen Functionen
[nt1 zu Gebote, wie dies vermodge unserer Tabelle 1. der Fall ist, so er-
+

halt man diejenigen der Fresnel’schen Integrale einfach durch Addition.
Auf diese Weise wurden die Werthe der Fresnel’schen Integrale auf
sechs Decimalen fur alle ganzzahligen Argumente von z =1 bis z = 20
direct berechnet (s. Tab. III), und hieraus erst indirect die zugehorigen V
der Tab. XXII. Von z =21 bis z = 50 dagegen wurden die Functionen

Vy und V; mittels der Cauchy’schen Reihen, welche fiir so grosse
Werthe von z rasch zum Ziele fithren, direct bestimmt und hieraus dann
die Werthe der Fresnel’schen Integrale abgeleitet. Von z=o0 bis z=1
wurden die Integralwerthe von Zehntel zu Zehntel des Arguments aus
den convergenten unendlichen Reihen:

) = / St ‘- —_—
; 97, P2 P / 27 72p

e 1 d7z — /——— ( _,,,{'A,,, / e o R ): — 3 (—1)". & T
2 szd‘“l/ S el (dp+1)@2p)!’

: /22 (7 z o o g0t
L 1dz = —f== It Sty B R e n e T
g I'—’dé L/ 7 (3 7. 7C ( S (dp+3)2p+ 1!
berechnet.

82. Um die Integrale fur einen zwischenliegenden Werth z |+ h des
Arcuments zu bestimmen, bedienen wir uns der Tavylor’schen Reihe:
o] )

z-}h z

e : h ol ke gzl s
1 : = o i At [ T e R R
JJ [odz —4 [I,.(llj*—{ 1L e -4 Pl
L] ]

0 O

Nun ist bekanntlich:

‘ éin
|

4
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<
T % (Ii'—l ] I1f+1)7

Sl e E R

oz3 B “{ ([7 T 3 Il’fl + 3 I"—H B L'+3>’

il o (1)111;5(__]‘)».21_1)_ e
gz = ; p!

Die Differentialquotienten der Bessel’schen Functionen werden also
nach demselben Gesetze gebildet, wie die nach » genommenen endlichen
Differenzen zwischen je der zweiten Function, nur dass jede derselben
noch mit der sovielten Potenz von 2 zu dividiren ist, als die Ordnung
des Differentialquotienten angibt. Man findet sie demmach durch ein
bequemes Rechnungsverfahren aus den Tabellen der Bessel’schen Func-
tionen (Tab. I. und IL.).

Il'—m—Q—:}p ¢

Setzt man nun:

iy e g gl g 11 %y _ 4
gy La Em T ginl e B 4liTaar i
Bl sl § i) pth
e ey o o
% Bl 9y g2h oz°
ferner:

Lot L4y 151 9%, : Bl ol
g0 Bt gt T T
1 1 @4[3 Ry 1 1 9‘]’{ o f/

R T TR e A

so hat man:

z-}-h %
1 [ [ agds — 1 fl 3dz  +ah -+ bh* 4 ch® 4 dh* 4 eh® - fh°,

rl sl = (‘li(lz 4 a’h < b'h® 4 c'h?* - d’h* 4+ e'h® - f'he.

0

(S

Die Werthe von a bis f und von a’ bis f sind in den beiden Inter-
polationstafeln?) Tab. IIlb und IIIc von z=1 bis z = 50 in Einheiten

1) In der Tab. III b ist fiir z=1 und z = 2 auch noch der Coefficient g von h7 angegeben.
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der sechsten Decimale angegeben. Mit ihrer Hilfe wurden die Zwischen-
(o> el o,

werthe der Fresnel’schen Integrale fiir z = 1,5 bis z = 49,5, welche in
der Tab. III mit aufgefithrt sind, sowie ihre Maximal- und Minimalwerthe,
welche die Tab. III a enthiilt, berechnet. Beim Gebrauch der Interpolations-
tafeln bleibt der Werth von h daher stets zwischen den Grenzen — 1 und
-+ 1 eingeschlossen.

Ist h sehr klein, oder werden weniger als sechs Decimalen ver-
langt, so geniigen natirlich weniger Glieder der vorstehenden Inter-
polationsreihen.

83. Die Fresnel’schen Integrale kénnen noch auf mehrere andere
Arten in Reihen, welche nach Bessel’schen Functionen fortschreiten,
entwickelt werden.

Wendet man auf das Integral:

N

jL, dz =

e bl

die Methode der theilweisen Integration an, indem man z” als zu inte-
grirenden Factor betrachtet, und von der Formel:
a(z_ﬂlz/:) A Zfl/ I
7 e r--1
fortgesetzten Gebrauch macht, so erhialt man leicht die fir jedes z und
jedes »>—1 convergente Entwickelung:
Zp—]—l

. I:' de == 2 (V + 11)1%!:1 2 ["'"H'

oder speciell, da die Reihe fir z = o verschwindet

< 2zt

Bof

= pH I'I* i+p

‘Z
1J I 42 =
0o

= o (27)pH
KE [ Ié dz =5 = '*:%]TH'; r+p
2z 27)2 A
bl e e
S S S oot
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84. Wird dagegen in:
fL. bz — fz_"_l i By
2’11, als zu integrirender Factor angesehen, und unter Benutzung
Formel:
s
die theilweise Integration wiederholt, so findet sich:

2 (v 1)p2
Jraa=="201,

folglich insbesondere, da diese Reihe fiir z = co verschwindet:

" 1pl4
LE {1'—édz o —_1’2(9 I i4p>
% = aZz )t b +

7

3pis

@y Litp,

,)/’J
—_I,’Ij(lz = —1=
.‘7.
und, da:

| r‘i_édz e ‘“i.d1~ 1
ist: b

Bt
okl
DO et
M

.}fzIﬁédz —

Lo 1.5<9
=3+3 ([5 o h sl oo i b )a

2 15 22)2 (2z)8 ;
Z
: ~ i I Sp;l
2J[_;zdz :‘_,jlﬁgé()l,:)i;[ et
7() ot &

Q Q.= (2

A e e
:iﬂ%"l(lz vl sl e e o )

der

Diese Reihen sind zwar divergent, konnen aber dennoch fiir hin-
langlich grosse Werthe von z zur Berechnung der Integralwerthe ge-
braucht werden, da sich leicht eine obere Grenze des Fehlers angeben

lasst, welchen man begeht, wenn man die Reihen mit dem Gliede:

(1, _+_ 1’)113‘3 I

Zl Y--1--n
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(18
abbricht. Der gesammte Rest betrigt alsdann: e
o o il :
; e s R |
i U! h}_ 1)11 -1 _J z—¥—2n ,Zl-|n§31 ~Ln~—ld/ _(),__t__l)!llz 7B 1I‘,,+n+1dz. 1 ’|
& s o | e
A8 .
Da I, seinem absoluten Werthe nach kleiner als 1 ist, so ist |
y-4n-1 ? ! il
ik I
absolut genommen: AR
: A V 1 n--1(2 48 ,' {
R (v 1y (7= dz, oder - .
? nz2 AR ’1«.‘ i
Z i
HaREht!
85. Wir erhalten ferner aus den Formeln des § 66 nach leichter é |
Umformung der dort zorkommenden Integrale: L ':f‘jy ‘
1 fl_édz — 1/0 -COB ‘}-z(I;}H 2) — 1,02 L 1,02 — T2 4 ) e §
Ln i i
'J{* I/Q sin } Z (I:,_g,('l! i 1_3 (22) % Lgi () = nga(-‘i z) + —_— .. ) y !:,-h
|-
| 11 |
| il
: AEks . , Fp 114 il
I,JI dz :‘,/Q'Sln :1)Z(I‘}(,QZ)——IEHZ)—-}-I;HZ)—-—I,Q;AQZ)+— ) ! | ot I
i L S
/5 cos bz (1302 — 169 L 1,02 — TG4 — ...), o
: “ 5 AL
wo die unendlichen Reihen fiir jeden Werth von z convergiren.

86. Ein Blick auf die Formeln (59 — 62) lisst sofort erkennen, dass |
die Functionen U,(y,2), Us(y,2z), V3(y,2), Vi(y,7) durch Fresnel’sche [‘ ';‘ (
Integrale, folglich auch durch U(y, o), Us(y,0), Vi(y,0), Vi(y,o0) aus- 1 |
driickbar sein miissen.

Aus (59) ergibt sich nimlich fir » = }:

i 1 :i
U = — | cos zucosly(l—u’)du, ¢ L
71 ‘ :

(0] |

b i

|

e 1 i

F o 2‘;" - / 9 :

Us(y,z) =]/ =2 | coszusinly(l —u’)du, !i

g 7C = |

und aus (61): i : i.
o2 e T I I

U, (y, z2) = Ug(y, o) cos ;— — Uy (y,0) sin :‘7 —+z E/ s sin zu sm (1 —u®) du, l
; i

/ . Z2 9 i x‘ 1t “

Wy, 2 =U(% 0)%1119 + U, (y,o)cos———zl &nzucosZ—(lf——u)du. \ Jf i
wy y ¢ , ‘- H’J J‘

Abh. d.T1. €1 d. k. Ak. d. Wiss. XV. Bd. IIT. Abth. : 79 | g'}

H

!

i

{

i




602

87. Fassen wir das erste dieser beiden Formelpaare naher ins Auge,
so ist:

coszucosty(l—u’) = Lcos(ly— fyu®

)

—m) -+ foos(hy — fyu’ 4w,
coszusinly (1 —u?) = lsin(ly — tyu’—zu) | 1sin (Fy —}tyu® -+ zu)

Man kann aber schreiben:

72 2 2
c Z VA B i <
Ly 1 y12 7 s e B B e i
1y lyu 20 =3Y 5 4)V(1 Fe u) —a—20G,

,2 42 B
Lv_ 1vy? S e ( J — it
Yy 5 YU +zu —:}j—gy 2y\1—f/[u = —5,
wenn man:
[‘3( et u)2 1 (Z u)2 &
sl i —_ T it Al Sl —
Ov e 2J \y 5 =9
o 2 - 2
4 o/
; (Ii u) :};J('—Au) =
2y 7z = y
und :
1 7 | y‘2 ] ) 4
i e o

setzt. Man hat alsdann, um die obigen Integrale zu erhalten, die

Ausdricke:

coszucosty(1—u®) = Lcos(e — L)+ Lcos(e —L) = Leosa(cosE + cosl) 4
lsine (sing +sinl)

coszusindy (1 —u*) = isin(e — &)+ Lsin(e¢ — &) = 1 sina(cos{ 4+ cosl) —

4 cosa(sing 4 sin )

nach u von u=o0 bis u=1 zu integriren. KEs ist aber, wenn man:

Z2

setzt, und beachtet, dass o> - ist:
2y
) s
1 o G o oy
: 1 [Teost : ’ : :
L 208 & q<e 7T o 7 = <o
costdy = = —=dl =1 e —1 / £ T de—— ¥ 1 do
Vay ) V& % ¥y 2 i y = =
[} v o £ e > &
0 29 z3 0 [}
2y 2y




und ebenso:

Co

sin¢ du

Ly
0

z3
o o 2y
::AL/QZJIAd: —1)/z Jlgd:—-J3;d§
/S| /s .
73 o o
:

: gy : :
Was die Integrale, die ' enthalten, anlangt, so sind zwei Falle, y <z

und y >z, zu unterscheiden.

Ist y<z, so hat man, wenn:

Sl L

: 5 = : o,
gesetzt wird, und mit Riicksicht darauf, dass J < - ist:

1

~ O

o}

o 3 T =
cosldu — ——g,l/ Sl dl },l/ ! f]_édg’ —

)7’
(%, e/ o/
0 z2 d
2y
x‘)
2y 4
i - -
) 7T o/ ol
g]//f I_4df— | 1_;dE
2 - 3
5
und: 2 g
Z‘J
1 Ay fo)
o T 5 a
R Y /7T <al et
gint:du. =4 ;/ : ’ LidG — ’ 1yde
R 5
0 0

Ist dagegen y>z, so zerlegen wir wie folgt:
Z

1 Y 1

r

fcos tdu = j cos &' du {J cos§ du,

[
[} A

y

und erhalten, wenn wir in dem ersten Integral:

in dem zweiten:

einfithren:

P Z 4
Ch = — ] —Z u)
\ 2y z

LAY
I
< |
Sl
—_
N [
et

Tk

i\
(] ,’""‘
(
LR
li
il ‘éw"
] ‘
iy
|Bat
I
I8
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1 0 )
J'cos Cobie l/ % (—f[;,d'g" kf[_;, d;") —
5 v ! !
0 z? 0
z2 -
; 2y | d
L ; o ! o
1 l/ : Bgdg ool b oadG )y
2 y\, ; 3
und ebenso: . 9
72
1 5
) o "
{sin{:'du = 1!/ ”(J Podl =l rll, dg).
R e G

88. Es ergibt sich also schliesslich:

U;(y,2) = /1:),, -(.»\ ——Adcong L (BB o]

'1‘ i fir y <z
tily,z) = - (A—A')sine — (B— B cosa|,
3 Vo L 7
und :
- ] ¥ /- = : T
U;(7.2) = ——=|(A+A)cosa + (B4 B)sinel,
«’lb . Sy g,
Uil 2) = = (A - Ajysme—(B - B)cosal,
2 x,va i ) o
wo: - .
x-g i gac, A=t [1;dz,
o ((3

B'= {1 dt,

0

yhe)” § it @l A e
G = 2

X 2
ist, welche drei Ausdriicke sich nicht dndern, wenn man — statt y setzt.
)7’

89. Driicken wir hierin wieder (gemiss 76) die Fresnel’schen Inte-
grale durch die Functionen U; und U; aus, so erhalten wir:
Uy(y.2)=—1(U(29,0)— Uy(20,0))cosz+} (U4(29,0)+Uy(20,0)) sinz, ]

» : fury <z,
Ualy, 2)=— 5([15(‘2 d,0)+ Uy(20, O))sinz——— i (U 4(2d,0)—TUy(20,0))cosz, ]

i
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und:
Haly 2) = 1 (Ul(“l()‘: 0) + U,(20, ()))(?OSZ 0 (200) - U(00, 0)) sin z, l :
G e ; G : : : fliry >z.

Us(y,2) = »}([73(9‘5\5 0)— Uy(20.0) sinz - §(U3(‘2<)\. 0) -+ U;(20, 0))cosz ’
90. Wir erhalten ferner mit Riicksicht auf (76) durch V; und Vy,

d. i. durch Gilbert'sche Integrale ausgedriickt:

Uy(y,2) = 1(V(20,0) -+ V4(20,0)) sinz— 1(V(2d,0)— Vy(20, 0))cosz, [ ¢

Us(y.5) = — 3(V3(29,0)— V4(20,0))eosz— 3(Vy(27,0) Vi(20,0))sinz, |

WY <7

und:
Vi(y,z)= 1(V4(29,0) + V;(20, o)) cosz -+ H(Vy(20,0) — V4(20, o)) Sinz,

Vi(y,2)= — HV4(2d,0)—V,(20, o)\)sillz—l 5(\’3(‘3()\, 0) ,l:A..\fg(Q(r?()))(zosz,

}ffu‘ y >z,

woraus vermoge der Gleichungen:
Uy (7,0 — V32 =sin(e + 17), Uy, 9)— YV (3,2) = — cos (e + 1)
noch andere Combinationen leicht zu bilden sind.

Da sich «, & und ¢ bei Vertauschung von y mit ﬁ nicht &ndern,
so stellen dieselben Formeln (88 bis 90) auch die Functionen Ul(iyf)
U, (2/), ‘\x(’j/) \1(2,/) dar, nur dass diejenigen Ausdriicke, welche
dort fir y<z galten, hier fir y>z zu nehmen sind, und umgekehrt.

V. Abschnitt.
Beugung durch einen engen Spalt.

91. Geht die vom Lichtpunkt auf die Ebene des beugenden Schirmes
oefallte Senkrechte durch die Mitte des Spaltes, und ist r dessen halbe
Breite, so sind die Integrale C und S (4), durch deren Quadratsumme
die Lichtstirke M? des Beugungsbildes dargestellt wird, zwischen den
Grenzen ¢ — —1r und ¢ = }-r zu nehmen. Da fiir diese Grenzen die
Integrale, welche wir oben (6) mit o3 und o'y bezeichnet haben, ver-

schwinden, so erhalten wir (9, 33):

- 5 : ; :
C= 1]/ y{ (Ué (y;z)-costy - Us(y,2)-8104 }"),

)

o
C

=1/ 2 (Usr,2)-sin by — Us(5,)-cos )

y
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worin:
. gy
2 E
1 _ — it
il

ist. Fiir die Lichtstarke ergibt sich demnach, wenn man die Breite 2r
des Spaltes gleich 1 annimmt, der einfache Ausdruck:

(Vi - UiG,2),

M = —

2y

worin die Functionen U, und Uj; durch irgend eine der Formen, welche

3

wir fiir dieselben in den vorhergehenden Abschnitten kennen gelernt haben,
dargestellt werden.

92. Die Lichtstarke erscheint sonach als Function der beiden unab-
hingigen Veranderlichen z und y, von welchen wir jene als Abscisse,
diese als Ordinate eines rechtwinkligen Coordinatensystems (vergl. Fig. 1)
auffassen, auf dessen zy-Ebene die zu jedem ihrer Punkte gehoérige Licht-
starke als dritte Ordinate errichtet ist. In der Verdnderlichen y spricht

¢ sich die Abhingigkeit der Lichterscheinung von der gegenseitigen Stellung
i des Lichtpunktes, des Beugungs- und des Auffangschirmes aus, wihrend

z nur von dem Beugungswinkel abhingt.

Der Intensititsausdruck umfasst sowohl die Fresnel’schen als die
Fraunhofer'schen Beugungserscheinungen, welche letztere als Grenzfall
fir y = o aus ithm hervorgehen.

93. Dem Fraunhofer’schen Grenzfall entsprechen sonach die entlang

unserer Abscissenaxe z gereihten Lichtstirken. Fur y — o aber ist (32): a

i e /o in / .
T o G RIN AT e
[/ HUi=]/ Zho=22, [
Wir gelangen daher in diesem Fall zu dem Intensititsausdruck:

1

| , 7T e sin %\ ?

M—:.,_.(L,,(z.;) ;( Jos
o A /A
; welcher zu bekannt ist, als dass hier eine eingehende Discussion desselben

erforderlich ware. Des nothwendigen Zusammenhangs wegen sei nur
bemerkt, dass die Minima desselben, welche simmtlich Null sind, fur

i z=m, 271, 37 ... (es sind dies die einzigen Punkte der zy-Ebene, in
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welchen U; und Uy gleichzeitig verschwinden, und die Lichtstirke somit
Null ist) die Maxima aber bei denjenigen Werthen von z eintreten,
welche der Gleichung:

eifi(mi=—=0 ‘odtr oz — =7

2n—+|1
=

genfigen, und sich mit wachsendem z den Werthen 7 immer mehr
nihern. Es ist demnach M2, — cos’z.

In der Tab. IV sind die Werthe von sinz/z und (sinz/z)’ oder M* fiir
alle ganzzahligen Werthe von z von z=o0 bis z= 50 angegeben; sie
sind aus der Tab. I der Bessel’schen Functionen mit leichter Muhe zu
erhalten, und ergaben sich bei Berechnung der letzteren gleichsam als
Nebenproducte. Die Tab. IVa enthilt noch besonders die Maximalwerthe.

94. Die Lichtstirke in der Mitte des Beugungsbildes, d. i. langs der
y-Axe, fiir z = o, wird ausgedriickt durch:

Die numerischen Werthe von l/ ;\;U 1 (¥, 0), i/ ; Uz (y, 0), M? (Tab. V)

=l
sind, nachdem uns Tabellen der Fresnel’schen Integrale (Tab. III)
sowie der Functionen Vy(y,0) und Vy(y,o0) (Tab. XXII; vergl. oben 81)
zu Gebote stehen, leicht zu berechnen, entweder mittels der Formeln
(vergl. 76, 88):

iy iy
Uilv,0) =112 (Cos . yJ I_;d +sinly |14 d;‘) ;
(o} 0
o iy
- . {‘ Co r,-
Uiy, oy=112 (sm ly ’ I_;dl—cosiy | L dg) :
- .
0 0
by by
? s . 6l o
5 7T sk el
e =2(4 ‘ [_;d8) + (3 | L4t) |,
vL\2 ! 9 3

oder vermoge der Gleichungen:

U;(y,0) = Vi(y,0) +sin(} y 4+ £7), U;(y,0) = V;3(y,0) —cos(3y + 1 7).

T i

i 1
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Die Tab. V enthalt diese Werthe fiir alle ganzzahligen y von y =o
bis y = 60. Um fiir zwischenliegende Argumente die Functionswerthe
zu finden, kann man entweder die zu den Fresnelschen Integralen ge-
horigen Interpolationstafeln, oder, von der Tab. V selbst oder von der
Tab. XXII ausgehend, die oben (in 57 und 78) gegebenen Interpolations-
formeln benutzen, oder auch, wenn nur geringere Genauigkeit verlangt
wird, die letztgenannte Tabelle linear interpoliren.

95. Langs der y-Axe wird der Ausdruck M* zu einem Maximum
oder Minimum, wenn:

aM:
: i g@v =

wird. Es ist aber: :
oM* 2 10 7 : ( i g T4(y, 0)
=% (L;(V,o)—{—[ 7.0))+2 = (2U,(y,0) Uy(y,0)-° o ;.
oder, da (VE}I‘H]()WB 51 )

e ! ' 8 I:: Qi ( 3

lir‘(_}’o) e 1) I (\v U) l ,’.‘;j.\;l) — % IJ}(_‘V O)
¥ oy ady £ Z
1st: : :

oM? s 7 2 o Sis

= — M+ 2 0,6,0(U40:0+ Uy3:0),

oder endlich, weil (gemiass 52):

o

U_35,0) + Uyr0) =]/ 2

7

Die Maxima und Minima von ’\IZ finden also statt, wenn:

l/ Uino) = M?

ist, also in den Durc*hqchnittql)unkten der Curven I/ U;(y,0) und M2

1st:

Hat man der Tab.V einen Werth von y entnommen, weldwr der Gleichung:
o 7C. 5+ ! RS
) = l/ oy Us(1,0) — M=o

angenahert entspricht, so ergibt sich eine weitere Anndherung, wenn
man die Gleichung:
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)

(v +hy=Fy) 42

nach h auflést. Darin ist:

P:j

V

/S m i Logfin g i 4 1OMS
=i e g o) LG

= V%( E ?\i

i 1(1 _1_\1) i/ ’f_U o —1 i/ Uy (3, 0).

y

1

1

[}

Q)
|

: 9 // ; = i
R U§ (3"'7 0)) e 3)\} E/ Q\ U 3 (.Y? O) "JF = M®

Die bei den succossiven Annaher‘lmgen ol'forderhchen abgeanderten

l/ Hm), l/% Us(7,0), M

werden durch eine der vorhin angegebenen Interpolationsmethoden er-

Werthe von:

-
9

langt. Far die Maxima ist — negativ, fur die Minima positiv.
Gy

Auf diese Weise sind die in Tab. Va zusammengestellten Werthe der
Maxima und Minima berechnet worden.

96. Zur numerischen Berechnung des allgemeinen Intensitatsausdrucks:
Sl T a0 2 -
M = 2 (U35, 2) + Ui (s %)
sind die stets convergenten unendlichen Reihen:
po st el 7\! - ‘
D o= 1L (,) I3(2) L( ) L@ — ¢

1

U9 = (1) 10— (2 L+ () 1@ — =+ -

unter Benutzung der Tafel I der Bessel’schen Functionen bequem zu

[CX}

gebrauchen, solange y<z d. i im Gebiete des geometrischen Schattens.
Fir y>z bedienten wir uns unter Zuhilfenahme der Tabellen der
Fresnel’schen Integrale und ihrer Interpolationstafeln (Tab. III) der
in (88) fiir diesen Fall aufgestellten Formeln.

Es wurden auf diese Weise die Zahlenwerthe von

V v Ui 2); i/; Uyy,2), M

Abh. d. T1. Cl d. k. Ak. d. Wiss. X V. Bd. ITT. Abth. 30

Wi

i

.l"‘

(]

Nidmsig

R
L
\v

)" i

h-w
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fir y=3,6,9,... bis 30, und fir alle ganzzahligen Werthe von z von
z=—o0 bis z=12 berechnet, und in den Tab. VI. bis XV. zusammen-
gestellt.

In den Fig. 2 bis 11 ist auf Grund dieser Tabellen der Gang der
Intensitat M® graphisch dargestellt, und zwar ist iberall 100 M® als
Ordinate aufgetragen. Die punktirte Verticale in den Figuren 2 bis 5
gibt die Grenze des geometrischen Schattens (y = z) an.

97. Die Lichtstarke M*® wird bei einem bestimmten Werthe von y
zu einem Maximum oder Minimum fiir diejenigen Werthe von z, welche:

oM
T g
machen.
Nun ist M, 2 g, 20
94 v 1Wﬁ‘x)7
gemaiss (39) aber hat man:
U3 ZE oUg 7
TiETE e U’; 5 -_— TG e US
97 N 27 HEE
folglich:
oM ? L7 :
s o Sallie ),

oder, weil (zufolge 38):

Ui U= (;) Iy

ist:
oM 2 = -
Li SRR et
o7 Vi ® =

J

Die Liichtstirke wird demnach zu einem Maximum oder
Minimum, entweder wenn ztI1;(z) =0, oder wenn y—#U;(y,z) = o ist.

Da: i Bkl
Palae oz
und: g U5
T 7 O%

ist, so kann man auch sagen, dass die Lichtstidrke ein Maximum
oder Minimum wird, wenn entweder z}I_4(z), oder Uy(y,z) ein
Maximum oder Minimum wird.
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98. Der Factor: a8 =
,A) {
S & . il
zt 1, (z) = l{/” Sin 7 e
: . ; e : A4 e
verschwindet, ausser wenn z = o ist, fir z ==, 27, 3 ..oy dicn fue die- ‘ M
o 1 . : | L |
jenigen Werthe von z, fiir welche im I raunhofer’ schen Grenzfall (auf i |l
der Abscissenaxe, Fig. 1) die Intensitit Null ist. = |
T i g S o e g Ea T '
Um die zu diesen Argumenten gehoérigen Werthe von VQ'GU},-, VZE,
und M? zu berechnen, wurden, ausgehend von den nichstgelegenen tabel-
larischen Werthen der U-Functionen (Tab. VL bis XV.), die Formeln (42):
i iyl (h dri
(v 1 = Tl pas | o e . g o—  — e —  —
Us@ k= Up g Ue (z\) 51 Ut _>\> 31 Us
. h hin2e] hiye | |
s T e L B
Uy (y, 2+ ¢) = Uy 2y Us + 2y, BIL: 2y 3!U44 il
it il
angewendet, wo h sich aus der Gleichung: R .
h=2&z-1¢&
ergibt, und die Coefficienten U, Uz, Uy u. s f. successiv aus der |
Gleichung (33): |
2n--1
i o V g
Uei-ﬂ + U o5 — ('7’) Im+1 il
2 2 T i
gefunden wurden. ]
{
. . . |
99 Die zweite der vorstehenden Reihen wurde auch benutzt, um |
die Wurzelwerthe der Gleichung Ujs(y,z) = o zu finden, indem man, aus- |
_ by 2 . c
}_ gehend von dem tabellarischen Werthe von U;, welcher einem Nullwerth il
am nichsten kommt, die Gleichung: L
Us 7, 3ok )= 10 i
g\ i
nach h/2y aufloste, und, nachdem h bestimmt war, ¢ mittels der Gleichung: |
< 4
i
". &4+ 22—h=0 | {
| : : g iR |
§ berechnete. Aus der obigen Formel fir U(y,z+¢) wurde alsdann der . i |
, zugehorige Werth von U, ermittelt. der zum Quadrat erhoben und mit e |
{ . i . Ik . .. . " {6 B
‘ n/2y multiplicirt die zugehorige maximale oder minimale Lichtstirke |
liefert. |
RO* ‘;
?
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Die so (nach 98 und 99) berechneten Werthe von:

2, =0 |/ 5 Us wa

wurden jeweils am Fusse der Tab. VI. bis XV. zusammengestellt.
=

100. Eine anschauliche Uebersicht iber die Vertheilung der Maxima
und Minima, und tiberhaupt iber den Gang der Intensitit im Beugungs-
bilde gewinnen wir, wenn wir die durch die Gleichungen:

dL@) =0, yiUy(yz=o0
ausgedriickten zwel Liniensysteme in der zy-Ebene entwerfen (Fig. 1).

Die der ersteren Gleichung entsprechenden Linien sind Gerade, welche

sich in den Punkten z— 7, 27, 32 ... auf der z-Axe senkrecht erheben.

Der zweiten Gleichung entsprechen transcendente Curven, von welchen
vermoge der bereits berechneten und in den Tab. VI. bis XV. nieder-
gelegten Wurzelwerthe der Gleichung U; — o eine Reihe von Punkten

schon bekannt sind.

: Sie treffen die z-Axe in den ebenfalls bereits ermittelten Punkten
(Tab. IV a), welche der Gleichung:
bz —0rioder tpz=—g¢g
Gentige leisten.
Der y-Axe begegnen sie in den Punkten, in welchen U;(y,0) = o
oder (94):

cos(ly + 1n) = V,(y,0)

ist. Da V,(y,0) immer positiv ist und mit wachsendem y gegen Null

convergirt, so erkennt man, dass die Wurzeln dieser Gleichung denjenigen
e der Gleichung cos({y+17)=o0, also den Werthen y =*2F . immer
niher kommen, je grosser y wird, und abwechselnd grosser und kleiner
sind als diese. Genau findet man diese Werthe durch Auflésung der vor-
stehenden transcendenten Gleichung mit Hilfe der Tab. XXII. und der in (78)
, gegebenen Interpolationsformel, oder auch direct aus der Tab. V., indem
‘[ man, ausgehend von demjenigen tabellarischen Argumente y, welches einem

’ der Nullwerthe von Uji(y,0) am niachsten kommt, die Gleichung (57):
} 3

| RN e s RSy

2 354 .6 o

0 |

L
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wo die Coefficienten U_;, U_g... aus der Gleichung:
pf ZV
) el bt e o
Uy }—p—1 = L i—pt+1— e b \p_l_]i/ o
bestimmt werden, nach h auflost. Es ergeben sich so die Werthe:
y, = 8,393843,

J

3 — 13,708882,
y, = 20.770008,
v, = 26,392951,

welche auch am Fusse der Tab. V. aufgefiihrt sind.

101. Da V,(y,7) ebenso wie Vy(y,z) bel unverdndertem z und un-
begrenzt wachsendem y immer mehr gegen Null riickt 1), so ndhert sich
vermoge der Beziehung:

Us(y, 2) = Vy(y, ) —cos (1

: : 7
die Function Us(y,z) um so mehr dem Werthe —cos\iy+5- + 47
5\ ? g -)V L4 7
je grosser y wird. Fiir hinreichend grosse y kann daher die Gleichung
U;(y, z) = o durch die andere
ZaE
« 1y, gidsagee o 189 B, f—
cos(z_}—{—gy ‘ Jf.z)_o
annihernd ersetzt werden, welche zeigt, dass fir y>z (d. 1. n dem-
jenigen Gebiete unserer Fig. 1, welches den direct beleuchteten Theilen
des Beugungsbildes entspricht) die Zweige der transcendenten Curve
= o £ o
U;(y, z) = o den Kreislinien:
aisE s 4m -+ 5

b= ay

&

welche von ‘den Punkten y = (m - 2)n der y-Axe aus mit den Radien
(mn - 3)7t beschrieben sind, um so néher kommen, je grosser y wird.

&

1) Man erkennt dies aus den Gleichungen (90, y ~> z); denn bei wachsendem y werden

e 72 :

do — v ; -+ 2z und 20 =y 7— - — 9y immer grosser, und sonach Vj (20, 0), Vy (29, 0), Vg (20,0),
V3 (26, 0) dem absoluten Werthe n.\(h immer kleiner.

|-
'j;:'ﬁf"‘i ,
|OoEe
S Am |
(st
i1
B

| {
o
71‘,1:“"
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Gestiitzt auf dieses Verhalten konnen wir daher die Zeichnung Fig. 1
nach der Richtung der wachsenden y durch elementare Construction an-
geniahert richtig beliebig weit fortsetzen, wie dies in Fig. 17 in kleinerem
Massstabe geschehen ist.

102. Weiteren Aufschluss tiber den Verlauf unserer Curven erhalten
wir durch Ermittelung des Winkels, unter welchem die Beriihrende in
jedem ihrer Punkte gegen die Coordinatenaxen geneigt ist.

Durch Differentiation der Gleichung y—%Us(y, z) = o erhilt man:

oy

woraus mit Ricksicht darauf, dass:

aUg A 2Ug z
SN a1 J 1 r'» 12_,:— . 5 T;‘
: Ey A—z[."“!’—‘_‘z‘\"?bﬁ, oz \Uz Lﬁ—o
1st:
) %
ay i Us
T S L
= [‘i+ Ll)”i‘

hervorgeht. Fiir z = o ergibt sich hieraus, da Uy(y, o) in den Punkten
Y1s Y25 Y& ..., in welchen Ui(y, o) Null ist, nicht verschwindet:

Z

:()7

)
2y
e Z=0

d. h. die Zweige der transcendenten Curve U;(y,z) = o schneiden die
y-Axe rechtwinkelig.

Da ferner:
L TAs e

HZ}’_3U3T Z’QI:?*‘LVBZ*ST;{*—%— v

S
und:

z—8l —y'a— 3l b ylza—Y Iy, — )

= —2yz—¥L; +4y*z2— %1, — + ...

ist, so hat man fir y = o:
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folglich, da I; fir diejenigen Werthe von z, welche Iy — o machen, nicht
verschwindet: .

d. h. die transcendenten Curveniiste stehen senkrecht zur Abscissenaxe (z)

in den Punkten, welche der Gleichung I;(z) = o gentgen.

103. Wird die Gleichung:

9U§+317:3 oy

= ~ bt )

oz dy oz
oy

unter der Voraussetzung, dass > = o wird, nochmals nach z differentiirt,
oz .

so ergibt sich:
| e : SEps %y
gty G o
y & },2 ) \— 2 7 e },2 2] Qg2

Fir die Punkte y,;, ¥., Js ..~ der y-Axe, wo z=0 ist, folgt hieraus

9—’Vl 2
el e

Da (geméss 52):
7r ; 7T
1/3} Ui(y,00=1— o Ui(y, 0),

und, wie aus den Gleichungen (68):
1 1

»

1— Uy, 0f = | cosdiy(l—u)du, ‘/

= | sinly(l—nu®)du

L
o o

. - - . / 7 ; . .
erkannt wird, |/ Z U(y,0) ebenso wie Vi Ug(y, 0) stets kleiner als 1 ist,

2

z’],-, hat sonach das nimliche

so ist Uy(y, 0) stets positiv, und [2°y/o
Vorzeichen wie der Werth U, (y, o), welcher in den Punkten y;, Yo, Ys; «+-
abwechselnd negativ und positiv ist 1), Man sieht also, dass der 1., 3., 5., ...
Curvenzweig, da wo sie die y-Axe treffen, nach unten (nach dem Coordinaten-

anfang zu) concav, der 2., 4, 6., ... nach unten convex sind.

Differentiirt man ebenso die Gleichung:
a(y—1Uz) | Ay—tUs) 2z

3 _I“ -

=0
oy oz oy

1) Der Ausdruck Uz (y,0) = Vg(y, o)+ sin (4 y 43 m) lisst dies nach dem, was iiber den
Gang der Werthe von V3 (y,o0) gelehrt worden, leicht erkennen.

i

| IS
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oz . i
unter der Annahme, dass —— = o wird, nochmals nach y, so erhalt man
C‘Y

zunachst:
dHy=—Bllg): . y—8tUsg) 9%z O
ayi' EE 2z By“ s
und daraus, weil (zufolge 102):
DR L
e byl b a

— 221 +12y%z2- ¥ 1y — + ...
iph, fir ¥y = o
T

| e
eytilang 22 Iy’

Nun ist aber in den Punkten der z-Axe, in welchen sich die Zweige
der Curve y—%U; = o0 erheben, Iy = 0. Aus der Gleichung (20):

| DO

L2

7

ergibt sich demnach fiir diese Punkte:

5
Ig —_— 2 I, )
und demnach: ; s
%0 it
Patlo . S

Der stets negative Werth dieses Ausdrucks zeigt, dass simmtliche
Curveniste, welche in den Punkten [; = o senkrecht von der z-Axe auf-
steigen, dem Coordinatenanfang ihre concave Seite zuwenden.

104. Die Entscheidung, welche von den Wurzelwerthen der Gleich-
ungen I; = o und Uy = o Maximis oder Minimis der Lichtstirke ent-
sprechen, ergibt sich aus der Betrachtung des zweiten Differentialquotienten
von M? nach z. Man hat aber:

a2 2 U8 Az I
e (w1, % 0, 00),
z" &3 ISR 2 oz J
oder, da: Y3
oUs - SETs |
e L) _
: = el = ;
1st: 3
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Daraus folot, dass iiber den Geraden I; =o Maxima oder Minima

liegen, je nachdem:
z31_,U; oder Ujcosz

positiv oder negativ ist.
Ueber den Curvenzweigen Uy = o dagegen liegen Maxima oder Minima,

je nachdem:
731, U; oder Ussinz

negativ oder positiv ist.
105. Der zweite Differentialquotient von M? wird Null fir diejenigen
Werthe von y und z, fir welche Iy und Uy gleichzeitig verschwinden.

In diesem Falle aber wird der dritte Differentialquotient von M?, namlich:

' o ey GEL Bl e
= |zt U+ —LU;+ LU 1L 1
\f ] > y 2 2 g 2 ).2 ) ¥

v
J

nicht Null, sondern nimmt den Werth:

23M 2 G
\ - ] 0

- 9zd

oder, weil:

und daher fiir I; = o:

ist, den Werth:

I

an, welcher (ausser fiir z=o0) von Null nothwendig verschieden, weil
(vergl. 97) z#I_; und Uy mit I; und resp. U; nicht gleichzeitig Null
sein konnen (88), sondern sich jetzt gerade in ihrem Maximum oder
Minimum befinden. Es ergibt sich sonach, dass fber jedem Durch-
schnittspunkt der beiden Liniensysteme I; = o und Us; = o0 ein Wende-
punkt der Intensititscurve liegt.

106. Geht man lings einer der Geraden I, =o (Fig. 1) iiber einen
ihrer Durchschnittspunkte mit der Curve U; =o weg, so wechselt das
Vorzeichen von Uy, nicht aber dasjenige von I_,. FEs wechselt demnach
hier auch das Vorzeichen des Ausdrucks:

1.y Uy

Abh. d.II. CL d. k. Ak. d. Wiss. XV. Bd. I1L. Abth. 81




618

welches (geméss 104) iber Maximum und Minimum entscheidet. Befinden
sich also iber dieser Geraden diesseits ihres Schnittpunktes mit der Curve
U; — o Maxima der Lichtstiarke, so liegen jenseits Minima, und umgekehrt.
Schreitet man ferner lings einem Stiicke der Curve U; = o fort iiber
einen ihrer Schnittpunkte it einer der Geraden I, = 0, so wechselt das
Vorzeichen von I;, nicht aber dasjenige von U, weil fir [ =o die
Gleichung U; = — U; gilt, und U; wegen Uy =o0 in diesen Punkten zu
einem Maximum oder Minimum wird. In den Schnittpunkten tritt dem-
nach auch ein Zeichenwechsel des Ausdrucks:
ein, welcher in diesem Falle (104) durch sein Vorzeichen die Maxima
von den Minimis unterscheidet, und folglich ein Uebergang von grossten
zu kleinsten Werthen der Lichtstarke, oder umgekehrt; in diesen Durch-
schnittspunkten also, mag man sie lings der Geraden I, — o oder langs
der Curven Uj; = o iiberschreiten, springt das Maximum (oder Minimum)
der Lichtstirke von der Linie der einen Gattung auf die Linie der
anderen Gattung tber.

107. Der zweite Differentialquotient von M? verschwindet ferner noch,
wenn nebst Uy = o auch noch Uy = o ist, also in den Schnittpunkten der
beiden durch diese Gleichungen dargestellten Curven. Da alsdann auch:

i1st, so entsprechen diese Punkte denjenigen Maximal- oder Minimalwerthen

der Ordinaten der Curvenzweige U; = o, welche nicht auf der y-Axe

liegen (denn dort ist ja Uj;(y,o) stets positiv).
Auch diese Punkte sind, weil fiir Uy =0 und U; =o der dritte
Differentialquotient von M® nicht verschwindet, sondern:

e

ST
wird, Wendepunkte der Intensititscurve. Da fiir I, =o, d. i. fir
z=(mn-41)n, Uy = — U;, und sonach:

oy

% " (a+Dny




619

nicht Null ist, so sieht man, dass keiner dieser letzteren Wendepunkte
auf einer der Geraden I, = o liegen, und demnach auch nicht mit einem
Wendepunkt der vorigen Art zusammenfallen kann. Da ferner in diesen
Punkten U; sein Vorzeichen #ndert, I; dagegen nicht, so erfahrt hier
der Ausdruck I;U;, dessen Vorzeichen das Merkmal fir Maximum und
Minimum ist, ebenfalls einen Zeichenwechsel. Die Gipfelpunkte der Curven-
zweige Uy = o bilden also auf diesen Curven selbst die Grenzscheide zwischen
Maximis und Minimis der Lichtstirke.

In der Fig. 1 sind zwei solche Gipfelpunkte, auf dem zweiten und
auf dem vierten Curvenzweig, wahrzunehmen.

108. Wenn y<z ist, so ist fir z = (n+ 1) (geméss 90):

U

= (— 17 3 (Vi(2d,0) —V4(20,0)),

also niemals Null. Wendepunkte der ersten Art kann es also im Schatten-
gebiet (y<z) nicht geben, sondern die Geraden z = (n-} 1)z behalten
ihre Eigenschaft als Orte der Intensititsminima, mit welcher sie sich
von der z-Axe erheben, durch den ganzen Schattenraum und auch noch
an der Schattengrenze (y — z) selbst bel.

Daraus folgt weiter, dass ebendaselbst die Curvenzweige Uy = o
durchaus Triager von Intensititsmaximis sind, dass folglich Wendepunkte
der zweiten Art weder im Schattengebiet noch an der Schattengrenze
vorhanden sind.

Die Wendepunkte der einen und der anderen Art kénnen also nur
innerhalb des direct beleuchteten Theils des Beugungsbildes vorkommen.

Da firr diesen Theil y>z, also lings den Geraden I; =0 y>(@ -+ 1)=
ist, so wird hier der obige Ausdruck fir ay/ez negativ, und zeigt sonach,
dass die Wendepunkte der ersten Art nur auf absteigenden Aesten der
Curve Uy = o liegen konnen.

109. Der zweite Differentialquotient von M? (104) wird endlich noch
Null in den Punkten y,, Y., ¥s, ... der Ordinatenaxe (100), weil daselbst

z=o0 und Uy(y,0)=o ist. Da fir diese Werthe auch der dritte Dif-
ferentialquotient (105) verschwindet, nicht aber der vierte:

24M 2 5

(9] 1 Q.8
(VA LY

Ay el —1-3] — =5 Up [+ 214] + ZL1,),

,’g {7,3 I”iUig =

.
dz* ¥

Ol s

y
o3 et
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welcher vielmehr den stets positiven Werth (vergl. 103):

LN 4 s e :
= .,l*Z5I_gL“;;J ==
b 7 ln=0o

914‘-‘_
annimmt, so ist die Lichtstirke in allen diesen Punkten ein Minimum.

110. In allen iibrigen Punkten der Ordinatenaxe dagegen, wo U;(y,o0)
nicht Null ist, wird die Gleichung:

oM2
e

oz
erfilllt, ohne dass gleichzeitig der zweite Differentialquotient von M? ver-
schwindet. Derselbe erlangt vielmehr den Werth:
83)/‘[2’
l oz*

9

vi

T

z-é'I.,é,Ui_,:l — V2 (3, 0),

Z=0 Z==0

und zeigt, dass die Lichtstirke in der Bildmitte ein Maximum ist von

= b ) Y, von Yy -V, bis vy —¥,  vyou vV =9 b vy s i,
ein Minimum dagegen fiir die dazwischen liegenden Strecken der y-Axe.
In den Punkten y;, vs, ¥, ... selbst aber ist die Lichtstarke stets Minimum,
wie oben gezeigt worden?).

Die Maxima und Minima der Intensitit langs der y-Axe, welche
wir oben (95; Tab. Va) kennen gelernt haben, sind die grossten Maxima
und die kleinsten Minima, welche in der Bildmitte vorkommen; sie fallen

zwischen die Punkte y;, v,, ¥3, ---.

111. Hiemit sind die Orte sammtlicher Maxima und Minima tiber
die ganze zy-Ebene unzweideutig bestimmt. Um ein anschauliches Bild
von ihrer Vertheilung zu geben und den Ueberblick iiber die verwickelten
Gesetze der Erscheinung zul erleichtern, sind in der Fig. 1 diejenigen
Stiicke der Linien I; =0 und U; = o, welche den Minimis der Licht-
stairke entsprechen, stirker ausgezogen, als diejenigen, iber welchen die
Maxima liegen. Denkt man sich eine zur z-Axe parallele Gerade iiber
gibt dieselbe durch ihre Schnittpunkte

(2

die Zeichnung weggleitend. so
mit diesen Linien die Orte der Maxima, der Minima und der Wende-
punkte der Intensitat an.

1) Hiedurch ist ein Irrthum Gilbert's (L. c. p.31) berichtigt, welcher angibt, dass an diesen
Stellen die Intensitit ,ni maximum, ni minimum® sei.
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112. Denken wir uns in dieser Fig. 1 durch den Coordinatenanfang
gerade Linien y — cz gezogen, so lassen sich hinsichtlich der entlang diesen
Geraden stattfindenden Intensititen dhnliche Betrachtungen anstellen, wie
bei den Beugungserscheinungen der kreisférmigen Oeffnung (§ 66 und 67
der vorigen Abhandlung), welche deshalb hier nicht wiederholt zu werden
brauchen.

Unter diesen Geraden, zu welchen auch die y- und die z-Axe selbst
gehoren, ist besonders ausgezeichnet die Gerade y =z, welche der Grenze
des geometrischen Schattens entspricht. Sie ist in Fig. 1 punktirt
eingezeichnet.

Entlang der Schattengrenze hat man:

* (Vi@ 2)+ Vi),

oder, weil fir y = z:
6o — 2 J: =0, Uyfo, 0) =0, U;z(0,0) =0
und daher zufolge (89):
U, (2, 2) = 1 Uy(4z, 0)-cosz - 1 Uy (47,0)-sinz,

U;(z,2z) = — 4 Uy (42, 0)-sinz - £ Uy (42, 0) - cosz
ist:
- 7T $0e= 5 :
M2 = 7 (U} (42, 0) + Ui (4%,0)).

Vergleicht man diesen Ausdruck mit demjenigen, welcher die Licht-
stirke in der Mitte des Beugungsbildes ausdriickt, namlich mit (94):
T2 7 2 \ 27
M = Oy (U' (¥, 0) Jf"' U$ (.Y: O)) ;
so erkennt man, dass die Intensitit lings der Schattengrenze dasselbe Gresetz
befolgt wie entlang der y-Axe, und ihre Werthe dort fupz— 1.9 50 ¢
die namlichen sind, wie hier fir y =4, 8, 12, ..., folglich in der Tab. V.
bereits enthalten sind.
Die Vergleichung dieser beiden Intensititsausdriicke zeigt ferner, da
y dem Quadrate der Spaltbreite proportional ist, dass am Schatten-
rande die Lichtstiarke ebenso gross ist als diejenige, welche
bei unverinderter Lage von Lichtpunkt und Bildebene ein Spalt von

doppelter Breite in der Mitte des Bildes hervorbringen wiirde.

il
B
L
(R

R

Aydmse
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VI Abschnitt.
Beugung durch einen schmalen Streifen.

113. Bezeichnet r die halbe Breite des Streifens, und geht die vom
Lichtpunkt auf die Ebene des Streifens gefallte Senkrechte durch dessen

Mitte, so hat man die Integrale C und S (4) einerseits von co bis

—r, andrerseits von —r bis + oo zu erstrecken. Da die Theilintegrale

o, und o'y (6) fir diese Grenzen verschwinden, und die Theilintegrale

>

vy und 9’y von —oo bis —r genommen offenbar denselben Werth er-
halten wie von -} r bis -} oo, so ergibt sich (12, 33):

<

/i
s 27 : : &
G r]/ . (\ 1(y,2)-sinky -+ Vi(y, z)-cos V) ;

[5]

//:)H S 5 : ;
S=r l/ — (\" 1 (y,2)-cosly —V;(y,2)-sinl y) :
; AnEC 2 Y 5
worin y und z die namliche Bedeutung haben wie bisher (91).

Die Lichtstirke M®* = C° -+ §° in irgend einem Punkte des Beugungs-
bildes ist demnach im gegenwértigen Falle, wenn wir analog wie vorher
die Breite 2r des Streifens gleich 1 annehmen:

M =2 (Vi(2) + Vi 2).

114. Da die absoluten Werthe von V,(y,0) und V4 (y,0) mit wachsen-
dem y stetig abnehmen, so kann die Intensitat lings der y-Axe:

W = 7 (Vi@,0) -+ Vi 0)

keine Maxima und Minima besitzen, sondern nimmt mit wachsendem y
unaufhorlich ab.

Die numerischen Werthe von V ; V.(y,o0), I/ ): Vi(y,0) und M* waren,

nachdem die Tab. XXII. zu Gebote stand, leicht zu erhalten; sie sind in

Tab. XVI. fiir alle ganzzahligen Werthe des Arguments y von y = o bis
r = 60 aufgefiihrt.




Etwa verlangte Zwischenwerthe erhdlt man, wenn nur geringere
Genaunigkeit verlangt wird, aus der Tab. XVL selbst durch lineare Inter-
polation, und vollig genau durch das oben (78) bereits angegebene
Interpolationsverfahren.

115. Da in den Tab. VI. bis XV. die Zahlenwerthe von ‘/” U, (3, 2)
5=

und yf Usly,2) vou z—o bis z— 12 fur 3= 3 6 9 =2 b 30 hencily
2y = i

vorliegen, so konnten diejenigen von /7 V,(y,z) und }/™ Vy(y, z) mit
S, : Y & A

Hilfe der Gleichungen:

V17,9 = Uy (3,2) -+ cos (3 7 -

2

Vi, 2) = Us(3,2) —sin (457 -+

leicht gefunden werden. Dieselben sind nebst den zugehorigen Werthen
der Intensitét:
7T 2 - 2

= (Vé (¥, 2) + Vf > Z))
“in den Tab. XVIL. bis XX. niedergelegt, jedoch nur fiir die Werthe
y =3, 6, 9, 12. Die Intensititswerthe sind ausserdem noch in den
Fig. 13 bis 16 graphisch dargestellt, und zwar ist in den Fig. 13 und 14
10 M2, in den Fig. 15 und 16 100 M? als Ordinate aufgetragen.

4y

116. Da U, und Uy mit wachsendem z gegen Null riicken (vergl. 96),
so nihern sich gleichzeitig, wie aus vorstehenden Gleichungen ersichtlich
ist, V; und V; immer mehr den Ausdriicken:

7 2 : A 2
Q 1 3 dcr sroesl 1 4
cos (J y —*—E’\f —+ }*r) ; —— BN (_ Y 5 .7),
und die Lichtstirke selbst dem Werthe:
9 e g
Pk S S

Dieser Ausdruck, dessen jeweiliger Werth am Kopfe der Tab. XVIL
bis XX. angefithrt ist, gibt aber die volle Lichtstirke an, welche bei
Abwesenheit des beugenden Streifens auf der Bildebene herrschen wiirde.

Die Lichtstirke der ganzen ungehemmten Welle ergibt sich namlich

als Summe der Quadrate der beiden Integrale (vergl. 5, 34):
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b :, D 9 .
Ce={2n ’ (o) I_ ;(lo)cos L ke’de = ]/—»K£ sin (;i + 1 ﬂ) ;
i o - ; : / 29 12
S=y2r | lo)I_;(e)sin lke*de = l/ & o8 (j; -+ 1 n)
in folgender Gestalt:
[1\‘12] -~ 2p- . dun’
B f ke g

oder, wenn man wie bisher kr’ =y und 1 statt 2r setzt:

M, =2

<y

Die Interferenzstreifen verlieren sich demnach mit wachsendem Beug-
ungswinkel immer mehr in der vollen Beleuchtung.

117. Maxima und Minima der Lichtstidrke finden statt, wenn:

oM 2 ’/T( = AN g £ 9'\"-‘5)
i protl e g
oz y ‘V L) % . i 5,

ist. Man hat aber (gemiss 40):

2Y; Tt Vs 7
e .V_l., e e ‘71
Iz y : o7 Vi o
und demmnach:
oM ? (o S 2
Tt LA DR L e

oder, da (zufolge 38):

Vf‘ _xL ‘ = (j)glx
1st: z |
Gl

oz Y3

Die Lichtstarke wird also zu einem Maximum oder Mini-
mum, entweder wenn z!I; =0, oder wenn V; = o ist, oder auch, weil:

at I_y)

' v V3
7= e e : =

‘-}:7—

2z % . 7z 9z

ist, wenn entweder z!I_; oder wenn V3 zu einem Maximum oder
Minimum wird.




118. Der ersteren Gleichung:
o)
zily =0, odee Bz — O,

welche dem gegenwirtigen Fall mit dem vorigen gemeinsam ist, geniigen

die Werthe z=n, 27, 37, .... Da fir dieselben Argumente die Werthe
[ oy /7 17 . . s r

von V - U, und V 7 Uy bereits bekannt sind (Tab. VI bis XV), so ergeben

t O i ‘/ JaT r 1//; T 5 4 = o A

sich diejenigen von VV; und VI Vy sofort aus den zwischen den U

und V bestehenden Beziehungen (115). Sie konnten aber auch unmittel-
bar aus den Tab. XVII bis XX mittels der Gleichungen:

Lheto=Vo ot ove ) o

2y 2y gyrizdl

,, . g Wbl o
Vj('}.!llff):‘:—g};\/z‘{—( 1)-3!‘\“—~.!—('1) ':,;!\’_.§+—

2y. : 2y
gefunden werden, wo ebenso wie frither:
h = 2z = &
ist, und die Coefficienten der Reihen aus den nichstgelegenen Tabellen-
werthen durch fortgesetzte Anwendung der Gleichung:
on-f-1

T T Y\ 2
\ g Jnhl _+‘ ‘ g (/‘) Iiu—'r—l

9 TR ! 2

sich ergeben.
Die erstere der beiden obigen Reihen dient auch dazu, die Wurzel-

werthe der Gleichung V, = o zu bestimmen, zu welchen dann die zu-

gehorigen Werthe von V; mittels der zweiten Reihe gefunden werden.
Die so ermittelten Werthe von z, fiir welche die Lichtstirke ein

Maximum oder Minimum wird, sowie diese Maxima und Minima selbst

b)
sind jeweils am Fusse der Tab. XVII bis XX aufgefiihrt.

119. Zur besseren Uebersicht iiber die Vertheilung der Maxima und
Minima im Beugungsbilde verzeichnen wir wiederum in der zy-Ibene
(Fig. 12) nebst den Geraden I, = o die transcendenten Curven V; = o,
mit Hilfe der in den eben erwihnten Tabellen angegebenen Wurzelwerthe

der letzteren Gleichung.

Da i (:)L o (i) gl (i) glii i

Abh. d. I1. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XV. Bd. ITL. Abth. 82
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bei unbegrenzt wachsendem y dem ersten Reihenglied:

z\3 i g
(—) e l/ — COS Z
v : sy

immer niher kommt, so sind die zur y-Axe parallelen Geraden, deren
2m 1

1-n der Gleichung cosz

Abscissen z — — o geniigen, Asymptoten der
Aeste der Curve V, =o.

In der Fig. 12 sind diese Asymptoten, welche den ferneren Ver-
lauf der Curveniste in der Richtung der wachsenden y leicht tibersehen
lassen, punktirt eingezeichnet.

120. In der Gleichung:

2
5 2 Z
T Rt L e e

verschwindet der Cosinus zur Rechten, so oft:

St 4m -1

= =

wird. Diese Gleichung stellt aber eine Schaar von Kreisen (die nam-
lichen, welche wir bereits oben (101) kennen lernten) dar, welche von
den Punkten y =(m -+ 1)a der y-Axe aus mit den Radien (m—-})7
beschrieben sind, und demnach sammtlich durch den Coordinatenanfang
gehen.

Diesen Kreisen entlang ist stets V, = Uy, woraus man erkennt, dass
jeder Punkt, in welchem das im vorigen Abschnitt betrachtete Curven-
system Uy = o von diesen Kreisen getroffen wird, auch auf der Curve
V, = o liegt, so dass, wenn das eine Curvensystem gezeichnet ist, Punkte
des andern mit Hilfe dieser Kreise leicht constructiv zu finden sind.
Dieses Verfahren wurde in der That, nachdem Fig. 1 entworfen war,
bei Construction der Fig. 12 mit Vortheil benutzt.

Da Uy, wenn y immer kleiner wird, unbegrenzt abnimmt, so ergibt
sich noch, dass die Zweige der Curve V; — o mit abnehmendem y sich
denselben Kreisen immer mehr niahern, und daher wie diese sammtlich
durch den Coordinatenanfang gehen.

Aus dem hiemit vollig iibersehbaren Verlauf der Curve V, = o lésst

e

sich noch entnehmen, dass ay/ez fiir alle ihre Punkte positiv ist.
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121. Auf welchen Stiicken der Linien I; = o und V; =o Maxima
oder Minima liegen, entscheidet sich durch Betrachtung des zweiten
Differentialquotienten von M? nach z. Derselbe 1ist:

SR g aVy Vv oz} ,l)_)f))
; W w5 o
oder, weil: :
oV 7 Azt Iy
—_— = — Yoy o )_“75 o
. oz Y 2 2z
1st:
QM2 7t (2 - =
2L B i )
oz N . i

Ueber den Geraden I = o liegen demnach Maxima oder Minima,
je nachdem: : .
17» 1 X 1
positiv oder negativ 1st.

Auf den Curven V, dagegen sind Maxima oder Minima vorhanden,
wenn: r

I}, " g

negativ oder positiv ist.

122. In der Mitte des Bildes, d. i. in der Mitte des geometrischen
Schattens, ist die Lichtstirke immer ein Maximum; denn fir z = o wird:

o
7l =0, 7,51““:'/“
: g 7T

und demnach:

M2 Tg 70 o
‘ e l/ \j~\"_3(}'.0)

immer negativ.

Da V, und Vy, ausser fir y = oo, niemals gleichzeitig verschwinden,
wie man aus den Formeln (88) mit Riicksicht auf die Beziehungen (115)
leicht erkennt, so kann die Intensitat niemals Null werden.

123. Der zweite Differentialquotient von M* wird Null in den Durch-
schnittspunkten der beiden Liniensysteme I; =0 und Y, =0, der dritte
dagegen nicht. Dieser namlich:

M2«

9z® . yh

(B0 + 2LV 4

bekommt hier den Werth:

98M2-
=
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oder weil:
und demnach fir I, = o:

ist, den Werth:

welcher, weil I_; und V3 nicht gleichzeitig mit I, und V; verschwinden
koénnen, nothwendig von Null verschieden ist. Ueber einem Durchschnitts-
punkt der Linien I; = o und V, = o liegt also weder ein Maximum noch
ein Minimum, sondern ein Wendepunkt der Intensitatscurve.

Ueber jedem der Durchschnittspunkte der beiden Liniensysteme findet
ebenso wie im vorigen Fall ein Ueberspringen der Maximal- oder Minimal-
werthe der Lichtstirke von der einen Liniengattung auf die andere statt,
wovon man sich durch Betrachtungen, die den oben (106) angestellten
ganz analog sind, leicht iiberzeugen kann.

124. Der zweite Differentialquotient von M? wiirde auch noch ver-
schwinden, wenn zugleich V; =0 und V_; = o0 wire. Da aber, wenn
V; =o0 (und demnach V; nicht Null) ist, der Differentialquotient:

5

a gLy 4
< )‘

stets positiv bleibt (120), so kann V_, niemals mit V; gleichzeitig ver-
schwinden. Wendepunkte zweiter Art, wie im vorigen Fall, gibt es also
in diesem Falle nicht.

125. Wenn y>z ist, so wird fir z = nn (zufolge 90):
V) = (— 17§ (V4(29, 0) + V,(20, 0)),

also niemals Null. Im Schattengebiet kénnen demnach die Zweige der
Curve V; = o von den Geraden Iy = o nicht getroffen werden, und ebenso-
wenig an der Schattengrenze (y — z) selbst. Sammtliche Wendepunkte
der Lichtstirke befinden sich sonach in dem direct beleuchteten Theile

des Beugungsbildes.
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e —])” l i ;1

ist, so nimmt hier der Ausdruck I_;V,, der in diesem Falle zwischen
Maximum und Minimum entscheidet (121), den stets positiven Werth:

Da fir I = o oder z=

—[i/ (\ (29, 0) + V4 ( (7,0))

27t ;!
an, und zeigt hiemit, dass im Schattengebiet den Geraden Iy =o durch-
aus Maxima der Lichtstirke entsprechen.

Weil fiir y>z und z = nzn (zufolge:90):

Vi=(—1)1 /\/"»g(“l_)‘()“, 0)+Vi(20,0)), Vy=(-—1)n4% V;(29,0) -+ V(20,0 :
Lol 1(20,0 ; Ya\ Vs 1(20,0)

o

ist, so werden diese Intensititsmaxima ausgedriickt durch:
Aty ' () Aot T :
M: - (\ (24, 0) + V4 (20, o)) 4 ( 1(2d,0) + Vi (20, o)) I

Da die absoluten Werthe von V,(2J,0) und V:(2d, 0) rasch zu-
ﬁ nehmen, wenn ¢ sich der Null néhert, so erkennt man hieraus, dass

diese Intensititsmaxima immer heller werden, je niher sie der *(,hdtton—

grenze liegen.

Die Intensititsminima innerhalb des geometrischen Schattens miissen
sonach den transscendenten Curvenisten V; = o angehoren, von welchen
je einer zwischen zwel aufeinanderfolgenden der Geraden Iy =o ent-
halten ist (119).

Fir diese Minima hat man (90):

V= 1(V;(29,0) 4+ V;(20,0) ) cosz -1 {V;3(2d,0)— V4(20,0) sinz = o

) 2 2 7 g pnst

und:

M (V} (2d,0)— V; (20, u})sinz - l( Vi(29d,0)+ Vi(20, o‘))uoszl

oder auch, wenn man sinz und cosz aus diesen beiden Gleichungen

eliminirt:

vV, ()() 0) o 1(20,0) =Ny ("2<)‘,(>) = V(20,0

M? = —. - el
Sy (V_("r) o)+ V; 1 (20, 0) (\ (20, —Vi;(‘l(i,o/))—
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Da die Curveniste V; = o0 sich mit wachsendem y den Geraden
cosz — o immer mehr nidhern, so sind diese Minima um so naher durch:

W= (V,(20,00—V,(20,0))

ausgedriickt, je grosser y wird. Dieser Ausdruck zeigt, dass diese Minima
sehr dunkel sind, und zwar um so dunkler, je weniger J und ¢ von
einander verschieden sind, oder je mehr man sich der Bildmitte nihert.

Durch die Feststellung, dass innerhalb des Schattengebietes die Ge-
raden I; = o den Maximis, die Curvenzweige V; — o0 den Minimis der
Lichtstirke entsprechen, ist nun zugleich auch die Vertheilung der Maxima
und Minima iiber die ganze zy-Ebene unzweideutig bestimmt. In der
Fig. 12, welche mit Fig. 1 vollkommen analog ist, sind diejenigen Stiicke
der beiden Liniensysteme, iiber welchen die Minima liegen, durch stirkeres
Ausziehen vor denjenigen, welche den Maximis entsprechen, kenntlich
gemacht.

VII. Abschnitt.

Beugung an einem geradlinigen Rand.

126. Erstreckt sich der einerseits von einer geraden Linie begrenzte
undurchsichtige Schirm andrerseits (nach der Seite der negativen §) ins
Unendliche, und geht die vom Lichtpunkt auf die Bildebene gefallte
Senkrechte durch den Rand des Schirmes, so hat man die Integrale
C und S (4, 5) von ¢ = 0 bis ¢ = oo auszudehnen, und erhalt:

= r(?os(g kg® — lg) do :" cos 1 keo®coslpdp -+ ‘ sin } k¢”sinlg do,

o)
o

5 ‘ sin (3 ke® —1p)do = ‘ sin 1 ko’ coslpde — ‘ cos Lke®sinlpdo,
[y LY o 2
wo: ’ 5
i 2% a-+ b &
e ] ab b

ist. Nun ist aber, wie aus (34) und (64) fir » = 1 hervorgeht:




cos 1 kg*coslode
v/
0
AR
sin 1 ko’ cos lo dg
e/
0
sin 1 ko’sin lp dg
U.
-
cos L ko*sinlo dg
e

Es ergibt sich daher:

,_
o
|
]t
9
N’

)1 i

=)/ 50

C:l/-fﬂ— sin(i—{—ln)ﬁ—&(;.) ;

und sonach die Lichtstarke:

w

1 = 2
9k 7*‘ 1 :'1.) —Li(ll "O) )

T
= ‘/ cos(
2k 2

\(sm ‘71—.1) J*U:(;z,“)) 4»(@05\/111 ‘17) —-U;;(i,

Da bei Abwesenheit des Schirmes sich:

dowo

ol
\ e [ - o2t i dcy |Eeisllins
C = | costke’coslopde =2 l/ TR (21{ -1 ,r) >

- 160

+

an
I

- ®

e

Bezichen wir daher die Intensitit in

bildes auf diese volle Lichtstéin

aqusdruck

o ‘12
: 5 7T J2
sin 1 ke®coslpdo = 2 e coal— = L
2 N §ANTEN ¢ 2k 4

die volle Lichtstarke der ungehemimten Welle:

97t

k

einem Punkte des Beugungs-
ke als Einheit, so wird unser Intensitats-

1
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MO—( 5111(9] "z) - i )) (1(-0%(9] )“_EU L,o))

Diese Formel gilt, sowohl wenn & und damit 1 positiv ist, d. i.
ausserhalb des geometrischen Schattens, als auch innerhalb des geo-
metrischen Schattens fiir negative Werthe von & oder .

127. Will man im letzteren Fall die Intensititsformel so uméandern,
dass § und 1 vom Schattenrande in den Schatten hinein ebenfalls positiv
zu zahlen sind, so hat man zu beachten, dass, da die U-Functionen durch
die Gleichungen (54, 77):

s,E)=)/ 2=l uEo= /2o p @

a2 7p¢1

definirt sind,

S e il B = =, (%,

ist. Man hat daher im Schattengehie‘r:

M® = (ein (5 4 17 ) =30, 0)) + (deos(p+2a) +

oder, weil (36, 76):

i

POt

Ui (5.9))

2

V(o) = U5 19) 008 (B g), VoEo) = Uy (2uo) —oim (L
1st, sehr einfach:

M= (3V,(5.0) +(3Va(E )

) L % s
Setzt man der Kiirze wegen i =x, so hat man jetzt ausserhalb des
geometrischen Schattens:

_Ll*[)

1\13":(1%111(1\¢ tn) + LU (x, ())) { (icos(fix—}—l;'1)—‘_1,U3(x,o))2

2 2
= ((;os(__‘, X--1a)—1V.(x, u‘)) = (sm EFx+11)+1V;x, 0)) :
und innerhalb des geometrischen Schattens:

e == (3 sin(3x + 1a) — 1U,(x, 0)) ~ ( teos(F x4 1a)+ 1U(x, 0))L

9

e m)d e (1 Vi (x, o).\):.
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