
Allgemeine Einleitung,

Wenn ein brauchbares Verfahren entdeckt wird, eine sogenannte 
willkürliche Function in eine Reihe der Form:

A o Vo(x) + A1 Cf1(X) + ·-·

zu entwickeln, wo y0(x) , φ,(χ) , · · · bestimmte mit jener zu entwickelnden 
Function ausser Zusammenhang stehende Functionen sind, die Grössen 
AojA1,"- aber von x ■ unabhängige Coefficienten vorstellen: so wird 
eine solche Entwickelung, welche der willkürlichen Function gleichsam 
eine Uniform anzieht, und ihren besonderen Character in die constanten 
Coefficienten verlegt, stets die Aufmerksamkeit der Analysten auf sich 
lenken, und zwar um so nachhaltiger, je einfacher die Functionen φ 
und die Coefficienten A zusammengesetzt sind. Daher waren auch die 
allereinfachsten Reihenentwickelungen, die Potenzreihen und die trigono­
metrischen Reihen von jeher bevorzugter Gegenstand mathematischer 
Speculation, so dass die Analysis den Untersuchungen, welche man über 
diese Formeln oder doch mit ihrer Hülfe angestellt hat, ihre merk­
würdigsten Gebiete verdankt. 1J I)

I) Die im Texte angeführten Reihen bleiben die merkwürdigsten Formeln der Analysis, trotz 
der Loi supreme von Wronski, von dessen Bestrebungen ich durch mündliche Mittheil­
ungen Richelots und durch Aufsätze des Herrn Abel Transon (Νοιιν. Ann. de Math. 
II Serie, Tome XIII) Kunde habe. Herr Abel Transon spricht sein Befremden darüber 
aus, dass die Mathematiker keine besondere Vorliebe für die Wr ο n s k isehen „Gesetze“ an 
den Tag legen. Ich muss das Urtheil der Mathematiker in Schutz nehmen. Betrachten 
wir Wronski’s allgemeinstes Ergebniss, dass er irgend eine Funktion f(xj in jede Reihe 
der Form Α0φ«(χ) -f- Aiqci(x) -f- ... zu entwickeln lehrt, welcher Art die Functionen φ0 , ψι ... 
auch sein mögen, so liegt, wie mir scheint, die Sache so: Ist die Möglichkeit der 
Entwickelung naebgewiesen oder wahrscheinlich gemacht, so ist Wronski’s Coefficienten- 
bildung, weil sie für alle Reihen dieselbe ist, und daher im gegebenen Fall äusserat 
verwickelt ausfallen muss, im Allgemeinen unbrauchbar. Man versuche z. B. die Coef- 
ficienten der Entwicklung nach Kugelfunctionen auf diese Weise zu bestimmen. Steht 
dagegen die Möglichkeit der Entwickelung selbst in Frage, so ist die Form der Coefficienten 

Abli.d.II. Cl.d k.Ak.d Wiss. XII, Bd II.Abth. A



Die Potenzreihen und die trigonometrischen Reihen, so ungleich 
ihr äusserer Eindruck auch sein mag, lassen sich doch als verschiedene 
Erscheinungsformen ein und derselben unendlichen Operation auffassen, 
als welche man nach Belieben eine von ihnen betrachten kann. Wenn 
man aber genauer zusieht, so erkennt man, dass diese Verwandtschaft 
mehr in den Bezeichnungen liegt, und dass zwischen den Potenz­
reihen und den trigonometrischen Reihen, wenn bei beiden die Voraus­
setzungen gemacht werden, welche ihre Eigenthümlichkeiten zur Geltung 
bringen, dem Sinne nach ein tiefer Unterschied waltet. Um es kurz 
zu sagen, die trigonometrischen Reihen sind ein Grenzfall der Potenz­
reihen, bei dem aber Voraussetzungen zulässig sind, ja in den Vorder­
grund treten, die der allgemeine Eall ausschliesst, wodurch sich dann 
das Imaginäre als das eigentliche Gebiet der Potenzreihen erweist, 
während die trigonometrischen Reihen, so weit an ihnen etwas Besonderes 
ist, dem Reellen angehören. Führen wir dies nun genauer aus.

wieder zu verwickelt, um die Convergenzprüfung der Reihe, in der sie auftreten, zu er­
möglichen.

Aus diesen Gründen scheint, wenigstens vor der Hand, den Wronski'sehen Ergebnissen
nur ein formales Interesse zu gesprochen werden können.

Λ on Anwendungen, die auf andere Reihenformen führen, abgesehen, wird man indessen
Wronski darin nur beipflichten können, dass er das Hauptgewicht auf die Form 
Ao9Po(x) + A,qoi(x) -j- ... legt, in der das Argument gleichsam aus der individuellen Function,
die nur noch in den Coefficienten A steckt, herausgeholt ist. Entwickelungen anderer 
Gestalt giebt es die Fülle. Eine solche will ich als Beispiel hier anführen. Wenn in der 
Formel

B
7if(x) =s Iimh = l'd« f(«) 3-n~h(^_ χ —sin h(« — x)

Λ

(l —2 2^ cos pustatt h geschrieben wird so hat man wegen sin u = sin
B B B

cos px I qp{cc , x)cosp«f(a)d« + sin px I <p(«, x) sin p«f(«) d«
p = lA A A

CC —x
O

wo cp(cc, x) — 2 ——--- ^ . Diese Iieihe ist ihrer Form wegen merkwürdig. Sie geht in

die Fouri ersehe Reihe über, wenn den beliebigen Grössen AjB die Werthe —n t -}- n 
ertheilt werden, und Eins statt cp gesetzt wird.



Bekanntlich kann eine Potenzreihe

f(z) =V“ (UpZp + vpZ-p)
P = O

als trigonometrische Reihe geschrieben werden, indem man ^(cos ψ + 
i sin (f) für z einführt. Diese Umformung, durch die man die Function 
F(q>) — f(z) nach sin und cos der Vielfachen der reellen Grösse φ 
entwickelt erhält, ist es nicht, die wir hier brauchen, da es den Charakter 
einer trigonometrischen Reihe offenbar nicht verändert, wenn nur ihie 
Coefficienten complex sind. Sie lässt sich dann ja aus zwei reellen 
Reihen derselben Art zusammensetzen. Lehrreicher ist es umgekehrt 
die trigonometrische Reihe als Potenzreihe aufzufassen, indem man setzt:

f(z) =V Ca1
P = O

cos pz + bp sin pz)

ap ibp

F(?)

ib

= + νρζ-ρ) ,
P = O

WO L1 — β 1Z, Up g 5 vp 2

Untersuchen wir die Convergenz der so erhaltenen Potenzreihe:

F(£) =PV(ηρζρ + νρζ-ρ) .
P τ°

Es ist mod up = mod vp = W+V- Bezeichnet man mit R die. grösste
Zahl für die RPV^+V nicht mit P unendlich wird’ 80 ist die Reihe 
γ(ζ) convergent im Ringgebiet zwischen den um C = o als Mittelpunct
gezogenen Kreisen mit den Halbmessern ί und R, falls nämlich R>1 .

Ist R< 1, so giebt es keine Convergenz, und ist R = 1 , so artet der 
Convergenzring in eine Kreisperipherie aus. Da nun mod ζ = ey, so 
erhalten wir, R = eY gesetzt, für f(z) folgendes Convergenzgebiet: Ls 
ist eingeschlossen zwischen den Geraden x = ±Y, unter 1 den grössten 
Werth von y verstanden, für den noch |/ap + bpep , oder ape , br,e 
nicht mit p unendlich werden. Ist dieser Werth Y gleich Null, so 
artet das Gebiet in eine Linie aus, und ist Y negativ, so giebt es keine 
Convergenz. Was aber für R=I oder Y = o in jener Ausartungs­
peripherie oder für f(z) in der Ausartungslinie y - o stattfindet, bedar 
einer besonderen Untersuchung. Die Functionentheorie im engeren 
Sinne lehrt uns darüber nichts. ^
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Die Untersuchung der Convergenz einer Potenzreihe 
in derAusartungslinie ihres Convergenzringes bildet den 
eigentlichen Gegenstand der Theorie der trigoηometri- 
Reihen.

Denn wenn die Reihe f(z) ein Convergenzgebiet hat, so sind in 
diesem Gebiet die Function f(z) und deren Ableitungen stetig. Umge­
kehrt, wenn f(z) oder deren Ableitungen unstetig sind, so kann dies 
nicht innerhalb eines Convergenzgebietes stattfinden. Die Convergenz 
von f(zj wird sich auf die Ausartungslinie y = o beschränken müssen. 
Er folgt hieraus, dass die fälle, in welchen die trigonometrischen 
Reihen uns besonders merkwürdig erscheinen, lediglich der Analysis 
des Reellen angehören. Die Thetareihen z. B., welche in der Jacobischen 
Form wie trigonometrische Reihen aussehen, sind ihrem Wesen nach 
Potenzreihen und haben vom Standpunkte der Theorie der trigono- 
metrischen Reihen aus gar kein Interesse.

* *
%

Nachdem wir jetzt die trigonometrischen Reihen in zwei Klassen 
eingetheilt haben, die erstere, mit Convergenzgebieten, welche wir als 
Potenzreihen auffassen und ausscheiden, die zweite, mit einer Convergenz- 
Iin ie, welche wir als echte trigonometrische Reihen ansehen, so ist 
noch mit einigen Worten auf die engere Benennung: Fouriersche 
Reihen einzugehen.

So pflegt man die trigonometrischen Reihen
P = OD

f(x) = Σ (ap cos px + bp sin px)
P = O

zu nennen, wenn ihre Coefficienten durch die Ausdrücke:

" +A + π
nao T I dßf(a) , Trap — I dßf(a) cos p« , nbr — ^

daf(a) sin pc

darstellbar oder richtiger dargestellt sind. Wir wissen gegenwärtig, 
unter welchen genaueren Bedingungen dies möglich ist, und wissen

f



namentlich, dass die Integrirbarkeit von f(x) dazu ausreicht..11) Jene 
Benennung erfreut sich indessen keineswegs geschichtlicher Berechtigung, 
sondern die als Fouriersche zu bezeichnenden Beihen müssten anders 
umgrenzt werden.

Die vorstehende Bestimmung der Coefficienten der trigonometrischen 
Reihe rührt eben nicht von Fourier her, sondern der Form nacli 
von Lagrange111), und ist mit vollem Bewusstsein zuerst von Euler 
gegeben17). Euler’s scharf gedachte aber zu beschränkte Vorstellung 
war, dass jede Function f(sin x , cos x), die nach Potenzen von sin x , cos x 
sich entwickeln lässt, auch in eine nach Vielfachen von'x fortschrei­
tende Sinus oder Cosinusreihe entwickelbar sei, und er hat die Coef- 
ficienten dieser Entwickelungen wirklich in der heute bekannten Form 
schon dargestellt.

Fourier’s Coefficientenbestimmung ist jedenfalls nicht besser als 
die Eulersche und beide scheinen mir sogar weniger befriedigend 
als die ursprüngliche von Lagrange.7) Fourier’s bahnbrechender 
Schritt war vielmehr die durch überzeugende Beispiele bestätigte 
Divination, dass die trigonometrischen Reihen auch unstetige Functionen 
darstellen, und dass man die zu entwickelnde Function vom Argument 
in beliebiger Weise abhängig annehmen darf — natürlich innerhalb des 
Functionsbegriffs seiner Epoche. Um diesen Schritt gehörig zu würdigen, 
muss man sich in der einschlägigen Literatur des vorigen Jahrhunderts 
umsehen. Man kann auf Grund der obigen Ueberlegungen die Schöpfung 
Fourier’e der Eu 1 ersehen gegenüber kurz so kennzeichnen: Dievon 
Euler gemeinten Reihen haben ein Convergenzgebiet, die von Fourier 
in die Analysis eingeführten haben nur eine Convergenz 1 i n i e. Indessen 
es würde misslich sein, die einmal gebräuchlich gewordene Bezeichnung: 
Fouriersche Reihen so zu verschieben, wie es nach dem Gesagten

II) AbhandL d. k. bayer. Akad. der W. II. CL XII. Bd. I. Abth.
III) MiscelL Taurin. Tom. III, pag. 260.
IV) Nov. Act. Acad. scient. Petrop. Tom. XI, 1798. Ich verdanke diese Nachweisung Herrn 

W. Borchardt.
V) Dirichlet giebt im I. Bande des Dowe’schen Repertoriums die Lagrangesche OoeI- 

ficientenbestimmung wieder, und zeigt an einem Beispiel, dass sie ungenau ist. DerGrund 
der Ungenauigkeit ist aber die nicht als berechtigt nachgewiesene Häufung zweier Grenz­
übergänge, nämlich erstens in den Coefficienten von der Summe zum Integral, zweitens 
von der endlichen Gliederzahl zur unendlichen.



geschichtlich Rechtens wäre, und ich verzichte daher auf Vorschläge 
in dieser Richtung.

Um noch einen anderen mathematischen Ausdruck zu erwähnen, 
dem die nachfolgenden Betrachtungen gelten, so theilt Fourier mit 
Niemand den Ruhm, die nach ihm genannte Formel:

OO OO

O —OO
entdeckt zu haben. Wiewohl wir die näheren Umstände, auf denen 
ihre Eigenthümlichkeit beruht, jetzt völlig durchschauen, so erfüllen 
ihre Leistungen uns doch stets von Neuem mit Bewunderung, wie 
wir vom Anblick einer vorbeistürmenden Locomotive immer wieder 
mächtig ergriffen werden, wenn wir ihren Mechanismus auch noch 
so genau kennen.

In den gesicherten Besitzstand der Analysis wurden die Fourierschen 
Reihen

+ 71

Jdaf(ce) sin pce + cos px J d<xf(a) cos pa

71

eingereiht durch die berühmte Abhandlung von Lejeune-Dirichlet 
im IV. Bande des Grelle’schen Journals pag. 157. Es möchte diese 
Abhandlung die erste sein, in der die Nothwendigkeit erkannt wurde, 
innerhalb der Mannigfaltigkeit voraussetzungsloser Functionen, auch im 
Reellen, gewisse Classen mit noch immerhin höchst allgemeinen Charakteren 
auszusondern. Hierin liegt in meinen Augen der hohe Werth jener 
Abhandlung, namentlich gegenüber anderen gleichzeitigen oder früheren 
X ersuchen, die Fouriersche Entwicklung zu beweisen.

Während also Dirichlet den Functionsbegriff dem Gegenstände 
entsprechend zu beschränken lehrte, war er doch frei von den seit ihm 
veralteten Vorstellungen über das XVesen und die Stetigkeit der Func­
tionen. So sind seiner natürlichen und sachgemässen Ausdrucksweise



jene portions de fonctions gewichen, welche aus der Anschauung entspringen 
mochten, als ob eine Function gleichsam ein einheitlicher Organismus 
sei, aus dessen Stücken man allerdings, wie seit Fourier zugegeben 
werden musste, neue Functionen zusammensetzen könne, die aber den 
ungeheuerlichen Character ihrer Entstehung an der Stirne trügen.

Wenn die Entwickelung des modernen E unctiönsbegriffs unstreitig 
von den E1Ourierschen Entdeckungen ihren Ausgang nahm, so wird 
man gerechter Weise die bewusste Förderung jenes Begriffs und der 
damit zusammenhängenden Principien der Integralrechnung u. s. w. 
auf Fourier’s grossen Schüler zurückführen müssen, der mehr als 
irgend einer seiner Zeitgenossen, besonders durch seine Untersuch­
ungen über die Darstellungsformeln für willkürliche Functionen, zur 
Läuterung dessen beigetragen hat, was man die Metaphysik der Analysis 

zu nennen pflegt.
* **

Die Gültigkeit der Fourierschen Entwicklung ist von Dirichlet 
bewiesen worden für den Fall, wo die darzustellende Function f(x) 
im Intervall — π ·■· + π nicht unendlich viele Maxima hat, eine Be­
dingung, welche ich die Dirichletsche genannt habe. Nicht im 
Geringsten beeinträchtigt es die Bedeutung seiner Leistung, wenn er in 
einer Ankündigung am Schlüsse seiner Abhandlung, den Gültigkeits­
bereich der Fourierschen Entwickelung, wie aus dem IV. Capitel dieser 
Abhandlung folgt, überschätzt hat, indem er sie auf alle Functionen 
anwendbar erklärt, welche (in seinem Sinne) integrirbar seien, also 
jedenfalls auf alle stetigen Functionen. Er scheint dies unter der 
Herrschaft einer jener Täuschungen niedergeschrieben zu haben, die in 
diesen abstrakten Gebieten nur zu oft uns das ersehnte Gestade in un­
mittelbarer Nähe vorspiegeln, um uns, sobald das Trugbild sich auf­
gelöst hat, in tiefster Rathlosigkeit über den nunmehr einzuschlagenden 
Weg und in banger Ungewissheit über die Richtigkeit unserer Voraus­
setzungen zurückzulassen. Indessen soll Dirichlet den Glauben an 
den von ihm behaupteten Satz doch nicht verloren haben; auch ist ja 
dieser Glaube an die Entwickelbarkeit wenigstens aller stetigen Eunc-
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taonen m Fouriersche Reihen_ bis auf den heutigen Tag ein Stück der 
mathematischen öffentlichen Meinung geblieben TI).

Um so höher wird man es Herrn Li1Ischitz anrechnen müssen, 
dass er jene Convergenzfrage, so viel ich weiss, seit DirichIet zuerst 
wieder zum Gegenstand einer Veröffentlichung gemacht hat, in welche,· 
er eine Erweiterung.der Dirichletschen Bedingung mit dessen Methoden 
findet, und die Möglichkeit andeutet, dass eine dieser erweiterten Be- 
dingung nicht genügende Function auch nicht entwickelbar sei* Vl1).

* *
*

In der Richtung der Bestrebungen des Verfassers, der sich mit 
der allgemeinen Theorie der Darstellungsformeln für willkürliche Func­
tionen beschäftigte, und über den Gültigkeitsumfang seiner Ergebnisse 
natürlich möglichst genau sich zu unterrichten wünschte, lag es, auch 
die Convergenz der Fourierschen Darstellungen auf das eingehendste 
zu untersuchen.

Er will den Leser nicht davon unterhalten, wie er zuerst von der 
Allgemeingültigkeit der Entwickelbarkeit der Functionen in trigono­
metrische Reihen fest überzeugt war, wie er hundert schliesslich als 
lehlerhaft sich ergebende Versuche machte, sie zu beweisen, wie er, 
(vpr'es maint laleur et usaige lediglich aus der Dauer und der Viel-

U) Um nur aut Kiemann aioh zu berufen, so findet man bei ihm zwei Stellen (Dissert. pag 1 
„neuere Untersuchungen haben indessen gezeigt, etc." und üeber die Darstellbarkeit einer 
l· unction durch eine tvigon. Reihe, pag. 16, „In der That für alle Fälle der Natur etc") 
d,e schwerlich anders sich deuten lassen, als so, dass Riemann mindestens alle stetigen 
r unctionen durch trigonometrische Reihe darstellbar annahm.

Die Angabe, dass Dirichlet den Glauben an seinen Satz nicht verloren zu haben 
scheine, schöpfe ich aus einer mündlichen Mittheilung des Hrn. Weierstrass.

VII) Borch Journ 68. Bd p 28« Die im Texte gemeinte Muthmassung (auf der letzten Seitedes 
Aufsatzes), auf welche Hr. Lipschitz schwerlich Gewicht legt, dass möglicherweise schon

eine Function, für welche l~(f(<) - f(0 + o)) nicht verschwindet, für x = o nicht darstell­

bar sein könne, trifft in der That zu. Die durch Fouriersche Reihen nicht darstellbaren 
h unctionen beginnen da, wo a(x)(f(x] - f(o + o)) für x = o nicht verschwindet, und *(χ) so

langsam, oder langsamer unendlich wie ]1 wird. Im Fall, wo A(x) wie ll unendlich wird 

bleibt die Fouriersche Reihe aber endlich. (Diese Abh. Art. 40, Schluss.)



seitigkeit seiner erfolglosen Anstrengungen die Ueberzeugung schöpfte, 
dass die Dirichletsche Behauptung falsch sei, und wie auf solche Weise 
er endlich auf den Weg geführt wurde, den er von vorneherein hätte 
einschlagen sollen, nämlich seine Untersuchung genau da anzufangen, 
wo Dirichlet die seinige, soweit sie gedruckt ist, hatte fallen lassen, 
<1. i. bei den Functionen mit unendlich vielen Maximis Aber eben nicht die 
schwer zu bewältigenden allgemeinen Voraussetzungen über die Beschaffen­
heit der darzustellenden Function waren zu Grunde zu legen, sondern 
es galt, das Problem möglichst zu vereinfachen, also zu beginnen mit 
der Untersuchung der Entwickelbarkeit einer Function, wie etwa p(x) 
cos ψ(χ), wo ρ(χ) und (Mx)-1Rir x = o ohne Maxima verschwinden, und 
zusammengesetztere Functionen erst dann herbeizuziehen, wenn mit den 
einfacheren die Grenze der Darstellbarkeit durch trigonometrische Reihen 
nicht erreicht wurde. Als für diesen Zweck dienliche, nächst zusammen­
gesetztere Functionen waren, wie einige Ueberlegung zeigt, solche der 
Form p(x) cos Ψ(χ) anzusehen, wo Vr(X), statt wie ψ(χ) ohne Maxima 
unendlich zu werden, vielmehr in geeigneter Weise mit unendlich vielen 
Maximis unendlich wird. Die auf die Darstellbarkeit der Functionen 
bezüglichen Ergebnisse der angedeuteten Untersuchung waren kurzgefasst 
folgende:

Alle Functionen (Rx) cos 1pix) sind, unter den obigen Be­
stimmungen über (Fx) und y/(x), für x = o darstellbar, wogegen man 
bei Einführung der Function p(x) cos Ψ(χ) sogleich ein Gebiet 
zum Theil nicht darstellbarer Functionen betritt.

So wurde denn der durch das Convergenzproblem zu bohrende 
Tunnel an beiden Enden, an dem der Convergenz und an dem der 
Divergenz, gleichzeitig in Angriff genommen, und es gelang — mit 
Hülfe einer gewissen neuen Rechnungsart sogar verhältnissmässig leicht
__ dem practischen Bedürfniss jedenfalls vollauf zu genügen, und auch
eine vor der Hand wohl befriedigende theoretische Einsicht in diese 
dunkelen Fragen zu gewinnen. Eine vollständige Einsicht keineswegs. 
Vielmehr möchten gerade die nachfolgenden Untersuchungen hin­
reichenden Grund zu der Vermuthung enthalten, dass unsere analy­
tischen Hülfe mittel noch nicht ausreichen, um die allgemeine nothwendige 
Bedingung für die Darstellbarkeit einer Function aufzustellen. Vielleicht 
Abh. d.II. CI. d. k. Ak. d Wies. XII. Bd II. Abtb. D



aber gelangt man sogar dahin, überhaupt am Vorhandensein solcher 
Bedingungen zu zweifeln. (Diese Abh. Schluss des II. Cap.)

Es wird dem Leser nicht unwillkommen sein, wenn der Abhandlung 
ein etwas eingehender Bericht über ihren Inhalt vorangeschickt wird, 
der jedoch seinerseits ein geleitet werden mag durch eine kurze Ueber- 
sicht dessen, was über die Darstellbarkeit einer Function durch trigono­
metrische Reihen bereits festgestellt ist.

lieber den gegenwärtigen Stand der Convergenzfrage 
der Fourierschen Darstellungsformeln.

Um zuerst die Aufgaben, mit denen wir uns beschäftigen wollen, 
scharf auszusprechen, gehen wir aus von der Sinus-Cosinus-Reihe:

1 E =°
π F(x) = A Σ

TT-X
ο

Wenn wir h unendlich werden lassen, ohne auf seine Form 2n + I 
Rücksicht zu nehmen, und wir erhalten ein bestimmtes Resultat, so 
können wir für die besondere Form 2n + 1 kein anderes Resultat er­
halten, und dürfen von der Einführung dieser Form absehen. Wenn 
wir aber für h — 2n + 1 — go eine divergente Grenze erhalten, so 
wird sie auch divergent sein, wenn wir über h gar nichts voraussetzen.



Es wird sich um Werthe x handeln, die dem Intervall — π < x< + n 

angeboren, so dass ——----- a , —-— — b , <p(x + 2k) — r(«) ge­

setzt, der
EL

H-. fdafCcO Sin'“
f sin K

— b

zu untersuchen ist. Wir vereinfachen die Frage, indem wir
O ä b

Jd«f(K)
sin hß 
sin ß -S sin hß

d ß f(ß) —7----- + I dßff—ß)sin a 1■s< sin hß 
sin ß

schreiben und den Limes der Integrale rechts einzeln bestimmen. Diese 
Untersuchung reducirt sich aber ersichtlich auf die des einen Integrals:

a

Jdß f(ß)
sin h« 
sin «

Kennen wir die Bedingungen für f(x), unter denen dieser Limes den Werth 

-f(o) erhält, so wird das Convergenzproblem gelöst sein mit Ausnahme
a o

des besonderen Falles, wo die Integrale j" , j beide an der Grenze
o — b

divergiren, jedoch so dass ihre Summe convergirt, ein Fall, der hier kein 
Interesse bietet.

Nehmen wir a < an, und o<t<ä, so ist:

f sin ßh P PJ ImX =J +J
sm ε

= Ja.*.) + [l-ssm ßh
e

(1-----A-) fdßf(ß)

V sm eJ J
sin ßh

tt

B*



a
ε Γ , .. . sin ah a P _ Γί , sin ah ^ ^ /— /4-------I d a f(a)----------+ —r-------I da f(a)---------- , O ^ ^ ^ f ,

ein sj α sm a I α

a

,i

Wenn nun für positive a,b,c die Gleichungen gelten: 

Iit
f , ,, x sin ah __

hm I daffa)-------- — oh = co I a

a
i.. , , , sm ah πIimi I d a. f(a)-------- — -f(o) ,

h =c co I a 2
II

so muss, wie aus dem Obigen hervorgeht, die Fouriersche Entwicklung 
richtig sein. Wenn dagegen für gewisse Functionen f(x) zwar die 
erste Formel eintrifft, dagegen der Limes h = oo von

a

d ccf(«)
sin ah

zwischen endlichen oder unendlichen Grenzen unbestimmt ist, und dies

sin ah
so. dass der Limes jedes Integrals j'daf(a) ———, im Fall a<a, dem

o a
absoluten Werthe nach nicht über den Limes des Integrals j sich er-

• o
heben kann: so wird, weil 1----- — beliebig klein gedacht werden darf,

sin ε
die Fouriersche Entwickelung divergiren.

Dieselben Integrale I, II entscheiden über die Richtigkeit der 
F“ourierschen Formel:

no B

j άβί(β) cos a(ß — x) — 7if(x) , 

wie dem Leser früherer Abhandlungen des Verfassers bekannt ist.



In diesen Abhandlungen ist weiter gezeigt, dass jene Sätze I, H 

besondere Fälle dieser sind:
C

Iimfa _ ^ I dßf(ß) ψ(α , h) = o..........
b

a a
Iimli — O0 X dccf(«) 9?(ce, h) = f(o) Iimfa = β Jd«y(a , h).......... Ha.

Bie Function φ(χ , h) betreffend, setzt der erste Satz voraus, dass
a

Hm Γdcup(a h) zwischen irgend welchen dem Intervall b . . . c ange-
H= o a

hörigen Grenzen Null ist, der zweite, dass Hmh300JdccfKa ’ h) von a un~

abhängig ist.
Diese beiden Sätze nenne ich den ersten und den zweiten Haupt­

satz der Theorie der darstellenden Integrale.
Die Bedingungen, welche die beiden Hauptsätze der Function f(x) 

auferlegen, habe ich unter den allgemeinsten Voraussetzungen über 
φ(χ h) eingehender Prüfung unterworfen in einer Abhandlung: Borcli. 
Journ. Bd. 79, pag. 38. AVie ich in dieser Abhandlung bemerkte, hat 
vermutlich jedes darstellende Integral seine eigene Theorie und ganz 
besonders gilt dies von den Integralen I und II. Den Gtiltigkeitsbereic 
dieser speciellen Formeln festzustellen, ist der Gegenstand der voi 
liegenden Abhandlung. Folgendes sind die bereits für diesen Gültigkeits­

bereich aufgestellten Regeln.

Der erste Hauptsatz

lim j dßf(ß) sin ah = o 
b

C

Iimj dßf(a)<p(« , h) = o Ia



gilt, so oft die Function f(x) integrirbar ist, offenbar eine nothwendige 
Bedingung. AVird sie in einem Punct unendlich, so gilt der Satz, wenn 
das Integral J f(a)d« über die Unendlichkeitsstelle unbedingt convergirt, 
eine Bedingung, welche, wie Beispiele lehren, nicht die nothwendige ist.

l· üi endliche f unctionen f(x) ist also der Gültigkeitsbereich dieses 
Satzes so gross, wie man es nur erwarten konnte.

Ber andere Hauptsatz :
a

II
O

a a

Ha
O O

auferlegt in jedem x = o a u s sch lies senden Intervall der Function f(x) 
ebenfalls nur die Bedingung der Integrirbarkeit. Weiter hat die Analyse 
verschiedene Annäherungsweisen der Function f(x) an x — o ergeben, 
bei denen der zweite IIaupisatz immer stattfindet, von denen indessen 
keine nothwendig ist. Ich führe sie an, mit den allgemeinsten (f(x) am 
wenigsten einschränkenden) Bedingungen beginnend.

1. Unter gewissen Beschränkungen, welche y(x , h) betreffen, und
. _ sin xh

φ(χ , b) — — -— nicht ausschliessen, gilt der zweite Hauptsatz, wenn 

das Integral

O O
unbedingt convergirt.vm)

2. Unter keinen anderen Einschränkungen von ψ(χ , h), als denen, 
welche der allgemeine Satz IIa vorschreibt, findet er statt, so oft das 
Integral VIII)

VIII) Borch. Journ. Bd. 79, pag. 38, Art. 9.



a

da f'(a)

O
absolut convergirt.IX)

3. Aus der Bedingung 1 folgt (diese Abh. Art. 26, und Borch. 
Journ. 79. Bd. pag. 62), dass der zweite Hauptsatz stattfindet, wenn

lim «*) - «° + °>
x — o rf x 1τ(χ)

nicht unendlich ist, wo unter τ(χ) die ohne Maxima Null werdende 
Function gedacht ist, welche die Grenze der Convergenz und Divergenz 
des Integrals

a

o
bildet.x) Diese Bedingung enthält die oben erwähnte des Hrn. Lipschitz.

4. Die alte Dirichletsche Bedingung lautet, dass der zweite Haupt­
satz gilt, wenn f(x) — f(o + o) von einem hinreichend kleinen Werthe 
von x an ohne Maxima mit x verschwindet.

Es ist zu bemerken, dass von den beiden letzteren Bedingungen
keine die andere vollständig enthält.

Schliesslich hebe ich noch hervor, dass man Satz II oder die Frage 
nach dem Werth des darin vorkommenden Integral-Limes als zur Theorie 
des ersten Hauptsatzes gehörig betrachten kann, indem man II schreibt:

IX) Ebenda. Art·. 8.
X) Die Einführung dieser Function r(x) kann als im Widerspruch mit dem Schluss angesehen 

werden dass es keine Function giebt, welche die Grenze zwischen Convergenz undI Divergenz 
bildet ’ Ein Widerspruch ist indessen hier nicht vorhanden. Die genauere Erörterung 

=Hhtilen Fraire werde ich demnächst an anderem Orte geben. Hier nur m der

wie der lxreis zu den inm umaunieucucu 
man übrigens unter r nicht die Grenze c 
stellen, sondern es genügt, darunter eine

ihm umschriebenen und eingeschriebenen Linien. Practisch braucht 
nicht die Grenze der Convergenz und Divergenz selbst sich vorzu- 
üct darunter eine Function sich zu denken, die der Grenze näher

liegt, als alle anderen in den gerade vorgelegten Calcul eingehenden.



lim I da-— sin ah . 
a

Ks würde sich dann um den Limes von
C

^ daf(«) cp(a , h) 

b

handeln, wenn für einen zwischen b und c gelegenen Werth von x 
gleichzeitig f(x) unendlich und <p(x, h) Null wird, eine Auffassung, die 
im Folgenden ihre Berücksichtigung findet.

* **

Eingehender Bericht über die folgende Untersuchung.
a

Die Aufgabe, den Limesh _ ^ J*dctf(cc) sinJ^ für f(a) = ρ(β) Cos ψ(α)

O
zu untersuchen, führt, wie viele andere Convergenzprobleme auf die 
Aufgabe, die Stärke des Null- oder Unendlich Werdens nicht explicite 
gegebener l· unctionen zu bestimmen. Beispielsweise fällt man bei der 
obigen Grenzbestimmung u. A. auf folgende Gleichung:

ψ(α + (1) ~ V'CcO ~ dtp‘(ct) = constans
für eine unbekannte I unction J1 — χ(α), deren Null werden für a = o zu 
beurtheilen ist (Art. 14).

Nahe liegt es, ip(a + J) nach Potenzen von J zu entwickeln, bei 
den ersten Gliedern die Kntwickelung abzubrechen, und anzunehmen 
dass <i wie die Wurzel aus Ipii(Ct) Null wird, ein Ergebniss, dass sich 
für einzelne Functionen xp als richtig erweist. Dieser Schluss, bei dem 
ich anfangs umsomehr mich beruhigen zu dürfen glaubte, als er bei 
einer ähnlichen Gelegenheit auch von Riemann gemacht wird,XI) zwang

ΧΓ) Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch e. trigon. R. Art. 13.



jedoch Divergenz der Fourierschen Entwickelung bei Functionen anzu­
nehmen, für welche sich die Convergenz der Entwicklung anderweitig 
feststellen liess, also musste der Schluss, allgemein zu reden, un­
richtig sein.

Zwischen dieser Wahrnehmung und einer wirklich genügenden Auf­
lösung der angeführten und der ihr ähnlichen Gleichungen, lag indessen 
noch ein weiter Weg. Es handelte sich, wie der Erfolg zeigt, um die 
Aufstellung einer neuen Rechnungsart, die ich, dieser ihrer ersten 
grösseren Anwendung vorgreifend, in den Annalen von Clebsch und 
Neumann, Th.VIII, S. 363 auseinandergesetzt habe, und Infinitärcalcül 
nenne. An der Hand der a. a, 0. erörterten Methoden bieten sich neue 
analytische Erscheinungen dar, deren eigenthümlichste wohl die überall 
auftretende, fast zur Regel werdende Unstetigkeit der Gesetze ist, welche 
die Geschwindigkeit des Unendlichwerdens der Functionen bestimmen, 
wie denn z. B. die Auflösung obiger Gleichung ψ(α + A) — ψ(α) — Ai//(«) = 
— constans drei Formen hat, jenachdem nämlich ι/X«) rascher, gleich
rasch, oder langsamer als der log 1 unendlich wird.

a

Die im Folgenden besonders zur Anwendung kommenden Formeln 
aus der angeführten Abhandlung habe ich kurz zusammengestellt pag. 1—6.

JeneRechnungsart einmal gefunden und sorgfältig durchdacht, war 
die Bahn frei, und da ich nun über viel weiterreichende Mittel wie 
früher verfügte, so habe ich mir die Genugthuung nicht versagt, auch 
allgemeinere Aufgaben als das nackte Convergenzproblem der Fourier- 
schen Reihen zu untersuchen. Ich habe festgestellt den Limes^^^ des 
Integrals

a
^dao(a) cos ψ(α) sin h(ß + c)

O
für jeden Werth von c, für beliebiges Null- oder Unendlichwerden von 
<r(ec), und beliebiges Unendlichwerden von ψ(α).

Für c = o findet sich diese Untersuchung in den Art. 1 —17. Ihre 
Ergebnisse enthält die Tabelle Art. 17. Den lall c > o erörtert Art. 18, 
und am Schluss findet man die bezüglichen Ergebnisse gleichfalls in 
eine Tabelle geordnet. Der ersten Untersuchung, welche bei den 
Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XIL Bd. II. Abtb. C
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mannigfachen Fällen, die sie umfasst, etwas zusammengesetzt ausfallen 
musste, ist eine kurze Uebersicht über ihren Gang voraufgeschickt, 
pag. 7 — 11.

* *
*

Die in den Tabellen Art. 17 und 18 enthaltenen Grenzergebnisse 
haben das Angenehme, dass sie uns in den Stand setzen, die für die 
beiden Hauptsätze der Theorie gefundenen Gültigkeitsbedingungen an 
einer hinreichend umfassenden Functionenklasse, für welche die noth- 
wendigen Bedingungen der Darstellbarkeit bekannt sind, mit aller 
Schärfe zu vergleichen. Dies geschieht für den ersten Hauptsatz im 
zweiten, für den zweiten Hauptsatz im dritten Capitel. Da die allge­
meinsten unter jenen Gültigkeitsbedingungen die Untersuchung gewisser 
Integrale auf die Art ihrer Convergenz, ob sie absolut oder bedingt 
sei, erheischen, so ist diese Untersuchung auch ein wesentlicher Theil 
des Inhalts der erwähnten Capitel, namentlich des dritten. Die Ver­
gleichung der Tragweite der verschiedenen Gültigkeitsbedingungen wird 
durch die Figuren auf Tafel I und II übersichtlich gemacht.

Nehmen wir zu den drei ersten Capiteln noch die erste Hälfte der 
„Schlussbetrachtungen“ dieser Abhandlung hinzu, so sind deren Ergeb­
nisse, so weit sie nur die Darstellbarkeit der Functionen durch trigono­
metrische Reihen betreffen, kurzgefasst diese:

Wenn für einen Punct X1 die Differenz

fix,) — lim fix)
' X = Xl

auf die Form p(x, — x) cos 'i/v(x, — x) gebracht werden kann , wo (>(x) 
und i/>(x)-1 für x = o ohne Maxima Null werden, so ist Rx1) darstellbar.
Diese Bedingung gestattet bedeutende Erweiterungen, theils indem man

00für die Function ρ(χ) cos y/(x) eine Summe solcher Functionen Jkpp(x) cos ψ/ (x)
l

einführt, theils indem man den Cosinus durch eine trigonometrische 
Reihe ersetzt. Von diesen Erweiterungen handelt der erste Theil der 
Schlussbetrachtungen, wo sie indessen, da sie nicht ganz kurz zu er­
ledigen sind, auch wohl noch kein sehr hervorragendes Interesse bieten, 
nicht vollständig durchgeführt werden.



Zu erwähnen ist noch der im Art. 32 zur Sprache kommende Fall 
der Nichtdarstellbarkeit einer Function, wo sie nämlich in einem Puncte 
unendlich wird, während ihre trigonometrische Entwickelung in diesem 
Puncte convergirt.

Der Rest der Abhandlung, das vierte Capitel und die zweite Hälfte 
der Schlussbetrachtungen beschäftigt sich mit der Darlegung der Be­
dingungen, unter denen die trigonometrische Entwickelung einer endlichen 
und stetigen Function für einzelne Puncte divergirt. Es wird im

a «h zwischenIV. Capitel zuerst
O

unendlichen Grenzen schwankt, wenn für fix) eine Function sin Ψ(χ) 
genommen wird, die in Strecken, welche bei Annäherung an x = o gegen 
Null abnehmen, periodisch ist, aber mit gleichfalls gegen Null abneh­
menden Perioden, so dass beim Wachsthum von h die Perioden von 
sin ah unbegrenzt oft in aufeinanderfolgenden Strecken denen von 
sin Vr(X) gleich werden (Art. 34). Alsdann weise ich nach, dass sich 
eine ohne Maxima verschwindende Function (>(x) angeben lässt, so dass 
auch für f(x) = p(x) sin V(x) jener Limes verschwindet.

Nachdem dies in Ordnung gebracht ist, tritt die Frage nach den 
günstigsten Bedingungen für die Divergenz in den Vorder­
grund, und es ergiebt sich, dass für eine stetige Function die trigono­
metrische Reihe, durch eine Function ihrer Gliederzahl dividirt, welche 
rascher als der Logarithmus unendlich wird, stets Null zur Grenze hat, 
aber durch den Logarithmus oder eine langsamer unendlich werdende 
Function der Gliederzahl dividirt, zwischen endlichen oder unendlichen 
Grenzen schwanken kann.

Bei dieser Gelegenheit zeigt sich noch, dass die divergenten trigono­
metrischen Reihen erst bei Functionen erscheinen, deren Differenzen 
f(Xi) — lim f(x) für einzelne Puncte X1 so langsam oder langsamer wie der

X = Xl



Die im vorstehenden gemeinten Functionen ρ(χ) sin Ψ(χ) konnten 
zwar selbst stetig gemacht werden, aber es war noch zu zeigen, dass 
die unbegrenzt vielen Unstetigkeiten ihrer Differentialquotienten in der 
Nähe von x = o auf die erhaltenen Resultate ohne Einfluss seien. Zu 
diesem Behuf wird im Art. 41 die Function sin Ψ(χ) durch eine gleiches 
leistende mit beliebig vielen, in den folgenden Artikeln durch eine mit 
allen ihren Differentialquotienten stetige ersetzt. Diese Function beweist 
zwar, was sie soll, ist aber nicht einfachen Baues. Ich zweifle nicht, 
dass schon ganz gewöhnliche aus trigonometrischen und Exponential- 
functionen zusammengesetzte Functionen für einzelne Argumente nicht 
darstellbar seien, habe dergleichen Beispiele aber erst aufzusuchen ange­
fangen, als ich des Gegenstandes und der Art der Behandlung, die er 
erheischt, zu müde war, um noch hinreichende Ausdauer für diese Nach­
forschungen übrig zu haben.

In den Schlussbetrachtungen wird aus der für den Argumentwerth 
x = o nicht darstellbaren Function ξ>(χ) cos Ψ(χ) eine andere abgeleitet, 
die zwar durchweg stetig ist, deren trigonometrische Entwickelung aber 
in jedem kleinsten Intervall Puncte besitzt, in denen sie divergirt.
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XJ ntersuclnmg-en

über die

Convergenz und Divergenz der Fourierschen 
D arstellun gsfor inein.

Hülfssätze aus dem Infinitärcalcül.
Bezeichnungen und einfache Operationen des Infinitärcalcüls, die im 

Folgenden zur Anwendung kommen.

I.
Es handelt sich nur 

Maxima und Minima haben

um Functionen, die

Wenn der Quotient

nicht unendlich viele
Ψ (X>
^ (X)

für irgend einen

numerischen Werth von x (wohin auch co zu rechnen) einen unendlich 
grossen, oder einen endlichen von Null verschiedenen, oder einen ver­
schwindenden Limes hat, so bezeichnen wir dies mit:

V(x) P- V(X) , V(X) cxo ψ(χ) , V(x) -< VJx) ·

Im Falle φ{±) ψ(χ) sagen wir, wenn beide Functionen unendlich 
werden: das Unendlich von ψ(χ) ist grösser resp. kleiner als 
das von ι//(χ)> und wenn sie verschwinden, sagen wir das Gleiche von
der Null dieser Functionen.

Abh.d.II. Cl. d.k Ak.d.Wiss XII.Bd. II. Abtb..
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Relationen wie y{x) w i|/(x) heissen infinitäre bleich- oder

Ungleichheiten. Falls zwei Functionen y(x) und y(x) einen end­
lichen gleichen Limes haben, soll dies kurz durch :

y(x) W1 t/'(x)
bezeichnet werden.

II.

Man kann jede infinitäre Gleich- oder Ungleichheit mit einer be­
liebigen Function an beiden Seiten multipliciren, auf beliebige Po­
tenzen erheben oder logarithmiren.

Man kann in der infinitären Gleich- oder Ungleichheit

Kx) φ,(χ) + ,U(x) CO ψ(χ)

die linke Seite ersetzen durch y^x), wenn μ(χ) -< yL(x) , ü(x) co 1 ist.
Man kann die infinitären Gleich- oder Ungleichheiten diflerenziren 

und integriren mit folgenden Ausnahmen : Wenn in y(x) ^ iKx) die linke 
Seite einen endlichen Limes hat, ist die Relation im Allgemeinen nicht 
differenzirbar, und die Ungleichheit y(x)^y(x) ist dann nicht integrirbar, 
wenn j y(x) dx einen endlichen Limes hat, weil sich alsdann daraus

J y(x)dx (X) I y(x)dx ergiebt. 1I

In Bezug auf das Unendlich der Functionen, wenn ihr Argument 
unendlich wird, hebe ich noch den Begrifi der Infinitärtypen her­
vor. So nenne ich eine Function t, welche die Gleichheit tf'(x) <x> f(x) 
erfüllt. Zum Typus wird man die einfachste, dieser Gleichheit genügende 
Function wählen.

Geber Grenzwerthe von Ausdrücken der Form
f(« + y(x)j

f(«)

IIL
Zu Grunde lege ich den Satz: Fs sei λ (A) 1 für a — 0 und

ebenso u 1 , so hat man:



(ctu \
HieL w ,

λ (ce)
2)

Hieraus wollen wir einige Schlüsse ziehen.

IV.

Es sei ψ(a) ll, oder wie durch Differentiation folgt

ψ{α) = , ,«(«) 1 , so hat man:

J (“ + fs) _ ,

tp‘(a)

Denn setzt man in vorstehendem Ausdruck
·——) statt i//'(ß), so findet man:

et +
CiU

M0O

U -U
au \

μ(α)

V.

Es sei wieder ip(a) p=- 1— , so ist auch :

vu (a + ψ^ΐ)
OO 1 .

ψ "(«)

Denn aus *//(«)>-1* folgt auch zweimalige Differentiation: ψιι(α) _

,Ii1(K) p=- 1 , woraus diese Formel sich ergiebt.

/(,(«)
-----„ )

VI.
1

Endlich unter derselben Voraussetzung if(a) >- - sei 1

1 <τ(α) i//(cc) , so ist auch:



Ja +
V 'pu(JJ _ ,

iw " 1 ■

Beweis: Man hat: 
ύ°(a + 7 TiFv) oV« + —u_\

\—TTiiOiZ = , +u. _\ +

σν7 a(«) Vy"V)| o\a)
a{a) 1 + ~ o{a)rtä

und es ist zu zeigen, dass

<> «--"· u. ' ·: U ,

1.
a'(cc)

σ(α)ψ“(α) r 1 , 2.

er Ye +

X νΛ«)τ/ = , 
n«5 " 1 ·

Um die erste Formel zu beweisen, d. i. um zu beweisen, dass

<?'(«) -C σ(β) ,
fuhren wir ein a(a) = γ(α)ιρ'(α) , y(a)<l, wodurch vorstehende Un­
gleichheit wird (in etwas abgekürzter Schreibweise) :

zVf + ZYy" -c ZYyVV
Nun werde ich zeigen, dass unter obigen Voraussetz­

ungen stets

ist. Aus σ - γψ· > 1 folgt:
y‘ip‘

oder

Durch Differentiation folgt:

ys / -

Z
Ivy' >- Ä

Z

, vv Λ,/V' v
yj‘ γ ’

und durch Multiplication mit /(/'' ergiebt sich γψ" > γ·χρ· Die zu 
beweisende Ungleichheit ζΥ + ζ7'·<^7"ί kürzt sich ‘somit zu 
Zr -< ZVyViV d. i. zu

Vy V -< ψ
ab. Aber wenn man dies schreibt:



■φ“

VJpl 1 ,

und integrirt, so folgt gerade — d a oder
Ψ

\p‘
1
u

wie dies in der That aus der Differentiation von 1- folgt.

Zweitens war der Limes:

‘(a + -----τ')
V ψ (a)}/ ..1—----- 77~\--------- 00 1 J U1 -C U

zu beweisen. Dies ist sehr einfach. Aus σ(α)-c i/d(a) folgt o‘(a) -c 
und daher findet wegen V die vorstehende Formel a fortiori statt.

Infinita re Auflösung einiger Gleichungen.

VIL

Es sei J1 bestimmt durch die Gleichung
AC

rp(a (!) — 1p{a) + — = = + N ,

wo ip(a') < 1* , so findet man: 
a

„ uN«
o = (1 , u /. 1 .

Für ip(a) oo 1- ist

wo p der Gleichung:
J — upß , u oo 1

I7G(O) 1 --------+ pC — + N , Vz1C0)
r 1 + p —

- »K«)

GO
Ι­α

genügt. 3)



Es sei <j' bestimmt durch diese Gleichung:

yj{a + — <//(«) + dxp‘{a) v = N

U OO

Es sei endlich J bestimmt durch

Man findet für xp(a) >- 1

u oo 1

4) Ebenda.



I. Capitel-

Untersuchung des

Kurze Uebersicht über den Gang dieser Untersuchung.

Da die Untersuchung des Limes (j = J daff(ct) cos iψ(α) Bin ha)
O

etwas zusammengesetzter Natur ist, so wird es für Leser, die L ' 
nicht darin zu vertiefen beabsichtigen, erwünscht sein, nicht 
allein über ihre Resultate eine Uebersicht zu erhalten, wie sie 
die Tabelle des Art. 17 zu gewähren bestimmt ist, sondern auc i 
mit ihrem Gang im Allgemeinen sich bekannt machen zu können. 
Solchen Lesern aber, welche die Untersuchung jenes Limes 
genauer studieren wollen, wird eine kurze Zusammenstellung 
ihrer Hauptstationen eine nicht von der Hand zu weisende Er­

leichterung bieten.

können, zerlegt man das Integral J zuerst so

aJ=J dccu(a)
O

cos ψ(α ) sin ah Lt Lt— 2 J   u v ο )

a
J1 = I dem(o:) sin η , J2 =

a
(* dao(c) sin χ

OO
V = η(α) = ψ(α) + h«

X = *(<*) - ψ(α) - ha .
WrO



Dann ergibt sich aber alsbald, dass diese Zerlegung nur dann

erlaubt ist, wenn ψ(α) rascher unendlich wird, als der log 1 :

cs sei denn, dass o(a) um ein Gewisses langsamer unendlich

werde als wodurch aber gerade die für die Fourierschen

Reihen interessantesten Annahmen ausgeschlossen würden. Somit 
zerfallt die Untersuchung in zwei TheiIe: 1. wenn ψ(α) ebenso

langsam oder langsamer unendlich wird, wie der log - , 2. wenn 

ig(ce) rascher unendlich wird.

Der Untersuchung erster Theil: ψ(α) wird nicht

rascher unendlich wie der Iog ^
a

Hier kann man von der Zerlegung I des Integrals J erst 
Gebrauch machen, nachdem man von J ein Theilintegral mit der 
Grenze Null abgetrennt und für sich untersucht hat, Der Rest 
kann dann mit Hülfe der Zerlegung I untersucht werden. Es wird 

*
also J = J in die Integrale J + J zerlegt werden, und die

0 o«'

Kunst besteht nun darin, «' so sich auszusuchen, dass der Limes 
des TheihntegraIs ohne Mühe sich feststellen lässt. Dies leistet 

Art. 2, 3. die Bestimmung a‘h = C, wo C ungemein gross zu denken ist, 
dabei aber h so gross angenommen wird, dass Ct1 zwischen o 

Art. 4. und a fällt. Indessen muss das Integral von o bis a‘ noch 
einmal gespalten werden. Auch ist es vortheilhaft, die Unter­
suchung zunächst unter der einfacheren Annahme durchzuführen, 
dass a(a) = 1 ist, so dass man im Ganzen hat:

J =

a

f
n

da cos ip(a)^alL= ^da cos^(«>81n ßh +J^ da
cos ψ(α)sinr/h

a



a a

+*JfΓ sin[i/,(«) + ab]

Wenn ε hinreichend klein ist, ist der Limes des ersten 
Integrals rechts beliebig nahe der Null, wenn C in a'h = C hin­
reichend gross, ist der Limes des zweiten Integral nicht ausser­
halb des Intervalls — | ... + | anzutreffen, aber auch kein

bestimmter. Der Limes des dritten und vierten Integrals nähert
1

wieder eine allge-Art.6,7,8,9sich der Null. Wenn dann statt σ(α) = a
mehrere Hypothese eingeführt wird, z. B. gesetzt wird e(a) _ Art. 10.

so bleibt Null der Limes der drei übrigen Integrale und
a

der des zweiten ist wieder enthalten im Intervall — (->fo)^ ·■··

+ P(Q)I, womit der Fall i/<«) c 1 * erledigt ist. Für ψ(«)οο 1-

1

wird der Limes direct und zwar unter der Annahme φ{α) = 1- Art. 5.

berechnet. Es ergiebt sich ein etwas anderer Ausdruck für die 
Grenze des den Limes einschliessenden Integrals.

DerUnter such u ngzweiterTheil: V-yCa) wird rascher B

unendlich wie 1—·
Hier darf man also setzen: 

a a ^
Γdry-n(ß) cos i/K«) sin ha = v J‘ daö(of) sin η — l j daa(a) sin χ , Art. 12.

^ Q O
wo 7/ = ψ(α) + ah , Z = «/<«) - «h . Auch über a(a) verlangt 
die Untersuchung Annahmen, und zwar, σ(α) = y{o)ip‘{cy) gesetzt, 
die Annahme, dass y(«) für a = o verschwindet. Es zeigt sich 
indessen später, dass diese Annahme in Wahrheit keine Be­
schränkung enthält. Ausserdem ist auch σ(ο) = co vorausgesetzt, 
weil sonst lim J nach allgemeinen Sätzen Null ist. fuhrt man 

Abh d. II. CI. d.k Ak.AWiss.XII.Bd.il. AUh.



die Grössen η und χ als Veränderliche in die obigen Integrale 
rechts ein, so ist dabei folgendes zu bemerken. Das zweite 
Integral nach y wird :

X( a)

χ(θ) co
weil x(a) von a — o bis o = a abnimmt. Anders verhält sich 
T1(O)1 das von a = o bis O-O1 (wo O1 durch ?;'(«,) — ^'(o,) ψ h — o 
bestimmt ist) abnimmt und dann wieder bis o = a zunimmt, so 
dass man das erste Integral als Summe zweier Integrale schreiben 
muss. Die Untersuchung des Integrals nach χ wird aber ihrerseits 
dadurch weniger einfach gemacht, dass die Function:

d o n/f fiö

Art. 13. zwischen den Grenzen des Integrals ein Maximum für o = a* hat. 
Es wird sonach wieder eine Zerlegung des ursprünglichen 
Integrals J in vier TheiIe nöthig und man hat also zu setzen:

J = doa(o) cosi/vfo) sin ho — \
Jj(O) = CO

z(«*)
d '?(“*) 

X(b)
~ j όχ ... + yJdy ...

Z(o) = m Z(«*)
Irgend eines dieser vier Integrale, z. B. das erste, hat also 

jetzt die Form:

j άηί(η) sin η ,
wo f{ji) zwischen den Grenzen der Integration kein Maximum 
oder Minimum mehr hat, also dass das Integral in eine Schaar 
alternirender, ihrem absoluten Werthe nach abnehmender Theile 
zerfällt, deren Summe eingeschlossen ist zwischen dem grössten 
dieser Theile, und der Differenz des grössten und zweitgrössten, 
was erlaubt, den Limes der vier Integrale zu berechnen.

Man findet, dass die beiden Integrale nach χ unter den 
über o(a) und ψ{α) gemachten Voraussetzungen, den Limes Null 
haben. Auch die Integrale nach η haben den Limes Null, wenn 
noch die fernere Hypothese hinzutritt, dass die Grösse



Art. 14.

mit a verschwindet. Wenn jedoch diese Grösse unendlich wird, Art. 15. 

so lässt sich zeigen, dass die nach η genommenen Integrale für 
h — oo zwischen unendlichen Grenzen hin und her schwanken, 
womit die Untersuchung ihren Abschluss findet.

I. Durch die Zerlegung des Integral J, zu der die Untersuchung naturgemäss 
zuerst ihre Zuflucht nimmt, ergiebt sich auch sogleich ihre natürliche

Eintheilung.
Am nächsten liegt es, die Untersuchung des Limes h — co von

a

O
an die Umformung zu knüpfen:

aa

wo, wie ich gleich bemerken will, die Functionen
i] = :η{α) = ψ(ά) -f ha 
7 = χ(α) = ip{a) - ha

im Grossen und Ganzen folgenden Verlauf haben:
Die Function η(α) wird unendlich für a = o . Sie hat ein Minimum

für einen durch
ψ'(βι) + h — °

bestimmte positiven Werth « = «, , der Null wird für h = oo , da ψ'(α) 
negativ ist und mit ψ(α) für a = o unendlich werden muss. So gross 
wollen wir aber h von vorneherein annehmen, dass OCa1Ca. Von 
a z=z U1 an wächst η(α) bis zum Werth -p ah , den wir uns mit h
zugleich sehr gross vorstellen wollen. Die f unction /(a) nimmt von 
7(0) =; 00 bis 7(a) = ip{&) — ha fortgesetzt ab.

Aus der Zerlegung
a a



Iiist:::;!
ergiebt sich zunächst eine Eintheilung unserer Untersuchung nach dem 
Unendlich von ψ(α) bei verschwindendem a. Führen wir in J2 statt a 
die Veränderliche χ ein, so folgt:

zM1 XW Q0

dασ(μ) sin χ = I d Ά---σ(α) sin / — — f dr—^ .

O
Nun folgt aber aus:

/- O
oder φ'(α) = — gesetzt, entsprechen den vorstehenden drei Zeichen
die Fälle:

u (a) oo 1 .

Dadurch wird:
ασ(α) sin χ
ah -j- μ(α)

Unter der Annahme μ(α) ^ 1 ist dies Integral dann ersichtlich 
unbestimmt zwischen endlichen oder unendlichen Unbestimmtheitsgrenzen, 
falls nicht ασ(α) -c ah -J- u(ct).

D. h. im günstigsten Falle darf σ(α) höchstens ein Unendlich haben,
das um ein Gewisses kleiner ist als das von 1 . Es ist also die Zer-

a
legung J = 2 J1 — l J2 für u(«) 1 ohne besondere Voraussetzungen über
o(a) nicht statthaft, die jedoch gerade die interessanteren Annahmen 
über a(a) ausschliessen würden. Denn setzt man, wie es die Unter­

suchung der Fourierschen Reihen verlangt, a(a) = so muss, damit

das Integral convergire, ρ(α) jedenfalls ^ μ(α) sein, und lehrreich sind 
doch gerade die Fälle, wo ρ(α) unbeschränkt langsam Null wird.

Falls /.((«) ^=- 1 , ist die Zerlegung gestattet, so lange σ(α) ip‘(ct) 

oder σ(α) — γ{ά) ψ'(α), wo y(o) = o, auf welche Annahme über a(a)

Iiisl':;!



wir uns, wie sich zeigen wird, beschränken dürfen, ohne der 
Allgemeinheit der Untersuchung Eintrag zu thun.

° So zerfällt ganz naturgemäss die Untersuchung des Limes (J) in

die Theile
1U 1- und Ψ(α) 1- , 

a «

die eine verschiedene Behandlung erheischen. Wir beginnen mit der 

Annahme

A.

Untersuchung des lim j im Falle Ψ0) ^ ·

2. Allgemeine Behandlung des Limes J für '/'(«) ^ lß-

Wir legen zuerst die Annahme <r(«) = - zu Grunde, denn es zeigt

sich, dass die übrigen erledigt werden können, wenn diese es ist. Es 
ist also zu untersuchen der Limes des Integrals

Jda cos ψ(α)
sin ha

wozu im Wesentlichen eine Theilung des Integrals in vier Theile er­

forderlich ist, nämlich erstens die Spaltung:

J - J' + J ' - Jda cos ψ(α)
sin ah

a
_j- J°da cos ψ(α) sin ah

Ui h a

zweitens die Spaltung des Integrals J' = J in zwei Theile f + J >
o 0 —



14

iW

und die Zerlegung des Integrals j in die Theile f da Sinr1.

«' a‘

3. Nähere Angabe der ersten Zerlegung von J in J' _i_ J';.

Was die erste Spaltung des Integrals J in die Theile

/<

f sm χ 
a

d« cos^(«)!i^ +Jd« cos

betrifft, so setzen wir:

I' = J da cos ψ QlJ

a

sin a
h7

Ji + Jv

und verstehen unter cd eine Grösse, die für h = oo Null wird, jedoch 
so, dass cd > Ct1 bleibt, unter Ct1 wie im Art. 1 die Wurzel von W(Gl) +

+ h = o verstanden. Setsen wir rfa.) = - ferner o'h = C, so

folgt aus der Vergleichung von

ct'h —- C
Ct1Ii — ,Ct(Ct1) ,

dass, um beim Wachsthum von h die Relation cd > Ct1 bestehen zu 
lassen, wahrend cd verschwindet, C nur grösser zu sein braucht als der 
grösste Werth von ,«(«) im Intervall o^a<a, so dass namentlich C 
unabhängig von h angenommen werden darf.

4. Der Limes des Integrals J'- f d« cos^)-!1^. unter der Annahme
J ^
O

Ψ(α) «< 1- .a
Wir setzen also C — ct'h und:

C f C
I dc< co s ψ (c sin a f“ , CJ aJ

O O €



Zunächst leuchtet ein, dass das erste Integral rechts durch Ver­
kleinerung von ε kleiner als eine beliebig kleine gegebene Grösse gemacht 
werden kann.

Bas zweite Integral:

Jda cosψ Q sina
a

anlangend, so sei zunächst:

Ηί) - U . O 11

wo ε <Ξ α < C. Es lässt sich, falls ψ(α) 1— oder in ψ'(«) — — 1 -- '<-(“) 1

angenommen wird, leicht zeigen, dass v mit — verschwindet. Denn 

man hat:

oder

(® — K)

O = -T
Vhv
«

Da nun u(a) mit a verschwindet, a aber zwischen den festen von h 
unabhängigen Grössen ε und C liegt, so verschwindet in der That v mit h. 
Ausserdem wird v wachsen, während α von ε bis C zunimmt, weil

Vj dabei wächst.

Setzen wir jetzt:
G

Jda cosi/v a\ sm a

J da cos(u — v) sm a
a

C

1J1

, , sma,.z= cos u I da cos v -J- sm
a

.. . sm ada sm v —



und nehmen h so gross an, dass cos v und sin v zwischen den Grenzen 
s und C nun wachsen oder nun abnehmen, so folgt mit Hülfe des 
zweiten Mittelwerthsatzes, dass die Integrale 

C C

Sda cos v sm a
a J da sin v sin a

a

sich, während h unendlich wird, den Grenzen
C

sin aJd“
nähern. Da nun u mit h unendlich wird, cos u also zwischen den

C
Grenzen + 1 unbestimmt wird, so nähert sich j" da cos i/' ——

e
unbegrenzt wachsendem h einer Grenze, die mit

0

J
-j sin a

mit

bezeichnet werden kann, wo j zwischen den Grenzen + 1 und — 1 

völlig unbestimmt ist.
Was hiernach das Integral

e C
J' = J1 dcc cos ψ (“) S1"-™ + da cos ψ (“J

O £
betrifft, dessen erster Theil rechts durch Verkleinerung von ε unter 
jede Grenze sinkt, so muss es sich, da es e gar nicht enthält, mit ins 
Unendliche wachsendem h der Grenze

" C

J
i sin a 
d“”

O
nähern, also wenn man sich, wie in unserm Belieben steht, C von 
vorneherein äusserst gross denkt, folgt:



lim h

mit einem Fehler, den wir nach Belieben klein an nehmen können.

5. Der Limes des Integrals J' im Falle Ψ(«) — 1- .

Den Fall ψ(α) oo betrachten wir besonders und beschränken uns

1

auf die Annahme ψ(°) = 1- .

Alsdann ist:
C C C
fdacoslQ = cos Ih Jda cos Ia ^ + sin Ih Jdc sin 1«

^ n OO υ

Die Integrale rechts sind für C = co convergent; und geben wir 
ihnen resp. die Formeln R cos γ , Il sin γ , wo

CO

R =3 mod j dß(cos 1 a + i sin 1«)

O
so ist

J d« cos 1 (0 = R cos(lh — γ)

O
und schwankt für h = oo zwischen den Grenzen + R ·

«L™ = mod 
a

CO

J dcc a : sin a

6. Der Limes des Integrals J'' = J da cos ψ(«) ——— für Ψ(«) ·

Wir haben jetzt noch den zweiten Theil von J:
a

,, T1 s sin «h
Jw - d« cos ψ(α)--------Ja'

Abh. d. II. CL d. k. Ak. d. Wias. XII. Bd. II. Abth. 3



im Fall ψ(«) c^. 1 zu untersuchen. Hier dürfen wir unbedenklich die ■e=- a
Zerlegung:

a a
j" = i fd«In-V - — fd«= «<■> +

J α 2J α V — Ψ(α) + «b/
anwenden, da die Integrale die untere Grenze Null nicht mehr haben, 
also jedenfalls convergent sind (Art. 1).

Führt man in den vorstehenden integralen statt des veränderlichen 
a die Variabein η und χ ein, so nehmen die Grössen:

1 da 1 1 da 1

a αη ah — «(a) ’ a άχ ah -j- μ{α)
beide von a, (der Wurzel von ψ'(α,) + h — o) an ab, also gewiss von

«'> Ct1 an. Nur im Falle ψ'(α) oo 1— , d. i. μ(α) <x> 1, könnte hier in 

Bezug auf A --- ein Zweifel entstehen, wenn nämlich u(a) selbst bei
« d/

wachsendem a abnähme. Dann würde aber
1

ah -Γ μ(α)
abnehmen, sobald man h > /<(«') voraussetzte.

Wir wollen nun nacheinander den Limes der Integrale:

doch wieder

J" =J^dct sm η J-
1 j Sin χJ9 = I da-----—

a

untersuchen.
a

ni sm 7?7. Der Limes des Integrals J1" = I da------- für η = ψ(α)+ ahJ o

und ψ(α) co

Wir setzen:
si»)

" ■ i* da sin η 
άη a



Es sei 7i(cc'), das mit der Null sich näherndem a1 unendlich wird, 
einen Augenblick ein Vielfaches von n . Alsdann zerfällt das Integral J1 

in eine Schaar abnehmender alternirender Theile, und es wird erwiesen
sein, dass das ganze Integral J1 mit ^ verschwindet, wenn sich Gleiches

von dem Bestandtheil:
'/(«') +71

da sin η 
di] a

)](«<)
zeigen lässt, oder a fortiori, wenn das Integral:

s(«') + ω

da sin η 
di] a

η(α')
verschwindet, unter cd irgend eine endliche Grösse verstanden, 
7](a‘) nicht mehr ein Vielfaches von π zu sein braucht.

Wir setzen also:
ip(cc') + h cd = Ύ](α·)
Tp(Ou) + ha" = 7]{a“) — rj(a‘) + tu .

Statt ec“ geschrieben a‘ + d folgt auch Subtraction :
ip(a‘ + d) — ip(a‘) + hd = cd , 

oder wegen «'h — C:
dC

ip(a‘ + d) — ψ(α') + — ω ·

wobei

Aus dieser Gleichung folgt für ψ(ά) 1- 

Lösung (s. Hülfs. VII):

d utua'
~C~

U OO

die

1 ,

für a' 1 infinitäre

1
und für W«) cv> 1- eine Lösung derselben Form, in der nur statt

u
eine andere endliche Grösse steht.

Somit ist im Falle ψ(α) -c 1—:a



η(α') Cct cc'

wo sin η einen mittleren Werth vorstellt·.
Man sieht also, dass vorstehendes Integral mit ins Unbegrenzte 

M’achsendem C unter jede Grenze sinkt, wohin ihm der ganze Theil

von J" nachfolgt. Dabei muss h immer gerade so gross gedacht werden, 
dass in a‘h — C die Grösse a‘ der Bedingung K1 <1 a‘ <[ a genügt.

Gleiches gilt für den Fall W«) oo 1— .
cc

8. Der Limes des Integrals Jg = I de —— , /(«)·= ψ(α) - ch

Ganz ähnlich ist das Integral:

J: = \ da sin χ
a

zu behandeln. Wir trennen von wieder den Theil:
/(«') — ω

J

und erhalten aus

, sin χ I da sin χda - - - - - -  = I d/ - - - - - - - - - £
cc I ‘ d χ a

/K)

Oii = G1

rIKcct) — ha' = x(a‘) 
rIl(Cfit) — ha" = X(CCu) = χ(α') — ω 

+ J gesetzt, diese Gleichung
rIKat + <)j — rPiat) — Jh — ω



oder

aus der wieder

„ z JC 
ip(a‘ + J) — xPia') — — — “ ω

„ rruü) __ 1
J = (. , 11 OD 1 ,

(s. Hülfe. VII) folgt.

9. Zusammenfassung der bisherigen Resultate.

Damit ist dann im Ganzen nachgewiesen, dass das Integral

J" = Dj" — l-j; = da cosψ(α)
sin ha

mit wachsendem C unter jede Grenze sinkt, wenn a1 — ^ gesetzt wird,

und, während C über alle Grenzen wächst, h stets so angenommen 
wird, dass α, az ^ a. Dies zu dem Ergebnisse des Alt. 4 gefügt, 
dass das Integral

Jz
J

da cos ψ(α)
sin ah

a

wenn C äusserst gross ist, bei unbegrenzter Zunahme von h zwischen 

den Grenzen — | und + ™ hin und her schwankt, folgt endlich,

dass im Falle ψ{ά) -=ü I-:a
a

J· sin ah
lim J = lim I da cos Ψ(α) ,

h — oo h == oo * 1

worin C nicht mehr vorkommt, durch
.71
J2



ausgedrückt werden kann, wo j zwischen den Grenzen + 1 
völlig unbestimmt ist.

Im Falle ψ(ά) co I^ haben die Grenzen, zwischen denen J
a

schwankt, einen etwas anderen Ausdruck (Art. 5).

a

i. Bestimmung des lim I daa(a) costp(a) sin ah für den Fall ψ(α) ^ 1*10. Bestimmung
cs

O

wenn die Voraussetzung o(d) = fallen gelassen wird, Annahme: ασ(α)^ I .

a

SNachdem wir den lim

O
haben, ist es, soweit dies noch Interesse hat, leicht, den Limes des 
allgemeineren Integrals:

a
J

daa(a) cos ip(a) sin ah

O
angegeben, falls σ(α) im Integrationsintervall frei von Maximis oder 
Minimis ist. Nehmen wir zunächst ασ(α) = ρ(α) -< 1 an, und setzen das 
vorstehende Integral gleich:

sin ah

O
wo also wieder cc'h - C. 
Mittelwerthsatz:

Der erste Theil giebt nach dem zweiten

Ö

und verschwindet, wie gross C auch sein mag, für h = oo . Der zweite



Theil giebt (auch nach dem zweiten Mittelwerthsatz) durch Einführung 
der Integrationsvariabein η und χ ganz wie in den Art. 7 und 8 

zwei Theile, die nach den dortigen Ausführungen mit wachsendem C 
unter jede Grenze sinken, so dass man findet:

a

o
im Falle aa{a) 1 .

Ist 5>fce) co 1 , so setzen wir ρ(α) = p(o) + Jy{a) , wo Jρ(α) c 1 

und erhalten:
a

wo j zwischen den Grenzen 1 unbestimmt ist.

II. Fortsetzung. Annahme ασ(α) 1 .

Aeusserst mühsam ist der genaue Beweis, des nach dem Allen 
geradezu selbstverständlichen Schlusses, dass für ααίά) — ρ(α) 1

a

o

zwischen unendlichen Grenzen unbestimmt ist, wie überhaupt dergleichen 
Divergenzbeweise am schwersten zu fallen pflegen. Ich verzichte 
darauf, den Beweis hier folgen zu lassen, der einen im Verhältniss zur 
Wichtigkeit des zu beweisenden Satzes ungebührlichen Raum einnehmen 
würde. Der Satz kann übrigens als besonderer Fall eines allgemeineren 
Theorems über die Unbestimmtheitsgrenzen aufgefasst werden, und soll 
als solcher gelegentlich doch bewiesen werden. Hier will ich mich 
begnügen, ihn durch eine unstrenge Betrachtung plausibel zu machen.
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Setzen wir <>(« + ε) statt (>(α), so wird, da nach dem Obigen ζ>(α + £)ου 1

sin hot■J'lim I da ρ(α-f-ε) cosi^(c) α j«e)2 ■

Die Unbestimmtsgrenzen dieses Ausdrucks, nämlich + q(s)tc wachsen 
mit e über jede Grenze. Doch ist damit allerdings nicht bewiesen, dass 
sie für ε = o unendlich sind, weil gezeigt werden müsste, dass man zu 
diesem Resultat auch kommt, wenn man erst ε — o und dann h = eo setzt.

B.
a

Untersuchung des limh=00J = limh==co J*dao(a) cos */<«) sin «h

O

falls φ(«) >■ l- ist.y a

12. Voraussetzungen, die der Untersuchung zu Grunde gelegt werden.

Falls xp{a) = 1— dürfen wir also nach Art. 1 getrost setzen:

J
J — I daö(a) cos ifi(oc) sin ha =

Tjfa)

*1*
da
άη

s(o)
— i T i T --J1 — -J2

wo η — xp(a) -R ah , χ = xp(a) — ah und:
da 1 da
άη “ ψ'(α) + h ’ άχ 

und diese Zerlegung ist nach dem cit.

σ(α) sin η — σ(α) sin χ

1

ifj1 (,a) — h ’
Art. immer gestattet, wenn,



a(a) = γ(μ) ψ*(α) gesetzt, 7Ο) ^ 1 ist. 6) Dies ist also die eine Voraus­
setzung. Ausserdem setzen wir noch o(a) = γ(α) ψ'ία) 1 voraus, da 
sonst der lim J mit Hülfe des ersten Hauptsatzes sich sofort als Null 
ergeben würde.

13

a

Ueber den Limes des Integrals J2 dao(a) sin γ , wo χ — φ{α) — ho: .

Beginnen wir mit dem Integral:
Z(a)

-J'
z(°)

in welchem bei von o bis a zunehmendem a die Function χ = ψ(α) — orh
y(a) φ'(α)von /(o) = oo bis χ iß) abnimmt, so hat ^pzh unterwegs ein

Maximum und zwar für a — «*, wo a* durch
{ Y‘{o*)ip\a*) + } (h - + z(<> ^'(cO V^(X) = °

gegeben ist, woraus man findet:
h = ?/<'(«*) · -

1 + KcO
7'K) Vy' («*)

Die Grösse im Nenner hat eine für unsere Untersuchung sehr nütz­
liche infinitäre Eigenschaft.

Wir hatten vorausgesetzt:
ο — χψ' 1

oder

woraus folgt:

§/'

hp‘

1

7

6) Die obige Zerlegung von J in ein Integral nach η und eines nach / ist nicht correct, sondern 
nur der Kürze halber so geschrieben, da das Integral nach η aus zwei 1 heilen besteht,

s. Art. 14.
Abb.d.II. Cl.d.k Ak.d. Wiss. XII.Bd. H.Ahth.
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und durch Differentiation:
xfj“
XfJi

r
7

oder wenn mit ^ an beiden Seiten multiplicirt wird, so folgt die 

gemeinte nützliche Eigenschaft:

r . !
γι Xfji

von der übrigens auch schon (Hülfss. VI) Gebrauch gemacht ist.
Setzt man daher:

h = xp‘(a*) - v ,
so ist v c 1 .

Lrn jetzt das Integral J2 abschätzen zu können, setzen wir weiter: 
'/Jv*) = xf{cx*) — a*h — Μπ
χ(α* + δ) = xfj{a* + δ) ~ (a* + δ) h = (Μ - Ν)π ,

mithin:
φ(α* + d) — xp(a*) — Jh = — Νπ

oder:
xp(a* + <)') — i//(tr*) — dxp\a*) · v = — Νπ .

Die infinitäre Lösung der vorstehenden Gleichung ist (Hülfss. VIII):
Nyru

u qö~ 1 ,rV =
reo ’

m der d mit N sein Zeichen wechselt.
Jetzt betrachten wir einen a* einschliessenden Theil von J2, also:

<a<a" .J dαγ{α)χρ'{ά) sin (ψ(α) — ha) , ct‘
a‘

Die Differenz a11 — a‘ genüge der Gleichheit:

„ , 1V — a‘ co--------— ,
XfJ1 (« J

wozu es ausreicht, wenn <x‘ und ct" die Eorm u* -j— J1 gegeben wird, 
die Grösse N in obigen Gleichungen endlich anzunehmen. Mit Hülfe 
des gewöhnlichen Mittelwerthsatzes kann vorstehender Integralausschnitt 
in die Eorm :



(V' — Ct'^ γ(α)ψ\α) sin (ψ(α) ~ , α:· < α < α "

gebracht werden. Wegen α — α* + > w0 r ^ > ist dieser Aus

druck:

oo /(α)

ψ'(α* -j----- —
τ !//'(«*)/

Ή«*)
sin ^UO — ha j

Nach Hülfss. IV bleibt die Klammer bei Abnahme von a* endlich, 
und da γ{α) cl , ß' und a“ und folglich « aber mit a* Nullwerdend 
gedacht sind,7) so verschwindet die ganze Grösse.

Das Integral

d«a(ct) sin χ = I +

zerfällt in zwei Theile, die aus abnehmenden alternirenden Einzel-

integralen bestehen. Weil aber, wie eben gezeigt, das Integral J und 

somit auch jedes der Integrale
CC* CCH
J · J
a' «*

verschwindet, so verschwinden auch die Integrale
a* a

J ■ X-O α*
a

14. Ueber den Limes des Integrals J1 — j dceU(V) sinv/, wo η = ?//(«)+ ha.
O

Was endlich das Integral anlangt:
a IiCfiO 1Ja)

J1 = f*dau(a) sin r/ = dr/—σ(α) sin η jT^dv;—σ(α) sin t? , 

ο ί(ο) iM

7) Wegen der Endlichkeit von N und der infinitären Lösung <5 —
Nöru
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und nimmt von a — Ct1 an sowohl in der Richtung nach a — o als nach 
« = a hin ab. Im Intervall ο < « :£ c?t ist dies wegen γ(ά) ^ 1 beim 
Anblick von

h
einleuchtend, weil — von o bis — 1 abnimmt, während a von o bis a,

Ip1(CC) ’ 1
geht. Im Intervall «, < a < a setzt man

de a(aλ

Es ist a(a) > 1 , und u>‘(a) + h wächst von Null bis i//'(a) + h 
während a von G1 bis a geht.

In beiden Integralen :

folgen sich von Tjia1) nach r/(o) = co resp. ij(a) hin die Maxima und 
Minima der darunterstehenden Function in gleicher Reihenfolge und mit

derselben Phase beginnend. Wegen der Abnahme von — a(a) nach
dr/

ß — o und ß = a hin (oder nach r; = oo und η = η(α) hin) zerfallen die 
vorstehenden Integrale jedes in eine Schaar abnehmender alternirender 
Theilintegrale.

Dieses vorausgeschickt, verfahren wir ähnlich wie in früheren 
Fällen. Um ein Stück:

l(m) -{- cf) «ι-f-cS



abschätzen

Mithin:

zu können, setzen wir wieder
V(ai) — ψ(_αι) + h«! — M-71 )

i](a-y + J) = !/'(O1 + <T) + h(«x + (T)
h = — Ipfcc1) .

yfai Ψ <T) — ψ(αι) VOO

Für ip(<x) >-folgt hieraus (Hülfss. IX)

(Μ + Ν)π ,

Νπ .

V
= +l/-— u U QC

wo das u ein anderes je nach dem Vorzeichen der Wurzel ist, was wir 
durch die Lösungsformen :

- * - - ".yüö. + ->"■ -+
andeuten wollen, indem wir <T; und <T" als positive Grössen einführen.

Setzt man in der von C1 bis α, + (T genommenen Portion von J1, 

der man diese Form geben kann:

(T/(α)ψ'(α) a, <«<«,-!■ 'T ,

ein: (T cv___*—r , so wird sie Null oder kann unbestimmt zwischen
lp“(cc i)-2

endlichen oder kann unbestimmt zwischen unendlichen Grenzen 

werden, je nach dem:
/(«) 1ZAoQ 
Ο'ΟΟϋ ^ ’

wie ich gleich nachweisen werde. Dann setzen wir: α = M1 + J1, so 

• + ,v —__ Ξ___ r 1 Der vorstehende Ausdruck kann geschriebenlöL U1 1 5 1

werden:
y(a) ip‘(a) ψ1> (e/2"

Ό'(«)τ ^“Οι)5

Da nun i//,v(c) = ^ , λ p=- 1 (wie sich durch zweimalige Differen-
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tiation von ι/'(α) >- l- ergiebt), so kann der zweite Factor geschrieben 

werden:

iK"'+ί5ΐ)
«i + Ti

r«,

und wird nach dem schon benützten Satz (Hülfss. III) Eins für «, = o. 
Das Integral J, wird also jedenfalls Null, wenn:

Z(«) Ψ\α)
ψ“(.α)τ

1 oder α(ά) yju(a)$ .

Viel umständlicher ist der Nachweis, dass das Integral
a

Ji — I d a a(a) sin rj 
o

zwischen unendlichen Grenzen unbestimmt wird, wenn 

γ(α) ψ'(α)

ψΜ(“>τ
1 oder σ(α) ιρ“(μ)\

ist, wie ich ja schon oben (Art. 11) bemerkt habe, dass dergleichen 
Divergenzbeweise am meisten Mühe zu machen pflegen. Dieses 
Mal aber will ich den Beweis, trotz seiner nicht zu vermeidenden Länge, 
wirklich durchführen. Aus mehreren Gründen. Einmal um doch ein 
Beispiel eines solchen Beweises gegeben zu haben. Dann aber, von 
anderen abgesehen, besonders aus dem Grunde, weil das Un endlich werden 
des Integrals J1 auch von Riemann (Geber die Darstellb. e. F. d. e. 
trigon. R. Art. 13) behauptet wird, während seine Begründung mehr ein 
Nachweis der Möglichkeit des Unendlichwerdens sein zu sollen scheint, als 
ein Nachweis des Unendlich werdens selbst. Und ein genauer Beweis 
einer Behauptung, der Riemann einige Seiten gewidmet hat, kann 
nicht überflüssig erscheinen.



15. Nachweis der Divergenz des lim ^da σ(α) sin η , η = ψ(α) + h<x
O

im Falle: ι//(α) 1 - , σ(α) >- ipu(a)\- .

Um diesen Beweis wirklich zu erbringen, benutzen wir wieder den 
Umstand, dass die Integrale

«1 CC

I*da a(cc) sin η , J d«cr(o:) sin tj ,
O CCl

wenn man Tj(Cf1) als ganzes Vielfache von π sich denkt, jedes in eine 
Schaar abnehmender alternirender Theilintegrale zerfallen, und dass 
beide Schaaren gleichzeitig mit einem positiven oder mit einem nega­
tiven grössten Theilintegral beginnen. Es sei also

Tj(Cf1) = mn , Tjfa1- J') = (m + \)π , η(αι — δ' — dj) = (m + 2)π 
η(αι + d) = (m + 1)π , η(α, + δ + (I1) = (m j- 2)π

so wird der Werth des Integrals:
a

Jj = dttff((i) sin tj 
o

enthalten sein zwischen den Integralen :
«l —{- c5 —(— e5i

Jdao(Ct) sin η , dao(a) sin tj

CCl ---  <5' CXl----6'-----&l'

und wird einen unendlichen Limes haben, wenn Gleiches von einem 
der Integrale:

öl tti -|- cf -(- «Si
dao(a) sin tj , Jdaa(a) sin tj 

öi·—<5' — dV öi

nachgewiesen werden kann. Wir wollen dies vom zweiten Integral 
nachweisen, welches wir zunächst so zertheilen:

<5

II — I dca(a, + fj sin τ;(α, + ε) + ^de,σ(α1 + <1 + C1) sin η(α} + J + fj),
O O
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um es sodann wieder in Eines zu vereinigen, welches die Grenzen des 
ersten hat. Zu diesem Zweck setzen wirr

7?(at + c) = (m H ν)π
7/(α, + dj = (m + 1 )π
7y( U1 H d' -f* £t) = (m + 1 + v)n
ViaI + 9 + (I11) = (m + 2)n .

Mit Hülfe der Formeln (Ilülfss. IX) findet man hieraus:

_ / 2τιν v Ί /2 τι (y + 1)
V Ψ"(Oi) 1 V V11(Ct1)

9 = U1]/~~ , 9 + 9, = U2]/ »
V Vit(Ocl) ’ -y Vtt(CC1)

wenn die infinitere Lösung von i/H« -fi d) — ^(a) — δφ1(«) = ξ>π mit

Ue |/ bezeichnet wird. Verändert man in diesen Gleichungen

t, C1 und v, lässt aber 9. J11 , constant und sieht v als Function von
c an, so findet man:

d,, = + d«k|z 2n dUy
(y+ l)v“(

d Uy4~ 
dv I

Dieser Werth von de, ist in das zweite Integral II einzuführen, 
worauf es die Grenzen ο , δ erhält, und sich mit dem ersten vereinigt. 
Alsdann zerlegen wfir II von Neuem und zwar in folgende drei Theile:

II -II1H II2H-II3 wo:
<5

III = j df I a(al H e) — σ(α, H <1 + £t) | sin ij (α, + ή

IL = de 1

IL

U j,-f-1 V
Uy \ V + 1

HV 2 η

(i(ß, + + £,) sin 7/a, + s)

duy+i
(v -f Dyjtt(CC1) I di

J V Uyfl — (V + 1 ) Uy
dv

<7(«i + (S'H C1). 

sin Tj(a1 + f) .



Diese drei Integrale sind auf ihre relativen Grenzwerthe für or, = o 
zu untersuchen. Für diese Untersuchung brauchen wir den Satz, dass:

Oia1 + J)
Oiai)

für «, =o stets den Limes 1 hat, falls:
ΐί(α, + J) — Tjia1) + Ntt

ist, wo N eine endliche Zahl vorstellt. Da nämlich alsdann

v _ -i / 2Κπ
J - unIz (c,)

ist, so läuft der Satz darauf hinaus, dass im Falle u(«) «< <//(a) > VJ‘ia) ^ ~ ?r 1X1 ^ ·

(« + ——)
\ "'"('O::/ ,

niC/)
ist. Dies haben wir aber (Hülfss. VI) schon gezeigt. 

Sonach können wir zunächst setzen:
u(cc, + e) o(aj + J + £,)II1 = JuCa1) I

Oia1) U(CC1)
Der Factor j j hat den Limes Null.

Untersuchen wir zweitens:
6

I sin Ijia1 + s) , ο < e < J .

ra„+i
du
di
y'- — ir + l)u,.(ll^ :'! I Oia1 + J + C1)

sin Ijia1 + ε) .
d vErstens der Factor — . Aus der Differentiation von ψ(α + ε) —ili(a) —sxp'ia) = 
ds

νπ folgt:
dr

und

VjUa 4- «) — tV‘ia) = π—ds

di "r ip“ia)
dr , s ip“ia + ε)rr— = εψ“(α) ■

JVegen ε = u
V 2 π v 

rp"{a); ist (nach Hülfss. V)

<Λ<

ipl‘{a + c)
rp"{a)

ec 1 , und

somit
dr
di CXJ ψ"(α)τ

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XII. Bd. II. Abth. 5



Ferner die Differentialquotienten 

— Qip1 {a) = Νπ ziehen wir wieder:

dp

duv duy+i
dv ’ dr

(Piiju (a) — 2tiNun ,
Jt

dN QipiiHa + pi) ’

Aus ip(a + p) — tKct)

O < P1 <s P

Dift'erenziren wir die erste Relation, indem wir a constant lassen, so 
folgt wegen der zweiten:

du

= N^3 _L U2

ip“(a + P1) dN

woraus ^^ co o folgt. Somit kann man im Ganzen II3 auf die Form 

bringen:

IL = Ασ(β,) -w- ------ ----  sm η(σΊ + e) , O « < <> ,
3 O-(CCli)

wro w für Ct1 = o verschwindet.

Bleibt noch II2 zu untersuchen. Wir schreiben:

H1 = Aiw
Cfftt1 -ff A + C1) · , I-S- sin ?/(«! -ff e) J

(ff «ff

ec 1 und

wo E , £j , V1 mittlere Werthe vorstellen. Hier verschwindet der
Uy+t

Factor von Ac? Ut1) nicht. Denn man hat —

ist enthalten zwischen Null und . Man könnte noch einwenden-,

dass e, welches der Bedingung o > e ^ genügt, im äussersten ± alle 
Null oder gleich J sein könnte. Allein da der Sinus zwischen den 
Grenzen der Integration sein Zeichen nicht wechselt, so würde es dann 
ja schon ausreichen, von dem Integral:

3 .

i

zu zeigen, dass es die Form A · rr(a) · V2 annimmt, wo v2oo I1 und 
der übrig bleibende Theil
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J + J
hätte dasselbe Zeichen.

Es lassen sich also die drei Integrale IIliII2jH3 resp. auf die
Formen (IaCci1) - V1 , (Me1) · V2 , (Me1)V3 bringen, wo V1 und V3 für

σ(α,)
ce = o verschwinden, V2 aber nicht. Da aber (Me1) oo "nach der 

Voraussetzung 1 ist, so ist auch II1 + IL + IL ^ 1 · Q- E· D·

a
16. Schlussbemerkung über den Limes von J = J daa(a) cos -/<«) sin bci

O
falls o(a) = γ{α)ιρ'(α) , /(«) ^ 1 , Ψ(«) ^ 1* ist ·

Unsere unter B gewonnenen Ergebnisse sind kurzgefasst diese. 

Nimmt man in
a

J = I dßn(ß) cos )p(aj sin hr/

an σ(β) iF(oO , ψ(α) 1-, so ist der lim J Null für

o(a) -c (/>"(«)

und zwischen unendlichen Grenzen unbestimmt für

σ(α) ψί;(α) ·

Es fragt sich, ob die allgemeine Bedingung o(a) ^ ip‘(a), untei 
welcher unsere Untersuchung angestellt wurde, alle Fälle o(a) und

ib(a) ^ I1 umfasst, in denen der lim J convergent ist. Gewiss. Denn 
‘ a
man hat φ'(α) = , ,«(«) ^ 1 und die Bedingung der Convergenz

a

o{a) Y ip“(v(a) wird:
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σ(α)
Y αμ'(α) — μ(α)

während die allgemeine Bedingung
a

o{a)
μ (a)

lautet. Es ist also nur zu zeigen, dass

Y αμ'(α) — u(a) u(a)
----------- _ ^ < ------

a a
wozu es wieder ausreicht, die Ungleichheit

auMu) μ(αψ
nach zu weisen. Sie giebt integrirt:

1

"(g)
1

a
1

7Γ
oder μ(α)

was, da ja μ(α) >- 1 , a fortiori richtig ist.

Es bliebe noch übrig, die Annahme a(a) ψ'(&) zu untersuchen, 
die natürlich erst recht auf Divergenz des lim J führt. Ein genauer 
Beweis lässt sich hier aber ebenso schwer führen wie Art 1 1 in dem 
analogen Fall p(a) ^ ].

17. Zusammenfassung der Resultate der bisherigen Untersuchung.
Nachdem wir somit den lim J nach allen Richtungen hin sorg­

fältig untersucht haben, stellen wir die gewonnenen Ergebnisse in 
einer Tabelle zusammen. Da wir zur Prüfung des ersten Hauptsatzes 
(s. Art. 19) setzen müssen:

a
J=J d«f(«) sin «h , f(ß) = o-(ti) cos ψ(α) .

O
zur Prüfung des zweiten Hauptsatzes aber: 

a . .r sm ha ,,, ,
J — I d«f(a) ^ } t(G) = (j[a) cos ψ{α) , ρ(α) = αα'ά) ,



so wollen wir behufs rascherer Uebersicht beide Functionen, a(cc) und 
p(ö), in unsere Tabelle aufnehmen.

ψΟ)
I. Hauptsatz

*») = *5
a

II. Hauptsatz

p(«) = CCO(a)

,, j :

a
lim, I d«o(ß) cos ψ(α) sin hah= co ,!

O
a · i,. p , . , sin haJmih _ ^ dap(a) cos ip(a.)

O

ifAa) I1
Ci

1
cr(a) «<

«

σ(α) ου
α

a(a) >- -- 
a

p(a) 1

p(a) co 1

p(c) >- 1

Null

Unbestimmt zwischen densel­
ben Grenzen wielimx_0p(x)cos!//(x) 
Unbestimmt zwischen unend­

lichen Grenzen wie 1ϋηχ_ορ(χ) 
COS l/.'(x).

oo 1 ^
a

1
<rfc) -a

Λ 1
<7(ß) CO

a

o{a) o - 1 
a.

(>(a) 1

ρ(α) ου 1

p(a) 1

Null

Unbestimmt zwischen Grenzen,

die vom mod ) daa1 ^ui ab-
U αO

hängen.
Unbestimmt zwischen unend­

lichen Grenzen.

xp(a) I1
a

a(q) ]/ »//'(o)
o(ß) o=- y^"(ß)

p(a) -< cr|/ ψ“(α) 
ρ(α) /- α|/

Null.
Unbestimmt zwischen unend­

lichen Grenzen.

Lieber die Grenzwerthe ähnlicher Integrale, namentlich des Integrals
a
I dön(a) cos ψ{μ) sin h(a -f- c) .

Wir haben den Limes von I de f(«) sin ha unter der Annahme
O

f(Ci) = a(a) cos φ(α) untersucht. Der Leser wird sich leicht davon über-
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zeugen, dass die Methoden und die Ptesultate die nämlichen wären, hätten 
wir f(a) = o(a) sin ip(a) angenommen. Nur dass wir hier und da state

TT.
Vielfacher von n ungerade Vielfache von ■ hätten einführen müssen. 

Etwas anderes wäre es gewesen, wenn das Integral
2

S daf(a) cos ha

Vorgelegen hätte. Zwar der zweite Theil der Untersuchung des Limes
a

J = I dao(a) cos ip(a) sin ha, den wir mit B überschrieben haben und
O

der ψ(α) /- 1 - voraussetzt, ist hier mutatis mutandis vollgültig, und so

gelten für das Integral J daa(a) cos ψ(α) cos hc? im Falle Φ(α) 1
1

die oben für das Integral jdσ.σ(σ) cos <//(«) sin ha gefundene
O

Resultate auch. Falls jedoch if>(a) ^ I1 , sind etwas andere Betracht­

ungen , wie unter A anzustellen, und werden abweichende Resultate 
erhalten.

a

Als Ausgangspunkt dient, dass das Integral j daa(a) cos xp(a) cos ha
O

convergirt, sobald ο(α) -c ψ'(α) ist (Art. 1). Jedenfalls ist also o(«) =
(>(«)
a

zu setzen, wo (>(«) «c 1 . Das zu untersuchende Integral

ρ(α) cos ip(cc) cos ah

theilt man -wieder in eines von o bis a' und eines von a' bis a . Von 
dem Letzteren ist ganz wie unter A zu zeigen, dass es verschwindet. 
Das erstere an langend, setzen wir a'h = C und

m.



ρ(α) cos φ(α) cos ah

O O OO
Der Theil von o bis ε, vor den man durch den zweiten Mittel­

werthsatz den cos a zu nehmen hat, giebt offenbar einen verschwin­
denden Limes . Der andere Theil ist zu behandeln, wie der analoge

h = co

wovon
O

unter A, nur dass noch statt zu schreiben ist ρ(ά) ■ ——,

der zweite Factor vor das Integral zu nehmen ist. Sodann sieht man 
leicht, dass auch dieser andere Theil für h = oo verschwindet.

1
Hier erhält man also das Resultat, dass für 'Xti) co

der Limes von
a

J^dcu(ß) cos \\i(a) cos r/h

O
immer verschwindet, falls dies Integral convergent ist, 
womit auch dieser Limes vollständig erledigt ist.

Im Ganzen ergiebt sich also: Der Limes^ _ ^ von

J daff(a) cos !/-'(«) cos ah

ist convergent und Null für W(a) ^ R falls ο(ά) ψ'{ά), und für

φ(α) /- I1 falls σ(ά) ·<ί \/ψ“(α) . Ausserhalb dieser Grenzen 

divergirt entweder das Integral selbst, oder der Limes.

Betrachten wir endlich den Limes des Integrals:
a

(J) = I daa(a) cos ip(a) sin h(a + c) , 
o
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wo c irgend eine Constante, so ist er durch das Vorstehende gleich­
falls bestimmt. Denn nehmen wir cos hc und sin bc vor das Integral­
zeichen, so handelt es sich wesentlich um die Grenzwerthe der Integrale:

idßfifß)

o

cos ip(cc) sin ah

a

dao(a) cos )/,'(«) cos ah . 

o
Die Grenzwerthe des zweiten haben wir so eben gefunden, die 

des ersten divergiren nach Art. 17 erst für grössere Unendlich von cr(ct), 
wie die des zweiten. Wir haben also für vorstehendes Integral die 
Grenzwerthe:

Fi«)
„ ρ(α)

<*(«) = a lim (J)

lO(a) 1 ^
- a <7(cc) ^ ip‘(a) O

divergent

. JiΜα) 1
a rrCcr) 5 V'P“(a) O

divergent

19. Uebersicht über die Verwendung der obigen Resultate in den beiden
folgenden Capiteln.

Der erste Hauptsatz der Theorie der darstellenden Integrale, wie 
ich ihn Borch. Journ. Bd. 79, pag. 41 bewiesen habe, lautet: Wenn 
für alle durch die Bedingung A < A, < B1 < B gestatteten 
Werthe von A1 und B1 die Function φ(α, b) die Gleichung:

Bi

lim I da <p{a, b) = o 

A.

erfüllt, so ist, unter f(x) eine im Intervall A < x <- B inte- 
grirbar e Function verstanden, auch



B

IimJ da f(rx) (f (a, b) = o .

A

Wir dürfen also </<a,h) = sin ah annehmen. Man kann diesen 
Satz erweitern, indem man untersucht, unter welchen Umständen die 
Function f(«) die Bedingung der Integrirbarkeit unerfüllt lassen darf, 
indem sie z. B. in einzelnen Puncten unendlich wird. Es würde sich 
also fragen : Wenn f(«) für einen zwischen A und B gelegenen Punct C 
unendlich wird, welche Bedingungen muss f(a) erfüllen, damit dennoch:

o

sei. Wir können bei dieser Untersuchung C = A an nehmen, und, der 
leichteren Vergleichung mit unseren obigen Resultaten wegen, die Aufgabe 
so stellen:

I. Wenn in
a

f da f(a) sin h(a + c)

O *
c irgend eine Constante bedeutet, und ffa) für a = O unendlich 
wird, so sind die Bedingungen für f(«) anzugeben, unter denen 
vorstehendes Integral für h = oo verschwindet.

Es leuchtet ein, dass der besondere Fall c = o auch einer be­
sonderen Betrachtung bedarf, weil durch das Verschwinden des Sinus 
für a = o die ConvergenzVerhältnisse des Integrals geändert werden. 
So kann man den Fall c = o obigen Integrals als zur lheorie des ersten 
Hauptsatzes gehörig ansehen, und von diesem Gesichtspunct aus soll er 
zunächst auch behandelt werden. Die andere Auffassung dieses be­
sonderen Falles ist aber die, dass hier der zweite Hauptsatz in 
Kraft tritt. Der zweite Hauptsatz (Borch. Journ. Bd. 79, pag. 46):

a a
lim Jda f(a) Φ(«Λ) = f(o) lim Jda <Z>(a,h)

O
Abh. d.II. CI. d.k Ak.d. Wiss.XII. Bd.II. Abth. 6
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setzt in erster Linie voraus, dass der Limes rechter Hand von a unab­
hängig, endlich und bestimmt, aber nicht Null sei, da man sonst den 
ersten Hauptsatz hätte. Bezüglich der Function f(a) sind seine Voraus­
setzungen nicht so allgemein, wie die des ersten Hauptsatzes, und werden 
weiter unten genauer erörtert werden. Die Φ(α,Ιι) betreffenden Voraus-

Slfl CCY1
Setzungen erfüllt Φ(«,h) = ———, und führt man diese Function in den

vorstehenden zweiten Hauptsatz ein, so ist allerdings klar, dass der 
Limes des rechts auftretenden Integrales

a

o
zugleich auch das obige den Limes von

a

dßf(«) sin b(er + c)
O

betretende Problem des ersten Hauptsatzes löst, wenn man hierin c = o

voraussetzt und — statt f(a) schreibt a y
Hinsichtlich des zweiten PIauptsatzes stellen wir die Frage so
IL Unter welchen Bedingungen für die Function f(a) 

die Relation :
a

o
Wir werden auf Grund der in den Art. 17 und 18 zusammen­

gestellten Ergebnisse in den folgenden zwei Capiteln die Fragen I und II 
vollständig erledigen unter der Voraussetzung

f(a) = cos
wo weder φ(α) noch </<«) in der Nähe von a = o unendlich viele Maxima 
haben, namentlich aber werden wir es uns angelegen sein lassen, die allge­
meinen Regeln für die Gültigkeit der beiden Hauptsätze, die zum Theil von 
uns selbst verötientlicht wurden, mit jenen Ergebnissen zu vergleichen.



li. Capitel.

Prüfung der Regeln für die Gültigkeit des ersten Hauptsatzes, 
falls die willkürliche Function unendlich wird.

20. Die Regeln für die Gültigkeit des ersten Hauptsatzes.
Wir wollen zuerst die verschiedenen Regeln über den Gültigkeits­

bereich des ersten Hauptsatzes auf ihre Uebereinstimmung mit den in 
den Tabellen Art. 17 und 18 angebenen Grenzwerthen prüfen.

Es handelt sich also um Folgendes: Angenommen die Function f(cc) in:
*

J = da f(«) sin h(« + c)

o
sei im Intervall o < a a mtegrirbar, lim^ _ f(a) sei aber nicht endlich

oder doch, wie für f(cG = 1 sin unendlicher Werthe fähig, so
cc a

existiren ein Paar Regeln um festzustellen, ob dennoch lim^ _ ^ J — o
ist, wie dies ausnahmslos stattfindet, wenn f(a) im Intervall oi>ß<a 
die Bedingung der Integrirbarkeit erfüllt, welche aber unendliche Werthe 
der Function ausschliesst. 8)

I. Es besteht eine ältere (unrichtige) Angabe, nach welcher der 
Limes _ J stets Null ist, falls nur das Integral

a

convergirt. 9) o

8) Borch. Journ. Bd. 79, pag. 21 und 41.
9) Crelle’s Journ. Bd. 17, pag. 54.

6
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II. Der Verfasser hat für die Gültigkeit " des ersten Hauptsatzes bei 
allen darstellenden Integralen die ausreichende Regel gegeben, dass das 
Integral:

a

da f(a)

O
absolut convergiren müsse,l0)

III. In dem lalle f(cr) = cCa) cos ψ(α), und c von Null verschieden 
vorausgesetzt, hat die nothwendige und ausreichende Bedingung für das

Verschwinden von lim J folgende doppelte Form: Für w(a) 00 l-1 muss 

a(ff) -< γ(α) sein, für 1μ(α) >- 1~ muss σ(α) -/ \Γψ“(<ι) sein.

IV. Ist dagegen c = o, so gilt für 1//(«) ^ ύ die Bedingung σ(α) ^ 1

und für ψ{α) 1-- dieselbe wie oben: σ(α) ^ψι>(α) ·

21. Allgemeine Regeln über die Convergenz eines Integrals der Form
a

|*da σ(α) cos ψ(α) . 
o

Um nun die beiden apriorischen Regeln I und II mit den a posteriori 
gefundenen Gesetzen III und IV vergleichen zu können, wollen wir für f(«) = 
= σ(α) cos ψ(α) (wo a und ψ für a = o ohne Maxima unendlich werden) 
feststellen, unter welchen Annahmen über o und ψ das Integral

a

da a(a) cos ψ(α)
O

überhaupt convergirt, und wann es absolut convergirt. Wegen:

10) Borch. Journ. Bd. 79, pag. 43.



a

Ida σ(α) cos ψ(β)

GO

-S
*Κ»)

di/uifa)^" cos ψ ,

da
ist das Integral convergent oder divergent, jenachdem crIii)^ 1

oder ^ 1 , d. i. jenachdem

o(a') -c Ifi(O) , oder cr(a) ^ ^'(a) .

GO

Ferner ist das Integral j^di//(?(a)~ mod cos ψ convergent oder 

divergent, jenachdem das Integral
OD &

^dtpo(a) ^ = J άασ(α)

Ψ(»)

φ(α)
convergent oder divergent ist. Setzen wir o(a) = ——, wo φ(α) ohne 

Maxima Null wird, so ist das Integral
a

O
convergent für Functionen φ(α), deren Null unter einer gewissen Grenze 
bleibt. Man kann diese Grenze nicht durch eine Function darstellen. 
Wenn man indessen die Grenze zwischen Convergenz und Divergenz auch 
nicht wirklich darstellen kann, so hindert dies nicht, in den Calcul eine 
ideale Function t(«) einzuführen, von solcher Beschaffenheit, dass das

a

o
convergirt, dass aber jedes Integral
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Jdc φΟ)

divergirt, in welchem φ(κ) τ(α) gedacht wird. 
Bekanntlich ist von den Integralen:

Jd«
^ Cfl1Io- . . . Iru -a r

da
«l112--... Irf1)

« rV/< J
1 + <“ >

π1__ i 1
a'~~^a ’ e^c' Sese^i un^ Zt beliebig klein gedacht, das erste unend­

lich, das zweite endlich. Dies erlaubt die l· unction t{a) in nach unseren 
heutigen Begriffen ziemlich enge Grenzen einzuschliesen:

1 c ^ 1=- τ(α) ;I1Io1 ... I1
α Δα ca

Jedenfalls also hat man:

I1-Io1 ... fIri1)
K -a ^ tIcc J

^ \ l —f— μ , r = 1,2,.,.,T1 =1,2,...

<a) ~ (1Ci )
— 1 — μ

und daraus folgt mit Rücksicht auf die Theorie der Infinitärtypen ,n)

dass al^ der Iypus von t(«) ist. Weiter schreiben wir noch:
-1

wo
1W = OI1I . tm

— \—μ
Or+ 1I ) ^ τι·(α) ^ (lr + !1) , μ beliebig klein.

Im Ganzen haben wir die Convergenzregel: Das Integral:

convergirt, falls

J*dßo'(ct) cos ψ(α)

O

u(ß) < ,y/(a) ;

11) Borch. Journ. Bd. 74, pag. 294.



es convergirt absolut, falls
a

j"1 da <r(a)

O
convergirt, d. i. falls aa(a) ^ τ(α) , τ(α) im obigen Sinne verstanden.

22. Vergleichung der allgemeinen Regeln I und il mit den besonderen
Regeln Ill und IV (Art. 20).

Nach Regel I des Art. 20 würde dem vorigen Art, zu Folge für 
f(a) = <7(«) cos i/'(ci) der Limes von

a
J= |°d« f(«) sin h(« + c)

O
gleich Null sein, falls a(a) ι//'(α) . Dies ist im Intervall 1 -c ψ(α) ^ lA

genau richtig und dies ist auch, c ^ o angenommen, in diesem Intervall 
die nothwendige Bedingung. Für c = o ist die nothwendige Bedingung
weiter und lautet: σ(α) -c \ Im Intervall ψ{α) lA ist dagegen Regel 1

falsch. Denn, wie im Art. 16 des Genaueren gezeigt, hat man in diesem 
Intervall |rfj'(a'), und die Grenze der Convergenz des Lim J
ist a(a) -c j/ψ"(σ.) . Falsch ist also Regel I unter folgenden genaueren 
Bedingungen:

ψ(α) ^ , V1P "(cO ^ a(a) lPlCa) ■

Setzen wir z. B. tp(a) = a so wird dies zweite Intervall:

r Λ —μ—1σ(β) -c a

a

so ist I daa(a) cos convergent,
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es ist aber
a

Iimi _ dßcr(or) cos i/>(a) sin ah
O

zwischen unendlichen Grenzen unbestimmt. Somit wird auch z. B. das 
Glied der Sinusreihe:

71
sin nx f daf(c) sin ηκ

O
unendlich. (S. Riemann, lieber die Darstellbarkeit d. e. trigon. R. pag. 45).

a
Weiter ist nach des Verfassers Angabe (II) lim J = o falls | da o(a)

O
cos i/'(o) unbedingt convergirt, d. i. falls

<*(«) ^ T(«) ,

eine Regel, die ausreicht, aber von der nothwendigen um so mehr ab­
weicht, je grösser das Unendlich von ψ(α) ist.

Um einen Ueberblick zu gewinnen über den Grad der Annäherung 
dieser Bedingungen an die wirklich nothwendigen der Tabellen, schreiben 
eine Folge von Functionen ψ[ο.) hin, darunter die Functionen ff(a), 
welche die Convergenzgrenze des Integrals

a
I^daff(K) cos !/'(«)

O

bilden, und zwar für absolute und für bedingte Convergenz. Endlich 
darunter die Convergenzgrenzen des Limes von

a

daσ(a) cos T/i(a) sin h(a -j- c) 
o

nach den Regeln und nach den Tabellen.
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, 1 , 1 ,1 1 1
1

I3- I-,-- 1 ... e
! a a a a er

σ(«) = 1 1 1 1 1
1
a

Grenze der bed. Con-
ßlM2y al~vergenz excl. a G2 a3 Ct2

θ(α) = τ(α) τ(α) T(a) τ(α) t(«) T (a)
Grenze der absol. Con-

vergenz a Cf. a a a CC

<*(«) = 1 1 I 1 1 1
1

«Ho cd —
O3

... e
I Regel a 2a a a Ci^

CC2

(>\a) = t(«) t(c) <«) τ(α) τ(α) T-(Cl)
II Regel a a a a a Ct

ü'(«) — 1 1 1 1 1
1

2«
III Regel , c ^ o djhj αζ a

3
2a

CC2
... e

a2

σ(α) = 1 1 i 1
3

1
I

2«
IV Regel , c — o a a a Ct2

CC2a

Nocb anschaulicher werden diese Verhältnisse, wenn man die Un­
endlich von ψ und σ durch Coordinaten darstellt, wobei es uns nicht 
beirren darf, dass die Grösse des Unendlich durch keine Einheit 
gemessen wird. 12 13J Für unsere Zwecke reicht es hin, dass wir eine 
beliebige Anzahl von Unendlich in einer Reihenfolge nach ihrer analytisch 
wohl vergleichbaren Grösse anordnen können.

So entspreche jedem Puncte der Coordinatenebene in der graphischen 
Darstellung Tafel I lä) ein Functionensystem

««) , ·*/'(«))
und wenn der Punct unter der die Ergebnisse der Tabelle (Art. 17) 
darstellenden Linie und oberhalb der iyAxe gelegen ist, so entspricht

12) Ann. v. CL und N. Bd. VIII pag. 363, Einleitung.
13) Bedauerlieberweise ist durch nachträgliche nicht hinreichend überwachte Correctur ein 

entstellender Fehler in diese Figur gekommen. Selbstverständlich muss die Curve I1III zwischen 
den Geraden II und IV verlaufen.

Ahh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XII.Bd. II. Abth. i
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dem ihm zugehörigen Functionensystem eine dem ersten Hauptsatz für 
c ~ ° genügende Function f(a) = σ(α) cos Analog, wenn er unter
der die Ergebnisse der Tabelle Art. 18 und oberhalb der !//Axe liegt, 
wird durch das ihm zugehörige System ο , ψ der Satz für c 'S = o er­
füllt. Liegt der Punct oberhalb einer dieser Linien, so findet der Satz 
für c = o resp. c -S o nicht statt.

23. Kurze Uebersicht über die Ergebnisse dieses Capitels, nebst einigen 
Bemerkungen, welche ihre graphische Darstellung veranlasst.

Fla zeigt sich also, dass im Intervall ψ(α) >- 1- der

Lim1
Λ a

j da 0(«) cos ψ(α) J sin ah = Limh^03 J daf(a) sin ah

divergiren kann, wenn auch:
a a

^daj^r(a) cos*///(a) j = ^
(«) cos*!//(c<) I = J dccf(a)

O
ein convergentes Integral ist. Die Bedingung für die gleichzeitige 
Divergenz jenes Limes und Convergenz dieses Integrals lautete:

Yyii(Ci) -< σ(α) 'Φ'(α) .

Dagegen kann, Dank dem Sinus, im Intervall 1 < ψ(ο) < 1- der
a

Limes von
a

^ dGiζ^σ(α) cos y(e)] sin ah 

convergiren und verschwinden, wenngleich das Integral
a,

da|\r(a) cos ψ(α)1
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divergent ist. Die Bedingung dafür ist

1'p'(a) o(a)

Betrachten wir dagegen das Integral:

1

J da|o(a) cos cos ha oder da^o(a) cos sin h(a ! - c) .

Dies Integral und sein Limes sind gleichzeitig convergent (in welchem
1Falle der Limes Null ist) und divergent, aber nur im Intervall 1 -c ψ(α) ^ 1—.

' a
Falls ι//(α)/-1-\ ist das Integral convergent für a(a) ψ(α), und 

der Limes für a(a) -c ]/-φΗ(α) (Art. 18), wie das obige:

dâ <x(a) cos V-'(a)J sin ha.

. . . 'WiC(Zs)Eben dies Obige ist convergent für a(a) -c ' ■ , und sein Limes für
a

σ(α) - im Intervall \p(a) V und für σ(α) -c |Λ//'(α) im Intervall

1— . Also, und dies scheint mir beaclitenswerth, ist der Limes

des Integrals mit dem sin ah in einem viel kleineren Bereiche des 
Unendlich von o(a) convergent, wie das Integral selbst, während bei 
dem Integral mit dem cos ah die Uebereinstimmung des Convergenz- 
bereiches beider, des Integrals und des Limes, theils vollständig, theils 
doch grösser als' im Falle des sin ah ist-.

Die Figur zeigt deutlich, dass die beste allgemeine Regel für den 

Gültigkeitsbereich des ersten Hauptsatzes, nämlich Regel II, von ?//(a)cv>l- 

an für zunehmende Unendlich von tp(a) eine äusserst mangelhafte Ueber-
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einstimmung mit der nothwendigen Bedingung III, IV zeigt. Wenn uns 
dies deshalb nicht überraschen kann, weil die Regel III eben nicht für 
das Integral:

a

o

deef(oc) sin h(ce + c)

allein aufgestellt ist, sondern für sämmtliche darstellende Integrale gilt, 
so entsteht doch die Frage, ob für vorstehendes besondere, aber auch 
besonders interessante Integral nicht Regeln ermittelt werden können, 
die besser an die nothwendige sich anschliessen, oder ob nicht gar die 
nothwendige Bedingung für alle Functionen f(a), für welche der

a
lim [ dc*f(a) sin eeh verschwindet, gefunden werden könne. Besser als II

O
an die nothwendige Bedingung III sich anschliessende allgemeine Regeln 
wird es schon geben. Aber ich möchte dem Analysten, der Oehl und 
Mühe an die Auffindung der nothwendigen für alle Functionen f(«) 
gültigen Regel wenden will, zu bedenken gehen, dass schon im Falle 
der einfachen Function f(a) = a(a) cos i/<«) eine solche Regel zwei formell

verschiedene Gesetze liefern müsste, jenachdem nämlich \p(a) 1- oder

£ 1! ist.
"■ a Nun betrachte man z. B. eine Function wie diese:

σ(α) cos V cos

wo die Grössen o, u, v, ... sämmtlich >- 1 gedacht sind, wie viel 
formell verschiedene Gesetze für die o, u, v, ... mag es hier wohl 
geben, und wie will man sich die Bedingung zusammengesetzt denken, 
die alle diese Fälle umfasst?

Es erscheint mir wahrscheinlich, dass ein dereinstiges tieferes 
Verständniss dieses und ähnlicher Probleme von allgemeineren Gesichts- 
puncten aus — wer vermöchte jetzt schon zu ahnen welchen! — erfolgen 
wird. Weil eben die formell verschiedenen Gesetze darauf hinweisen, 
dass wir es hier mit Grenzfällen einer höheren Continuität zu thun haben.



III. Capital.
Prüfung der Regeln für die Gültigkeit des zweiten Hauptsatzes, 
welcher dem Convergenzbeweis für die Fourierschen Reihen

zu Grunde liegt.

24. Angabe der Regeln für die Gültigkeit des zweiten Hauptsatzes.
Wir wenden 

Hauptsatzes
uns zur Prüfung der für die Gültigkeit des zweiten

aufgestellten Bedingungen, welches auch die Bedingungen für die Dar­
stellbarke it von f(o) durch eine Fouriersche Reihe oder ein Fouriersches 
Integral sind, falls f(et) diese Bedingung nicht allein für a > o, sondern 
auch für ce <1 o, also innerhalb eines (beliebig kleinen) den Punct a = o 
enthaltenden Intervalls, erfüllt. Es sind hier folgende Bedingungen 
zu verzeichnen:

I. Es genügt f(«) der Dirichl e t sehen Bedingung, d. h. es hat im 
Intervall o <j a 5Ξ a nur eine endliche Anzahl Maxima. 14)

II. Die Lipschitzsche Bedingung: ffc) — f(o) wird nicht langsamer 
als eine Potenz von a Null.15) Noch etwas, weiter geht die aus der 
Regel IV unmittelbar fliessende Bestimmung (Borch. Journ. Bd. 79, 
pag. 61, Art. 11 und diese Abh. Art. 26) dass

f(a) — f(o)
r(ce)

nicht unendlich werden darf, τ(«) im Sinne des Art. 21 verstanden. 
In dieser Form will ich sie die Bedingung II nennen.

III. Vorausgesetzt, dass f(cj differenzirbar ist, gilt der zweite Haupt­
satz für alle darstellenden Integrale, wenn dieses Integral:

14) Crelle’s Journ. Bd. 4, pag. 157.
15) Borch. Journ. Bd. 63, pag. 236.
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absolut convergent ist.1G)
IV. Falls das Integral

f'fa) da

de« _d 1 
da a dßi(ß)

absolut convergent ist, wobei ffß) nicht differenzirbar zu sein braucht,
a

gilt der zweite Hauptsatz für alle darstellenden Integrale j day(a,h),
o

bei denen φ(α,h) die Bedingungen erfüllt, dass αψ(α, h) mit a ver-
sin i/ii

schwindet, und mit h nicht unendlich wird, wie bei ψ{α, h) =-------- . 16 17)

V. Setzt man. f(«) — ρ(α) cos φ(α), so sind nach der Tabelle Art. 17 
die nothwemdigen und ausreichenden Bedingungen dafür, dass

lim Il = OO da [()(a) cos ?/;(«)]
sin ah

sei, formell verschieden, jenaehdem </'(«) 1 oder ψ(α) ^

ersteren Kalle wird verlangt, dass ρ(α) verschwinde für a
,11 gehen die beiden 
azweiten muss ρ(α) ay tp"(cc) sein. Für iψ(α)

Forderungen in einander über, da dann aus der zweiten ρ(α) -< 1 folgt.
Es wird sich jetzt wieder darum handeln, die vier ersteren apriori­

schen Gesetze mit den aposteriori gefundenen unter V verzeichneten 
Regeln zu vergleichen.

Um diese Vergleichung an stellen zu können, müssen wir zuvor 
untersuchen, was, f(a) = ρ{α) cos ip(cc) gesetzt, aus den Gesetzen III und IV 
für die Functionen ρ und ψ für engere Bedingungen sich ergeben.

16) Borcb. Journ. Bd. 79, pag. 55.
17) Boroh. Journ. Bd. 79 pag. 55.



25. Unter welchen Umständen ist für f(«) = (>(«) cos φ(α) das Integral
a

I daf'(a) absolut convergent?
O

Wir beginnen damit das Integral
a

o
auf seine absolute Convergenz zu untersuchen.

Es soll also absolut convergent sein das Integral:
a
j“da <{ ξ)'(α) cos ψ(α) — ρ(α)·ψ'(α) sin ip(a) |

oder, wenn man setzt:

das Integral:

ξ>'(α) = h(a) cos γ 
ρ(α)ψ'(α) = h(a) sin γ

da h(a) cos (\p(a) +

O

wo h(a) = Γξ>'(α) + ξ>(α) if'(a) J" , / = arctg y(a) ■ · Für a = o
ψ {&)

Tt Tt T1
nähert sich γ ohne Maxima einer zwischen — - und + -- eingescnlos- 

senen Grenze.

Mithin ist ip(a) + γ >- 1 , daher ist nach den Ausführungen des 
Art. 21

a

J^dah(a) mod cos (ψ + γ)

O
nur dann convergent, wenn das Integral

1



a a
I dßh(a) = J dßji>'(«) + (<«) */>'(«) j"

O O
convergent ist. Dies convergirt aber seinerseits nur, wenn die beiden 
Integrale

da ρ(α)ψ'(<χ)

convergiren. Denn wäre z. B. das erste nicht convergent, so könnte 
geschrieben werden

da I (>'(«) + (j(a) \p‘(a) y — j 1 + CHrTFJ4“^’
wo der Factor vor dem Integral rechts nicht verschwinden kann. Wenn

a
(;(«) 1 , ist das Integral fdαρ'(α) convergent. Die Convergenz

des anderen Integrals

führt auf die Bedingung:

f d«(>(a:) Ip'(cc)

(>(«) Ψ'(.«) OO τ(β)

T(ö) im Sinne des Art. 21 genommen. 

Es ist also das Integral
a
f dß T- ((>(«) cos </'(«))

absolut convergent, wenn p(ß) <1, und die Bedingung

ß ()(«) !/''(«) ^ τ(α)
erfüllt ist.



26. Untersuchung der Bedingungen für ρ und ψ in f(«) = <>(«) cos ψ(α),
a dl"

welche das Integral f d« da ~ f d/3i(ß) absolut convergent machen. Es wird
O O

die Bedingung ρ(μ) ^ τ(ά) aufgestellt, und, um sie auf ihre Nothwendigkeit zu 

prüfen, wird zuerst eine Substitution für f(cc) eingeführt, welche für ψ(<ή ^ r(«) gilt.

Führen wir jetzt die analoge Untersuchung bezüglich des Integrals
a cc

^ = JdcC^JliW)

O O
durch, indem wir, f(x) = ρ(χ) cos ψ(χ) gedacht, zu ermitteln suchen, unter 
welchen Bedingungen für ρ und ψ das Integral AT absolut convergirt.

Es sei φ(ά) eine für a = o endlich bleibende Function und ρ(α) ^ τ(α) 
(τ(α) im Sinne des Art. 21 genommen), so hat man für f(«) = i»(«) <p(a): 

a « a

^da|^ - d/? f(/3)j =Jdß^ |φ(α)-^φ(«)|, 0^«£cc, ξ<α) 5 KcO-

O oo
Die Klammer unter dem Integral rechts bleibt also endlich, und 

für ρ(α) ^ r(«) wird daher K absolut convergent sein. Unsere Unter­
suchung legt sich jetzt die Frage vor, ob und wie weit die eben bei 
Functionen der Form ρ(α) · φ(κ), wo φ{α) nur endlich zu sein braucht, 
gefundene ausreichende Bedingung für die absolute Convergenz von 
K (dass ρ(α) ^ τ(σ.) sei), bei Functionen der speciellen B'orm ρ(α) cos ißa) 
η o th wendig ist·.

Um das Integral K behandeln zu können, ist es nöthig, des darin 
vorkommenden inneren Integrals (nach ß) dadurch ledig zu werden, 
dass man für f(o) eine Function ein führt, die schon von vornherein ein 
Differentialquotient ist. Wir setzen also statt f(a):

d
F(a) = —λ(α) sin ψ(α) 

da
= λ(α) cos ψ(α) + λ'(et) sin ψ{α)

ein, worin wir λ(<%)ψ'(α) mit ρ(α) identificiren und λ'{α) wenn diese 
Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XII. Bd. II. Abth.



Voraussetzungen sich gegenseitig vertragen, da nämlich ξ>(α) = λ(κ) tp‘(a) 
doch -< 1 angenommen werden muss — so bestimmen, dass der 
jL'(cc) sin tp{a) enthaltende Theil von:

a «

* = d/?F (ß)

für sich absolut convergirt, d. i. wir setzen:

Z'(ct) ^ T(ct) .

Hieraus ergiebt sich
Z(ct) ^ ατ(α) ,

wie folgt: Aus λ'(α) ^ τ(α) folgt zunächst:

λ(α) ^ I*d/9r(/5) .

Setzt man nun

oder durch Differentiation:
τ(α) oo τ(α) I 1 + «

|*άβτ(β) OO ατ(β) ,
O

τ' (β)

τ(β)

so muss die Richtigkeit dieser Relation nachgewiesen werden. Dies ist 
aber sehr leicht, denn aus:

i + At

folgt:

r(ß) >- ------ r—— oder .—v y iyt (ß) 1©
l— °° Il1-
T(ß) ß

und durch Differentiation:

τ'(α)
t(«) ^ dl

oo T '(ß)

χΐ(©
OO 1

Iiioder



und jene Relation ist ja schon bewiesen, wenn nur überhaupt gezeigt 
τ'(α)

ist, dass: «—7— 1 ·
T (a)

Wir haben also die beiden Voraussetzungen:

λ(α) ^ ατ{σ) , ρ(α) = λ(α)ψ'(α) 1 .
Es soll untersucht werden, ob die Bedingung ρ(α) ^ τ(α), unter 

welcher K absolut convergent ist, nothwendig sei. Also müssen die 
vorstehenden beiden Bedingungen für λ, ρ, ip so beschaffen sein, dass 
wenigstens für einige Stärken des Unendlichwerdens von ip die Grösse 
der Null, die dem ρ gestattet ist, ein Intervall umfasst, welches die 
Grösse der Null von τ enthält, damit man eben feststellen könne, ob 
r, die nothwendige Grenze für die Functionen ρ bildet, die W absolut 
convergent machen. Wie wir gleich zeigen wollen, gestatten die beiden 
Bedingungen λ(α) ^ ατ(α) , ρ(α) = l[a)ip‘(a) 1 dem ρ(«) ein hinläng­

liches Intervall unter der sehr allgemeinen Voraussetzung ip(a) ^ t(cc) .

27. Nachweis, dass die Substitution des vorigen Art. für f(«) die Prüfung 
der Nothwendigkeit der Bedingung ρ{α) ^ τ(α) gestattet.

Wir setzen also:

und

Man hat:

und wenn mit t* und U die Infinitärtypen von τ und n bezeichnet 
werdeü, so wird:

/1 Ix
<<"> = annA^ ~ τ.)

Beide Glieder in der Klammer haben das nämliche Zeichen falls 
ji(a) 1 . In diesem Falle wird also ρ(κ) jedenfalls einer so grossen 
Null wie

an
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fähig sein. Da aber Tr1 beliebig langsam Null werden darf, so handelt 
es sich darum, ob stets

an
Tlv

U
t(g)

sein kann. Nun hat man tr oo cd- (Art. 21), wodurch die vorstehende
a

Relation wird:
π

7i[a]

1IT t(cj)

n(a)
Da aber jedenfalls —— > τ(α) ist, so kann die Null von Jr1 auch

CC

stets so klein gewählt werden, dass vorstehende Ungleichheit erfüllt ist. 
Also gestatten die Bedingungen λ(α) ^ ατ(α) , ρ(«) =

= λ(α)ip'(a) -c 1 für ψ(α) ^ ^ dem ρ(α) ein τ(α) einschliessendes

Intervall.

28. Nachweis der Nothwendigkeit der Bedingung ρ(«) ^ τ(ά) für ψ(α) ^ τ(«). 

Es lässt sich jetzt leicht zeigen, dass in dem Gebiete

■*(«)
rp(a)

ρ(α) ^ t(«) die nothwendige Bedingung für die absolute Convergenz von

K1 =

O

r I wm

ist, oder, wie sich daraus unmittelbar ergiebt, dass
CC

K — 1 dct-N-- j dßy(ß) cos ip(a)-N-T

nur für ρ(e) ^ r(a) absolut convergirt, falls ψ(α) >- ist.



Denn es ist:
a

Jn d Zλ(α) sin ψ(«)
d»d«(

o
Dies Integral ist aber nach Art. 25 nur dann absolut convergent, wenn:

a a

O O
convergent sind, d. i. wenn:

/.(«) ^ ec , Λ(«)ψ'(α) ^ r(«) ,

Die zweite Bedingung ist die zu beweisende, und die erste ist wegen 
λ(κ) ^ ατ(α) von selbst erfüllt.

29. Die nothwendige Bedingung für die absolute Convergenz von K wird

für das Intervall 1 W(a) 1- mit Hülfe einer anderen Substitution für
a

i(ß) aufgestellt.

Da wir nun für ip(a) ^

Bedingung kennen, unter der
a

1
T (ec)

die nothwendige, ρ(χ) betreffende

absolut convergirt, 
das Intervall

K =JdeS-Jάβρ(β) cos tp(ß)

so hätten wir noch die nämliche Bestimmung für

1
iM«) -r(ct)

zu versuchen. Wir werden uns aber auf das leichter zu erledigende, 
von jenem wenig abweichende Intervall



beschränken.
Wir setzen ähnlich wie oben :

F1(Ci) = ^ z(ci) cos ψ(«)

= λ'(α) cos ψ(α) — λ(α) t//'(cc) sin i/v(ct) .

Nehmen wir also an ψ(«) 1™, und setzen z. B., um einen Versucha
zu machen:

Ψ(») - l(”) , v < 1 ,

so ist:

F1(Ci) = l‘(d) COS \p(a) + vl(a) · ' i 1 — v ■ sin ip(a)

Macht man alsdann weiter die “Annahme

also

, >> v >

(wie durch Differentiation leicht zu verificiren), so giebt der zweite 
Theil von F1(Ci):

νλ(α)
---- ■ sm ibla)ll—r J

Cti-

a C1 ] ß
in dem Integral Κιβ— j dct----- f dß h\(ß) für sich einen absolut con-

O O

vergenten Theil, gleichwie vorher, als es sich um das Intervall —p(a)
T(«)

handelte, es der erste Theil von F(ct) war, über den wir in ähnlicher 
Weise verfügten. Weiter findet man wie oben, dass das ganze Integral



a «

ο ο
absolut convergent ist, wenn die Integrale:

a a

, fd
J da α J ct

o O

convergiren. Das erste convergirt wegen
λ(α)

das zweite wegen:

λ(α) Ipi(K) ^ _____ 1___
« ^ «1 1^-*0 ■

Hierdurch ist dann auch, wenn λ'(α) = ρ(α) gesetzt wird, die Be­
dingung für ρ(α) in f(ec) = ρ(α) cos ψ(α), vermöge deren das Integral K 
absolut convergirt, gefunden.

Um nun die Frage allgemein zu erledigen, setzen wir in
F1M = λ'(α) cos ip(a) — λ(α) <//'(«) sin \p(d)

wieder λ'(α) = ρ(α), und hieraus folgt λ(α) ου αρ(α), unter der Annahme, 
dass der Typus von ρ(α) die Bedingung ^ a erfüllt, d. h. dass ρ nicht 
so rasch, wie eine Potenz von a Null wird. Wir bestimmen sodann 
λ(α) so, dass der den zweiten Theil von F1(Or), nämlich λ(α)ψ'(ά) sin tp(a), 
enthaltende Theil von

a u

o O
für sich absolut convergirt, was der Fall sein wird, wenn X(a)xp‘(a) t(a), 
oder wenn das Integral

a

da ρ(α) Ip1 («)



convergirt. Alsdann folgt aus der absoluten Convergenz von AT10 sofort 
diejenige von

Jd0d0 “/- ißm

wenn ΐ(β) = ξ>(α) cos tp(a) = λ'(α) cos ip(a) gesetzt wird. Nach den schon 
öfter benutzten Sätzen ist,

a «

d «Al d/? F1CJ daaJ
m =

absolut convergent, wenn die Integrale

da d λ(α) cos ψ (a) 
da a

a «*

fd«A w , fd„*<fii»
da a F «

convergiren. Was das zweite Integral betrifft, so wurde dessen Con- 
vergenz schon so eben verlangt. Das erste, welches geschrieben werden 
kann:

J da—ρ(α)φ(α) 
da

wo φ(α) für a — o nicht unendlich wird, ist auch convergent, wenn (>(«) 
nicht unendlich wird, welches eine Forderung ist, die wir für die 
Darstellbarkeit der Function f(«) = ρ(α) cos ip(a) ja ohnedies stellen 
müssen. Wir haben also im Ganzen die Bedingungen:

a

ρ(α) ^ 1 , da^(a)ip‘(a) ist convergent,
O

deren zweite auch ας>(α) xp‘(a) ^ τ(α) geschrieben werden kann.

Setzen wir z. B. xp{a) — 11-, so muss sein t(o) . Hier kann also
a lh



ζ. B. ρ(α) = r(c)l- gesetzt werden, d. i. langsamer Null werden, als die

,1
kleinsten negativen Potenzen von 1— .

30. Bemerkungen über diese Bedingung für die absolute Convergenz von K

im Falle 1 -< ip(a) -c 1-

Man erkennt in den vorstehenden Bedingungen jene wieder, die 
durch die absolute Convergenz des Integrals

a
[* daf'(cc)

O
den Functionen ρ und ψ auferlegt wurden. Da diese Bedingungen in

dem Intervall 1 -c i// -c 1-, wie gleich zu zeigen, mehr Functionen ρ
a

zulassen, als die vorher für das Intervall 1 . -C φ{α) gefundene noth-
τ[α)

wendige Bedingung ρ(α) ^ r(«) für das erstere Intervall zulassen würde,
so mussten wir mindestens auf die nämlichen Bedingungen, wie sie aus

a
der absoluten Convergenz von ^da£'(«) folgen, fallen, da ich an einem

O
früheren Orte gezeigt habe18), dass die Functionen f(«), die das Integral 

a
j'daf'(a) zu einem absolut convergenten machen, auch die absolute

O
Convergenz von

a «

o o
bewirken.

Die obige Bedingung αρ(α)ψ'(ά) ^ τ(α) oder

18) Borch. Journ. Bd. 79, pag. 58, Art. 10. 
Abh.d. II. Cl.d.k. Ak. d.Wias.XII. Bd.II. Abt h.



gesetzt, ρ(α) ,«(«) p'~ t(«) giebt für jedes vorgelegte i//(a) ein zugehöriges 
Intervall, aus welchem solche Functionen ς>(α) bezogen werden können, 
für welche das Integral K absolut convergirt. Die Grenze in der Richtung 
des langsamsten Nullwerdens von ρ(α) ist gegeben durch

1
a

O O
nicht convergent ist, so dass vorstehende Bedingung stets

ρ(α) ergiebt. Für ψ(α) ου 1-- folgt u(a) co 1 und ρ(ά) οο τ(α) . Wird 

, , , , , A ,............ , , , ,xp(a) noch stärker unendlich als 1 so liefert die Bedingung p(ß) //.(«) cvτ(α)
a

das Resultat ς>(α)τ(α), welches kein Interesse mehr bietet, da das

O O
von xp absolut convergent ist.

31. Graphische Darstellung der Bedingungen für den zweiten Hauptsatz.

Um diese verschiedenen Bedingungen vergleichen zu können, stellen 
wir sie wieder graphisch dar, wobei die ursprüngliche DirichIetsche, 
welche unendlich viele Maxima der Function überhaupt ausschliesst, 
dem Falle p(«) = o entsprechen würde, und nicht in die Bdgur auf­

— 1
genommen werden kann; die übrigen werden für p(«) dargestellt. Der 
graphischen Darstellung legen wir folgende tabellarische Uebersicht zu 
Grunde:



ψ(α) = V
0Ct

I^ I1

Ct

1 1

CC2 CD

In den
Horizontal­

reiben rechter
Hand steht

das schwäch­
ste Unendlich
oder die

grösste Null

von — —, für o(«)’
welche der
zweite Haupt­
satz noch gilt.

1

τ(α)

1

r(ß)

;I 
1

1

T(ß)
1

τ(α)

1

Τ(β)

nach Bedingung II (ΐ(κ) — f(o) CO »(«)) 
d. i. p(«) OO r(«)

1 1 1

τ{α)

1 1

1

ef<
nach Bedingung III: abs- Conv. von

a
PP(tt)d<t) d. i. «(>(«)^Ca) ^ rM

O
T2(Ot) Tl(ß) ατ{α) β%(β) βτ(α)

1

i'.(a)
1

τ(α)

1

τ(α)

J_

τ(α)

1

Τ(β)

nach Bedingung IV: abs. Conv. von

Hrfw-
O o

Für 1 I1 ’· ^ r(«)

d. i- 1 “ CO
für V(ß) j: r(ß) r(")

1 1 1

1

2
ß CC

1
~ 2« 

Cte

nach Bedingung V:

für tp(u) 1™: ?(«) < 1

für ψ(α) i : <?(“)-< «V'V'i«) ·

Zur Bestimmung von TrCcO hat man (Art. 20) erstens den Ausdruck.

φ = (O1O--1T) T-("> ■
zweitens die Ungleichheit:

1 1
------- T- Tr(ß) —'—-TU + μ , μ beliebig klein.

!.+v ('-+U
Bei der graphischen Darstellung, Tafel II, des Functionensystems

(ϊέ) ’ψΜ)

als Punctsystem in einer 0 , yjj Coordinatenebene, werden die Punctej für 

die - ^ 1 ist. oberhalb der ψΑχβ, die Puncte, für die 1 lst> unter"
o V



halb der ipAxe gedacht, so dass zwei Puncte und (— , V'1 von
XP / /

der if/Axe oben und unten gleich entfernt liegen, wenn - ■ — cv> 1 ist.

32. Bemerkungen über die Ergebnisse der obigen Vergleichung der
Bedingungen für den zweiten Hauptsatz.

Um die eigentliche Bedeutung der in Bede stehenden Bedingungen 
wohl zu verstehen, fassen wir die nothwendige (V, Art. 24 oder in der 
graphischen Darstellung die unterste) in’s Auge. Wir müssen wohl 
unterscheiden zwischen Bedingungen lediglich für die Darstellbarkeit 
einer Function und solchen allgemeinen Bedingungen, unter denen der

a

L

O
endlich und bestimmt, also convergent ist. Bedingung für die Darstell- 
barkeit einer Function ist eine solche, welche anzeigt, wann die Formel:

a

o
stattfindet, und wir dürfen sie als erfüllbar und erfüllt ansehen, auch
im Falle lim _ f(a) unendlich oder unbestimmt ist, wenn alsdann nur

C = O
a

der Limes, I dcffa)-------- ebenfalls unendlich oder zwischen denselben

o
Grenzen wie lim f(a) unbestimmt ist. Hiernach ist die in Rede
stehende Bedingung V eine Bedingung im weiteren Sinne für die Con- 
vergenz und nicht eine solche für die Darstellbarkeit allein. Allerdings, 
falls gleichzeitig lim __q f(«) und L endlich und bestimmt sind, so habe

ich (Borch. Journ. Bd. 79, pag. 6) nachgewiesen, dass L nur — X 

lim _ f(«) sein kann. Neu war es mir aber, wie dies aus der Be-a = o



dingung V folgt, da s s lim^ _ q 
unbestimmt sein kann, v

f(«) zwischen unendlichen Grenzen
, während der zugehörige

a

lim J
0

convergent ist.
Diese Unterscheidungen macht die graphische Darstellung über­

sichtlich. Das gesammte schraffirte Gebiet über der Linie, welche die

Grenzfunction nach der Bedingung V darstellt, gehört den Functions-
p(«)

Systemen
(»«) , ψ(α))

zu, für welche

endlich und bestimmt und zwar = o ist. Dies zerfällt m die beiden 
durch die i/vAxe getrennten Theile. Den Puncten des oberen Gebiets-
theiles gehören die Functionssysteme (ρ(α) , ψ(α)) zu, bei denen 
ist, denen des unteren Gebietstheils die Systeme mit unendlich werden­
dem ρ(α). Die Puncte des oberen Gebietstheils werden demnach bestimmt

durch die Bedingung:

1 , Vf» ^ 1 -
<>0)

die des unteren durch die Bedingungen:

Und alle Systeme dieses letzteren Gebiets entsprechen der neuen und 
merkwürdigen Form der Nichtdarstellbarkeit einer Function, wo limß = 0f(“) 
zwischen unendlichen Grenzen unbestimmt ist, während

a

o



ist. Hier ein Beispiel. Es sei ψ(ά) — a ", so wird aus I < p(c<) -< :

_ μ
1 C ρ(α) -< a ~ ·

Ist also μ i> o, so erhält man für (>(or) stets einen Spielraum des 
Unendlichwerdens, für den L = o ist. Setzen wir z. B. u — 4. so folgt:

i, , cos -4
wahrend lim f(a) = lim ___ -

c< — o CC — 0 (X

zwischen unendlichen Grenzen schwankt.

Nach der Tabelle findet die Formel

= Q0 j^p(ß) cos ^(«)J ~~~ = -- lim __ |^(g) cos

O
wirklich statt: erstens für (>(«) <: 1 , t//(G) > 1. dann für (>(g) oo 1 ψία) 1

j ____ ' x a
endlich für i//(c) p- , ρ(α) >- g|/V'(«) .

Im oben erörterten Sinne sind die Bedingungen I bis IV Art. 24 
nicht Bedingungen für die Convergenz von L, sondern für die Darstell- 
barkeit von f(o). Von jenen Bedingungen schliesst am wenigsten dar­
stellbare Functionen aus Bedingung IV. Von den übrigen Bedingungen
ist III besser als II im Intervall ψ(α) ■< 11 , umgekehrt II besser als III

1 ß im Intervall ψ(ά) >- T .

33. Allgemeine Bemerkungen über das Convergenzproblem der Fourierschen
Reihen.

Da uns nun Bedingung V lehrt, dass, falls nur ρ(α) verschwindet, 
alle Functionen f(<x) = £>(g) cos yj((xj für G = O darstellbar sind, so haben 
wir hier eine erhebliche Ausdehnung des Convergenzbereiches der



Fourier sehen Reihen gewonnen. Die Fouriersche Reihe stellt 
danach eine integrirbare Function f(x) für einen beson­
deren Werth x = X1 dar, wenn die Unterschiede:

f(x, + g) — f(X]) , Rx1 — a) — f(xi)
in einem beliebig kleinen Intervall o < « S £ auf die Form:

(>>) + <>,(«) cos Ip1(O) + ξ>20) cos w2(a) + . · . 

gebracht werden können, wo Q1 , > · · mit a verschwinden,

und Ip1, ψο,... mit - unendlich werden, und beide Functionen­

reihen bei « = o nicht unendlich viele Maxima haben. Ueber 
die Annahme unendlich vieler Glieder obiger Reihe ist in den „Schluss­

betrachtungen I“ die Rede.
Aber so erfreulich solche Resultate sein mögen, unseren tieferen 

theoretischen Wissenstrieb lassen sie unbefriedigt. Sie lehren nur die 
ausreichenden Bedingungen für die Entwickelbarkeit nach L· ourierschen 
Reihen in dieser oder jener Richtung hinausschieben, aber das Grund­
problem, ob die Entwickelbarkeit unter Umständen schon bei den 
stetigen Functionen oder erst bei den integrirbaren, oder gar bei diesen 
auch noch nicht aufhöre, bleibt unberührt.

Und doch ist der von uns eingeschlagene Weg, besondere l· unctionen- 
formen auf ihre Darstellbarkeit zu untersuchen, der einzige, auf dem

man hoffen kann, jene Frage zu erledigen.
Zum Glück zeigt es sich denn auch, dass nur noch ein Schritt m 

der eingeschlagenen Richtung erforderlich ist, um die Grenze der Dar- 

stellbarkeit zu erreichen.



IV. Capitel.
Darstellung der Bedingungen, unter denen die Fourierschen

Reihen divergiren.

34. Auseinandersetzung des Grundgedankens dieser Untersuchung.

Betrachten wir das Integral:
a

J
1 N sin ah
d“f("> — ■

O

setzen f(«) = ρ(α) sin ·ψ(α) , ψ(μ) > I, und nehmen h schon sehr gross 
an, so kann man es in drei Theile zerfallend sich denken:

«o ce i a

J S S
O CC O «I

die folgende Beschaffenheit haben: Im ersten ist sehr gross gegen

h, im dritten ist h sehr gross gegen ——, das mittlere enthält den
α

Punct 1p(a) = ah, somit auch die grösste Strecke, in der beim Wachs­
thum von h, periodisch wiederkehrend, keine Zeichenwechsel der Function 

. sin ah
Hfx) ~ statthnden, oder doch abwechselnd die positiven und die

negativen Werthe dieser Function weitaus überwiegen. Nehmen wir 
an, dass ρ(α) τ(α), oder dass a

a



nicht convergent ist, welches die einzige Annahme ist, unter der man
Divergenz des Limes. vonh = OD

a

o
überhaupt erwarten kann, so wird solche Divergenz auch nur von der

Strecke ohne Zeichenwechsel im mittleren Integral herrühren können.

Unsere Untersuchung des Limes
a

dcta(a) sin ψ(ρί) sin ah

o

hat nun ergeben, dass für p(a) 1
a

o

immer verschwindet. Greift man also aus dem mittleren Integral 
die Strecke ohne Zeichen Wechsel heraus:

dccp(oe) sin ' 1 a
CCiO

so ist offenbar a\ — a0 so klein, dass

verschwindet, wenn h unendlich wird. Die Strecke ohne Zeichenwechsel, 
d. i. die Strecke, in der γ(α) und ah nahebei gleich sind, ist also 
offenbar zu klein, um Divergenz erzeugen zu können, und da die 
Curven y = ψ(χ) , y = xh die eine wachsend, die andere abnehmend 
sich kreuzen, so kann sie nicht anders als sehr klein sein. Um diese 
Strecke zu vergrössern, wird man an Stelle der gegen a = o hin nur 

Abh.a.II.CLd.k. Ak.d. Wiss.XILBd. II.Abth. 10



wachsenden Function ψ(α) eine Function Ψ\.α) einzuführen haben, die 
bei gegen Null abnehmendem a unendlich wird, aber in der Weise, dass 
sie, nachdem sie gewachsen ist, stets wieder eine Strecke abnimmt, 
um dann wieder zu wachsen, jedoch um ein grösseres Stück, als das, 
um welches sie eben abgenommen hatte; kurzum eine Function, die 
mit unendlich vielen Maximis unendlich wird. Wenn der Punct, 
für den Ψ(α) = ha ist, einer Strecke angehört, in der Ψ(α) mit a ab­
nimmt, so wird es möglich sein, dass längs dieser Strecke die Differenz» 
ψ(α) — ah durchweg sehr klein bleibt, und der Projection dieser Strecke 
auf die «Axe wird ein möglichst grosses Stück a' ... a\ ohne Zeichen­
wechsel von sin Ψ(α) sin ah entsprechen (Taf. III, die Fig. rechts).

Es liegt also nahe, nachdem man den Limes^^ von
a

o
für eine Function f(a) = p(«) sin xp(a) untersucht hat, in der ip(a) nur 
wachsend unendlich wird, zu setzen:

und obigen Limes für diese Function zu discutiren, in der man u,v 
und ψ für a = o unendlich werdend abnimmt. Werjedoch die vorstehende

Untersuchung des Iimj daf(a) für f(a)·= (Va) cos ψ{α\gelesen hat,
O

wird mir gern glauben, dass die entsprechende Untersuchung für f(«) = 
= p(«) sin(u + v sin !/'(cO) ? 80 hoch unstreitig ihr Interesse sein würde, 
dennoch zu einem unmöglichen Umfang anwacbsen müsste.

Ich habe daher vorgezogen, das Problem in einerWeise zu Schema­
tismen, die uns bezüglich etwaiger Divergenz der Fourierschen Dar­
stellungsformeln verhältnissmässig leicht ebenso viel lehrt, als wir aus 
der Untersuchung von lim J für f(a) = p(a) sin ^u + v sin τ/.'(α)) erfahren 
könnten, wenngleich ich gern zugeben will, dass die Ergebnisse dieser 
letzteren Untersuchung insofern allgemeiner als die der unten ange- 
stellten werden müssten, als sie, abgesehen von der Erledigung der 
Divergenzfrage, die nothwendigen Bedingungen für die Darstellbarkeit



einer Function durch Fourier sehe !leihen noch erheblich weiter hinaus, 
als durch unsere bisherigen Untersuchungen geschehen, und gerade 
mitten in ein höchst interessantes Functionengebiet hineinrücken würden.

35. Beschreibung der einzuführenden schematisirten Function.

Unsere Schematisirung des Divergenzproblems besteht in folgender 
Definition der in f(a) — p(a) sin Ψ(α) auftretenden Function Ψ{α). Ein 
Intervall ο < x <Ξ X0, wo wir X0 > a annehmen wollen, zerlegen wir in 
die Theile

J1 — x„ — X1

J2 X1 x2

^p+i ~ xi> — xP-H

mit der Bestimmung, dass:
X0 X1 X2 · · · 7

J l J 2 /■···}
und dass X00 = o, also Jco = o, mithin

x0 = J1 + J2 + · · in infin. 
sei.

Nun sei die Function Ψ(σ)
gleich h-ja im Intervall X1 ... a 

,, h2a ,, ,, X2 . . . X1

wo Ii1 < h2 < ... und hm = 00 . Bestimmt man endlich die Intervalle 
J1, J2, ... und die Grössen hL , h2 ... so, dass die Producte hpxp, hpxI,_1 
mit p unendlich werden, so ist Ψ(α) eine mit unendlich vielen Maximis 
— die hier in Spitzen ausarten — unendlich werdende Function, wie 
sie in derFig. links Taf. III dargestellt ist. Ψ(α) springt für « = X1, X2, .. - 

und zwar resp. um (h2 — E1Ix1,(h3 h2)x2, .... Um von dem Gang der
Function p(ee) sin Ψ(α) oder einfacher vom Gang von sin Ψ(α) eine Vor­
stellung zu gewinnen, nennen wir Dichtigkeit der Maxima einer 
Function f(x) an der Stelle x — x' die Längeneinheit dividirt durch die 
Summe der Entfernungen des xy von den beiden nächsten Maximis von 
f(x), bei welcher Definition die Dichtigkeit der Maxima eine stetige 
Function von x' ist. Hiernach ist die Dichtigkeit der Maxima von

10*



sin ah bei der Veränderung von a constant. Die Dichtigkeit der Maxima 
von sin Ψ(α) ist in jedem Intervall J oder (xp+1 < a < xp) constant.

Nun springt f(a) = p(ct) sin Ψ(α) im Allgemeinen ebenfalls, wenn 
u einen Werth xp passirt. Ich werde unten zeigen, dass es möglich ist, 
nicht allein f(oc) sammt einer beliebigen endlichen Anzahl Differential­
quotienten stetig zu erhalten, sondern in Gebiet o < a <-_ a sammt allen 
ihren Differentialquotienten. Ich will indessen gleich anführen, worauf 
mich Herr Weierstrass aufmerksam gemacht hat, dass, wenn 
man nur wünscht, f(a) selbst stetig zu erhalten, dies am einfachsten 
erreicht wird, indem man die an den Sprungstellen aneinanderstossenden 
Werthe bp+1xp und hpxp von Ψ( a) als Vielfache von π bestimmt. 
Z. B. nach der sofort einzuführenden Festsetzung über die J1 , J2 , ··· 
und h,, h2 , ■ ■■ ist

xPh1-H - Xp-H , Xphp = Xpi1 , Xp = p-j------ --------- -

/T(2q + 1)

Hier braucht man also nur χ0π = 1 anzunehmen.
Um das erstrebte Resultat, nämlich die Divergenz des

limJlim I da (){a) sin Ψ(α)
sin ah

besonders augenfällig zu machen, verfügen wir über die Grössen 
J1 , J2 , .. - , Iq , b„ , ... in folgender Weise.

Wir setzen :
1

xOxI

X1 Xo

4t = xO -X1 = X1 h] =

J 2 = xI — x2 = 2x2 h2 =

= X2 -X3 = 4 X3

P+ 1 = XP xP-H = 2Ρχρ+ι hi>+i

Aus dem System links folgt:

1
X,.XP + 1

X..XnP p— 1
iJ(2q + 1)



Jsin ah
da sm Ψ(α) —nachgewiesen.

Wir betrachten zuerst das Integral

Jda sin Ψ(ά)
sin ah

zerlegen es in die Theile:
xp xp—1 a

W * f ■
O Xp Xp — 1

und setzen h = hp. Das dritte Integral kann geschrieben werden:
Xfl — 1

J . sin ah
da sm ψ(α)---------

q = p — 

q

1 C da
, I — si
-1 J

sin ahq sin ahp

Xp-1 X9

’ξ Xq-1
Sz=P-111 j sin a(hp—h4) sin ct(hp 4- Iiq) 1 | sin a(hp —hf|) sin Ctfbp +h J |

:1 F hr- hq hp + hq X11 _ j hp - \ hp + hq I
xq s

falls a der Kürze halber gleich X0 angenommen wird, und unter An­
wendung des zweiten Mittelwerthsatzes. Es ist ferner:

1 _ J. 1
hp + hq -P 1 + nqhq

hp

h(1 . . b .Xn 1
und der grösste Werth von ~ ist ^ " ^2I-1+ 1) (2P~2+ 1)

Die Coefficienten der Sinus unter dem Summenzeichen haben die 

Form
1 1 1 1 _

x„b„ ’ i 4- hq ’ Xn-ih, ’ · hqiq-Fp 1 +hp ' ' ' * — hq
Da die Summe über p— 1 Summanden sich erstreckt, i ,

1E < 1 ist, so wird jedenfalls die ganze Summe verschwinden, wenn



—τ“~ j <1 — P — 1 gesetzt, für p — co verschwindet. Wegen h =
xIltlP
ist aber

xPxP-I

P
Xp-ihp

= PxP =
ap

p — 1
77(2« + 1)

O

und verschwindet allerdings für p = co . Untersuchen wir zweitens das 
erste Integral:

Xp

J
Xq

. . sin ah q==® p<jcc
da sin Ψ(α)-------- ? — JE

a
:.P sin ah1+i sin ahp

q = p ,
Xq+1

q = oo
Σ l- 

q=p IxI+1

£ Xq

1 I sin c(hq+1— hp) sin ß(hq+1+ hp) _ 1 | sin a(h„ + 1— hp)
+ ~hq+1—hp

Xq+l

hq+1+ hp

S
h-q+I hp

_ sin o?(hq+j— hp)
hq+l+ bP J ’

so kommt es wieder auf die Abschätzung der Grösse:

1 1
x„-uTb hpq+itiq+i 1+7’

----- hq + l

an, wenn p , p + 1 , statt q gesetzt wird. Der grösste Werth von
h„ h-
— ist wieder xp+l

Iq+1 hp + 1 Xp-, (2P+ 1)(2P_1+ 1) "
Ferner ist

Χ1 + Λ + 1 X„ = -------Γ1 q — 1
TT (2r + 1)
O

Eine Reihe der Form:
XpuO + Xp + + ! + Xp + 2U2 + · 

werden wir schreiben können: 

a
p —1
77(2«+ 1)

{ u“+ 2^TT + Ü
(2P + l) (2P+1+ 1) +



und, falls die u endlich bleiben, verschwindet die Reihe, wenn p un­
endlich wird, somit auch die obige Summe, in die wir das Integral

Xp

J , . , sm atu
dß sm Ψ(α)-------- F

a

transformirt hatten.
Betrachten wir endlich das mittlere Integral:

Xp — 1 Xp — 1

, (sin ab J2 1 , .da--------- = log a
a v "

Xp-1

„ . , , sin ahB
da sm Ψ(α) ■---------

Xp
Es ist

Xp — I

Xp

Xp — 1

1 j cos 2hDa , 
— ‘-da

Xp

J , cos 2h a 1
da ----- -—— = —::a x„h

da cos 2o +

Xp

Wegen

■pp

Xp hp

1

kJ
s

Xp — lhp

da cos 2a

= x„Xphp p 1 ’ xp _ ihp
= x verschwindet für p — co das

Integral links. Der letzte Bestandtheil des ursprünglichen 

Integrals J'dasin Ψ(ά) —-— , der noch zu betrachten ist.

Xp-1 

1 
2

log « = i log (l + =>e(·+ = ho* C + 2'-’)
Xp

wird mit p unendlich.

37. Alsdann wird eine hinreichend langsam Null werdende Function
Γ . sin ah

eingeführt, damit auch lim J dap(a) sm Ψ(ά) - divergirt.
O

Wir haben also im vorigen Art. gesehen, dass das Integral:
Xp Xji — 1 a

J sin ßh , ,
da sm Ψ(α) ——— = I + I +

O Xp Xp —1O



W

v.

wenn h ins Unbegrenzte wächst, ebenfalls ohne Ende wiederkehrend 
Werthe annimmt, die ins Unbegrenzte wachsen. Der erste und der dritte 
Theil rechts nähern sich der Null und auch ein Theil des mittleren 
Integrals, während der andere Theil des mittleren Integrals gleich
^ log(l -j-2P_1) wird, so oft h bei seinem Wachsen einen der Werthe

hp passirt. Führen wir jetzt wieder ρ(α) unter dem Integral ein, be­
trachten also:

a Xp Xp — i a

sin cthJde< (jf«) sin Ψ(α)
a

r CI+ + J
Xp Xp-

so ist es klar, dass, falls ρ(ά) 
der Theil:

Xp-

i fd«*

1, das erste und dritte Integral und

a)
cos 2hpö

Xp

des mittleren Integrals wieder und zwar a fortiori verschwinden, wenn 
p unendlich wird, weil bei Anwendung des zweiten MitteIwerthsatzes

wir jetzt
p(«)

a statt wie oben vor die Integrale nehmen dürfen. Der

Theil des mittleren Integrals, welcher unendlich werden soll, lautet:
Xp- 1

1 Ca a) 1 CL-
I da---- — c>(s2 I ct 2V '

Xp

" -„<>(§) log(l +2” 1I , Xr. < ί< x,,...!

p-,) _Dieser Ausdruck ist grösser als p(xp)log(l + 2 

Wir haben also p(x) so anzunehmen, dass
a

p— 1
Π (2» + 1)

O

log(l + 2»-1) ^ 1 ,

Xp- 1

wenn eben ( da — - mit p unendlich werden soll. 
J a



Setzen wir:

p—i p—1
/7(2q + 1) 772qZ7U + 2"q)

O O

= CC

so folgt:

p —1
IT 21

oder p oo

2~pip l) oo α

V10« ;

Da nun log(l + 2P_I) oo p , so ist ρ so zu bestimmen, dass

, , 1
1 ρ(α) o- ---- ·

Viog«
Falls dieser Bedingung genügt, ist

sin ah
lim Ih==C°Jlim I dap(a) sin Ψ(α)

divergent.

p . sin an
38. Untersuchung der Frage, wie stark das Integral J da sin Ψ(α) —- —

O
bei seiner Divergenz mit h unendlich wird.

Es ist noch von Interesse, das Unendlich des vorstehenden Limes 
zu bestimmen, mit andern Worten die am langsamsten Null werdende 
Function <p(h) zu ermitteln, mit der multiplicirt, vorstehendes Integral 
endlich bleibt, wenn h unendlich wird, wobei wir der Einfachheit halber 

= i annehmen wollen. Es bleibt ohne Zweifel endlich das Product:

1
log(l + 2P'

da sin Ψ(ά)
sin ah

Abb. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XII. Bd. II. Abth. 11



wenn p und h verbunden sind durch die Relation:
1 1 P —1 P —2

h =---------= — /7(2« + 1) /7(2« + 1) oo
xPxP-I ao o

woraus folgt:
p OO ylog h ,

so dass das Product:
a

1 I η ■ lr, -x sin ah
PinJ d“ sm ψ,α) —

O
endlich bleibt, wenn h unendlich wird.

39. Verallgemeinerung des Functionen-Schema Ψ(χ) .

Wir wollen noch die schematisirte Function Ψ(χ) nach allgemeineren 
Principien zusammensetzen, indem wir uns die Frage vorlegen, wie die 
X1jX2 , ... und hj , h2 ... überhaupt zu bestimmen sind, damit das 
Integral

a

sin ah 
a

O
zwischen unendlichen Grenzen schwanke, wenn h unendlich wird. 

Setzen wir zunächst:

X0 X1 — U0X1
^2 — Xl x2 : U1X3

^r + 1 ~ xP XP + I = uPxP+ 1

so folgt aus diesem System:

x = _______________Ξ2____________ __
C1 + uo) (1 + U1) ... (1 + up_j) "

OO
Falls also /7(1 + up) = oo ist, hat man: 

o
x0 = + J2 + ... in infin.



Beiläufig bemerkt, erhält man durch Addition des obigen Systems :

X. — Xp+I - U0X1 + U1X2 ---------UpX

" 1ΐ + υ„ + (1 + u0)(l + U1)

woraus für p = oo folgt:

+ (1 + u0) (1 + U1) ■ · · (1 + Up)

U11 + +Ifi-U0 1 (1 fi- u0)(l + U1) 1 (1 + u0) (1 + U1) · ■ · (1 + up)
OO

•ein (lediglich an die Bedingung ZT(Ifi-Up) = oo gebundener) Satz, den
O

ich mich nicht erinnere, erwähnt gefunden zu haben, und der gelegentlich 
nützlich sein kann. Für Ifi-u0 = Ifi-U1 = ··· = χ folgt daraus die 
gemeine geometrische Reihe.

der log + —— ■ Xp^ oder die Grösse 

X,) ~1-----d. i. die Grösse up mit p unendlich werden. Man hat also zuerst:

Für unsere Zwecke muss

uri 1 .

Weiter muss sein lim < 1 . Drittens muss sein
hr

Endlich muss die Reihe

-4-^ 1
xPhP

CO 1 
XT_____

p Xphp

für p = oo verschwinden, d. i. die Reihe

Xih1 Xgh2

convergent sein. Unter diesen vier Bedingungen wird der limh — CD

& Oill
I daQ{a) sin Yr(Ct)---— , wenn ρ(α) hinreichend langsam Null wird,

O
divergiren. Nach dem Olivier-Abel sehen Satz muss lim ^



Null sein, wenn die Reihe mit dem Gliede —-- convergiren soll. Setzt
xPbP

man also

und wie oben
Xp-I — Xt Ut -iXp

so reduciren sich die Bedingungen für die u und v auf diese:

1. lim Up-QO.

2. vp ist das Glied einer absolut convergenten Reihe.

Denn die Bedingung lim —5— < 1 , welche lautet:
üp

lim r
1

ist schon durch 1. erfüllt.
Vp-, 1 + up_, < 1

40. lieber die allgemeinere Frage: Wie rasch kann überhaupt das Integral

sin cclij daf(c mit h unendlich werden.

Um nun schliesslich die hieraus entspringende Frage zu erledigen, 
wie rasch überhaupt das Integral

Jda sin Ψ(α)
sin cth

mit h unendlich werden kann, so hat man zu benützen, dass

sin cthj da sin Ψ[α)

endlich bleibt. Wir haben:
1(1 + up_,)



und dürfen X0=rI annehmen. Die Aufgabe ist aus der Beziehung

p — 1

77(1 + uj
O _ 1,

das grösstmögliche Unendlich von 1(1 + up-1) = X(h) darzustellen, welches 
entsteht, wenn den uq und vp alle ihnen durch die oben gefundenen 
Bedingungen (dass up mit p zugleich beliebig rasch unendlich werde, 
und dass vp das Glied einer unbedingt convergenten Reihe sei) gestatteten 
Formen ertheilt werden.

Nimmt man die Logarithmen an beiden Seiten und bringt die 

Gleichung in diese Form:
l(l+up_.,) = lh-jP^i(l+uq) + ll{

so sieht man zunächst, dass 1(1 + up_x) jedenfalls nicht /- Ih sein kann. 
Sehen wir zu, ob es oo Ih gedacht werden darf.

Man schreibe der Kürze halber:

1(1 + uq-1) Wq , Vp
_ t(p)
' Zp P wo /p -c 1 ,

und bringe obige Gleichung in die Form .
P-Iy Wn

1 + Wn
+ 11-JL-

Wp T(p)7P
= Ih

Um das Resultat wp cv> Ih zu erhalten, ist es am günstigsten, das 
Unendlich der Glieder in der Klammer links zu verkleinern. Wir nehmen
das Unendlich von γ~ι so klein an, dass 1^-W1P · Wirdjetzt

noch angenommen wp co eMp, so ist der Limes des zweiten Gliedes in der

Klammer (dem im Falle wp = eMp die form ertheilt werden
e“ — 1

kann) ein endlicher. Der des dritten Gliedes ist es natürlich auch, es 

ist also für wp ^ eMp auch wp c\> Ih .



Daher Ih wirklich das grösst m ög 1 iche Unendlich jenes 
Integrals:

J dcc sin Ψ(α)
sin ah

v o r s t e 111.

Somit wird das Integral
a

J — ^ daf(a) sin ah

falls f(«) - ί*(α) sin Ψ(α) gesetzt wird, und p(«) -< 1 , durch Ih dividirt, 
stets den Limes Null haben , wird aber durch Ä(h)-c Ih dividirt, einen 
unbestimmten Limes haben können.

Dies Resultat wird auf eine beliebige integrirbare Function 
f(«) auszudehnen sein, weil keine Function möglich ist, die ein 
rascheres (periodisch wiederkehrendes) Wachsen des Integrals ergeben 
könnte, als die in diesem Artikel abgeleitete sin Ψ(α).

Jetzt lässt sich auch feststellen, bei einer wie kleinen Null 
von (Rx) in f(x) = (Rx)9Rx) , limesx = o<p(x) von Null und unendlich 
verschieden angenommen, zuerst divergente Fouriersche Reihen 

auftreten. Aehnlich wie Art. 37 hat man für ρ(χ) die Bedingung zu

erfüllen: (>(xp) 1(1 + 2’" 1J wo xp //7(1 + ηρ_,) = xo ist. Setzen
O

wir ferner ρ(χ) = r(lx), so haben wir: r ^ Vwg) 1(1 + op-i} ^ 1? oderj

wenn das Integral mit sin Ψ(α) wie Ih unendlich werden soll, muss sein: 
I1(W11)Id + 2P ')=-!. Nun ist festzustellen, für welche am langsamsten

unendlich werdenden Functionen wp man wp oo JVp hat. Führt man
O

statt der Reihe ein Integral ein, so findet man leicht wp = ew, woraus 

<<e"“p) -P=-Ii und endlich: ρ(<χ) / sich ergiebt.



Während also in den Art. 37, 38 für das endlich bleibende Ver-

hältniss
1

V7Ih.fda sin Ψ(α) —Π gefunden wurde p(a)
a W- so hier

für den endlichen Limes

a

aJ . . sin «h 1dce sin W(a)-------- die Bedingung (>(<*)>-=- .
a j1

Und für irgend eine Function f(x) = ρ(χ)φ(χ) (wo y(x) oo 1), 

wird man Divergenz des Integrals J erst für t>(x)l /- 1 erwartenx
können.

41. Stetigmachung der schematisirten Function Ψ. Sie wird zunächst mit 
beliebig vielen DifTerentiaIquotienten stetig gemacht.

Nun sei W1(Cc) eine Function, die sonst überall gleich Ψ(α) ist, und 
die nur in den Intervallen (xp 
soll. So hat man:

t ... xp + «' ) anders bestimmt werden

a

Jάαρ(α) sin W1(Ci)
sin ah

a

/dap(c) sin W(a)
sm ah

Xp ~f- e'p

+ P Σ
P

da sin «h | sin W1(Oi) — sin W(a) j ,

Xp — tp

wenn man der Bequemlichkeit halber annimmt X1 + e[ < a < X0 — ε, 
Die Summe rechts können wir schreiben:

, .P(a.)P = -WiDp -U i;) p = " in a h | sin iF1(U)-Sin W{a) | ,xp—ερ^«<χρ + ερ

QO . Nun kann man aber ερ und ε',

= (ερ + e' ) sm
p = l xp £p p=l a

wo Wp endlich bleibt auch für p 
stets so wählen, dass die vorstehende Summe endlich bleibt. Natürlich 
muss ερ < xp angenommen werden, und setzen wir noch ερ = , so

braucht nur Σ endlich zu sein, was vollauf erreicht wird, wenn man
xp

z. B. £p = x2 setzt. Dann also geht aus der Gleichheit Eingangs dieses 
Art. hervor, dass die Integrale



a
^άαρ(α) sin V71(V) 

ο

sin ah 
a

a
[ d«y(ß)

O

sin iZrv a)
sin ah 

a

beide mit h unendlich werden, während die F1Unction iF1(K) in den Intervallen 
(x —ep .,.. xp + £r) noch ganz beliebig ist. In diese Intervalle fallen 
die Sprünge der Function Ψία) und wir können nun ohne Weiteres die 
Function iF1Ca) so annehmen, dass nicht allein sie sondern auch beliebig 
viele ihre Differentialquotienten im ganzen Intervall xp — ε <a xp + Ep 
stetig sind, wie dies aus der Interpolationstheorie bekannt ist. Es sei 
z. B. die Stetigkeit von iF1 (a) und von m Differentialquotienten dieser 
Function im Intervall xp — Ep < a < xp + Ep verlangt, so setzen wir in 
diesem Intervall:

iF1(K) = Sp(Ct) = a(ti + aaip> + Cz3Sgti + .. . ana(ti

Für a > xp + ερ ist zunächst iF1(Ct) — hpa, für a < xp — Ep ist zunächst 
iFl(K) — hp+1a. Man hat also die Coefficienten a(4p> in SG) so zu be­
stimmen, dass die Gleichungen erfüllt sind:

Sp(xp — 6P) = hp+!(xp — Ep)
Spixp + Ep) = hp(Xp + Ep)
Sp(xp - fp) = hP + I 

SpCxp + Ep) = hp
S^fXp + Ep) = o ; r = 2, 3, .. m.

Da dies 2m -+ 2 Gleichungen sind, so darf n nicht kleiner als 2m + 1 
sein. (Siehe die Ffigur links, Taf. III.)

42. Stetigmachung der Function Ψ. Sie wird durch eine mit allen ihren 
Differentialquotienten stetige ersetzt. Vorbereitung.

Schliesslich wollen wir noch zeigen, wie man eine Function iF2(Ct) 

an die Stelle von iF(Ct) setzen kann, die im Intervall o < a a mit 
allen ihren Differentialquotienten stetig ist.

Während wir im vorigen Art. die bei Annäherung an a — o unbe­
grenzt oft springende FMnction Ψ(α) durch eine stetige Function iF1 (et) in 
der Weise ersetzt haben, dass wir in die Function Ψ{α) in der Umgebung 
der Sprungstellen stetig sich ändernde Strecken einfügten, so wollen



wir jetzt anders verfahren. Man kann die unstetige Function nach der 
von Fourier herrührenden Methode durch darstellende Formeln aus­
drücken, wobei die unstetige Function als Grenze einer stetigen sich
darbietet, in deren analytischem Ausdruck ein Parameter einen Grenz­
werth erhält. Setzt man z. B.

b k(b - x)
— k2(« — x)8 dß(/)^x + e

k(a — x)a

so erhält Iimi _^f(x,k) für a<x<b den Werth </>(x), und, wenn x 
ausserhalb dieses Intervalls liegt, den Werth Null.

Betrachten wir ferner dies Integral:
Xp-1

1 f* —k2x8p («—x)2
VdXx,k) = d«ßhp - kzpe ,

Xp

welches in das erstere durch Vertauschung von ahp, kzp ,xp-1, xp mit 
<p(a), k , a , b übergeht, so wird es im Intervall xp<«<xp_I gleich 
xhp, ausserhalb Null werden , wenn k (und damit zugleich kxp) unend­
lich wird. Bildet man dann weiter die Summe:

P =
Σ VypCx , k)

p = 1

so kann man darin erstens, wie ich sofort zeigen werde, die zp stets 
so bestimmen, dass die Reihe convergirt und unbegrenzt oft nach x 
differenzirbar ist. Eine Reihe mit dem Gliede Up = upe—Vp convergirt 
u. A. wenn:

(Vp — log up)
O

Nun geben wir, indem wir die Bestimmungen des Art. 35 hinsichtlich 
der Grössen xp , hp festhalten, #gp(x , k) die Form:

--- k8X8p (G — x):
, Xp < a ^ Xi•p —I ·

Es ist XpXp^hp = 1, und da « ^χρ_, ist, so ist vorstehender Aus­
druck höchstens:

Abh. d. II. CI. d.k. Ak. d. Wisa1 XII. Bd.IF. Abth. 12



— Ii8X2P (« —x)2
co 2p*pe

Die Grösse (ä ~ x)s nähert sich mit unendlich werdendem p 
wachsend der Grenze x2, also reducirt sich die Behufs der Convergenz 
der Reihe JEi/;p(x, k) zu erfüllende Bedingung:

lim jk2x2+i(ä ~ x)p+i — k2Xp(« — x)P — (log 2 + log “-)J > o

auf:
k2x2lim(jfp+1—Ji2) + k2 lim^+]^fa-x)2+1-(«-x)2J lim (log 2 +log -~?)>o

welche z. B. für κρ — p erfüllt ist. Dies würde sie auch sein, wenn 
wir irgend einen n teil Differentialquotienten von t//p(x, k) genommen 
hätten statt dieser Grösse selbst. In der letzten Klammer hätte der

log —+1 den Factor 2n + 1 erhalten. So dass allerdings Σψ (x,k)

beliebig oft differenzirbar ist.
p = CD

Im Ganzen hat also -Σ1 t//(x, k) die Eigenschaften: erstens zu
p = q

convergiren, zweitens sammt unbegrenzt vielen Differentialquotienten 
eine stetige Function von x zu sein, drittens für k = oo , falls x 
zwischen xr und xr_, liegt, wo r — I q, den Grenzwerth xhr anzu­
nehmen.

43. Stetigmachung etc. Einführung der mit ihren sämmtlichen Differential­
quotienten stetigen Function.

Dies festgestellt, wollen wir die Function iF2Cx) auf folgende Weise 
bestimmen. Sie unterscheidet sich von der eben discutirten Summe nur 
dadurch, dass auch k in jedem Gliede verschieden ist. Indem jedoch 
k, < k2 < . .. angenommen wird, hat die Summe

F2(X) = -Σ>Ρ(Χ >kp)

die eben hervorgehobenen drei Eigenschaften ebenfalls. Die kp be­
stimmen wir so. Wir unterscheiden die Intervalle

.... (x3 -j™ 63 . . . Xg ^2) ) (xg ~k r2 ... X1 , (x 1 ~~k .». Xq ^0) j

die wir mit ... i3 , i2 , i, bezeichnen und diese:



die wir mit ... j3 , j2 , ji , J0 bezeichnen.
Irgend eine der Grössen i//p(x, k) ist in Bezug auf ihre Veränderung 

mit x beschaffen wie folgt. Bilden wir den Differentialquotienten:
Xp — 1

— k'Vp(« — x)

Jdacthp · k3%p(a — x)eάιρρ(χ , k) 
dx

Xp

so ist er positiv in sämmtlichen Intervallen ip+I, ip+2 , ■·· negativ in 
den Intervallen ip_j , ip_2 , .

Jetzt bestimmen wir eine Grösse kp so, dass ψρ(χ, kp) — xhp im 
Intervall ip numerisch kleiner als Jvp sei, und dass in allen übrigen Inter­
vallen i//p(x,kp) selbst Jp nicht erreiche, was immer möglich ist, da 
für k = oo beide Grössen: t//p(x, k) — xhp , ψ(χ, k), wenn x in den 
bezeichneten Intervallen befindlich ist, verschwinden. Um die zweite 
Forderung zu erfüllen, wird es genügen, wenn Jp durch ψ(χρ — ερ , kp) 
und ψ(χρ_1 + ερ_ι, kp) nicht mehr erreicht wird. Wenn nun diesen 
Bestimmungen gemäss kx , k2 , ... in allen Grössen i/q(x , kt) , i/q(x , k2) , .. - 
gewählt sind, so setzen wir:

1F2(x) = -Σ' ψ(χ , kp)

und haben in irgend einem Intervall ir:
Ψ2(χ) — Ψ(χ) < J1 + J2 d-----in infin.

Die Grössen J1 , J2 , '" stehen in unserem Belieben. Setzen wir 
d = J-d , d2 = |d , d3 = l-J , · · ■ wo J ein vorgeschriebenes beliebig Kleines 
vorstellt, so gelangen wir zu der Einsicht, dass es eine Function 
von x

Γ — y2Pt« —x)z
I da¥y(a)^pe

Xp

giebt, die unbegrenzt oft nach x d i f fe r enz i r b a r ist, und 
in den Intervallen I1 , i3 , ... , wr eiche sich beliebig nahe an 
die Intervalle (x, ·■■ x0) , (x9 -X1) , - anschliessen, die Function 
Ψ bis auf einen Fehler unter vorgescbriebener Grenze J 

dar stellt.



44. Stetigmachung etc. Nachweis, dass, Wi an die Stelle von Ψ gesetzt, 
das Fourie r sehe Integral gleichfalls einen divergenten Limes hat.

Die Differenz Ψ2(χ) — iF(X) hat im Intervall ir noch folgende Eigen­
schaft. Sie besteht aus den Theilen:

Σ ΛΡ) , Ψγ(χ,Κ) — lffCx) , -S1 ψΡ(Χ , kp) .
p = 1 ρ r *-}— 1

Der erste Theil hat wegen x > a einen negativen Differential­
quotienten, der dritte einen positiven und der mittlere Theil:

Xr-I

Xr

hat im Intervall xr<x<xr_1 nur ein Maximum. 
Dann die Grösse:

besteht aus zwei Factoren, von denen der erste von e bis e t3Vi
b b

C e2a«y2 r e2b«y2
abnimmt, der zweite von | daa----- j- bis I daa----- r- zunimmt, beides

J eay J eay
a a

in einer Weise, dass zwischen den Grenzen a, b höchstens ein Maximum 
oder Minimum sein kann. Dann ist aber ein Maximum vorhanden, denn 
der Differentialquotient:

b
1 — Y'{a — x)2
d aa(a — x) ev/‘

ist positiv für x = a, negativ für x = b 

Wir können also setzen:

iffSCx) = iffCx) + A + J2 + J3



wo, während x ein Intervall ip durchläuft, eines der J nur zunimmt, 
eines nur abnimmt, und eines höchstens ein Maximum durchläuft.

Nun ersuche ich den Leser, einen Blick auf die Analyse des Art. 36 
zu werfen. Wenn wir das Integral

a

f da ain '/-«(«)

O

wie dort das Integral J da sin Ψ(α)--------- - zerlegen in die Theile:
O

Xp Xp — 1 a

J+J+J
O Xp Xp — 1

so lässt sich von den beiden äusseren zunächst ganz ähnlich wie dort 
zeigen, dass sie für p = oo verschwinden.

Denn z. B. das Integral 
xs —1

J
da
— sin (ahq + J1 + J2 + Js) sin abp

X1

kann mit Hülfe des zweiten Mittelwerthsatzes, und indem man bedenkt, 
dass die Grössen sin Jv , cos Jv zwischen den Grenzen der Integration 
nicht unendlich oft vom Wachsen zum Abnehmen oder umgekehrt über­
gehen können, in eine endliche Anzahl Theile der Form

Xl

λ I sin a(hp — hq) sin a(hp + hq)
— % I hp hq hp + hq

zerlegt werden, wo λ endlich ist und * und X1 dem Intervall angehören, 
welches die Grenzen des Integrals einschliessen.

Was das mittlere Integral betrifft, so hat man:
Xp-1 Xp-1

■ff

2 I dasin(ßhp+XzZ)sinCtbp= | - -(1 — cos2hpa)cosXTZ+ | — sin2hpa · sinXzZ

Xp-I

fda . 
r I — SlIJ K



Der Theil
Xp —1

Xp

co s Σ/1

wird, da cos -ΣζΖ von 1 beliebig wenig verschieden gemacht werden 
kann, mit p unendlich. Der Rest wird, wie abermals mit Hülfe des 
zweiten Mittelwerthsatzes leicht zu zeigen, Null für p = oo .

Es ist also im Ganzen nachgewiesen, dass der Limes^ ___ ^ des
Inlegrals:

O Xp

divergent ist, falls ρ(α) eine ähnlich wie im Art. 37 zu bestimmende 
mit a verschwindende Function vorstellt. Es ist dann die Function

Xp —1

p —CO Γ — r*p(ß — Ctf

f(«) = n(a) sin Σ j äß Ψ(β) '/p e
P=1J

Xp

im Gebiete o < a <Ξ a sammt ihren sämmtlichen Differentialquotienten stetig.



Schlussbetrachtungen.

Die vorstehende Abhandlung zerfällt wesentlich in drei Abtheilungen, 
von denen die erste u. A. in einer bestimmten Richtung den durch die 
bisherigen Untersuchungen gestatteten Spielraum für die Darstellbarkeit 
der Functionen durch Fouriersche Reihen und Integrale erweitert, die 
dritte Abtheilung dagegen die bisher gewöhnlich vermuthete Ausdehnung 
jenes Spielraums beschränkt, indem die Bedingungen entwickelt werden, 
unter denen eine Function in einem Puncte nicht darstellbar ist. Beide 
Untersuchungen, die der ersten und die der letzten Abtheilung, geben 
Veranlassung zu gewissen ergänzenden Betrachtungen, mit denen wir die 
Abhandlung schliessen wollen.

I.

Soweit der erste Theil der Untersuchung sich mit der Erweiterung 
der Bedingung für die Darstellbarkeit beschäftigt, kann sein Ergebniss 
so ausgedrückt werden :

Wenn eine Function f(x) in den in Betracht kommenden 
Intervallen integrirbar ist und ausserdem in einer beliebig 
kleinen einen Punct x = X1 umgebenden Strecke sich auf die 
F orm

f(Xj) = f(Xi) + p(x — X]) · COS ψ(χ — X1)

bringen lässt, in der p(x) und ^(x)-1 rnit x> ohne unendlich 
viele Maxima zu durchlaufen, verschwinden, so ist f(xx) durch 
eine Fouriersche Reihe oder ein Fouriersches Integral dar­
stellbar.
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Dieser Satz ist offenbar nur ein erster Schritt in einem für die 
Darstellbarkeit neu zu erwerbenden Gebiete. Ich werde dies sogleich 
näher ausführen. Bilden wir die Reihe

(f,(x) COS t//x(x) + p2(x) cos ·ψ2(χ) + . . . ,

nehmen an, dass die pp sich in die Form μρρρ(χ) bringen lassen, wo 
eine unbedingt convergente Zahlenreihe vorstellt, dass die Grössen 

ψρ ohne Maxima für x = o unendlich werden, und in der Strecke 
o < x < a zwischen zwei ebenso unendlich werdenden Functionen #//tl(x), ψα(χ) 
eingeschlossen sind: so wird es, wie aus dem erwähnten ersten Theile 
dieser Abhandlung ohne Weiteres folgt, stets so grosse Werthe von h 
geben, dass das Integral

'*
, , sin ahdaß (a) cos ψJa)--------- ,

a

für jeden AVerth von p unter eine beliebig kleine endliche Grenze sinkt, 
und dann muss auch

■K\

lim
h — cd

dal i>p(a) cos ψ(a)
sin ah 

a

sein. Dies ist die naheliegendste Verallgemeinerung der im obigen Satze 
gestellten Bedingung. Es schliesst sich daran eine doppelte Aufgabe.

Einmal kann gefragt werden: Giebt es nicht allgemeinere Beding­
ungen für die Function y/p(a), wie die eben angeführte? Mit anderen 
Worten: unter welchen Umständen wird

lim j daf(a) sin ah
= o

a

P = oo

sein, wenn f(«) die Form Σ (>p(a) cos y(p,a) hat, und jedes Paar
P = i

PpCci)? tZiCp?0) ^en bisher bei ρ(α),ψ(α) vorausgesetzten Gang hat? Die

Ik



andere Frage ist: Durch welche Functionen kann der Cosinus ersetzt 
werden?

Mit der zweiten Frage, die übrigens schliesslich auf die erste zurück­
führt, habe ich mich beschäftigt, und will darüber Einiges mittheilen.

Wir nehmen statt des Cosinus eine Function:

φ(χ) = Σ μρ cos px 
1

an, unter μν das Glied einer unbedingt convergenten Zahlenreihe ver­
standen. Bilden wir jetzt die Reihe:

sin cthΣ μρρ(α) cos (pψ(α))
p=l ct

so ist sie, weil (>(«) cos p^(a) —fürfür a — o endlich bleibt, von o

an integrirbar und man hat:
a a

o o

Schreiben wir die rechte Seite
OO

— Mp (h)
1

so fragt es sich, ob:
00 OO

lim Σμρλρ(α) = Σ μρ Iimfa _ ^ A(h) = o

ist. Dies wird der Fall sein, wenn die Reihe Σμρλρ(1ι) nicht nur für 
h < oo , sondern auch für h = oo vollständig convergent ist (was Andere 
gleichmässig convergent nennen). Und dies wird wiederum stattfinden, 
wenn Äp(h), wie auch p und h gleichzeitig oder nacheinander unendlich 
werden, endliche Grenzen nicht übersteigt.

Das successive Unendlichwerden von p und h ist rasch erledigt. 
Denkt man sich in:

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XII. Bd- II. Abth.



h endlich und p unendlich werdend, so verschwindet dies Integral nach 
dem ersten Hauptsatz, da man einen beliebig kleinen Null enthaltenden 
Theil des Integrals abschneiden kann, und im Reste für ψ(α) eine neue 
Veränderliche eingeführt werden darf, ohne dass die Grenzen unendlich 
werden. Bleibt p endlich und wird h unendlich, so verschwindet das 
Integral, ebenfalls wegen des ersten Theils der Abhandlung.

Complicirter ist die Untersuchung des Falles, wo gleichzeitig p 
und h unendlich wird, die in die Theile

p oo h 
>'

zerfällt. Am Leichtesten wird man mit dem Fall n 00 h ferticr »ou

Werthe von p keine Wurzel zwischen o und a hat. Irn Falle p -< h, 
liegt dort eine Wurzel, und man muss alsdann, ähnlich wie bei der 
Untersuchung des

a

o

mehrere Zerlegungen anwenden und die infinitäre Auflösung gewisser 
Gleichungen benützen. Im Ganzen nimmt die Untersuchung des Inte­
grals mit cos pι//(α) nicht weniger Raum ein, als die mit cos ψ(α) allein.

Man kann aber noch weiter gehen, indem man für die Function 
<p(x) nicht die Form -S1lItp cos px voraussetzt, wonach φ(χ) stetig ist, 
sondern annimmt, dass </j(x) eine durch eine Sinuscosinus-Reihe dar­
gestellte Function ist, welche beliebig viele UnStetigkeiten besitzt, die 
nur nicht in jedem kleinsten Intervall Vorkommen dürfen. Wenigstens 
finde ich diese Angabe, allerdings ohne nähere Begründung, in meinen 
Notizen aus einer Zeit, wo ich eine Uebung und Sicherheit in dergleichen



Untersuchungen besass, welche man leider nur durch steten Gebrauch 
dieser Eigenschaften sich erhalten kann. Das zu untersuchende Integral ist 
in diesem allgemeinen Falle ein Anderes, und man erhält es durch 
Summation der Sinus-cosinus-Reihe.

Mit der so als darstellbar nachgewiesenen oder nachzuweisenden 
Funktion ξ>(α) <p(</>(«)) kann man alsdann wieder andere Functionen

ΣQpW φΡ(%)

zusammensetzen, und ich glaube, dass wir hiermit, wenigstens in allge­
meinen Zügen, die Ergebnisse hinsichtlich der Darstellbarkeit der 
Functionen durch Fouriersche Darstellungsformeln, welche auf dem 
eingeschlagenen Wege zu erreichen sind oder sein mögen, erschöpft 
haben.

II.

Das Hauptergebniss des dritten Theils dieser Abhandlung ist die 
Bemerkung, dass das Integral

a

o
für h — Qo einen divergenten Limes haben kann, auch wenn f(x) für 
x ^ o stetig ist. Geben wir diesem Ergebniss die Form, dass

— a

auch im Falle f(x) im Intervall — a ·■· + b stetig ist, für x = o , statt 
πί(ο) zu geben, ein zwischen unendlichen Grenzen unbestimmtes Resultat 
liefern kann, so können wir diesen Satz unmittelbar auf die Fourierschen 
Darstellungsformeln beziehen.

Es könnte hier ein Einwand versucht werden, der allerdings aus- 
einer etwas zurückgebliebenen Auffassung des Functionsbegriffs entspränge, 
dem ich aber doch sogleich zu begegnen für rathsam halte. Man könnte
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nämlich ein werfen, dass die Nichtdarstellbarkeit von f(x) = p(a) sin Ψ(ά) 
für a = o ganz und gar nichts Neues an sich habe, da ja die Function 
Ψ(α) im Puncte a = o unendlich sei, und somit der Sinus seinen Sinn

verliere. Läge z. B. die Function x sin - vor so sei für x — o der
x

sin - ein Zeichen ohne Bedeutung, wie ja mit dem Zeichen —, wenn

unter Null die Abwesenheit jeglicher Grösse verstanden wird, auch kein 
Sinn verbunden werden könne.

Indessen , wie angedeutet, ist auf Grund des richtigen Functions­
begriffs dies Bedenken leicht zu beseitigen.

Ich will darauf kein Gewicht legen, dass man analytisch den Sinus, 
der doch durch Umkehrung eines algebraischen Integrals erhalten wird,

auch so definiren kann, dass x sin — für x = o Null ist: denn in unserer
x

Function p(a) sin Ψ(α) ist Ψ(α) eben keine hinreichend einfache Function, 
um daran ähnliche Operationen durchführen zu können.

Nun, wenn ich überhaupt von einer Function spreche, bin ich als­
dann an einen analytischen Ausdruck gebunden, oder ist sie nicht viel­
mehr gegeben, wenn ich festgesetzt habe, welchen Werth sie für jeden 
numerischen Werth ihres Arguments vorstellen soll? Jetzt bestimme 
ich eine Function f(x) durch die Bedingungen:

1. f(o) = o
2. Für x o sei f(x) = p(x) sin Ψ(χ) im Sinne des Art. 35. Diese 

Function ist für ein den Punct x = o enthaltendes Intervall stetig, für 
ein ähnliches Intervall unter Ausschluss des Punctes x = o sogar mit 
ihren sämmtlichen Differentialquotienten stetig, und gleichwohl für x = o 
nicht darstellbar.

Man kann übrigens aus der Function p(x) sin ψ(χ) noch andere 
nicht darstellbare Functionen erhalten, deren Entwickelung nach 
Fourierschen Reihen oder deren Ausdruck durch ein Fourier- 
sches Integral in jedem kleinsten Intervall unendlich wird. 
Denn bilden wir die Function

f(sin px) = p(sin px) cos YrCsin px)



mit der Bestimmung f(o) 
Gleiches gilt von dieser:

o, so ist diese Function für jedes x stetig.

F(x) =

Setzt man endlich:

P = OO

r Σ Mp p(sin px) cos YyCsin px) . 
P = I

H(x) = lim

+ B

/*da F (a)
sin h(a — x)

a — x

so hat diese Function in jedem kleinsten Intervall einen Punct, in dem 
sie unendlich ist, oder genauer, die μρ können stets so bestimmt werden, 
dass dies der Fall ist. Es bedarf das aber des Beweises, da wir zwar die 
Reihe F(a) gliedweise integriren können, aber den Grenzübergang h = oo 
nicht ohne Weiteres gliedweise ausführen dürfen. Nehmen wir eine 
bestimmte Reihe JEjttp an, und setzen der Kürze halber:

+ B

W =J'
— A

da p(sin pa) cos YfCsin pa)
sin h(a — x) 

a — x

ferner

wo

H(x) = Σμ,λβι) = Hm + Ra
1

m
Hm = Σ 

1
R„

OO
- JE ,

m -f-1

so wird die Function Hm in einer Reihe von Puncten mit h unendlich. 
Sollte nun zufällig die Function Rm in denselben Puncten gerade so 
unendlich werden, dass das Unendlichwerden von Hm dadurch aufge­
hoben würde, so könnte dies nicht mehr der Fall sein, wenn anstatt 
Rm gesetzt wurde

OD

R'm = a μρ Xp(h) ,
m -)-1



weil die unendlich werdenden Werthe mit der beliebigen Zahl a multi- 
plicirt sind.

Setzt man jetzt:

mi mi ms
I(x) — Σ + -Σ + Σ + ··· in infin. ,

1 mi -)-1 ms -f- 1

Im8 I m,
so wird B1 < -Σ + etc J· das Unendlichwerden von -Σ nicht aufheben.

Imi +1 I i
I ms J mi ms

Σ -f ··■ I das von -Σ + B1-S- nicht aufheben, u, s. f.
™2 +1 ’ 1 mi-(-1

Es wird also
mi tu 2 ms

ί (x) = -Σ + a, -Σ + B1S2 -Σ + · ■ · ·
1 mi —j-1 ni2 -j- 1

in jedem kleinsten Intervall unendlich werden. Q. E. D.



Einige Druckfehler,

2. In der Fetrerschrift von III muss es heissen ■ + y(c))
f(«)

16, Zweite Zeile muss es heissen: nur wuchsen oder nur abnehmen. 

19. Vierzehnte Zeile muss es heissen : durch Subtraction.

21. Erste Zeile Art. 9 muss es heissen: Damit ist denn ....

29. In der ersten Hälfte der Seite muss es heissen: rf = +V
ψ"(«ι)

42. Erste Zeile muss a statt a stehen.

48. Dreizehnte Zeile muss es heissen : schreiben wir.

52. Sechszehnte und siebenzehnte Zeile: ψ(α) 1— oder >■ 1— ist
CO cc a

83. Dritte und fünfte Zeile fehlt am Schluss: j und -f- ··. j





TafJ.

j___  / Reael und lirenze Sxr die. bedingte Cortvergeu:. des Jntegfnde J0 datr(a}.cosf(oc)

Jt___ H Rcgdund Grenzeiur die absolute Curwetyenz dieses JnJegrals.
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