Aligemeine Einleitung.

Wenn ein brauchbares Verfahren entdeckt wird, eine sogenannte

willkiirliche Function in eine Reihe der Form:
Aqg, X) b A gi(z) B

zu entwickeln, wo ¢,(x), ¢,(x), - bestimmte mit jener zu entwickelnden
Function ausser Zusammenhang stehende Functionen sind, die Gréssen
Ay, Ay, -+ aber von x-unabhingige Coefficienten vorstellen: so wird
eine solche Entwickelung, welche der willkiirlichen Function gleichsam
eine Uniform anzieht, und ihren besonderen Character in die constanten
Coefficienten verlegt, stets die Aufmerksamkeit der Analysten auf sich
lenken, und zwar um so nachhaltiger, je einfacher die IFunctionen ¢
und die Coefficienten A zusammengesetzt sind. Daher waren auch die
allereinfachsten Reihenentwickelungen, die Potenzreihen und die trigono-
metrischen Reihen von jeher bevorzugter Gegenstand mathematischer
Speculation, so dass die Analysis den Untersuchungen, welche man iiber
diese Formeln oder doch mit ihrer Hiilfe angestellt hat, ihre merk-
wiirdigsten Gebiete verdankt.?)

I) Die im Texte angefithrten Reihen bleiben die merkwiirdigsten Formeln der Analysis, trotz
der Loz supréme von Wronski, von dessen Bestrebungen ich durch miindliche Mittheil-
ungen Richelots und durch Aufsétze des Herrn Abel Transon (Nouv. Ann. de Math,
II Serie, Tome XIII) Kunde habe. Herr Abel Transon spricht sein Befremden dariiber
aus, dass die Mathematiker keine besondere Vorliebe fiir die Wronskischen ,,Gesetze® an
den Tag legen, Ich muss dasg Urtheil der Mathematiker in Schutz nehmen.  Betrachten
wir Wronski’s allgemeinstes Ergebniss, dass er irgend eine Funktion f(x) in jede Reihe
der Form Aopo(x) -+ A1ga(x) +- ... zu entwickeln lehrt, welcher Art die Functionen ¢o , g1 ...
auch sein mbgen, so liegt, wie mir scheint, die Sache so: Ist die Moglichkeit der
Entwickelung nachgewiesen oder walirscheinlich gemacht, so ist Wronski’s Coefficienten-
bildung, weil sie fiir alle Reihen dieselbe ist, und daher im gegebenen Fall Ausserst
verwickelt ausfallen muss, im Allgemeinen unbrauchbar. Man versuche z. B. die Coef-
ficienten der Entwicklung nach Kugelfunctionen auf diese Weise zu bestimmen. Steht
dagegen die Moglichkeit der Entwickelung selbst in Frage, so ist die Form der Coefficienten

Abh. d.IL Cl.d k. Ak.d Wiss. XIJ, Bd II. Abth, A
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Die Potenzreihen und die trigonometrischen Reihen, so ungleich
ihr dusserer Eindruck auch sein mag, lassen sich doch als verschiedene
Erscheinungsformen ein und derselben unendlichen Operation auffassen,
als welche man nach Belieben eine von ihnen betrachten kann. Wenn
man aber genauer zusieht, so erkennt man, dass diese Verwandtschaft
mehr in den Bezeichnungen liegt, und dass zwischen den Potenz-
reithen und den trigonometrischen Reihen, wenn bei beiden die Voraus-
setzungen gemacht werden, welche ihre Eigenthtimlichkeiten zur Geltung
bringen, dem Sinne nach ein tiefer Unterschied waltet. Um es kurz
zu sagen, die trigonometrischen Reihen sind ein Grenzfall der Potenz-
reihen, bei dem aber Voraussetzungen zulissig sind, ja in den Vorder-
grund treten, die der allgemeine Fall ausschliesst, wodurch sich dann
das Imaginire als das eigentliche Gebiet der Potenzreihen erweist,
wahrend die trigonometrischen Reihen, so weit an ihnen etwas Besonderes
ist, dem Reellen angehéren. Fithren wir dies nun genauer aus.

,wieder zu verwickelt, um die Convergenzpriifung der Reihe, in der sie auftreten, zu er-
; moglichen.

Aus diesen Griinden scheint, wenigstens vor der Hand, den Wronski’schen Ergebnissen
nur ein formales Interesse zugesprochen werden konnen.

Von Anwendungen, die auf andere Reihenformen fiihren, abgesehen, wird man indessen
Wronski darin nur beipflichten kénnen, dass er das Hauptgewicht auf die Form
Aopo(x) 4+ A1i(x) 4 --- legt, in der das Argument gleichsam aus der individuellen Function,
die nur noch in den Coefficienten A steckt, herausgeholt ist, Entwickelangen anderer
Gestalt giebt es die Fiille. Eine solche will ich als Beispiel hier anfilhren. Wenn in der
Formel

sin bie — x)

Gr ==X

B
ref(kY =ty e ‘"drc f(e)
A

§ s 2N
statt h geschrieben wird “—

-1 . 2n -1 mi ! -
ek , 80 hat man wegen sin ~— 5— u=sin ;{1—22cospu} :
e 1

2 2

B B B
> D % » :
f(x) = I) ‘ ple, x)fle}de 4+ > {Qog px ( (e, x) cos pef(e) de+tsin px frp(u,x) sin paf(a)dn}
A p=1 A A

wo (e, x) = 2- . Diese Reihe ist ihrer Form wegen merkwiirdig. Sie geht in
@ o= X

die Fouriersche Reihe iiber, wenn den beliebigen Grossen A, B die Werthe — 7z, + =
ertheilt werden, und Eins statt ¢ gesetzt wird.
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Bekanntlich kann eine Potenzreihe

_ e
He) = = (ug + e 't}
p==0

als trigonometrische Reihe geschrieben werden , indem man g(cos ¢ +
isin ¢) fir z einfithrt. Diese Umformung, durch die man die Function
F(¢) = f(z) nach sin und cos der Vielfachen der reellen Grosse ¢
entwickelt erhilt, ist es nicht, die wir hier brauchen, da es den Charakter
einer trigonometrischen Reihe offenbar nicht versindert, wenn nur ihre
Coefficienten complex sind. Sie lisst sich dann ja aus zwei reellen
Reihen derselben Art zusammensetzen. Lehrreicher ist es umgekehrt
die trigonometrische Reihe als Potenzreihe aufzufassen, indem man setzt:

p=e P=—"0
2 LR i S i 3 e i e A < el
f(z) = =8, c08. Pz + b} BInPEsTE F() = =Wk + v,8 A
=0 pP=20
- : 2t 4 b
wo L=9e ' u, = ﬂL,a.__P , Yy = —"-—:)V'rp :
Untersuchen wir die Convergenz der so erhaltenen Potenzreihe :
i L S 3
FE = = 0L+ %5 %)
D 0
Es ist mod u, = mod v, = Va2 + b;. Bezeichnet man mit R die grosste
Zahl fir die R’}/a’ 4+ bl nicht mit p unendlich wird, so ist die Reihe

F(Z) convergent im Ringgebiet zwischen den um § = o als Mittelpunct
: : : 1 -
gezogenen Kreisen mit den Halbmessern i und R, falls namlich R>1.

Ist R< 1, so giebt es keine Convergenz, und ist R =1, so0 artet der
Couvergenzring in eine Kreisperipherie aus, Da nun mod C = ¢7, 8o
erhalten wir, R = e¥ gesetat, fur f(z) folgendes Convergenzgebiet: s
ist eingeschlossen zwischen den Geraden x = + Y, unter Y den grossten
Werth von y verstanden, fiir den noch Va; —}——b‘;’,el", oder ae'’, b’
nicht mit p unendlich werden. Ist dieser Werth Y gleich Null, so
artet das Gebiet in eine Linie aus, und ist Y negativ, so giebt es keine
Convergenz. Was aber fir B =1 oder Y = o0 in jemer Ausartungs-
peripherie oder fir {(z) in der Ausartungslinie y = o stattfindet, bedarf
einer besonderen Untersuchung. Die Functionentheorie im engeren

Sinne lehrt uns dartiber nichts.
A*
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Die Untersuchung der Convergenz einer Potenzreihe
in der Ausartungslinie ihres Convergenzringes bildet den
eigentlichen Gegenstand der Theorie der trigonometri-
Reihen,

Denn wenn die Reihe f(z) ein Jonvergenzgebiet hat, so sind in
diesem Gebiet die Function f(z) und deren Ableitungen stetig. Umge-
kehrt, wenn f(z) oder deren Ableitungen unstetig sind, so kann dies
nicht innerhalb eines Convergenzgebietes stattfinden. Die Convergenz
von f(z) wird sich auf die Ausartungslinie y = o beschrinken miissen.
Es folgt hieraus, dass die Fille, in welchen die trigonometrischen
Reihen uns besonders merkwiirdig erscheinen, lediglich der Analysis
des Reellen angehdren. Die Thetareihen . B., welche in der Jacobischen
Form wie trigonometrische Reihen aussehen, sind ihrem Wesen nach
Potenzreihen und haben vom Standpunkte der Theorie der trigono-
metrischen Reihen aus gar kein Interesse.

Nachdem wir ‘jetzt die trigonometrischen Reihen in zwei Klassen
eingetheilt haben, die erstere, mit Convergenzgebieten, welche wir als
Potenzreihen auffassen und ausscheiden, die zweite, mit einer Convergenz-
linie, welche wir als echte trigonometrische Reihen ansehen, so ist
noch mit einigen Worten anf die engere Benennung: Fouriersche
Reihen einzugehen.

So pflegt man die trigonometrischen Reihen

p=

f(x) = = (a, cos px + b, sin px)

P 0

zu nennen, wenn ihre Coefficienten durch die Ausdriicke:

—}:‘71 _t,ﬁ —{—‘:[
ma, = = ’drzf[(/,) , Ta, = def(a) cos pe , ab, = daf(e) sin pe
— oy T g

]

darstellbar oder richtiger dargestellt sind. Wir wissen gegenwartig
unter welchen genaueren Bedingungen dies moglich ist, und wissen
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namentlich, dass die Integrirbarkeit von f(x) dazu ausreicht.") Jene
Jenennung erfreut sich indessen keineswegs geschichtlicher Berechtigung,
sondern die als Fouriersche zu bezeichnenden Reihen miissten anders
umgrenzt werden.

Die vorstehende Bestimmung der Coefficienten der trigonometrischen
Reihe rithrt eben nicht von Fourier her, sondern der Form nach
von Lagrange™, und ist mit vollem Bewusstsein zuerst von Euler
gegeben'). Kuler’s scharf gedachte aber zu beschrinkte Vorstellung
war, dass jede Function f(sin x , cos x), die nach Potenzen von sin x , cos X
sich entwickeln lasst; auch in eine nach Vielfachen von‘'x fortschrei-
tende Sinus oder Cosinusreihe entwickelbar sei, und er hat die Coef-
ficienten dieser Entwickelungen wirklich in der heute bekannten Form
schon dargestellt.

Fourier’s Coefficientenbestimmung ist jedenfalls nicht besser als
die Eulersche und beide scheinen mir sogar weniger befriedigend
als die urspriingliche von Lagrange.') Fourier’s bahnbrechender
Schritt war vielmehr die durch {berzeugende Beispiele bestitigte
Divination, dass die trigonometrischen Reihen auch unstetige I'unctionen
darstellen, und dass man die zu entwickelnde Function vom Argument
in beliebiger Weise abhingig annehmen darf — natiirlich innerhalb des
Functionsbegriffs seiner Epoche. Um diesen Schritt gehdrig zu wiirdigen,
muss man sich in der einschligigen Literatur des vorigen Jahrhunderts
umsehen. Man kann auf Grund der obigen Ueberlegungen die Schépfung
Fourier’s der Eulerschen gegeniiber kurz so kennzeichnen: Die von
Euler gemeinten Reihen haben ein Convergenzgebiet, die von Fourier
in die Analysis eingefithrten haben nur eine Convergenzlinie. Indessen
os wiirde misslich sein, die einmal gebrauchlich gewordene Bezeichnung:
Fouriersche Reihen so zu verschieben, wie es nach 'dem Gesagten

II) Abhandl. d. k. bayer. Akad. der W. IL CL XII. Bd. I. Abth.

1il) Miscell. Taurin. Tom. III, pag. 260.

1V) Nov. Act. Acad. scient. Petrop. Tom. XI, 1798. Ich verdanke diese Nachweisung IHerrn
W. Borchardt.

V) Dirichlet giebt im I. Bande des Dowe schen Repertoriums die Liagrangesche Coef-
ficientenbestimmung wieder, und zeigt an einem Beispiel, dass sie ungenau ist. Der Grund
der Ungenauigkeit ist aber die nicht als berechtigt nachgewiesene Hiufung zweier Grenz-
iibergénge, nimlich erstens in den Coefficienten von der Summe zum Integral, zweitens
von der endlichen Gliederzahl zur unendlichen.
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geschichtlich Rechtens wire, und ich verzichte daher auf Vorschlige
in dieser Richtung.

Um noch einen anderen mathematischen Ausdruck zu erwihnen,
dem die nachfolgenden Betrachtungen gelten, so theilt Fourier mit
Niemand den Ruhm, die nach ihm genannte Formel:

(e 0] w
®

af(x) = | de | dBL(3) cos a3 — x)
(6] e .0/

entdeckt zu haben. Wiewohl wir die ndheren Umstinde, auf denen
ihre Eigenthiimlichkeit beruht, jetzt véllig durchschauen, so erfillen
ihre Leistungen uns doch stets von Neuem mit Bewunderung, wie
wir vom Anblick einer vorbeistiirmenden Locomotive immer wieder
méchtig ergriffen werden, wenn wir ihren Mechanismus auch noch
so genau kennen.

&

In den gesicherten Besitzstand der Analysis wurden die Fourierschen
Reihen

e +
P @ ]
2ni(x) = = (siu px | def(e) sin pe + cos px | def(e) cos pa)
padiie J
— — 7T

eingereiht durch die berithmte Abhandlung von Lejeune-Dirichlet
im 1V. Bande des Crelle’schen Journals pag. 157. Es mochte diese
Abhandlung die erste sein, in der die Nothwendigkeit erkannt wurde,
innerhalb der Mannigfaltigkeit voraussetzungsloser Functionen, auch im
Reellen, gewisse Classen mit noch immerhin hochst allgemeinen Charakteren
auszusondern. Hierin liegt in meinen Augen der hohe Werth jener
Abhandlung, namentlich gegeniiber anderen gleichzeitigen oder fritheren
Versuchen, die Fouriersche Entwicklung zu beweisen.

Wihrend also Dirichlet den Functionsbegriff dem Gegenstande
entsprechend zu beschrinken lehrte, war er doch frei von den seit ihm
veralteten Vorstellungen iiber das Wesen und die Stetigkeit der Func-
tionen. So sind seiner natirlichen und sachgemissen Ausdrucksweise
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jene portions de fonctions gewichen, welche aus der Anschauung entspringen
mochten, als ob eine Function gleichsam ein einheitlicher Organismus
sei, aus dessen Stiicken man allerdings, wie seit Fourier zugegeben
werden musste, neue Functionen zusammensetzen konne, die aber den
ungeheuerlichen Character ihrer Entstehung an der Stirne triigen.
Wenn die Entwickelung des modernen Functionsbegriffs unstreitig
von den Fourierschen Entdeckungen ibhren Ausgang nahm, so wird
man gerechter Weise die bewusste Forderung jenes Begriffs und der
damit zusammenhingenden Principien der Integralrechnung u. s. w.
auf Fourier’s grossen Schiiler zuriickfilhren miissen, der mehr als
irgend einer seiner Zeitgenossen, besonders durch seine Untersuch-
ungen tiber die Darstellungsformeln fiir willkiirliche Functionen, zur
Lauterung dessen beigetragen hat, was man die Metaphysik der Analysis

zu nennen pflegt.

E £

Die Giiltigkeit der Fourierschen Entwicklung ist von Dirichlet
bewiesen worden fir den Fall, wo die darzustellende Function {(x)
im Intervall — 7 --- + 7 nicht unendlich viele Maxima hat, eine DBe-
dingung, welche ich die Dirichletsche genannt habe. Nicht im
Geringsten beeintriichtigt es die Bedeutung seiner Leistung, wenn er in
einer Ankiindigung am Schlusse seiner Abhandlung, den Giiltigkeits-
bereich der Fourierschen Entwickelung, wie aus dem IV. Capitel dieser
Abhandlung folgt, iiberschéatzt hat, indem er sie auf alle Functionen
anwendbar erklart, welche (in seinem Sinne) integrirbar seien, also
jedenfalls auf alle stetigen Functionen. Er scheint dies unter der
Herrschaft einer jener Tauschungen niedergeschrieben zu haben, die in
diesen abstrakten Gebieten nur zu oft uns das ersehnte Gestade in un-
mittelbarer Nihe vorspiegeln, um uns, sobald das Trugbild sich auf-
gelost hat, in tiefster Rathlosigkeit tiber den nunmehr einzuschlagenden
Weg und in banger Ungewissheit iber die Richtigkeit unserer Voraus-
setzungen zuriickzulassen. Indessen soll Dirichlet den Glauben an
den von ihm behaupteten Satz doch nicht verloren haben; auch ist ja
dieser Glaube an die Entwickelbarkeit wenigstens aller stetigen Func-
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tionen in Fouriersche Reihen bis auf den heutigen Tag ein Stiick der
mathematischen 6ffentlichen Meinung geblieben '),

Um so héher wird man es Herrn Lipschitz anrechnen miissen,
dass er jene Convergenzfrage, so viel ich weiss, seit Dirichlet zuerst,
wieder zum Gegenstand einer Veroffentlichung gemacht hat, in welcher
er eine Erweiterungsder Dirichletschen Bedingung mit dessen Methoden
findet, und die Moglichkeit andeutet, dass eine dieser erweiterten Be-
dingung nicht geniigende Function auch nicht entwickelbar sei%').

*

In der Richtung der Bestrebungen des Verfassers, der sich mit
der allgemeinen Theorie der Darstellungsformeln fiir willkarliche Func-
tionen beschiftigte, und iiber den Giltigkeitsumfang seiner Ergebnisse
natiirlich méglichst genau sich zu unterrichten wiinschte, lag es, auch
die Convergenz der Iourierschen Darstellungen auf das eingehendste
zu untersuchen,

Er will den Leser nicht davon unterhalten, wie er zuerst von der
Allgemeingiiltigkeit der Entwickelbarkeit der Functionen in trigono-
metrische Reihen fest tiberzeugt war, wie er hundert schliesslich als
fehlerhaft sich ergebende Versuche machte, sie zu beweisen, wie er,
apres maint labeur et wusaige lediglich aus der Dauer und der Viel-

VI) Um nur auf Riemann mich zu berufen, so findet man beiihm zwei Stellen (Dissert. pag. 1,
pneuere Untersuchungen haben indessen gezeigt, etc." und Ueber die Darstellbarkeit einer
Function durch eine trigon. Reihe ag. 16, ,In der That fur alle Falle der Natur. ete.'),

f=1 5 ta) ’ J/
die schwerlich anders sich deuten lassen, als so, dass Riemann mindestens alle stetigen

Functionen durch trigonometrische Reihe darstellbar annahm.

g
Die Angabe, dass Dirichlet den Glauben an seinen Satz nicht verloren zu haben
g 3
scheine, schépfe ich aus einer miindlichen Mittheilung des Hrn. Weierstrass,

VII

-

Borch. Journ. 68. Bd. p. 286. Die im Texte gemeinte Muthmassung (auf der letzten Seite des

Aufsatzes), auf welche Hr. Lipschitz schwerlich Gewicht legt, dass méglicherweise schon

eine Funetion, fiir welche 1 {f(x) — f(o -+ 0)) nicht verschwindet, fiir x = o nicht darstell-

o

bar sein konne, trifft in der That zu. Die durch Fouriersche Reihen nicht darstellbaren
. . p [ rr o 1) pae . - oy

Functionen beginnen da, wo A{x)&f{x) — i(o—f—o]) fiir x = o nicht verschwindet, und A(x) so
; : I : 5 o 2 1 . :

langsam, oder langsamer unendlich wie 1 wird. Im Fall, wo A(x) wie 1— unendlich wird,

2 & ; )

bleibt die Fouriersche Reihe aber endlich. (Diese Abh. Art. 40, Schluss.)
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seitigkeit seiner erfolglosen Anstrengungen die Ueberzeugung schopfte,
dass die Dirichletsche Behauptung falsch sei, und wie auf solche Weise
er endlich auf den Weg gefitlhrt wurde, den er von vorneherein hatte
einschlagen sollen, nimlich seine Untersuchung genau da anzufangen,
wo Dirichlet die seinige, soweit sie gedruckt ist, hatte fallen lassen,
d.i. bei den Functionen mit unendlich vielen Maximis: Aber eben nicht die
schwer zu bewiltigenden allgemeinen Voraussetzungen iiber die Beschaffen-
heit der darzustellenden Function waren zu Grunde zu legen, sondern
es galt, das Problem méglichst zu vereinfachen, also zu beginnen mit
der Untersuchung der Entwickelbarkeit einer Function, wie etwa g(x)
cos w(x), wo o(x) und w(x)” 'fir x = o ohne Maxima verschwinden, und
zusammengesetztere Functionen erst dann herbeizuziehen, wenn mit den
einfacheren die Grenze der Darstellbarkeit durch trigonometrische Reihen
nicht erreicht wurde. Als fiir diesen Zweck dienliche, nidchst zusammen-
gesetztere Functionen waren, wie einige Ueberlegung zeigt, solche der
I'orm o(x) cos #(x) anzusehen, wo ¥(x), statt wie (x) ohne Maxima
unendlich zu werden, vielmehr in geeigneter Weise mit unendlich vielen
Maximis onendlich wird. Die auf die Darstellbarkeit der Functionen
beziiglichen Ergebnisse der angedeuteten Untersuchung waren kurzgefasst
folgende:

Alle Functionen ¢(x) cos w(x) sind, unter den obigen DBe-
stimmungen iiber o(x) und ¥(x), fir x =0 darstellbar, wogegen man
bei Einfithrung der Function ¢(x) cos ¥(x) sogleich ein Gebiet
zum Theil nicht darstellbarer Functionen betritt.

So wurde denn der durch das Convergenzproblem zu bohrende
Tunnel an beiden Enden, an dem der Convergenz und an dem der
Divergenz, gleichzeitig in Angriff genommen, und es gelang — mif
Hiilfe einer gewissen neuen Rechnungsart sogar verhiltnissméissig leicht
— dem practischen Bediirfniss jedenfalls vollanf zu geniigen, und auch
eine vor der Hand wohl befriedigende theoretische Einsicht in diese
dunkelen Fragen zu gewinnen. Kine vollstandige Einsicht keineswegs.
Vielmehr mochten gerade die nachfolgenden Untersuchungen hin-
reichenden Grund zu der Vermuthung enthalten, dass unsere analy-
tischen Hiilfsmittel noch nicht ausreichen, um die allgemeine nothwendige
Bedingung fiir die Darstellbarkeit einer Function aufzustellen. Vielleicht
Abh. d.1I. CL. d. k. Ak, d Wiss. XII. Bd II. Abth. B
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aber gelangt man sogar dahin, tiberhaupt am Vorhandensein solcher
Bedingungen zu zweifeln. (Diese Abh. Schluss des II. Cap.)

Es wird dem Leser nicht unwillkommen sein, wenn der Abhandlung
ein etwas eingehender Bericht iiber ihren Inhalt vorangeschickt wird,
der jedoch seinerseits eingeleitet werden mag durch eine kurze Ueber-
sicht dessen, was iiber die Darstellbarkeit einer Function durch trigono-
metrische Reihen bereits festgestellt ist.

*

Ueber den gegenwirtigen Stand der Convergenzfrage
der Fourierschen Darstellungsformeln.

Um zuerst die Aufgaben, mit denen wir uns beschiftigen wollen

7
scharf auszusprechen, gehen wir aus von der Sinus-Cosinus-Reihe:

—+ 7 ~+ 7
4w 2
. 1 S . : i
nk(x) = 5 = {sinpx | deg(e) sin pa + cos px deg(e) cos pe
i .
— —
= Ol ,
FEE Hinc = (fer o
= lim degle) — pEE
n = R — x
o/ % I
T L e
T—x
_—
: in |
. % Sin neo
= lim de@x + 2¢) ———— | h = 2n + 1
h =0 sin «
L=
7 —+ x

O

L

Wenn wir h unendlich werden lassen, ohne auf seine Form 2
Riicksicht zu nehmen, und wir erhalten ein  bestimmtes Resultat, so
konnen wir fir die besondere Form 2n + | kein anderes Resultat er-
halten, und diirfen von der Einfihrung dieser Form absehen. Wenn

wir aber fiir h = 2n + 1 = o eine divergente Grenze erhalten, so

wird sie auch divergent sein, wenn wir iiber h gar nichts voraussetzen.
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Es wird sich um Werthe x handeln, die dem Intervall —an<x< -+ 7

T—X Uit v

ey e - ot o b s (/‘(X + 2(1) = f((x) ge'

o)

angehoren, so dass

setzt, der

sin ¢
Y

&
lim, _, [ et L1
—h
zu untersuchen ist. Wir vereinfachen die Frage, indem wir

a a b

5 h ? h A Sl
daf(r/,) b—li*q J/da ]‘(u) -S}I_l o +J ot f(—— 0 ,1?1 Iig

e s : ’ sin o
b % >

schreiben und den Limes der Integrale rechts einzeln bestimmen. Diese
Untersuchung reducirt sich aber ersichtlich auf die des einen Integrals:

a

sin he
dafte), — — .
sin o

o)
Kennen wir die Bedingungen fiir f(x), anter denen dieser Limes den Werth

gf(o) erhalt, so wird das Convergenzproblem gelost sein mit Ausnahme
a [¢]
des besonderen Falles, wo die Integrale (, [ beide an der Grenze
6 —b
divergiren, jedoch so dass ihre Summe convergirt, ein Fall, der hier kein
Interesse bietet.

Nehmen wir a < — an, und o< & <a, SO 1sh:
2 7 b

h [
oo 22

(6]

L2 &

h
s J" datpre (1 = f) J“ ol SEE
sm < BiE €

o o
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a a
€ sin ¢h : sin ah
: in « a n o =
+ - ldiie—— . Vdifte) ——— (0L S e pSa.
sin & o sin a o

< a

Wenn nun fiir positive a,b,c die Gleichungen gelten:

] g _ sin ¢h
hmh:wJ dof(e) s =on I
b
a
. sin «ak 7
lim [daf(a) e R 11
h=o o 2
o

so muss, wie aus dem Obigen hervorgeht, die Fouriersche Entwicklung
richtig sein. Wenn dagegen fiir gewisse Functionen f(x) zwar die
erste Formel eintrifft, dagegen der Limes h = o von

a
- .
sin ¢h
daf(e) ——
o
)
0

zwischen endlichen oder unendlichen Grenzen unbestimmt ist, und dies

3 .

- i S winph

so, dass der Limes jedes Integrals ‘ def(¢) ——, im Fall 3 < a, dem
(4 <

v/

O a
absoluten Werthe nach nicht iiber den Limes des Integrals ‘ sich er-
o/

(0}

heben kann; so wird, weil 1 — beliebig klein gedacht werden darf,

sin &
die Fouriersche Entwickelung divergiren.
Dieselben Integrale I, II entscheiden tber die Richtigkeit der
Fourierschen Formel:
@ B
»
de | dBf(3) cos a(f —x) = afx) ,
L L®
0 A

wie dem Leser fritherer Abhandlungen des Verfassers bekannt ist.
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In diesen Abhandlungen ist weiter gezeigt, dass jene Sitze I, Il
besondere Falle dieser sind:

limh Aod lfd(/, fle)gpla, h) = o ..... Ia
b

limh___wf daf(e) (e ,h) = (o) umh:wf degln ch):. . | Ha.
(o] 0

Die Function ¢(x,h) betreffend, setazt der erste Satz voraus, dass
a i
o= fda(p(a ,h) zwischen irgend welchen dem Intervall b...c ange-

(o] a

horigen Grenzen Null ist, der zweite, dass lim, _ fdmp(u ,b) von a un-

abhangig ist. °
Diese beiden Sitze nenne ich den ersten und den zweiten Haupt-
satz der Theorie der darstellenden Integrale.

Die Bedingungen, welche die beiden Hauptsatze der Function %)
auferlegen, habe ich unter den allgemeinsten Voraussetzungen iiber
¢(x , h) eingehender Priffung unterworfen in einer Abhandlung: Borch.
Journ, Bd. 79, pag. 38.  Wie ich in dieser Abhandlung bemerkte, hat
vermuthlich jedes darstellende Integral seine eigene Theorie und ganz
besonders gilt dies von den Integralen I und II. Den Giltigkeitsbereich
dieser speciellen Formeln fostzustellen, ist der Gegenstand der vor-
liegenden Abhandlung. Folgendes sind die bereits fir diesen Giiltigkeits-
bereich aufgestellten Regeln.

Der erste Hauptsatz
c
lim J daf(e) sineh = o 1
b

(4]
limfdaf(a) gle, h) = 0 Ia
b
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}f gilt, so oft die Function f(x) integrirbar ist, offenbar eine nothwendige
‘ ‘ : Jedingung. Wird sie in einem Punct unendlich, so gilt der Satz, wenn

das Integral ff(u/d(' iiber. die Unendlichkeitsstelle unbedingt convergirt,

, i eine Bedingung, welche, wie Beispiele lehren, nicht die nothwendige ist.
- e ¢ Fir endliche Functionen f(x) ist also der Giiltigkeitsbereich dieses
i i

ol ¢ Satzes so gross, wie man es nur erwarten konnte,

Der andere Hauptsatz:

il a
i (2 : sin ol 7
lmd defl) 2= = ~f(0) 11
a 2
o
'(L a
lim dr/f(r/l ¢le,h) = f(o) lim |} de ¢(e , h) Ila
0 (6]

auferlegt in jedem x = o ausschliessenden Intervall der Function f(x)
ebenfalls nur die bedu)gung der Integrirbarkeit. Weiter hat die Analyse
verschiedene Anndherungsweisen der Function f(x) an x = o ergeben,
bei denen der zweite Hauptsatz immer stattfindet, von denen indessen
keine nothwendig ist. Ich fithre sie an, mit den allgemeinsten (f(x) am
wenigsten einschriankenden) J)cdmﬂun'ven beginnend.
Unter gewissen Beschrinkungen, welche ¢(x ,h) betreffen, und
Linihe o e : i :
@x,h) = e nicht ausschliessen, gilt der zweite Hauptsatz, wenn

das Integral

unbedingt convergirt, V')

‘ 2. Unter keinen anderen Einschrankungen von ¢(x , h), als denen,

welche der allgemeine Satz Ila vorschreibt, findet er statt, so oft das
Integral

VIII) Borch. Journ. Bd. 79, pag. 38, Art.9.




b
=

de f'(e)

absolut convergirt. ™)

3. Aus der Bedingung 1 folgt (diese Abh. Art. 26, und Boreh.
Journ. 79. Bd. pag. 62), dass der zweite Hauptsatz stattfindet, wenn
ey ek

Iim TEt
B

nicht unendlich ist, wo unter =(x) die ohne Maxima Null werdende
Function gedacht ist, welche die Grenze der Convergenz und Divergenz

des Integrals
a

e
o

e/
0

bildet.*) Diese Bedingung enthalt die oben erwihnte des Hrn. Lipschitaz.

4. Die alte Dirichletsche Bedingung lautet, dass der zweite Haupt-
satz gilt, wenn f(x) —f(o +0) von einem hinreichend kleinen Werthe
von x an ohne Maxima mit x verschwindet.

Es ist zu bemerken, dass von den beiden letzteren Bedingungen
keine die andere vollstindig enthilt.

Schliesslich hebe ich noch hervor, dass man Satz Il oder die Frage
nach dem Werth des darin vorkommenden Integral-Limes als zur Theorie
des ersten Hauptsatzes gehorig betrachten kann, indem man IT schreibt:

IX) Ebenda, Art. 8.

X) Die Einfihrung dieser Function 7(x) kann als im Widersprach mit dem Schluss angesehen
werden, dass es keine Function giebt, welche die Grenze zwischen Convergenz und Divergenz
bildet. - Ein Widerspruch ist indessen hier nicht vorhanden. Die genauere KErorterung
dieser etwas subtilen Frage werde ich demnéichst an anderem Orte geben. Hier nur in der
Kiirze die Andeutung, dass die Function 7 zu den von der Seite der Divergenz, wie von
der Scite der Convergenz her sich ihr nahernden Functionen in #hnlicher Beziehung steht,
wie der Kreis zu den ihm umschriebenen und eingeschriebenen Linien. Practisch braucht
man iibrigens unter 7 nicht die Grenze der Convergenz und Divergenz selbst sich vorzu-
stellen, sondern es geniigt, darunter eine Tunction sich zu denken, die der Grenze ndher
liegt, als alle anderen in den gerade vorgelegten Calcul eingehenden.
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a

: e
lim daﬁ sin eh .

o)

Es wiirde sich dann um den Limes von

C

def(e) (o , b)

(]

b

handeln, wenn fir einen zwischen b und ¢ gelegenen Werth von x
gleichzeitig f(x) unendlich und ¢(x,h) Null wird, eine Auffassung, die
im Folgenden ihre Beriicksichtigung findet.

#* £

Sl
o

Eingehender Bericht iiber die folgende Untersuchung.

a

: sin ¢h

d(/.f(a) kidiv far (o) = o(e) cos Y(a)
= ¢

Die Aufgabe, den Limes1
8 o8

(3
0

zu untersuchen, fuhrt, wie viele andere Convergenzprobleme auf die
Aufgabe, die Stirke des Null- oder Unendlichwerdens nicht explicite
gegebener Functionen zu bestimmen. Beispielsweise fallt man bei der
obigen Grenzbestimmung u. A. auf folgende Gleichung:

(e + 0) — y(a) — Jy'(e) = constans
fur eine unbekannte Function &' = y(«), deren Nullwerden fiir « = o zu
beurtheilen ist (Art. 14).

Nahe liegt es
den ersten Gliedern die Entwickelung abzubrechen, und anzunehmen,
dass & wie die Wurzel aus w*(¢)”' Null wird, ein Iirgebniss, dass sich
fiir einzelne Functionen i als richtig erweist. Dieser Schluss, bei dem

, We + ) nach Potenzen von & zu entwickeln, bei

ich anfangs umsomehr mich beruhigen zu diirfen glaubte, als er bei
ciner @hnlichen Gelegenheit auch von Riemann gemacht wird, *") zwang

XI) Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch e. trigon. R. Art. 13.
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jedoch Divergenz der Fourierschen Entwickelung bei Functionen anzu-
nehmen, fiir welche sich die Convergenz der Entwicklung anderweitig
feststellen liess, also musste der Schluss, allgemein zu reden, un-
richtig sein.

Zwischen dieser Wahrnehmung und einer wirklich geniigenden Auf-
losung der angefithrten und der ihr ahnlichen Gleichungen, lag indessen
noch ein weiter Weg. Ks handelte sich, wie der Erfolg zeigl, um die
Aufstellung einer neuen Rechnungsart, die ich, dieser 1hrer ersten
grosseren Anwendung vorgreifend, in den Annalen von Clebsch und
Neumann, Th.VIIL, S. 363 auseinandergesetzt habe, und Infinitarcalctl
nenne. An der Hand der a.a., 0. erorterten Methoden bieten sich neue
analytische Krscheinungen dar, deren eigenthiimlichste wohl die iiberall
auftretende, fast zur Regel werdende Unstetigkeit der Gesetze ist, welche
die Geschwindigkeit des Unendlichwerdens der Functionen bestimmen,
wie denn z. B. die Auflésung obiger Gleichung (e + &) — (o) — dy'(e) =
= constans drei Formen hat, jenachdem ndmlich () rascher, gleich

1 : :
rasch, oder langsamer als der log — unendlich wird.
¥ (44

Die im Folgenden besonders zur Anwendung kommenden Formeln
aus der angefithrten Abhandlung habe ich kurz zusammengestellt pag. 1—6.

Jene Rechnungsart einmal gefunden und sorgfiltig durchdacht, war
die Bahn frei, und da ich nun fiiber viel weiterreichende Mittel wie
frither verfiigte, so habe ich mir die Genugthuung nicht versagt, auch
allgemeinere Aufgaben als das nackte Convergenzproblem der Fourier-
schen Reihen zu untersuchen. Ich habe festgestellt den Limesh_ , des

Integrals
a

fdozo‘(a) cos y(e) sin h(e + c)

o
fir jeden Werth von c, fiir beliebiges Null- oder Unendlichwerden von
o(cr), und beliebiges Unendlichwerden von w(w).

Fiir ¢ = o findet sich diese Untersuchung in den Art, 1—17. Ihre
Krgebnisse enthalt die Tabelle Art. 17. Den Fall ¢ > o erortert Art. 18,
und am Schluss findet man die beziiglichen Ergebnisse gleichfalls in
eine Tabelle geordnet. Der ersten Untersuchung, welche bei den
Abh. d.IL. Cl. d. k. Ak. &. Wiss. XII Bd. IL Abth. C
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mannigfachen Fallen, die sie umfasst, etwas zusammengesetst ausfallen
musste, ist eine kurze Uebersicht iiber ihren Gang voraufgeschickt,
pag,. el L,

%

Die in den Tabellen Art. 17 und 18 enthaltenen Grenzergebnisse
haben das Angenehme, dass sie uns in den Stand setzen, die fiur die
beiden Hauptsitze der Theorie gefundenen Giiltigkeitsbedingungen an
einer hinreichend umfassenden Functionenklasse, fiir welche die noth -
wendigen Bedingungen der Darstellbarkeit bekannt sind, mit aller
Schiarfe zu vergleichen. Dies geschieht fiir den ersten Hauptsatz im
zweiten, fiir den zweiten Hauptsatz im dritten Capitel. Da die allge-
meinsten unter jenen Giiltigkeitsbedingungen die Untersuchung gewisser
Integrale auf die Art ihrer Convergenz, ob sie absolut oder bedingt
sei, erheischen, so ist diese Untersuchung auch ein wesentlicher Theil
des Inhalts der erwahnten Capitel, namentlich des dritten. Die Ver-
gleichung der Tragweite der verschiedenen Giiltigkeitsbedingungen wird
durch die Figuren auf Tafel I und II {ibersichtlich gemacht,

Nehmen wir zu den drei ersten Capiteln noch die erste Hilfte der
,»ochlussbetrachtungen dieser Abhandlung hinzu, so sind deren Ergeb-
nisse, so weit sie nur die Darstellbarkeit der Functionen durch trigono-
metrische Reihen betreffen, kurzgefasst diese:

Wenn fiir einen Punct x, die Differenz

f(xy) — lim\i:\{ ix)

auf die Form g¢(x;, — x) cos ¥(x; — x) gebracht werden kann, wo g(x)
=k . T . >

und y(x) fir x = o ohne Maxima Null werden, so ist f(x,) darstellbar.

Diese Bedingung gestattet bedeutende Erweiterungen, theils indem man

R 3 2 s X
far die Function g(x) cos y(x) eine Summe solcher Functionen =p,(x) cosy,(x)
1

einfiihrt, theils indem man den Cosinus durch eine trigonometrische
Reihe ersetzt. Von diesen lirweiterungen handelt der erste Theil der
Schlussbetrachtungen, wo sie indessen, da sie nicht ganz kurz zu er-
ledigen sind, auch wohl noch kein sehr hervorragendes Interesse bieten,
nicht vollstindig durchgefiithrt werden.
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Zu erwihnen ist noch der im Art. 32 zur Sprache kommende Fall
der Nichtdarstellbarkeit einer Function, wo sie namlich in einem Puncte
unendlich wird, withrend ihre trigonometrische Entwickelung in diesem
Puncte convergirt.

* *
*

Der Rest der Abhandlung, das vierte Capitel und die zweite Halfte
der Schlussbetrachtungen beschaftigt sich mit der Darlegung der Be-
dingungen, unter denen die trigonometrische Entwickelung einer endlichen
und stetigen Function fiir einzelne Puncte divergirt. Es wird im

sin ah

v fda fla) —

IV. Capitel zuerst gezeigt, dass der limh zwischen

o

unendlichen Grenzen schwankt, wenn fiir f(x) eine Function sin ¥(x)
genommen wird, die in Strecken, welche bei Anniherung an x = 0 gogen
Null abnehmen, periodisch ist, aber mit gleichfalls gegen Null abneh-
menden Perioden, so dass beim Wachsthum von h die Perioden von
sin «h unbegrenzt oft in aufeinanderfolgenden Strecken denen von
sin ¥(x) gleich werden (Art.34). Alsdann weise ich nach, dass sich
eine ohne Maxima verschwindende Function ¢(x) angeben lisst, so dass
auch fiir f(x) = g(x) sin #(x) jener Limes verschwindet.

Nachdem dies in Ordnung gebracht ist, tritt die Frage nach den
giinstigsten Bedingungen fiir die Divergenz in den Vorder-
grund, und es ergiebt sich, dass fir eine stetige Function die trigono-
metrische Reihe, durch eine Function ihrer Gliederzahl dividirt, welche
rascher als der Logarithmus unendlich wird, stets Null zur Grenze hat,
aber durch den Logarithmus oder eine langsamer unendlich werdende
Function der Gliederzahl dividirt, zwischen endlichen oder unendlichen
Grenzen schwanken kann.

Bei dieser Gelegenheit zeigt sich noch, dass die divergenten trigono-
metrischen Reihen erst bei Functionen erscheinen, deren Differenzen

f(x,) — lim f(x) fiir einzelne Puncte x, so langsam oder langsamer wie der
X=X

: . 1 .
reciproke Logarithmus von ——— verschwinden.
X%
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Die im vorstehenden gemeinten Functionen o(x) sin ¥(x) konnten
zwar selbst stetig gemacht werden, aber es war noch zu zeigen ; dass
die unbegrenzt vielen Unstetigkeiten ihrer Differentialquotienten in der
Néhe von x = o auf die erhaltenen Resultate ohne Einfluss seien. Zu
diesem Behuf wird im Art. 41 die Function sin #(x) durch eine gleiches
leistende mit beliebig vielen, in den folgenden Artikeln durch eine mit
allen ihren Differentialquotienten stetige ersetzt. Diese Function beweist
zwar, was sie soll, ist aber nicht einfachen Baues. Ich zweifle nicht,
dass schon ganz gewéhnliche aus trigonometrischen und Exponential-
functionen zusammengesetste Functionen fiir einzelne Argumente nicht
darstellbar seien, habe dergleichen Beispiele aber erst aufzusuchen ange-
fangen, als ich des Gegenstandes und der Art der Behandlung, die er
erheischt, zu miilde war, um noch hinreichende Ausdauer fiir diese Nach-
forschungen iibrig zu haben.

In den Schlussbetrachtungen wird aus der fiir den Argumentwerth
x = o nicht darstellbaren Function ¢(x) cos #(x) eine andere abgeleitet,
die zwar durchweg stetig ist, deren trigonometrische Entwickelung aber

in jedem kleinsten Intervall Puncte besitzt, in denen sie divergirt.
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Untersuchungen

iiber die

Convergenz und Divergenz der Fourierschen
Darstellungsformeln.

Hulfssitze aus dem Infinitdrcaletl.

Bezeichnungen und einfache Operationen des Infinitircalciils, die im
Folgenden zur Anwendung kommen.

Il
Es handelt sich nur um Functionen, die nicht unendlich viele

i

5 iisims ’ PLx = s 2
Maxima und Minima haben. Wenn der Quotient {—Ew) fiir irgend einen

/
numerischen Werth von x (wohin auch o zu rechnen) einen unendlich
grossen, oder einen endlichen von Null verschiedenen, oder einen ver-

schwindenden Limes hat, so bezeichnen wir dies mit:
P(x) = 9(x) , ¢(x) o) , ¢x) < Y(x) .
Im Falle ¢(x) Z y(x) sagen wir, wenn beide Functionen unendlich
werden: das Unendlich von ¢(x) ist grosser resp. kleiner als
das von w(x), und wenn sie verschwinden, sagen wir das (leiche von

der Null dieser Functionen.
Abh.d.ILClL d.k Ak.d. Wiss. XIL. Bd. II. Abth. : 1




o

Relationen wie ¢(x) co y(x) heissen infinitare Gleich- oder
Sl
Ungleichheiten. Falls zwei Functionen ¢(x) und y(x) einen end-
lichen gleichen Limes haben, soll dies kurz durch:

([‘(X) (L 'r’/(\X)
bezeichnet werden.

i

Man kann jede infinitare Gleich- oder Ungleichheit mit einer be-
liebigen Function an beiden Seiten multipliciren, auf beliebige Po-
tenzen erheben oder logarithmiren.

Man kann in der infinitaren Gleich- oder Ungleichheit

=
Mx) @y(x) 4 u(x) co P(x)
i
die linke Seite ersetzen durch ¢,(x), wenn u(x) < ¢(x) , 4(x)co 1 ist.

Man kann die infinitiren Gleich- oder Ungleichheiten differenziren
und integriren mit folgenden Ausnahmen: Wenn in ¢(x) < w(x) die linke
Seite einen endlichen Limes hat, ist die Relation im Allgemeinen nicht
differenzirbar, und die Ungleichheit ¢(x) = y(x) ist dann nicht integrirbar,

»
wenn ’(/[x)dx einen endlichen Limes hat, weil sich alsdann daraus
.J p(x)dx oo ! w(x)dx ergiebt. 1)

In Bezug auf das Unendlich der Functionen, wenn ihr Argument
unendlich wird, hebe ich noch den Begriff der Infinitértypen her-
vor. So nenne ich eine Function t, welche die Gleichheit tf'(x)co f(x)
erfiillt. Zum Typus wird man die einfachste, dieser Gleichheit gentigende
Function wahlen.

ey

Ueber Grenzwerthe von Ausdriicken der Form Fla)
o
111
Zu Grunde lege ich den Satz: Es sei A(¢)>1 fiir ¢« =0 und

ebenso u 51, s0 hat man:

1) Siehe: Borech. Journ. Bd. 74, pag. 297 und Ann. v. CL und N. Bd. VIII, pag. 373 Anm.




] ou
o [ —

+ l(a) = 0)
e e e () iy

i(e)

Hieraus wollen wir einige Schliisse ziehen.

Iv.

- 1 . : 4558
Es sei w(o)>=1-, oder wie durch Differentiation folgt
= :

5
. w( o)
Wie) =" (t >, w(e)=>1, so hat man:
u
W' SHUAEE
d + ,l/!l (Of)

= ]

()

i w(e ‘
Denn setzt man in vorstehendem Ausdruck - (@) statt 1'(¢), so findet man:
o 5

o (940

S R e e

au ‘u (o)

< ,17(1/‘) i u(r/r o

3y
. L . 1 ;
Es sel wieder 'z//(u) = 1i Swocdsteiuch::
e (42
A g e
I i 4
wrlo)2 -
=i ’,,,(L)A,rf; 12
p ()
3 ; : : e " ()
Denn aus («) > 1= folgt auch zweimalige Differentiation: y*(¢) = o
: o ? £
() = 1, woraus diese Formel sich ergiebt.
VI.
oo ; 1 .
Endlich unter derselben Voraussetzung y(o) = 1(, sel

1 = o(e) < y'(e), 80 i8t auch:

2) Ann. v. Cl. und N. Bd. VIII, pag. 881. i




u,
Of o -1 - O
W (a)s 7‘
—— < = ]
a(o)
Beweis: Man hat:
u, u
of o - ‘ T o'l o e
Wi a), a'(a) Wi e)s
,ﬁ';wL :I_Au,,,,,;a; - - i ")(‘“‘ 0 ey
o« 7o) o) o'(c :
7o) o)y ((,,.)2 (
und es ist zu zeigen, dass
I,
o'(c o'f « —_—
I (7) e B 18 'l/)“((l)'.{ -
o(e)yw'(a), = e bt ]

o'(a)
Um die erste Formel zu beweisen, d. i. um zu beweisen, dass
b b,
L 1
0l(e) < a(e) W' (a)s ,

fiihren wir ein o(e) = y(e)y'(e) , y(e) <1, wodurch vorstehende Un-
gleichheit wird (in etwas abgekiirzter Schreibweise):

1
i i
;/ i I/U‘ + ;/ 4/,‘ Cild »/,/l,;l ‘/‘(,v 7] s

Nun werde ich zeigen, dass unter obigen Voraussetz-
ungen stets

""l/’“ = A/‘Ul’
7 l
el Ans g gt s | falof:
1
Y=
) >
7
1
oder ke =
: o %
Durch Differentiation folgt:
l,’,” & ;I’

e

und. durch Multiplication mit 7y’ ergiebt sich yy" > o'y, Die zu
: - . . 1 o ’ :
beweisende  Ungleichheit 5/ 4 s < yy'ys kiirst sich somit zu
1 .
W e gt d, i Bu

1
l/'“ = !
) 1

ab. Aber wenn man dies schreibt:




(7]

,‘/’)H
=l

]

i
: : _ =
und integrirt, so folgt gerade o

r

— o oder

7’/; ==
o

: el : s 1
wie dies in der That aus der Differentiation von w = 1- folgt.
s :

Zweitens war der Limes:

oo — =l
: Tl 1
wH(a)s s
- B o e

zu beweisen. Dies ist sehr einfach. Aus o(e) < y'(a) folgt o'(e) < w'(),
und daher findet wegen V die vorstehende Formel a fortiori statt.
Infinitire Auflosung einiger Gleichungen.

VIIL.

Es sei & bestimmt durch die Gleichung

o

e e 0 - N
, 1 ;
wo y(e) << 1, so findet man:
o
: uNe
() —_ ---C”— 5 B oo 1
ALY N\ 1 o
Fir yw(e) oo 1- ist
o
g =npe ., 0wl
wo p der Gleichung:
1 e o el
oecisb Bl == o W v(0) & ——
WO TR0 = 2N, v

geniigt. 3)

3) Ann. v. CL. u. N, Bd. VIII, pag. 412.
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VIIIL
Es sei J bestimmt durch diese Gleichung:

Wlo + 0) — ye) + Jy'le)v = N

7
: 1 : :
wo (o) =1- , v << 1 sei, so ist:
o
: N :
Pl i ke g )
:/:’(_u)
IX.
Es sei endlich & bestimmt durch :
(o B f)‘) i 'l/,f(_(z) S ()"a;r./’(a) L Nea
: 1
Man findet fir y(a) =1-:
B (04
N .
| i oo 1 °)
l/ ' (o) i, : = )

4) Ebenda.
5) Ann. v. CL. u. N. Bd. VI, pag. 407 sqq.




I. Capitel.

a

Untersuchung des Limesh_ (J = fdaﬁ(a} cos () sin ha)

0

Kurze Uebersicht iiber den Gang dieser Untersuchung.

il,
Da die Untersuchung des Limes ‘(J = ‘ deo(e) cos y(e) sin ha.)

.

(0]
etwas zusammengesetzter Natur ist, so wird es fiir Leser, die sich
nicht darin zu vertiefen beabsichtigen, erwiinscht sein, nicht
allein iiber ihre Resultate eine Uebersicht zu erhalten, wie sie
die Tabelle des Art. 17 zu gewihren bestimmt ist, sondern auch
mit ihrem Gang im Allgemeinen sich bekannt machen zu kénnen.
Solchen Lesern aber, welche die Untersuchung jenes Limes
genauer studieren wollen, wird eine kurze Zusammenstellung
ihrer Hauptstationen eine nicht von der Hand zu weisende Kr-

leichterung bieten.
Um Functionen von iibersichtlicheren Schwankungen unter- Art. 1.

suchen zu konnen, zerlegt man das Integral J zuerst so:

a
J = ‘ﬂdaa(a‘) cos y(e) sinah = SRl I
0}
a @
J, = !dao‘(a) sinyg , dp= fdrm(a] sin ¥
o o
WO 7 = n(e) = () + he

x = yla) = z/r(:(/.) s g




e _

s

8
Dann ergibt sich aber alsbald, dass diese Zerlegung nur dann
erlaubt ist, wenn Y(e) rascher unendlich wird, als der log —
o
es sel denn, dass o(¢) um ein Gewisses langsamer unendlich
1 : ! .
werde als —, wodurch aber gerade die fiir die Fourierschen
o
Rethen interessantesten Annahmen ausgeschlossen wiirden, Somit
zerfallt die Untersuchung in zwei Theile: 1. wenn (o) ebenso
: : ; 1
, "T,,;_W’ langsam oder langsamer unendlich wird, wie der log —, 2. wenn
| o
m ls (e) rascher unendlich wird,
| ’vﬂ}%v |
1 e |
K ’;‘T‘;;ii ! ‘ A : ; : ;
]‘ '“f ’f A Der Untersuchung erster Theil: wie) wird nicht
o ,
[ ) % ; 1
| )rji}‘ rascher unendlich wie der log
L B o
I :
‘ \"&] i Hier kann man von der Zerlegung 1 des Integrals J erst
[\ WM
I ";M. Gebrauch machen, nachdem man von J em'lhelllnte(rml mit der
it .J,.(- , Grenze Null abﬂetrennt und fir sich untersucht hat. Der Rest
LA A
1y (i \ z
il kann dann mit Hiilfe der Zerlegung I untersucht werden. s wird
e
[ ‘;“Jw’ a o a
‘: ,“,":, ';.?“ B " » ) 2
[ also J - in die Intecrale il zerlegt werden, und die
i e J 2 o S = :
{ "‘; { o : 0 o’
|| W Kunst besteht nun darin, ¢ so sich auszusuchen, dass der Limes
1} . : ;
I ¢....(“"'§" des Theilintegrals ohne Mihe sich feststellen liasst. Dies leistet
(! m?" | Art. 2, 3. die Bestimmung «'h — C, wo C ungemein gross zu denken ist,
» A dabel aber h so gross angenommen wird, dass ¢, zwischen o
\ Y . Y ¥
;‘ 1""?,{_ Art. 4. und a fillt. Indessen muss das Integral von o bis ' noch
[l einmal gespalten werden. Auch ist es vortheilhaft, die Unter-
I | M% suchung zunichst unter der einfacheren Annahme dm(h/ufnlnen
1 i
1' ‘v/ dass o(a) = 1 i1st, so dass man im Ganzen hat-
e ! .
14 i N a h «!
18 i 8
‘ sin ¢h sm (vh sinch
;g y J = | de cosyY(a )—— —= | de cosy(a) de 0051"(0)— —
(i 5 : : o
| ‘ 0 0 &
h
],‘ R
b ‘;u' -




Lo ~ :
1 sin {.“(\(‘l o C{h 1 s1n
do——t Sl =1 do——

1z ot

(¢4 5 o :
(3

i o'

e

Wenn ¢ hinreichend klein ist, ist der Limes des ersten
Integrals rechts beliebig nahe der Null, wenn C in ¢'h = C hin-
reichend gross, ist der Limes des zweiten Integral nicht ausser-

& 7T T ¢
hath des’ Intervalis = 0. anzutreffen, aber auch kein
bestimmter. Der Limes des dritten und vierten Integrals néhert
‘ . ; e :
sich der Null. Wenn dann statt o(e) = wieder eine allge-Art.6,7,89
4

meinere Hypothese eingefithrt wird, z. B. gesetzt wird o(¢) = Art. 10.

1
ola) ; L : LR
— 7 50 ‘bleibt Null der Limes der drei ubrigen Integrale und
o
. . ; S 7T
der des zweiten ist wieder enthalten im Intervall — g(0);

7T ! : 1 s iy !
+ o(o) é, womit der Fall y(e) < 1- erledigt ist. Fur Wer) o0 l(/
= o b4

: . 1 il
wird der Limes direct und zwar unter der Annahme ¢(«) = I- 4. 5.
(04

berechnet. Ls ergiebt sich ein etwas anderer Ausdruck fir die
Grenze des den Limes einschliessenden Integrals.

DerUntersuchungzweiter Theil: w(e)wirdrascher B

4

. . i
unendlich wie la

Hier darf man also setzen:
g a
K] »

[
deo(a) cosyp(e) sinhe = . | deo(e)sin y — s | deo(e) sin g, At 12,

e/
0 (6]

wo 7 = yle) 4+ ¢h , z = Y(o) — ch. Auch iber o(¢) verlangt
die Untersuchung Annahmen, und zwar, o(e) = y(e)y'(e) gesetat,
die Annahme, dass y(e) fir e = o verschwindet. Es zeigt sich
indessen spiter, dass diese Annahme in Wahrheit keine DBe-
schrinkung enthalt. Ausserdem 1ist auch ¢(0) = o vorausgesetzt,
weil sonst lim J nach allgemeinen Satzen Null. ist. Fiithrt man

Abh. d.1L ClL d.k Ak.d Wiss, XII. Bd.IL Abth. 2
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die Gréssen 7 und x als Veranderliche in die obigen Integrale
rechts ein, so ist dabei folgendes zu bemerken. Das zweite
Integral nach y wird:

x(a)
L \ P
ey'(a) .
dy o oo )51111,
w'(c)—h
x(0) = o
well y(e¢) von @ = o bis ¢ — a abnimmt. Anders verhalt sich

7(e), das von ¢ = o bis a= o; (wo o durch 7 (e;) = w'(e,) +h = o
bestimmt ist) abnimmt und dann wieder bis o — a zunimmt, so
dass man das ersteIntegral als Summe zweier Integrale schreiben
muss. Die Untersuchung des Integrals nach y wird aber ihrerseits
dadurch weniger einfach gemacht, dass die Function:

;'('c{) "/"l(r,/,)

da
()'((1)'—‘——~ = — -
. dx i) —h
Art. 18, zwischen den Grenzen des Integrals ein Maximum fiir ¢ — «* hat.
Es wird sonach wieder eine Zerlegung des urspriinglichen
Integrals J in vier Theile nothig und man hat also zu setzen:

8 nlet) n(a)
- S 15 12
J = fdcm(;z) cosy(a) sinhe = 5 { a1 = [ chir ..
0 7(0) = o0 ),('m)
Flot) z(a)
pa Sn
= z‘dx... 4 :‘,(lz...
#(0)= ()

Irgend eines dieser vier Integrale, z. B. das erste, hat also
jetzt die IForm:

’ d7n f(n) sin g,
wo f(5) zwischen den Grenzen der Integration kein Maximum
oder Minimum mehr hat, also dass das Integral in eine Schaar
alternirender, ihrem absoluten Werthe nach abnehmender Theile
zerfillt, deren Summe eingeschlossen ist zwischen dem grossten
dieser Theile, und der Differenz des grossten und zweitgrossten,
was erlaubt, den Limes der vier Integrale zu berechnen.

Man findet, dass die beiden Integrale nach y unter den
iitber o(¢) und y(e) gemachten Voraussetzungen, den Limes Null
haben. Auch die Integrale nach 7 haben den Limes Null, wenn
noch die fernere Hypothese hinzutritt, dass die Grosse




11

() (e)
— o Art. 14.
(] (a}z'

mit o verschwindet. Wenn jedoch diese Grosse unendlich wird, Art. 15.

so lasst sich zeigen, dass die mach 7 genommenen Integrale fir

h — o zwischen unendlichen Grenzen hin und her schwanken,

womit die Untersuchung ihren Abschluss findet.

I. Durch die Zerlegung des Integral J, zu der die Untersuchung naturgemiss
zuerst ihre Zuflucht nimmt, ergiebt sich auch sogleich ihre natiirliche
Eintheilung.

Am nichsten liegt es, die Untersuchung des Limes h — o VvOR

a
J = , deao(e) cosy(e) sinhe
(o]

an die Umformung zu kniipfen:

a

=30 = =5

a
‘daﬁ(a) sing — 3 {)daa(a) sin y ,
0 (0]
wo, wie ich gleich bemerken will, die Functionen
7 = 5(e) = yY(e) 4 ha
% = (@) = y(e) — he
im Grossen und Ganzen folgenden Verlauf haben:
Die Function 7(¢) wird unendlich fir a =o. Sie hat ein Minimum
fiir einen durch
wie) + h = o
bestimmte positiven Werth ¢ = e, , der Null wird fir h = o, da y'(«)
negativ ist und mit «(e) fir o =o0 unendlich werden muss. S0 gross
wollen wir aber h von vorneherein annehmen, dass 0 << &, <a. Von
o — @, an wichst () bis zum Werth y(a) 4 ah, den wir uns mit h
zugleich sehr gross vorstellen wollen. Die Function x(e) nimmt von
7(0) = o bis (@) = y(a) — ha fortgesetzt ab.
Aus der Zerlegung
a a
Je fdaa(a") SHId) = ‘fdau‘(u) siny = o —
0

(o]

1o =
—
©
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ergiebt sich zunichst eine Eintheilung unserer Untersuchung nach dem
Unendlich von ¢(¢) bei verschwindendem «. Fithren wir in J, statt «
die Veranderliche yx ein, so folgt:

a z(a)
: Fae ol () sin ¥
deeo(e) 'sin ¥ = Fdy——o(e) sin y = ~fdy—~2 """+
dy w'le) — h
v/ !7 < LN i
o x(0) x(a)
Nun folgt aber aus:
]
wle) oo 1
: ST

durch Differentiation:

== |
1,[,.9 £ { (94 ) (@) y

—
. e H(c) = s
oder w'(¢) = — ——~ gesetzt, entsprechen den vorstehenden drei Zeichen
s (67
die Fille:
=
wey. o0 L

Dadurch wird:

_ao(e) sin y

ah L uite)

Unter der Annahme u(«) 2 1 ist dies Integral dann ersichtlich
unbestimmt zwischen endlichen oder unendlichen Unbestimmtheitsgrenzen,
falls nicht ao(a) < ah 4 u(w).

D. h. im giinstigsten IFalle darf ¢(«) hochstens ein Unendlich haben,

. 3 4 ; 1 s Sl
das um ein Gewisses kleiner ist als das von ~. Es ist also die Zer-
(04

leomps =, — =, fuiv ule) 2 1 ohne besondere Voraussetzungen iiber
o(e¢) nicht statthaft, die jedoch gerade die interessanteren Annahmen
tiber o(e) ausschliessen wiirden. Denn setzt man, wie es die Unter-

. : h o(e) :
suchung der Fourierschen Reihen verlangt, o(e) = —, so muss, damit
g ; 0

das Integral convergire, ¢(«¢) jedenfalls 2/[((’1} sein, und lehrreich sind

doch gerade die Fille, wo g¢(¢) unbeschrinkt langsam Null wird.
Falls w(e) = 1, ist die Zerlegung gestattet, so lange o(¢) < y'(@)

oder o(a) = y(a)y'(e), wo y(0) = 0o, auf welche Annahme liber o(a)

/

T
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wir uns, wie sich zeigen wird, beschrianken diirfen, ohne der
Alloemelnhelt der Untersuchung Eintrag zu thun.
So zerfallt ganz naturgemass die Untersuchung des Limes (J) in

die Theile

1
Dlal S 1= i
Yla) la und Y(a) = l

die eine verschiedene Behandlung erheischen. Wir beginnen mit der

Annahme

1
'(//I(Cl} f) 1(/ 3

A

: 1
Untersuchung des timJ im Falle v =1 .

2. Allgemeine Behandlung des Limes J fiir ¥/(c) 21};

= : 1 :
Wir legen zuerst die Annahme ola) = , Grunde, denn es zeigt

sich, dass die tibrigen erledigt werden konnen, wenn diese es ist. Ks

ist also zu untersuchen der Limes des Integrals
a
sin he
de cos y(e) =

o
wozu im Wesentlichen eine Theilung des Integrals in vier Theile er-
forderlich ist, namlich erstens die Spaltung:
! a

Jo—cJ b gl 'ﬂd(/. cos I,U(a)fnlcfhﬁ 4 de cos Yle) — Sln“h =
Iy o

(8] «
&
] i 1
« h «

»
[ in zwei Theile i

(0] (0] (‘

zweitens die Spaltung des Integrals J' =




14

; S el ; sin y
und die Zerlegung des Integrals | in die Theile phdesing - ol de 4
(04

e/
a' ' a

3. Nihere Angabe der ersten Zerlegung von J in J' 1 J4.

Was die erste Spaltung des Integrals J in die Theile

‘

(24 a
[} - e .
\ 8in ch . sin ¢h
00 Conie) N decosiie) - = o )ik
o (24
LY L
[0} o'
betrifft, so setzen wir:
a'h
4 -
)\ sin ¢
J' = de cos ( ) S
h o
O

und verstehen unter o' eine Grosse, die fir h = o Null wird, jedoch
80, dass o'> e, bleibt, unter «, wie im Art.1 die Wurzel von ¥(e,) -
: : : . wele) .
-~ h = o verstanden. Setzen wir Wie) = =L & ferner o'h — G = 5o
> Cy
folgt aus der Vergleichung von

(Z‘h = C

oh = w(e)
dass, um beim Wachsthum von h die Relation o' > o; bestehen =zu
lassen, wihrend o' verschwindet, C nur grosser zu sein braucht als der
grosste Werth von w(e) im Intervall o<=a<Za, so dass namentlich C
unabhéngig von h angenommen werden darf.

¢

- sin ¢h
. Sl or
4. Der Limes des Integrals J' = do cos¥(e)"_""_ unter der Annahme
g .
o

1
Ya) = 1
o

Wir setzen also C — «'h und:

C € C
[ - =) (»
o= fawcosy (e [y |
L % JJ & L=
(4] o €
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Zunichst leuchtet ein, dass das erste Integral rechts durch Ver-
kleinerung von ¢ kleiner als eine beliebig kleine gegebene Grésse gemacht
werden kann.

Das zweite Integral:
C

o 8sin
dea cos <l) i

(1 (¢4

&

anlangend, so sei zunichst:

& o
I!J(f) =1u , U'(_) — 1 — Vv
h h

: : 1 ;
wo ¢ < a<C. Kslasst sich, falls ¥(a)<1- oder in Wi(e) = —
(04

u (a) ey
o

: . : ol :
angenommen wird, leicht zeigen, dass v mit " verschwindet. Denn
man hat:

() = o) = =

oder

Da nun u(¢) mit o verschwindet, « aber zwischen den festen von h
unabhéingigen Grossen  und C liegt, so verschwindet in der That v mit h.
Ausserdem wird v wachsen, wihrend « von & bis C zunimmt, weil

(04 ,
/] ¢ rachs
Y (h) dabel wichst.

Setzen wir jetzt:

(6] (0,
. e .

o sin o sin o
de cosw(ﬂ) —_ - = fdacos(u—vVv)——

h o : 157

€ &
¢ C
8in « sin «

o godn Jdecosy=— Ligin da sin v

o o
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und nehmen h so gross an, dass cos v und sin v zwischen den Grenzen

¢ und C nun wachsen oder nun abnehmen, so folgt mit Hiulfe des
zweiten Mittelwerthsatzes, dass die Integrale

C C
. ') .
- Eino o sinw
didcogy -~ decEithy— -
o (94
L >
£ &
sich, wahrend h unendlich wird, den Grenzen
C

e

sin «
Gre

(04
]

&

niahern. Da nun u mit h unendlich wird, cos u also zwischen den

C
[ .
\ . 5 i i - feNB8ID g :
Grenzen -1 wunbestimmt wird, so nahert sich | de cosy L oy
iiiiii 0
3 V5 e
unbegrenzt wachsendem h einer Grenze, die mit
C
; sin «
1 Ao
o

L

&
bezeichnet werden kann, wo j zwischen den Grenzen + 1 und _ 1
vollig unbestimmt ist.

Was hiernach das Integral
& C
: oY sin o oy sin o
J' = | de cosy ) — 4  de cosy :
b/l o ENhl Ty
o £

betrifft, dessen erster Theil rechts durch Verkleinerung von ¢ unter

jede Grenze sinkt, so muss es sich, da es & gar nicht enthalt, mit ins

o

Unendliche wachsendem h der Grenze
G
; sin
el
(04
L]
O

nihern, also wenn man sich, wie in unserm Belieben steht, C
vorneherein dusserst gross denkt, folgt:

LR T ]
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. il
i
lim h dlie P

mit einem Fehler, den wir nach Belieben klein annehmen konnen.

5. Der Limes des Integrals J‘ im Falle y(«) = lll
o

1
Den Fall wle) co IE betrachten wir besonders und beschrinken uns

auf die Annahme () = 10

Alsdann ist:
C C C

‘fda cos 1 (({) B e — cos lhfd(z cos la i i gin lhfda sin le dh

(4 (0 o
0o 0o o

Die Integrale rechts sind fir C = oo convergent; und geben . wir
ihnen resp. die Formeln Rcosy , Rsiny , wo

[co) a0
o sin ¢ . 8in o
R = mod Ida(cos lo 4 isinle)——— = modfdcx ol el
o o
e
(o] 0

7

so 1st
C

si
fda cos 1 (g) @_r;_q = Ricoa(lh — 99

o}

und schwankt fir h = o zwischen den Grenzen + R.

)

6. Der Limes des Integrals J = Ida cos (@) Smaﬁt_l fiir Y(«) 2%.

o

Wir haben jetzt noch den zweiten Theil von J:

a

9% :J\da cos Y(a) .s,iB,a,kE
o

o

Abh. d. IT. C1. d. k. Ak. d. Wiss. XII. Bd. Ii. Abth. 5 3
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1
im Fall l,'J(a)glu- zu untersuchen. Hier diirfen wir unbedenklich die

7 i %
Zerlegung:
a

a
Jh o= 2 'd(x Sl de sin 2 N = yfa) 4 oh
B L Z : ' o ; X = Y(a) 4 ch

o !
anwenden, da die Integrale die untere Grenze Null nicht mehr haben,
also jedenfalls convergent sind (Art. 1).
Fihrt man in den vorstehenden Integralen statt des verinderlichen
¢ die Variabeln 7 und x ein, so nehmen die Grossen:

1 da 1 1 da 1

a a;‘ S el tulc)s o dy " &b -+ pfa)

beide von «, (der Wurzel von ¥/e) -+ h = o) an ab, also gewiss von

: , 1 : :
@' >¢ an. Nur im Falle Y@)col-, d. i. wla)co 1, konnte hier- in
@, o J

Bezug auf : (}a ein Zweifel entstehen, wenn niamlich w(e) selbst bei
i dy

wachsendem « abnahme. Dann wiirde aber doch wieder

1
ch 1 w(e)
abnehmen, sobald man h > wu(a') voraussetzte.

Wir wollen nun nacheinander den Limes der Integrale:

a a
; sin 7 i’ sin )
J; = do— y o Jy = da 20 2
o o
(I 1
« (44
untersuchen,
a
: e Bl
7. Der Limes des Integrals J," = |} de —— fir 7 = ¥(e) + ch

o .

'

1
e
und ¥(e) = 1“ ;

Wir setzen:
n(a)
@

J] W — d,]

dee sin 7

d7 - o
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Es sei 7(c!), das mit der Null sich ndherndem «' unendlich wird,
einen Augenblick ein Vielfaches von n. Alsdann zerfallt das Integral J;
in eine Schaar abnehmender alternirender Theile, und es wird erwiesen

sein, dass das ganze Integral J, mit . verschwindet, wenn sich Gleiches
von dem Bestandtheil:
ie') 47
de 8in 7
”",‘ — ——
dy «
7(')
zeigen lasst, oder a fortiori, wenn das Integral :
w(e’) + o
g s
dye o
7(e’)
verschwindet, unter o irgend eine endliche Grésse verstanden, wobet
7(e') nicht mehr ein Vielfaches von 7 zu sein braucht.
Wir setzen also:
wle) + ha! = 71»(a’j
Wy + ha = gla”) = y(¢) + o
Statt o geschrieben «' + o folgt auch Subtraction:
Y + d) — ey + hd = o,
oder wegen ¢'h = C:

JC
el 8 — Gy g =

Aus dieser Gleichung folgt fiir ¥(0) 412C die fiir ' =< 1 infinitire
Losung (s. Hulfs. VII):

- — 3 Wi 1,

Too :
und fiir () co 1- eine Losung derselben Form, in der nur statt ((1;
o
eine andere endliche Grosse steht.
- : 1
Somit ist im Falle ¥(e) < l&':

(s
5*
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"A(’((”) a’ a
? 5 L] %
de sin 7 sin 7 b sl d e ot ! e U
df = ~——— = da—— =ging | — =siny log— =sinplog{1+ —
dnso o : o o 4 C
(ks 3
(") ! o

wo sin 5 einen mittleren Werth vorstellt.
Man sieht also, dass vorstehendes Integral mit ins Unbegrenzte
wachsendem C unter jede Grenze sinkt, wohin ihm der ganze Theil
a

sin 7
do - !

(24

e/
o

von J; nachfolgt. Dabei muss h immer gerade so gross gedacht werden,
dass in o'h = C die Grosse «' der Bedingung o« < o < a geniigt.

; 1
Gleiches gilt fir den Fall ¥() co 1-,
04

a
; i sin ,
8. Der Limes des Integrals J, = | do —Z | y(«)»= ¥(&) — ch .
(04
(:l

Ganz ahnlich ist das Integral:
: a

y 8in )

T e

o
ll

zu beliandeln. Wir tremnen von J; wieder den Theil:

! 7)) — w
sin y de sin
Jie by desi g
o dy o
'Y,
o xle)

und erhalten aus
Pe!) = ha'' = xla))
Yo'y — ha!! = xyla") = () — o,
o' = o' + 0 gesetzt, diese Gleichung
Y + &) — Ye!) — th = —w




oder
o0

!

=

Yl + ) — Yla') —

aus der wieder
a'nw

L

)

5

s o L,

(s. Hulfs. VII) folgt.

9. Zusammenfassung der bisherigen Resultate.

Damit ist dann im Ganzen nachgewiesen, dass das Integral
a

L]

1oy o sin he
Jie= o Ji— ), = diducos¥loy— =
o

al

: : ; C :
mit wachsendem C unter jede Grenze sinkt, wenn o' = b gesetzt wird,

und, wahrend C dber alle Grenzen wichst, h stets so angenommen
wird, dass ¢ < ¢ <a. Dies zu dem Krgebnisse des Art. 4 gefiigt,
dass das Integral
sin ch
J = § de cosy(e) ——
o

e
o

wenn C dusserst gross ist, bei unbegrenzter Zunahme von h zwischen

den Grenzen —

| &

und —{—q hin und her schwankt, folgt endlich,
2

dass im Falle ‘t,ll(a)<l—(1;:

a
2o ; sin oh
lim g — lym dea cos Y(e) ———,
h= o hiz=tco o
L3
o

worin C nicht mehr vorkommt, durch

T
P
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ausgedrickt werden kann, wo j zwischen den Grenzen + 1
vollig unbestimm¢t ist.

: ; 1 ; :
Im Falle (@) col- haben die Grenzen, zwischen denen J
o
schwankt, einen ctwas anderen Ausdruck (Art. 5).

a

3
; : § o ; 1
10. Bestimmung des lim | doole) cos¥(e) sin e¢h fiir den Fall 'z;v(a)f;’l
(84
L=
o
; 1 . e
wenn die Voraussetzung (o) = 5 fallen gelassen wird, Annahme: co(e) 51 .
a
L} i h
‘ 3 sin o £ 7 4
Nachdem wir den hmh . | decosy(e) ——— gleich j; gefunden
= : o =

o
baben, ist es, soweit dies noch Interesse hat, leicht, den Limes des
allgemeineren Integrals:

a
L]

deo(e) cos Y(e) sin ch

o
angegeben , falls o(e) im Integrationsintervall frei von Maximis oder
Minimis ist. Nehmen wir zunichst eo(e) = g(¢) << 1 an, und setzen das
vorstehende Integral gleich:

C a

: o Oy B o sin ¢h
de g (h) co8 L;"(E) e e da g(e) cosp(e) e

0 a'
wo also wieder o«'h = C. Der erste Theil giebt nach dem zweiten

Mittelwerthsatz :
C

()(g) | do cos zrﬁr(%) bj‘t—a o5 g 20

@

und verschwindet, wie gross C auch sein mag, fir h = . Der zweite
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Theil giebt (auch nach dem zweiten Mittelwerthsatz) durch Einfihrung
der Integrationsvariabeln # und x ganz wie in den Art. 7 und 8
zwei Theile, die nach den dortigen Ausfithrungen mit wachsendem C
unter jede Grenze sinken, so dass man findet: :

a

limh : deo(e) cos (e sin ¢h = o

im Falle ao(e) <= 1 .

Ist o(e) oo 1, so setzen wir o(@ = ¢(o) + Aola), wo do(e) < 1
und erhalten:

a =

: ; e
s deo(e) cosye) sin e¢h = I3 lim Orm(a)

o

wo j zwischen den Grenzen + 1 unbestimmt ist.

H. Fortsetzung. Annahme co(e) > 1.

Acusserst mithsam ist der genaue Beweis, des nach dem Allen
geradezu selbstverstindlichen Schlusses, dass fir aole) = p(e) =1

&

lim § deo(e) cos Y(¢) sin ¢h

(3
(6]

zwischen unendlichen Grenzen unbestimmt ist, wie iiberhaupt dergleichen
Divergenzbeweise am schwersten zu fallen pflegen. Ich verzichte
darauf, den Beweis hier folgen zu lassen, der einen im Verhaltniss zur
Wichtigkeit des zu beweisenden Satzes ungebiithrlichen Raum einnehmen
wiirde. Der Satz kann iibrigens als besonderer Fall eines allgemeineren
Theorems iiber die Unbestimmtheitsgrenzen aufgefasst werden, und soll
als solcher gelegentlich doch bewiesen werden. Hier will ich mich
begniigen, ihn durch eine unstrenge Betrachtung plausibel zu machen.




Setzen wir o(e + &) statt ¢(e), so wird, da nach dem Obigen g(a+é&cv 1

a
1imJ de g(a + &) cosy(a) ilg—h—a = jp(s)z.

(44

Die Unbestimmtsgrenzen dieses Ausdrucks, namlich -+ ¢(e)7 waehsen
mit & iiber jede Grenze. Doch ist damit allerdings nicht bewiesen, dass
sie filr & = o unendlich sind, weil gezeigt werden miisste, dass man zu
diesem Resultat auch kommt, wenn man erst ¢ = o und dann h = o setzt.

B.

Untersuchung des lim, _ J = lim, wfdaﬁ(a) cos (a) sin ¢h

0

1 .
falls Y(e) = ld‘ 1st.
12. Voraussetzungen, die der Untersuchung zu Grunde gelegt werden.

1 ’
Falls (o) = 1- diirfen wir also nach Art. 1 getrost setzen:
o
a 7(a) x(a)

Jd = J‘daﬁ(a) cos (o) sin he = J | dy gﬁ o(e) siny — 1 dx?z o) sin x
n £ i/'

i

0 %(0) x(0)
= 7 — ; Js
wo 1 = Y(e) + ¢h , x = Y(e) — ch und:
de 1 da 1

d’/; 2 {/J;i(x)jz ¢ d—}[ i 1/[/'(0!) - h 2

und diese Zerlegung ist nach dem cit. Art. immer gestattet, wenn,




25

o(e) = y(e) y'(e) gesetzt, y(e) < 1 ist.®) Dies ist also die eine Voraus-
* getzung. Ausserdem setzen wir noch o(a) = y(e) v’ (¢) > 1 voraus, da
sonst der lim J mit Hilfe des ersten Hauptsatzes sich sofort als Null
ergeben wiirde.

i3. Ueber den Limes des Integrals J, :fclcza(a) siny , wo yx = ya)— he.

(0]

Beginnen wir mit dem Integral:

z(a)
. (o') w’((y) .
= f.!/ (0) T
11(0)
in welchem bei von o bis a zunehmendem « die Function y = y(a) — ch
von x(0) = o bis x(a) abnimmt, so hat e i d (a unterwegs ein
y'(@) — b e

Maximum und zwar fiur ¢ = ¢, wo o darch

Lyienp'(e?) + e} (b= v(@)) )y (e)p*(@) =
gegeben ist, woraus man findet:

h = o) :

)

y(a ) ()

Die Grosse im Nenner hat eine fiir unsere Untersuchung sehr niitz-
liche infinitire Eigenschaft.

Wir hatten vorausgesetazt:

= yy!
oder
1
Y i 5
7
woraus folgt:
e 2= 11
74

6) Die obige Zerlegung von J in ein Integral nach 7 und eines nach y ist nicht correct, sondern
nur der Kiirze halber so geschrieben, da das Integral nach # aus zwei Theilen besteht,
s, Art. 14,

Abh, d.11. CL d.k Ak.d. Wiss. XILBd. IT. Abth. 4
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und durch Differentiation:

'/’, i ;(,a
e e
'l/l," ~

74
/,

oder wenn mit an beiden Seiten multiplicirt wird, so folgt die

/
gemeinte niitzliche Kigenschaft:

'Y
A /
/ & I/I‘ S 1
T ’
” /
ety

von der iibrigens auch schon (Hiilfss. VI) Gebrauch gemacht ist.
‘ Setzt man daher:
h = y'(e*) - v |
go sty == 1 .
Um jetzt das Integral J, abschitzen zu konnen, setzen wir weiter:
xla®) = Wa*) — a*h = Mn
o D) = ot + &) — (of + o = (M~ Nym ,
mithin :
y(e® + J) — (@) — dh = — Na
oder:
Wl -+ 0) — gt = dyle®) « v=— Nn,
Die infinitire Losung der vorstehenden Gleichung ist (Halfss. VIII):
g Nau 1
i _7/)‘(r4*—) F e :
in der & mit N sein Zeichen wechselt.
Jetzt betrachten wir einen «* einschliessenden Theil von Js, also:

‘ dey(e) Y («) sin (y(e) — ha) e
e
Die Differenz o' — «' geniige der Gleichheit:
1
Y (a)

wozu es ausreicht, wenn ¢’ und «“ dis Form o* + ¢ gegeben wird,

" /

(8l ¢ el e i)

die Grosse N in obigen Gleichungen endlich anzunehmen. Mit Hiilfe
des gewohnlichen Mittel werthsatzes kann vorstehender Integralausschnitt
in die Form:



27

(a“ e a’) v(a)Y'(a) sin (?/}((z') - ha) S e
gebracht werden. Wegen « = ¢

druck:

wo r © |, ist dieser Aus-

1
ZCHN

g
. { ( m(—J)

sin({\!!{d) = ha)

Nach Hiilfss. IV bleibt die Klammer bei Abnahme von o* endlich,
und da y(e) <1 , o und ¢ und folglich « aber mit o Nullwerdend
gedacht sind,”) so verschwindet die ganze Grosse.

Das Integral
a ot a
3 [
deo(e) sin y = f—{— ‘
L% L% L5
o e

(6]

gerfallt in zwei Theile, die aus abnehmenden alternirenden Einzel-

«”

integralen bestehen. Weil aber, wie eben gezeigt, das Integral f und

(%
i
o

somit auch jedes der Integrale
X @
L
[ o*
verschwindet, so verschwinden auch die Integrale

oF a

o L

0 o*

a

14. Ueber den Limes des Integrals J, = fdaa(rx) sinn, wo n = w(«)+ he.

Was endlich das Integral anlangt:

a 7(et) n(a)
: : de : do e
J, = | deo(e) sin = | dn—o(e) siny + | dg=—o(e) sin 7 ,
d7 dny
o 7(0) n(ect)
o : < 2 3 : & N7zu
7) Wegen der Endlichkeit von N und der infinitaren Losung d = —;j,—[}) /

4*
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da o _ gl
- d7;(7(a) ~ y(e)+h ’ 7(0) = @

. : e : do : - :
1st, so wird die Function J“G((Z) unendlich fir ¢ = «,, weil ¥'(¢;)+h = o,
, 7

und nimmt von « = ¢, an sowohl in der Richtung nach ¢ = o als nach
o =a hin ab. Im Intervall o <« < ¢ ist dies wegen y(¢) < 1 beim

Anblick von

Ii
;/((J) e #,,,,,,;H,,,,,
@
einleuchtend, weil o) von o bis — 1 abnimmt, wihrend « von o bis ¢
'
geht. Im Intervall ¢, < o < a setzt man
de (e ()
gy e
(‘17;) ) Y'(e) + h

Es ist o(¢) > 1, und w'(«¢) + h wichst von Null bis y'(a) 4+ h
withrend « von ¢, bis a geht.
In beiden Integralen:

() n(a)
® L]
de : da
do—o(e) sinzy da—a(a) sin 7
dll ¢ 7'})
|3 T
i )
folgen sich wvon 7(¢;) nach #(0) = o resp. n(a) hin die Maxima und
o | 1 AN l /

Minima der darunterstehenden Function in gleicher Reihenfolee und mit
(=) o]

2 3 aa

derselben Phase beginnend. Wegen der Abnahme von »jfn(a) nach
dzy

¢ = 0 und « = a hin (oder nach 4 = w und % = 7(«) hin) zerfallen die

vorstehenden Integrale jedes in eine Schaar abnehmender alternirender
Theilintegrale.
Dieses vorausgeschickt, verfahren wir #hnlich wie in fritheren
Fallen. Um ein Stiick:
nlear) wer + ) 144

»
- oder =

e/ L ¥ e/ L=
. ]
7{er — 0) @ — d 7 ) a1




abschitzen zu konnen, setzen wir wieder
n(ey) = We,) + he, = Mn
n(e, + 0) = wo, + )+ hie, + ) =M+ Njz ,
h = —vie).
Mithin:
e 0 - i) dy'(e) = Nn

Far L/./(a)>lol~t folgt hieraus (Hulfss. IX)

P.'N‘.';ﬂ i
poillpe = b

wo das u ein anderes je nach dem Vorzeichen der Wurzel ist, was wir

durch die Losungsformen:

/" 9Nz “oNm
oy = V S i Sl l/;_A
u; e 8 Lo, T

andeuten wollen, indem wir J* und J“ als positive Grossen einfithren.

Setzt man in der von ¢, bis e+ J genommenen Portion von Jj,

der man diese Form geben kann:
()\;’( O‘;)‘l//‘(ﬁa) sin (l/f(;) - h&) o e 0 Fd

so wird sie Null oder kann unbestimmt zwischen

ein: dicn—— 7
W (er)s
endlichen oder kann unbestimmt szwischen unendlichen Grenzen

werden, je nach dem:
y(e)W'(e) <
e aia
i e)y =

wie ich gleich nachweisen werde. Dann setzen wir: o = oy, 50

r
ist d, = 7(——? Gl C_\é 1. Der vorstehende Ausdruck kann geschrieben
Yoley)y :
werden:
Zfd) w,('af) 'QL’“(E)?_T
g,./“(a)% l/l“((lﬂ,%
Ma) | = 4 e
Da nun pe) =5 ,4>1 (wie sich durch zweimalige Differen-
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tiation von y(«) > - ergiebt), so kann der zweite Factor geschrieben
o

werden :

a,

I'a;

o T, PR
; /';.'i(czl)
und wird nach dem schon beniitzten Satz (Hilfss. III) Eins fir ¢, = o.
Das Integral J, wird also jedenfalls Null, wenn:
v (a) W' (a)
£ = 1 ader al) = uila
,I‘l,u(a)? S 2

Viel umstandlicher ist der Nachweis, dass das Integral
a
0= ‘duﬁ(a) sin 7
O

zwischen unendlichen Grenzen unbestimmt wird, wenn

y((z) ' (a) i
—_—— =

P 1
e 1 oder o(e) = w'(e);
Y e)z '

ist, wie ich ja schon oben (Art. 11) bemerkt habe, dass dergleichen
Divergenzbeweise am meisten Mithe zu machen pflegen. Dieses
Mal aber will ich den Beweis, trotz seiner nicht zu vermeidenden Linge,
wirklich durchfithren. Aus mehreren Grinden. Einmal um doch ein
Beispiel eines solchen Beweises gegeben zu haben. Dann aber, von
anderen abgesehen, besonders aus dem Grunde, weil das Unendlichwerden
des JIntegrals J, auch von Riemann (Ueber die Darstellb. e. F. d. e.
trigon. R. Art. 13) behauptet wird, wihrend seine Begriindung mehr ein
Nachweis der Moglichkeit des Unendlichwerdens sein zu sollen scheint, als
ein Nachweis des Unendlichwerdens selbst. Und ein genauer Beweis
einer Behauptung, der Riemann einige Seiten gewidmet hat, kann
nicht tberfliissig erscheinen.




gl
a
15. Nachweis der Divergenz des lim fd(x o(e) sinn , 7 = yY(e)+ ha

im Falle: 1,;r;(oz)>-ll , o(e) = v (a)y .
Q

Um diesen Beweis wirklich zu erbringen, benutzen wir wieder den
Umstand, dass die Integrale

o1

J‘d(za((z) gin-n. J‘daﬂ(a) sin 7 ,
o o1

wenn man 7(«;) als ganzes Vielfache von s sich denkt, jedes in eine
Schaar abnehmender alternirender Theilintegrale zerfallen, und dass
beide Schaaren gleichzeitig mit einem positiven oder mit einem nega-
tiven grossten Theilintegral beginnen. Es sel also
e, —ma, Ho — 0= (mljx, ya —0 0] (b
o, F0) = (mt1m ;gle 040 =(m £ 2)n
so wird der Werth des Integrals:

a
J, = fduﬁ((z) sin 7

(8}

enthalten sein zwischen den Integralen:

a1~-0 a1~ 6 -1
fda(i(a) sin#n |, fdaa(a} sin 7
a1 —9d' s Sl it

und wird einen unendlichen Limes haben, wenn Gleiches von einem

der Integrale:

@1 a1 —i—-d"—{— J1
rdcm(a) giny . f(]ao‘(_a) sin 7
tcx-~c§"~—-d‘1’ a‘1

nachgewiesen werden kann. Wir wollen dies vom zweiten Integral

nachweisen, welches wir zunichst so zertheilen:

) o1
I :—‘fdé(j(al 4 2 sin (e, L € fdéla(aj + 0+ ¢) sin 5(a; + I+ ¢),
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um es sodann wieder in Eines zu vereinigen, welches die Grenzen des
ersten hat. Zu diesem Zweck setzen wir:
e + &) = (m + »)n
ey + (5') = (m + 1)x
e, 0 ey — (m -1 v
e, + (y g e (o ok O
Mit Hilfe der Formeln (Hulfss. 1X) findet man hieraus:

24‘1” : E ',V 5 | —1
g = u,l/w )by — u,_HV,(“r)

(o ) l//”(a])
Som g
d=ul/—F— |, o0+ 3d, =]/ 5 —
W (ay) i P (ay)
wenn die infinitire Loésung von (e -+ 0) — w(e) — 0yY'(«) = o mit

4/ 270 : : Soe : : Gnes
u(,l/ ’4,—<—————) bezeichnet wird. Verandert man in diesen Gleichungen
(375 o
7

¢, & und v, lasst aber J, d, , ¢, constant und sieht » als Function von
& an, so findet man:

e ij’ﬁ dr - W?'_I*iﬂ[ o du,+1
s = d#wa‘, ‘/v -+ 1 2 d”d;l/(;q- 1)y )[1 “""Hl ,’ (v =+ 1yu, ,7} :

Dieser Werth von de¢, ist in das zweite Integral Il einzufiihren,
worauf es die Grenzen o, d erhilt, und sich mit dem ersten vereinigt.
Alsdann zerlegen wir II von Neuem und zwar in folgende drei Theile

H——II sl W

Il = . de | (7(“1 el (0 +(Y+(~1)151Hi (e, + @)

0
P) e
13k :J, dl-{ 1 — Eirl l/ ;i . }ﬁ(a, +Jd + &) sinz(e, 4 &)
dwf Y ] du, du,
. = e ol — - o -J +
15, f da @ 1);/1"((1[)11 s +1d1/ g dy } e @)-

sin 7(e; + &) .
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(Bb]

Diese drei Integrale sind auf ihre relativen Grenzwerthe fiir o, =o0
zu untersuchen. Fiir diese Untersuchung brauchen wir den Satz, dass:
alo, =2l
" (7(0;1)

fiir ¢, = 0 stets den Limes 1 hat, falls:
ne, + A4) = nla,) + Na
ist, wo N eine endliche Zahl vorstellt. Da namlich alsdann

2N7

A4 = u},]// l’!““(';l)'

e . 1
ist, so lauft der Satz darauf hinaus, dass im Falle o(e) <9/(), ' (c) = pLi ke

ist. Dies haben wir aber (Hilfss. VI) schon gezeigt.
Sonach konnen wir zunichst setzen:

(o (e, = &
11, =dola;) { oo ) = U<(/1 g - 'SQ

} gihnlo, ) 0= E 0

ole,) a(e)
Der Factor {} hat den Limes Null.
Untersuchen wir zweitens:
'; e L
" dv Dl du, du, 1
.= — { de =iy S yuyr1—— — (4 Du, : P ol I O
i J de m‘/(y+ Do) {1 Oy 41— (v +1)u = } afe, 0 &)
0 sin 7{o;+¢) .
. dv : .
Erstens der Factor d) Aus der Differentiation von y(a -+ &) — () —syp'(e) =
E
— 1 tolob: 4 ol I3 dv
Ve + &) — vie) = 71—
s : de
dy i e + g)
und ﬂd—é = ap''(e) - ﬁ¥lﬂﬂ“_((1) Lieie,
Oy L Yo + ¢)
Wegen & = u”]/?,"“((f) ist (nach Hiulfss. V) g I tind
dyr

somit

1
o)
de R

Abh. d. IL. CL d. k. Ak. d. Wiss, XII. Bd. Ii. Abth. 5




2 R . : duy dida, ‘
Ferner die Differentialquotienten s ———dfv«f. Aus Yo + ¢) — Wia)
dv v ‘ :

— py/(e) = Nz ziehen wir wieder:

. : 5 d 7T
o’y (0) = 2aNuy , d% = AL Qv) , 0= =9
N N 1

Differenziren wir die erste Relation, indem wir « constant lassen, so
folgt wegen der zweiten:

P (o) \Ydug -
—— = = N—_ u?
e -f o) dN
du IR : 4 Soihm
woraus oo © O folgt. Somit kann man im Ganzen l; auf die I'orm

bringen :

B — 0% )
;7((41) :

wo w fir ¢, = o verschwindet.

l/\

® |
A

I, = dolg) -+w Dk e s 920

Bleibt noch II, zu untersuchen. Wir schreiben:
s hoote b dbe)
2 Jdo(a,) U, l/ kg f o(er,)

WO & ,¢ ,, mittlere Werthe vorstellen. Hier verschwindet der

sin 7(e; + &)

: i : Uyt / v
Factor von do(e) nicht. Denn man hat ——— %1 und ]/ ‘

Uy Yy ==l

ist enthalten zwischen Null und V Man konnte noch einwenden,
/2

dass ¢, welches der Bedingung o < ¢ <d geniigt, im &ussersten Falle

Null oder gleich & sein konnte. Allein da der Sinus zwischen den
Grenzen der Integration sein Zeichen nicht wechselt, so wiirde es dann
ja schon ausreichen, von dem Integral:

i

»

e
0

4
zu zeigen, dass es die Form J - o(¢) - v, annimmt, wo v, 1, und

der iibrig bleibende Theil

£
i




|

hatte dasselbe Zeichen.

Es lassen sich also die drei Integrale 1, , II, , II; resp. auf die
Bormen data) vy , d6la) - v, 1, doledy bringen, wo v, und v, fir
ale
‘1)1 nach der

(O
Voraussetzung = 1 ist, so ist auch II, + Hh -1 O 5 D

¢ = o verschwinden, v, aber nicht. Da aber Jdo(oy) oo

a
{6. Schlussbemerkung iiber den Limes von 2= , deo(e) cos yw(e) sin ha
o
falls o(e) = y(e)y'(e) , ye) =<1 , Pl = 11 ist .
o ;

Unsere unter B gewonnenen Ergebnisse sind kurzgefasst diese.

Nimmt man in
a

= ’ daa(a) cos,,/;(a) sin ha

0

an o(e) << Y'(e) , Y(o) > lr(l), so ist der lim J Null fiir

olo) — L/T”((y)

und zwischen unendlichen Grenzen unbestimmt fir

ale) = l/z/;“(a) :

Es fragt sich, ob die allgemeine Bedingung o(«) << y'(e), unter
welcher unsere Untersuchung angestellt wurde, alle Falle o(e) und

1 : : ; : :
Y(¢) > 1= umfasst, in denen der lim J convergent ist. Gewiss. Denn

o
w(er)

o

ole) = l/,/;“(rf,) wird :

man hat ¥'(e) = w(e) > 1 und die Bedingung der Convergenz




Vi) — o)

Olegy = c
) o
wihrend die allgemeine Bedingung
w ()
ole) < °
(84

lautet. Ks ist also nur zu zeigen, dass

L/(UL,‘,(”) 5 () ()

= y

o (04
wozu es wieder ausreicht, die Ungleichheit
ap'(e) < w(a)®

nachzuweisen. Sie giebt integrirt:

1 1
— =

(o) o

Ve 1

oder ple) = —
]

was, da ja w(e) > 1, a fortiori richtig

Es bliebe noch iibrig, die Annahme o(e) & w'(¢) zu untersuchen,
die natiirlich erst recht auf Divergenz des lim J fihrt. FEin genauer
Beweis lisst sich hier aber ebenso schwer fithren wie Art 11 in dem

analogen Fall g(a) = 1.

I7. Zusammenfassung der Resultate der bisherigen Untersuchung.

Nachdem wir somit den lim J nach allen Richtungen hin sorg-
filtig untersucht haben, stellen wir die gewonnenen Krgebnisse in
einer Tabelle zusammen. Da wir zur Prifung des ersten Hauptsatzes

(s. Art. 19) setzen miissen :

a
J = ’drzf(r:c) sin ch |, ) = o(e) cos Y(a) |,
(8]
zur Prifung des zweiten Hauptsatzes aber:
- sin he i : :
i 'd(xf’('(r,) b ) = o(c) cos Wie) , ola) = aoia)

. (24

(0]




o

i}

so wollen wir behufs rascherer Uebersicht beide Functionen, o(e) und

o(e), in unsere Tabelle aufnehmen.

1\!(({}

A 1
Wie) << 1
a

|
1 |
Wler) ool |

17

il
Pe) =1
o

o)

I. Hauptsatz @ II. Hauptsatz

0@

o)

o

1
o
1

o

o(a) <
o(e) oo

ale) =

(04

1
()((-f) = '{’4

Ola) el ¢
o

1

i
(v

()‘(.a;) = L/:'r“(a)
ala) = l UvrT((/ )

1

|
|

ole) = wo(e)

ole) = 1
ole) co 1

ol = ]

olo) < 1

ole) co 1

ole) = 1

a

= } daa(e) cos v(e) sin he

lim
hie—"14

(8]
a
J deole) cos wie)
v ol LR g

(6}

sin he

lim
hie=

«

:Null

i Unbestimmt zwischen densel-

ibenGrenzen wielim\_zoy(x) cosy(x)

Unbestimmt zwischen unend-
lichen Grenzen wie limK_og(X)

cos Y(x).

Null

Unbestimmtzwischen Grenzen.,
{0¢) .
. 2 . 8in «
die vom mod ‘ e i

L% (V4

ab-
0
hingen.
‘Unbestimmt zwischen unend-
lichen Grenzen.

ola) =< (/‘/'/I]V“((() Null

lichen Grenzen.

Ueber die Grenzwerthe shnlicher Integrale, namentlich des Integrals

Wir

{2

a

»
[(.h:(i(_u) cos yY(e sin h(e + ¢) .

(8]

haben den Limes

a(@ cos wle) untersucht. Der

a

’d(/. f(e) sin he unter der Annahme

von

3

L.eser wird sich leicht davon iiber-




)

Q
9

zeugen, dass die Methoden und die Resultate die namlichen wiren, hatten

wir f(e) = o(e) sin Y(e) angenommen. Nur dass wir hier und da stats

. . » r Y ¥ oe s
Vielfacher von n ungerade Vielfache von _ hitten einfithren miissen.

Etwas anderes wire es gewesen, wenn das Integral

a
L]
def(e) cos he
o/
O
vorgelegen hitte. Zwar der zweite Theil der Untersuchung des Limes
a
e ‘(l(x(i(a) cos Y(¢) sin he, den wir mit B iiberschrieben haben und

.
O

der /(o) = l(l,— voraussetst, ist hier mutatis mutandis vollgiltig, und so
: a
celten fiir das Integral ‘ deo(e) cos () cos he im Falle (e) = 1”
(0] ‘{‘L
die oben fiir das lntegral ’d(l(i((ff) cos Ye) sin he gefundene

(0]
: . L o
Resultate auch, Falls jedoch i) 2 1, sind etwas andere Betracht-
S e
ungen, wie unter A anzustellen, und werden abweichende Resultate
erhalten.
a

Als Ausgangspunkt dieut, dass das Integral | deo(e) cos y(e) cos ho

.

(6]
convergirt, sobald a(e) < y'(e) ist (Art. 1). Jedenfalls ist also o(a) =
o(«) ;
= * zu setzen, wo @(¢) == 1. Das zu untersuchende Integral
o
a
Ghice :
— o(e) cos Y(e) cos eh
(4

theilt man wieder in eines von o bis ¢ und eines von ¢’ bis a. Von

dem Letzteren ist ganz wie unter A zu zeigen, dass es verschwindet.

Das erstere anlangend, setzen wir ¢'h = C und




e C & C
]

do e : da sa o
-o(er) cosy(a) cos uh Q(I) Ccos z/r(h) cos a = | +
(6! 1

(94
o/ </ L E
0 (0] (0] o
Der Theil von o bis ¢, vor den man durch den zweiten Mittel-
werthsatz den cos « zu nehmen hat, giebt offenbar einen verschwin-

denden Limes . Der andere Theil ist zu behandeln, wie der analoge
ey

« (n)

unter A, nur dass noch statt ‘Q(h) zu schreiben ist o(e) e WOVOlL
v ole

der zweite Factor vor das Integral zu nehmen ist. Sodann sieht man
leicht, dass auch dieser andere Theil fir h = = verschwindet.

Hier erhalt man also das Resultat, dass fiar z//(a)élf-—/

der Limes von

ded(e) cos U(a) cos ch

.
(0]

immer verschwindet, falls dies Integral convergent ist,
womit auch dieser Limes vollstandig erledigt ist.
Im Ganzen ergiebt sich also: Der Limes] von
) ==/

a
P
deo(e) cos v(e) cos ah

)
(0)

: 1
ist convergent und Null fir v« gla falls o(e) << '(@), und far

Wwe) =>=1- falls o(e) < V(e . Ausserhalb dieser Grenzen
o

divergirt entweder das Integral selbst, oder der Limes.

Betrachten wir endlich den Limes des Integrals:
a

()= ]ﬁd‘/'“(.“) cos Y(«) sin h(e +¢) ,
o ,
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wo ¢ irgend eine Constante, so ist er durch das Vorstehende gleich-
falls bestimmt. Denn nehmen wir cos he und sin he vor das Integral-
zeichen, so handelt es sich wesentlich um die Grenzwerthe der Integrale:

a a
L °
Jdmi(a) cos Y(e) sin ch [dmf(u} cos () cos h
L=

0] (6]
Die Grenzwerthe des zweiten haben wir so eben gefunden, die
des ersten divergiren nach Art. 17 erst fiir grossere Unendlich von o(e),
wie die des zweiten. Wir haben also fir vorstehendes Integral die
Grenzwerthe:

: ola) 3 o
W(er) a(x) = - lim (J)
; I s 0
W o) (>2 1 - e s dio) i it
e ] e | divergent
| |
} ‘
! {
i DAty : [ 0
gl = 1= aglet) (5 1 diany | :
e %t | divergent
|

19. Uebersicht iiber die Verwendung der obigen Resultate in den beiden
folgenden Capiteln.

Der erste Hauptsatz der Theorie der darstellenden Integrale, wie
ich ihn Borch. Journ. Bd. 79, pag. 41 bewiesen habe, lautet: Wenn
fur alle durch die Bedingung A<<A < B, <B gestatteten
Werthe von A, und B, die Function ¢le,h) die Gleichung:

n
3
)

lim § de @e,h) = o

.

A‘\"l

erfiillt, so ist, unter f(x) eine im Intervall A<x<B inte-
grirbare Function verstanden, auch
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B

limJ de f(e) @,h) = o.

A

Wir dirfen also ¢(ez,h) =sin ¢h annehmen. Man kann diesen
Satz erweitern, indem man untersucht, unter welchen Umstinden die
Function f(¢) die Bedingung der Integrirbarkeit unerfiillt lassen darf,
indem sie z. B. in einzelnen Puncten unendlich wird. Es wiirde sich
also fragen: Wenn f(e) fiir einen zwischen A und B gelegenen Punct C
unendlich wird, welche Bedingungen muss f(e) erfilllen, damit dennoch:

B

lim § de f(e) sinech = o
A
sei. Wir konnen bei dieser Untersuchung C = A annehmen, und, der
leichteren Vergleichung mit unseren obigen Resultaten wegen, die Aufgabe
so stellen:

I Wenn in
a

fd(x f(e) sin h(e + ¢)

o ®
¢ irgend eine Constante bedeutet, und f(e) fir ¢ = o unendlich
wird, so sind die Bedingungen fiir f(¢) anzugeben, unter denen
vorstehendes Integral fiir h = o verschwindet.

Es leuchtet ein, dass der besondere Fall ¢ = o auch einer be-
sonderen Betrachtung bedarf, weil durch das Verschwinden des Sinus
fir « = o die Convergenzverhiltnisse des Integrals geindert werden.
So kann man den Fall ¢ = o obigen Integrals als zur Theorie des ersten
Hauptsatzes gehorig ansehen, und von diesem Gesichtspunct aus soll er
gunachst auch behandelt werden. Die andere Auffassung dieses be-
sonderen Falles ist aber die, dass hier der zweite Hauptsatz in
Kraft tritt. Der zweite Hauptsatz (Borch. Journ. Bd. 79, pag. 46):

lim [ de f(e) (e, h) = £(0) lim [da (b
0 L¢]

Abh. d.1L. Cl.d.k Ak.d. Wiss. XII. Bd.IL. Abth. 6
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setzt in erster Linie voraus, dass der Limes rechter Hand von « unab-
hangig, endlich und bestimmt, aber‘ nicht Null sei, da man sonst den
ersten Hauptsatz hitte. Bezi whch er unction f((/) sind seine Voraus-
setzungen nicht so allgemein, wie die des ersten Hauptsatzes, und werden
weiter unten genauer erértert werden. Die @(a,h) betreffenden Voraus-
sin c¢h : : . : .
setzungen erfillt &(«,h) = - ey und fithrt man diese Function in den
vorstehenden zweiten Hauptsatz ein, so ist allerdings klar, dass der
Limes des rechts auftretenden Integrales
a

m (fh

da f(a) -

e/
0o

zugleich auch das obige den ILimes von
a

de f(a) sin h(e c)

(o]

betreffende Problem des ersten Hauptsatzes 16st, wenn man hierin ¢ = o
f(e) - :

voraussetzt und — statt f(«) schreibt.
o

Hinsichtlich des zweiten Haunptsatzes stellen wir die Fi rage So:
Il. Unter welchen Bedingungen fiir die Function f(e) gilt
die Relation:

sin ot
lim | defle) 222 = T
i o HEN

Wir werden auf Grund der in den Art. 17 und 18 zusammen-
gestellten Krgebnisse in den folgenden zwei Capiteln die Fragen I und II
vollstindig erledigen unter der Vor: aussetzung

fle) = ¢(«) cos y(c)
wo weder ¢(«) noch y(a) in der Nihe von ¢ = o unendlich viele Maxima
haben, namentlich aber werden wir es uns angelegen sein lassen, die allge-
meinen Regeln fiir die Giiltigkeit der beiden Hauptsitze, die zum Theil von
uns selbst veroffentlicht wurden, mit Jenen Kirgebnissen zu vergleichen.




Il Capitel.

Priifung der Regeln fiir die Giiltigheit des ersten Hauptsatzes,
falls die willkiirliche Function unendlich wird,

20. Die Regeln fiir die Giiltigkeit des ersten Hauptsatzes.

Wir wollen zuerst die verschiedenen Regeln uber den Gultigkeits-
bereich des ersten Hauptsatzes auf ihre Uebereinstimmung mit den in
den Tabellen Art. 17 und 18 angebenen Grenzwerthen priifen.

Es handelt sich also um Folgendes: Angenommen die Function f(e) in:

a

o :del f(e) sin h(e 4 c)

o
sei im Intervall o < ¢ £ a integrirbar, Iima_of(a) sei aber nicht endlich
; e ; <
oder doch, wie fir flo) = sin -, unendlicher Werthe fahig, so
(¢4

o
existiren ein Paar Regeln um festzustellen, ob dennoch limh_mJ =o0

ist, wie dies ausnahmslos stattfindet, wenn f(e) im Intervall o=0<a
die Bedingung der Integrirbarkeit erfiillt, welche aber unendliche Werthe
der Iunction ausschliesst. ®)

I. Es besteht eine iltere (unrichtige) Angabe, nach welcher der
Limesh:w.] stets Null ist, falls nur das Integral

a

fdnf f(e)

. o
convergirt. ?)

8) Borch. Journ. Bd. 79, pag. 21 und 41.
9) Crelle’s Journ. Bd. 17, pag. 54.
6 *
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IL Der Verfasser hat fiir die Giiltigkeit*des ersten Hauptsatzes bei
allen darstellenden Integralen die ausreichende Regel gegeben, dass das
Integral :

a

fda ()

o
absolut convergiren miisse, )

HI. In dem Falle f(«) = c{a) cos y(e), und ¢ von Null verschieden

vorausgesetzt, hat die nothwendige und ausreichende Bedingung fiir das

. : 1
Verschwinden von lim J folgende doppelte Form: Fiir Y(e) 2 l—a»- muss
o(e) < w'(«) sein, fir wle) = 11— muss o) < 1/1/7“((7) sein.

2 o
> . 1 .
IV. Ist dagegen ¢ = o, so gilt fiir w(«) G 1= e Bedingung o(a) < 5
(44 o

“ [ ; —
und fir y(e) = 1 dieselbe wie oben: o(«) < J/p¥(a)-
5 o

2I. Allgemeine Regeln iiber die Convergenz eines Integrals der Form
a

rdari(a) cos y(a) .

(0]
Um nun die beiden apriorischen Regeln I und II mit den a posteriori
gefundenen Gesetzen Il und IV vergleichen zu konnen, wollen wir fiir f(«) =
= 0(a) cosy(e) (wo ¢ und vy fir « = o ohne Maxima unendlich werden)

feststellen, unter welchen Annahmen iiber ¢ und w das Integral

a

rdrt o(e) cos y(«)

0o

iberhaupt convergirt, und wann es absolut convergirt. Wegen:

10) Borch. Journ. Bd. 79, pag. 43.




@D
L]
: da
de o(a) cos yleg = — dt_/)G[a)d cos Y ,
'y : & l/”

° y(a)

ist das Integral convergent oder divergent, jenachdem a(a}gf;< 1
w
oder & 1, d. i. jenachdem

a(e) =< w'(a) , oder o(e) 2 y'(a) .

- d
Ferner ist das Integral fda/m(a):—lw‘(: mod cos @ convergent oder

divergent, jenachdem das Integral

@0 2
— L[dn//o(a}(;ll; = Jdaa(a}
l”.l(‘a) (0]
- . . : ¢(a) ,
convergent oder divergent ist. Setzen wir o(«) S ¢(a) ohne

Maxima Null wird, so ist das Integral
a

.da A
e

o]

convergent fiir Functionen ¢(c), deren Null unter einer gewissen Grenze
bleibt. Man kann diese Grenze nicht durch eine Function darstellen.
Wenn man indessen die Grenze zwischen Convergenz und Divergenz auch
nicht wirklich darstellen kann, so hindert dies nicht, in den Calcul eine
ideale Function 7(¢) einzufithren, von solcher Beschaffenheit, dass das

2

J" - f’,,((::‘)

0

convergirt, dass aber jedes Integral




W
(ap

a

J"d(z )
o

(0]
divergirt, in welchem () = 7(e) gedacht wird.
Bekanntlich ist von den Integralen:

a a

(*de 1 *do 1

TR S T : 1 ? y qEE R s Tl u
L ”]‘(1» fovuy B 4 alll)l i 11,({1/) ;

w, i ¢ . R

1 1 E . ‘
I- =1, , etc. gesetzt, und w beliebig klein gedacht, das erste unend-
(04 (74 =

lich, das zweite endlich. Dies erlaubt die Function () in nach unseren
heutigen Begriffen ziemlich enge Grenzen einzuschliesen :
1 1
. i ) (o E oyl s i T
] 1 bR e e b B e i e
Ll e ’
o & (¢4

e ik

Jedenfalls also hat man:

Hee| —1—pu
1({ = a(o) (1})
und daraus folgt mit Riicksicht auf die Theorie der Infinitartypen ')

1

dass ¢l- der Typus von () 18t. Weiter schreiben wir noch:

o
: =
Tl = (];]2}/ ll_i) ()
WO
TR | —1l—wu
(lr_i_,(]') o A e (1,,_}_,(1() , w beliebig klein.

Im Ganzen haben wir die Convergenzregel: Das Integral:

a

J”d oo(e) cos yle)

O
convergirt, falls
o(e) < (o) ;

11) Borch. Journ. Bd. 74, pag. 294,
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es convergirt absolut, falls
a

‘ﬂ de o(a)

0

convergirt, d. i. falls a¢o(a) 2 7(c) , 7(e) im obigen Sinne verstanden,

22. Vergleichung der allgemeinen Regeln | und il mit den besonderen
Regeln Il und IV (Art. 20).

Nach Regel I des Art. 20 wirde dem vorigen Art, zu Folge fir
f(e) = o(«) cos (o) der Limes von

a

J = ‘ da f(e) sin h(a + ¢)
(;,
gleich Null sein, falls o(«) < y/(«). Dies ist im Intervall 1 — () 2 1—1~
«

genau richtig und dies ist auch, czo angenommen, in diesem Intervall
die nothwendige Bedingung. Fiir ¢ = o ist die nothwendige Bedingung

- IS aere
weiter und lautet: o(«) < ; . Im Intervall y(«) = 1—(—; 1st dagegen Regel I
[ b

falsch. Denn, wie im Art. 16 des Genaueren gezeigt, hat man in diesem
Intervall Vy"(¢) < '(¢), und die Grenze der Convergenz des Lim J
ist o(a) = Yyw"(e). TFalsch ist also Regel I unter folgenden genaueren

Bedingungen:

1 vt C B RS
Yle) = 1(,/, » YV te) = alo) =< Y(a) .

. e . . “
Setzen wir 4. B. y(a) =« ', so wird dies zweite Intervall:

‘lll _]

] s i
o 2 o9 /
~Z

: 1
o(e) < « ;

a

z]
Gehort o(c) diesem Intervall an, so ist § dao(e) cos y(e) convergent,

Q




K]
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es ist aber

lim1 deo(e) cos () sin eh
I o i

L8]

zwischen unendlichen Grenzen unbestimmt. Somit wird auch z. B. das
Glied der Sinusreihe:
n
sin nx ‘.daf(a sin ne
(0]
unendlich. (S. Riemann, Ueber die Darstellbarkeit d. e. trigon. R. pag. 45).
a
Weiter ist nach des Verfassers Angabe (II) lim J = o falls ‘da o(e)
o
cos(e) unbedingt convergirt, d. 1. falls
o) = (@) ,

eine Regel, die ausreicht, aber von der nothwendigen um so mehr ab-
weicht, je grosser das Unendlich von y(«) ist.

Um einen Ueberblick zu gewinnen iiber den Grad der Annadherung
dieser Bedingungen an die wirklich nothwendigen der Tabellen, schreiben
eine Folge von Functionen () hin, darunter die Functionen o(e),
welche die Convergenzgrenze des Integrals

a

fda o() cos Y(a)

L2
(8]

bilden, und zwar fur absolute und fiir bedingte Convergenz. Endlich
darunter die Convergenzgrenzen des Limes von
a
fdcm(’a‘) cos Y(e) sin h(e 4 c)
«

0o

nach den Regeln und nach den Tabellen.
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[ 7
: ~ 1 1 1 11
Yla) = I~ I~ = B
! o G o o ; o
o g 3 e G ] i E R T e o e &
; == | l EE 1
o(o) = i 1 1 1 1 o
Grenze der bed. Con- J\; g sy = = = s ST € :
vergenz excl. | alﬁ ]3; al; (2 o o “
‘ 2 S Sl L S
ola) = | 7(e) 7(e) 7(a) 7(a) | z(a) ()
Grenze der absol. Con- T g hermesse oy — e — A
vergenz | o o o (04 a «
iy . s SupE i e
(7(({) — | ]l 1 1 1 i «
ol ol T o o s
I Regel 1 o o o o? o? -
| o
ole) = 7() | l'it/) 7(cr) Ig‘}_) 7(cx) ()
II Regel o | o fod o «a A o
__._.___...:._..___,. e p »—-——{ - 1 - e
o(e) = 1 1 1 S 1 2
1 ol i 1 1 T o : 5 T < .
. Rtg P = o alzr ]9(4 a](c a“ o al
- o i I
ole) = 1 1 i Wl 1 %o
1 B £ - 3 =t PSS )
IV-Regel ;¢ =0 | o o o ) o 5
o O

Noch anschaulicher werden diese Verhiltnisse, wenn man die Un-
endlich von v und ¢ durch Coordinaten darstellt, wobei es uns nicht
beirren darf, dass die Grosse des Unendlich dureh keine Einheit
gemessen wird. !?) Fur unsere Zwecke reicht es hin, dass wir eine
beliebige Anzahl von Unendlich in einer Reihenfolge nach ihrer analytisch
wohl vergleichbaren Grosse anordnen konnen.

So entspreche jedem Puncte der Coordinatenebene in der graphischen
Darstellung Tafel I1!%) ein Functionensystem

(o(c) , w(e))
und wenn der Puanct unter der die IErgebnisse der Tabelle (Art. 17)
darstellenden Linie und oberhalb der ywAxe gelegen ist, so entspricht

12) Ann. v. Cl. und N. Bd. VIII pag. 363, Einleitung.

13) Bedauerlicherweise ist durch nachirigliche nicht hinreichend iiberwachte Correctur ein

entstellender Fehler in diese Figur gekommen. Selbstverstindlich muss die Curve I, III zwischen
den Geraden II und IV verlaufen.

Abh.d.1L ClL. d. k. Ak.d. Wiss. X1L.Bd. IL. Abth.
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dem i1hm zugehorigen Functionensystem eine dem ersten Hauptsatz fiir

¢ = o geniigende Function f(«) = o(«) cos y(e). Analog, wenn er unter

der die Ergebnisse der Tabelle Art. 18 und oberhalb der wAxe lieot
o 1 o)

wird durch das ihm zugehérige System o, w der Satz fir ¢ = = o er-

0 =] . iy <F

fullt. Liegt der Punct oberhalb einer dieser Linien, so findet der Satz
(=] ?

fir ¢ = o resp. ¢= o0 nicht statt.

23. Kurze Uebersicht iiber die Ergebnisse dieses Capitels, nebst einigen
Bemerkungen, welche ihre graphische Darstellung veranlasst.

L
Es zeigt sich also, dass im Intervall y(a)= 1= der

o
a i
L] @
Limg -} de !(7[(:) cos e//(ju)i sin eh = Lim, _ [ daf(e) sin «h
e
(6] o]
divergiren kann, wenn auch:
@ b
L] 2
do in‘(u_} (;:Oﬁ'“vg/f('c.a)i — def(e)
L ¥ . e/
0 O

eln convergentes Integral ist. Die Bedingung far die gleichzeitige
Divergenz jenes Limes und Convergenz dieses Integrals lautete:
TR e = i)
Vy'e) < o(@) = y'(e)
Dagegen kann, Dank dem Sinus, im Intervall 1 — Y(e) < - der
: 0

Limes von
a

L]
dulri((c') COS I’,/'(ct)J sin ¢h
(]
convergiren und verschwinden, wenngleich das Integral

a

(l(ﬂ[(f(:ct) cos I/J(LZ)I

e




divergent ist. Die Bedingung dafiir ist

i)~ sala) —
o

Betrachten wir dagegen das Integral:

a a
L

do Eﬁ((!) ¢Os a,v{a)j cos he oder df/.[(i(a) cos z/f(a_)] sin h(e + c)

LS
o (0}

Dies Integral und sein Limes sind gleichzeitig convergent (in welchem

Falle der Limes Null ist) und divergent, aber nur im Intervall 1 <w(a321—.
_ ity

o e :
Falls y(e) >1-, ist das Integral convergent fiir o(e) < y'(¢), und
o :

der Limes fiir o(e) < Vy*(a) (Art. 18), wie das obige:

a
o

(l(/{ﬁ((/,) cos 1/:(({)5 sin he.

o
0

=, und sein Limes fiir

: - S e Y'()
Eben dies Obige ist convergent fir o(e) == " —
7 o

1 , 1 ! e :
(;((x)<0 im Intervall 1jf(a)§1” und fiir o(o) < V'@ im Intervall

1 : ; . . :
Y(e)=1—. Also, und dies scheint mir beachtenswerth, ist der Limes
. o

des Integrals mit dem sin ¢h in einem viel kleineren Bereiche des
Unendlich von o(e) convergent, wie das Integral selbst, wihrend bei
\ =} ’ 5 )
dem Integral mit dem cos ¢h die Uebereinstimmung des Convergenz-
bereiches beider, des Integrals und des Limes, theils vollstindig, theils
doch grosser als' im Falle des sin ah ist.
]

Die Figur zeigt deutlich, dass die beste allgemeine Regel fiir den

. e |
Giiltigkeitsbereich des ersten Hauptsatzes, namlich Regel II, von y(e)ool-
: o

an fir zunehmende Unendlich von («) eine dusserst mangelhafte Ueber-
T i
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einstimmung mit der nothwendigen Bedingung I, 1V zeigt. Wenn uns
dies deshalb nicht iiberraschen kann, weil die Regel III eben nicht fiir
das Integral:

&
®

def(ey sin h(e + ¢)

(3
]

allein aufgestellt ist, sondern fiir simmtliche darstellende Integrale gilt,
so entsteht doch die Frage, ob fir vorstehendes besondere, aber auch
besonders interessante Integral nicht Regeln ermittelt werden konmnen,
die besser an die nothwendige sich anschliessen, oder ob nicht gar die

nothwendige Bedingung fiir alle Functionen f(¢), fiir welche der
a

lim rd(/,f(a) sin ¢h verschwindet, gefunden werden konne. Besser als II

O
an die nothwendige Bedingung II sich anschliessende allgemeine Regeln

wird es schon geben. Aber ich mochte dem Analysten, der Oehl und
Mithe an die Auffindung der nothwendigen fiir alle Functionen f(«)
giltigen Regel wenden will, zu bedenken geben, dass schon im Falle
der einfachen Function f(«) = o(e) cos y(e) eine solche Regel zwei formell

s . v : : k
verschiedene Gesetze liefern miisste, jenachdem namlich ¥(«) < 1— oder
o

el ; ; S
g I ist. Nun betrachte man z. B. eine Function wie diese:
(94
o(a) cos[u Sy cm(ul =y cos{ Sis })]
wo die Grossen o, u, v, ... saimmtlich = 1 gedacht sind, wie viel
formell verschiedene Gesetze fiir die o, u, v, ... mag es hier wohl

geben, und wie will man sich die Bedingung zusammengesetzt denken,
die alle diese Falle umfasst?

Es erscheint mir wahrscheinlich, dass ein dereinstiges tieferes
Verstiandniss dieses und &hnlicher Probleme von allgemeineren Gesichts-
puncten aus — wer vermochte jetzt schon zu ahnen welchen! — erfolgen
wird. Weil eben die formell verschiedenen Gesetze darauf hinweisen,
dass wir es hier mit Grenzfillen einer hoéheren Continuitat zu thun haben.
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L. Capitel.

Priifung der Regeln fiir die Giiltigkeit des zweiten Hauptsatzes,
welcher dem Convergenzbeweis fiir die Fourierschen Reihen
zu Grunde liegt.

24. Angabe der Regeln filr die Gilltigkeit des zweiten Hauptsatzes.

Wir wenden uns zur Priifung der fiir die Giltigkeit des zweiten
Hauptsatzes
a

. sin ch 7
Hm, ‘” det () =

(&)
aufgestellten Bedingungen, welches auch die Bedingungen fir die Dar-

stellbarkeit von f(o) durch eine Fouriersche Reihe oder ein Fouriersches
Integral sind, falls f(¢) diese Bedingung nicht allein fir « > o, sondern
auch fir « <o, also innerhalb eines (beliebig kleinen) den Punct a« = o
enthaltenden Intervalls, erfillt. Ks sind hier folgende Bedingungen
zu verzeichnen:

I. Es geniigt fle) der Dirichletschen Bedingung, d.h. es hat im

II. Die Lipschitzsche Bedingung: f{e) — f{o) wird nicht langsamer
als eine Potenz von o Null.!®) Noch etwas weiter geht die aus der
Regel IV unmittelbar fliessende Bestimmung (Borch. Journ. Bd. 79,
pag. 61, Art. 11 und diese Abh. Art. 26) dass

f(e) — (o)
()

nicht unendlich werden darf, 7(¢) im Sinne des Art. 21 verstanden.
In dieser FForm will ich sie die Bedingung II nennen.

III. Vorausgesetzt, dass f(¢) differenzirbar ist, gilt der zweite Haupt-
satz fiir alle darstellenden Integrale, wenn dieses Integral:

14) Crelle’s Journ. Bd. 4, pag. 157.
15) Borch. Journ. Bd. 63, pag. 286.
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S

absolut convergent ist. 1) 7
IV, Falls das Integral
A (2

' i S
K = | de= a3 £(/3)

do o

L] e/
(8] (8]
absolut convergent ist, wobei f(/3) nicht differenzirbar zu sein braucht,

a
gilt der zweite Hauptsatz fir alle darstellenden Integrale gd(u;/(a,}'l),
0

bei denen ¢@(x,h) die Bedingungen erfullt, dass og(e,h) mit « ver-

7 v}
4 e ¥ S S S = , sin on =~
schwindet, und mit h nicht unendlich wird, wie bei ¢(e,h) = - S
’ = ;

V. Setzt man f(¢) = ¢(e¢) cos y¥(e), so sind nach der Tabelle Art. 17

S5
die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen dafiir, dass
a
& : |
e [ Stk ledal
Y ; (v 3 v il e — )
e do k)(‘u) coSs :‘/((,‘.)J Rt
L o
)
(6]
:
A ' b 1 f: \ ! y ; N
gei, formell verschieden, jenachdem ww(e) 2 1- oder ww@)=1-. Im
I 3 SRR e 7 J .
ersteren Falle wird verlangt, dass ¢(e) verschwinde fir ¢ =o, Im

: ; gt ! : : 1 : !
zweiten muss g(a) < o/ v'(¢) sein. Fir y(e) = 1- gehen die beiden

Forderungen in einander iiber, da dann aus der zweiten o(e) << 1 folgt.

Es wird sich jetzt wieder darum handeln, yrsteren apriori-

schen Gesetze mit den aposteriori gefundenen unter V verzeichneten

Regeln zu vergleichen.
Um diese Vergleichung anstellen zu kOnnen, miissen wir zuvor
untersuchen, was, f(e) = g(a) cos Y(a) gesetzt, aus den Gesetzen III und IV

fiir die Functionen ¢ und w

16) Borch. Journ. Bd. 79, pag. bb.
17) Borch. Journ. Bd. 79 pag. 55.




ot
(5,4

25. Unter welchen Umsttinden ist fiir f(a) = g(e) cos y(e) das Integral

a

sdu. f/(¢) absolut convergent?

Wir beginnen damit das Integral

é detf'(«)

(8]
auf seine absolute Convergenz zu untersuchen.
Es soll also absolut convergent sein das Integral:
a

do { o'(¢) cos Wle) — o) y'(e) sin P(e) }

(o]
oder, wenn man setzt:
¢'(e) = h(a) cos y
ol@)yw'(e) = h(e) sin y
das Integral:

a

g“ deh(e) cos ('z‘f)(u) e 7)

o/

(8]
- 2 2 2 i ()I(FC)
wo hle) = {(1‘(a} + o(e) v'() ]“ , y = arctgg(e) - ~—— . Fir e=o0
W'(e)
; : o ; ; 7T gy
nihert sich » ohne Maxima einer zwischen — - und + 5 eingeschlos-

senen Grenze.

Mithin ist w(e) + 7 > 1 , daher ist nach den Ausfiihrungen des
Art. 21

a

[da h(e) mod cos (¢ + 7)

L%
(0]

nur dann convergent, wenn das Integral




& a

) » l 9 2 21,1
! ) i 2
{drz hie) = j de] 0'(@) + g(e) Y'(e)
: | l
() 0
convergent ist. Dies convergirt aber seinerseits nur, wenn die beiden

Integrale
a a

Jda@’(u) : fda o(c) Y'er)

[0} 0

convergiren. Denn wire z. B. das erste nicht convergent, so konnte
geschrieben werden

a ¥ a
’ < 9 511 I """ 245
e o) '())):
J'da { o'(a) + o(a) Y'(e) ] = ] L ( o'(a) do o'(a) ,
0 o
wo der Factor vor dem Integral rechts nicht verschwinden kann. Wenn

a

o) =< 1, ist das Integral {(1(:(1‘(0) convergent. Die Convergenz
o]

des anderen Integrals

a

(«la ole) W'(«)

o/

Q
filhrt auf die Bedingung:

=y w(0)
o) v 12
R o
r(¢) im Sinne des Art. 21 genommen.
Es ist also das Integral
a
: d
da — (p(e) cos (e
( 3, (e(@) cos y())
(0]

absolut convergent, wenn ge) =1, und die Bedingung

a () Y'(a) 2 T(a)
erfillt ist.
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26. Untersuchung der Bedingungen fir ¢ und v in f(@) = g(¢) cos Y(a),

welche das Integral fda = ’d[)’ff’) absolut convergent machen. Es wird

(

die Bedingung o() & () aufgestellt und, um sie auf ihre Nothwendlgkelt zu

oriifen, wird zuerst eine Substitution fiir f(«) eingefiihrt, welche fiir y/(cd = 7() gllt

Fithren wir jetzt die analoge Untersuchung beziiglich des Integrals

a (]
‘e pe -
0 o

durch, indem wir, f(x) = ¢(x) cos ¥(x) gedacht, zu ermitteln suchen, unter
welchen Bedinguhgen fir ¢ und v das Integral K absolut convergirt.
Es sei ¢() eine fiir ¢ = o endlich bleibende Function und o(e) 2 ()
(z(¢) im Sinne des Art. 21 genommen), so hat man fir f(e) = ¢(e) p(e) :
a @ a
f 22 f as 1B} = f 18Oy~ 8y}, o<ase, o Ze@
(¢]

(o] o

Die Klammer unter dem Integral rechts bleibt also endlich, und
fur p(a)fzr(a) wird daher K absolut convergent sein. Unsere Unter-
suchung legt sich jetzt die Frage vor, ob und wie weit die eben bei
Functionen der Form g¢(e) - ¢(¢), wo ¢(e) nur endlich zu sein braucht,
(refundene ausreichende Bedingung fiir die absolute Convergenz von

K (dass o(e) <T(o sei), bei Functionen der speciellen Form o(e) cos ()
nothwendig ist.

Um das Integral K behandeln zu konnen, ist es ndthig, des darin
vorkommenden inneren Integrals (nach 3) dadurch ledig zu werden,
dass man fir f(¢) eine Function einfithrt, die schon von vornherein ein
Differentialquotient ist. Wir setzen also statt f(e):

Fle) = (f%l(a) sin (et)
= Aoy p'(e) cos Y(a) + A(e) sin P(a)

ein, worin wir A(e)y'(e) mit () identificiren und l() — wenn diese
Abh. d. IL CL d. k. Ak. d. Wiss. XII. Bd. Ii. Abth. 8




58

Voraussetzungen sich gegenseitig vertragen, da namlich (o) = i(e) y'(er)
doch =< 1 angenommen werden muss — 8o bestimmen, dass der
A(e) sin (o) enthaltende Theil von:

: a :

fiir sich absolut convergirt, d. i. wir setzen:

(o) 2 () .
Hieraus ergiebt sich
A(er) C<\J (‘/.T(O() A

wie folgt: Aus A'(e) © #(e) folgt zunachst:
o) f dBz(B) .
0]
Setzt man nun
,"d[‘)t(ﬁ) cO aE(d])’
(o]
oder durch Differentiation :
i
(o) oo 7(e) { 1 s ai(a)}
T\

so muss die Richtigkeit dieser Relation nachgewiesen werden. Dies ist
aber sehr leicht, denn aus:

1 1142
a
folgt:
e
W=
und durch Differentiation:
a1 : Tk a1

(e = b P e < g
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und jene Relation ist ja schon bewiesen, wenn nur tberhaupt gezeigt

i
ist, dass: (J:T—(?Q i
()

Wir haben also die beiden Voraussetzungen:

M) & or(@) , o(e) = Ma)y'le) < 1,

Es soll untersucht werden, ob die Bedingung o(®) & #(e), unter
welcher K absolut convergent ist, nothwendig sei. Also miissen die
vorstehenden beiden Bedingungen fiir 4, ¢, y so beschaffen sein, dass
wenigstens fir einige Stirken des Unendlichwerdens von iy die Grosse
der Null, die dem ¢ gestattet ist, ein Intervall umfasst, welches die
Grosse der Null von 7 enthalt, damit man eben feststellen konne, ob
v die nothwendige Grenze fir die Functionen ¢ bildet, die K absolut
convergent machen. Wie wir gleich zeigen wollen, gestatten die beiden

Bedingungen M) T ar(0) , o(@) = Ma)y'(e) < 1 dem ¢(¢) ein hinling-
=3
liches Intervall unter der sehr allgemeinen Voraussetzung y(a) > 7(e) .

27. Nachweis, dass die Substitution des vorigen Art. fiir f(¢) die Priifung
der Nothwendigkeit der Bedingung o(«) ™ 7(e) gestattet.

Wir setzen also:-

(e
(e

LAl
o) = @ e = 1 .

und
Moy = m(ay - vale) ; 7 () 2 L
Man hat:

ole) = Y yY'le) = (1.’7:’1’1(1- et T?) :

und wenn mit t, und t, die Infinitirtypen von < und 7z bezeichnet

werden, so wird:
(@ T (1 1
(O = OIIr e
¢ Gl t{)

Beide Glieder in der Klammer haben das namliche Zeichen falls
(@) > 1. In diesem Falle wird also ¢(¢) jedenfalls einer so grossen
Null wie

o7t

TT—
ty
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fahig sein. Da aber m, beliebig langsam Null werden darf, so handelt
es sich darum, ob stets
(0511

T
1
te

= ()

: : 1 ;
sein kann. Nun hat man t,wal—z (Art. 21), wodurch die vorstehende
.

Relation wird:

7117-;(1“ = (o) .

(74

(et
Da aber jedenfalls 11/ > 7(e) ist, so kann die Null von 7, auch

(24

stets so klein gewihlt werden, dass vorstehende Ungleichheit erfiillt ist.
Also gestatten die Bedingungen i(a) & az(e) , o(@) =

= Ma)y'(e) =<1 fir ya) = % dem g(¢) ein 7(«) einschliessendes
T\

Intervall.

28. Nachweis der Nothwendigkeit der Bedingung o(«) Ci () fiir Y(e) > tle).

Es lasst sich jetzt leicht zeigen, dass in dem Gebiete

< Y(c)

()

o(@) 2 7(e) die nothwendige Bedingung fiir die absolute Convergenz von
-

a «
- i i
e o

ist, oder, wie sich daraus unmittelbar ergiebt, dass

a «
e b e
< = | da=" | dB0(B) cos (e
0 (6}

i eg
nonr iy (;(a)g 7(¢) absolut convergirt, falls w(e) = — 1st.

7(a)
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Denn es ist:

de o

= dmd— (iioc) sin zp((x))

(0]
Dies Integral ist aber nach Art. 25 nur dann absolut convergent, wenn:

dai(@) . judarh

o

oe

convergent sind, d.i. wenn:

Ae) 2’ &, Mepile) 2 T
Die zweite Bedingung ist die zu beweisende, und die erste ist wegen
o)  ox(e) von selbst erfillt.

29. Die nothwendige Bedingung fiir die absolute Convergenz von K wird
1
fiir das Intervall 1 =< ¥(o) < 1; mit Hiilfe einer anderen Substitution fiir

1(/3) aufgestellt.

1 !
Da wir nun fir y@ = —— die nothwendige, ¢(x) betreffende

7(ct)

Bedingung kennen, unter der

i
K =J4dad—mafdﬂ9(/)’) cos Y(/3)

absolut convergirt, so hitten wir noch die namliche Bestimmung fiir
das Intervall

1 = 1 ) e ———1
(e
W (o)

zu versuchen. Wir werden uns aber auf das leichter zu erledigende,
von jenem wenig abweichende Intervall
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1= 1,11(0.) = 1.1,
(97
beschranken.

Wir setzen ahnlich wie oben:
Fie)y = i/’.(a) cos (o)
de
= M(e) cos Y(e) — i) y'(e) sin y(a)

: 1 :
Nehmen wir also an y(¢) < 1-, und setzen z. B., um einen Versuch
o

zu machen:

W) = 1(**1——‘)1/, T b

«
80 1ist:
1
Fye) = A(0) cos yle) + vi(a) - Gl 2 sin Y(a)
[..._
o

Macht man alsdann weiter die®Annahme

fyiral 1
N - g

G

M) 2

also

(wie durch Differentiation leicht zu verificiren), so giebt der zweite
Theil von F,(e):
vi(c)

7 ] e
ey sin Y(a)
ol

«

. SR I S , ‘
in dem Integral K\’= ’da»a* ‘ dp K (3) fiur sich einen absolut con-
o A0 O o

(0] (0]

; : : . 1

vergenten Theil, gleichwie vorher, als es sich um das Intervall —)<z/1(a)
T(x

handelte, es der erste Theil von F(¢) war, iiber den wir in #hnlicher

Weise verfiigten. Weiter findet man wie oben, dass das ganze Integral
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K= f da—f f dBE(B)

absolut convergent ist, wenn die Integrale:

a a
d e Ma)y' (e
dg 2 M9 ’ 1Y (@)
de « a
L X
(0] o
: ; M)y -1 :
convergiren. Das erste convergirt wegen e e das zweite wegen :

;)"
M) (@) o 1

o =< al(,g)wr(u;u') .

Hierdurch ist dann auch, wenn A/(a) = g(c) gesetzt wird, die Be-
dingung fir g(e) in flo) = g(@) cos y(«), vermoge deren das Integral K

absolut convergirt, gefunden.
Um nun die Frage allgemein zu erledigen, setzen wir in
Fe) = A/(a) cos y(e) — Me)y'(e) sin y(c)
wieder i(¢) = g(¢), und hieraus folgt A(e) oo eg(e), unter der Annahme,
dass der Typus von ¢(¢) die Bedingung > e erfiillt, d. h. dass ¢ nicht
go rasch, wie eine Potenz von o« Null wird. Wir bestimmen sodann
i(¢) so, dass der den zweiten Theil von Fi(¢), namlich Me)yw'(e) sin y(a),

enthaltende Theil von
KM = J’.da_—fd[)’ Fi(3)

fiir sich absolut convergirt, was der Fall sein wird, wenn 4(«)y'(«) 2 (),

oder wenn das Integral
a

fda (o) y' (@)

(o]
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convergirt. Alsdann folgt aus der absoluten Convergenz von K" sofort

diejenige von
a (24
TR e
I(IUEU fd[) f(/3)
(0] (6]

wenn f(3) = g(e) cos Y(«) = A*(¢) cos Y(e) gesetzt wird. Nach den schon
ofter benutzten Satzen ist
a [ a
d ] - M b (e)
- d Mo ) COB Y (@
L
de o de o
v/ </
0 o 8]

absolut convergent, wenn die Integrale
a a
d MNe) Mea) V' ()
iz e de e
uo o (24
< L
(] 0
convergiren. Was das zweite Integral betrifft, so wurde dessen Con-
vergenz schon so eben verlangt. Das erste, welches geschrieben werden
kann:

duii—p(a) ¢p(e)
de

(0]
wo ) fiir « = o nicht unendlich wird, ist auch convergent, wenn g(a)
nicht unendlich wird, welches eine Forderung ist, die wir fiir die
Darstellbarkeit der Function f(e) = g(e) cos y(e) ja ohnedies stellen
miissen. Wir haben also im Ganzen die Bedingungen:

a

o(a) 2 15 (da@(a)t/)‘(a) ist convergent,

deren zweite auch ag(a)z;}‘(a‘;zf(a) geschrieben werden kann.

5 : 1 : o >
Setzen wir z. B. w@ = 11—, so muss sein 9(1“)2 7(e). Hier kann also
o 1=
(44
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z. B. o(e) = -r(a)% gesetzt werden, d. i. langsamer Null werden, als die

: : 1
kleinsten negativen Potenzen von l- .
(24

30. Bemerkungen ilber diese Bedingung fiir die absolute Convergenz von A

im Falle 1 < y(¢) < 15 _

Man erkennt in den vorstehenden Bedingungen jene wieder, die
durch die absolute Convergenz des Integrals

a

fdocf’(a)

0

den Functionen ¢ und y auferlegt wurden. Da diese Bedingungen in

1 . . : & :
dem Intervall 1 < w—=1-, wie gleich zu zeigen, mehr Functionen ¢
(£

sulassen, als die vorher fiir das Intervall Téaj< (o) gefundene noth-
wendige Bedingung ¢(«) ér(a) fiir das erstere Intervall zulassen wiirde,
so mussten wir mindestens auf die namlichen Bedingungen, wie sie aus
a

der absoluten Convergenz von J‘daf"(a) folgen, fallen, da ich an einem
fritheren Orte gezeigt habe %), dnass die Functionen f(«), die das Integral
a

J)docf‘(a) zu einem absolut convergenten machen, auch die absolute
?Jonvergenz von

o

= ] d l ] i :
6]

8]
bewirken.

Die obige Bedingung eg(c)y!'() 040 t(c) oder

18) Borch. Journ. Bd. 79, pag. 58, Art. 10.
Abh. d.11. CL. d.k. Ak. d. Wiss. XII. Bd. II. Abth. 9
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w(a
Y'e) = ‘——g—l
gesetzt, o(c) u(a) G v(w) glebt fiur jedes vorgelegte w(a) ein zugehdriges
Intervall, aus welchem solche Functionen g(z) bezogen werden konnen,
fiir welche das Integral K absolut convergirt. Die Grenze in der Richtung
des langsamsten Nullwerdens von ¢(e) ist gegeben durch

o(e)u(e) co (o) .

- : : o 1 1
Es wird w(e) fur 1 < y(o) <<l— zwar < 1 (denn aus yw(a) < 1
e o ' o

a a

. i , : : w(e)

folgt '(a) < ) aber stets = 7(«) sein, da das Integral rda‘ = fd(u/z‘(a)
o : (o]

nicht convergent ist, so dass vorstehende Bedingung stets

o(d) =1 ergiebt. Fiir y(e) col- folgt u(e) oo 1 und g(e) oo 7(e) . Wird
(04

Y(a) noch stiarker unendlich als 1-, so liefert die Bedingung o(¢) u(«) co v(a)
- : .

das Resultat ¢(a) < 7(e), welches kein Interesse mehr bietet, da das

¢4

a
Tp. - v : = ;
Integral fdad([ m’ dpe() cosy(f3) fir g(a) 2 7(¢) und jedes Unendlich
o] 0

von ¥ absolut convergent ist.

3l. Graphische Darstellung der Bedingungen fiir den zweiten Hauptsatz.

Um diese verschiedenen Bedingungen vergleichen zu kénnen, stellen
wir sie wieder graphisch dar, wobei die urspriingliche Dirichletsche,
welche unendlich viele Maxima der Function #berhaupt ausschliesst,

dem Falle g¢(¢) = o entsprechen wiirde, und nicht in die Figur auf-
5 =1
genommen werden kann; die iibrigen werden fiir ¢(e) dargestellt. Der

graphischen Darstellung legen wir folgende tabellarische Uebersicht zu
Grunde:




|
= -
"’\0‘) e 1 idl _‘Al,_ 11 ; i 2 erc
i (3 o« . (<3 I « i |
el el 1 L bl dinach Bedingunp 1 (1(e) — (o) 0O ()

i
| #(a) | #(a) ‘ (e) | @) | (@) | t(e) | 4 i ele) OO ()
! | | | (4 S e bz ey
S | ; 1 | 8l %énach Bedingung III: abs. Conv. von
Horizontal- 1 " T ‘ i e -
reihenrechter i zo(a) | Ti(a) | 7(a)
Hand steht | ‘

5 i i B | : = ;
das schwéch- | ‘ i ! [ ‘ {nach Bedingung IV: abs. Conv. von
= | |

a
(f’(a)d(r.) d.i. ep(c)y'(e) 2 7(c)
0

|
|
|
]
|
|
1L
f
|

ste Unendlich | ‘ ‘ a «
| | | | 5 e
oder die } ‘ ‘ fdmd-- . ‘ daf(g) .
L e e gl
1 | 7o(@) | Ti(e) | #(a) | w(@) | o(e) | T(a) | 1 &5
s : ; 3 ir ~ : ‘ .
n o)’ fiir i ‘ { B iFul 1 <= yla)<< 1a ap(e)() L ()
wel(.:he” der | ‘ ‘ ‘ ‘i fiir Y(e) = 1—(—1[7): o) 2 7(a)
zweite Haupt- i | | e Pl i PADA s [ L A 2
satz noch gilt. ‘ ‘ | | | | nach Bedingung V:
| | 1 1 3{ 1
l { ‘ | }2 \ i ~ 9, fur Y(e) 2 1;: o(e) =< 1
el e e g8 | e
| i E 1 t \ ‘ fidr y(e) = 1—: o(a)<el ¥"(c) .

Zur Bestimmung von 7,(c) hat man (Art. 20) erstens den Ausdruck:

o) — (lirlgjj iz 1—) —‘;'r(a_) :

Tee

zweitens die Ungleichheit:

1 1
— = 7(e) > ———<1+4u, u belichig klein.

T (lsik)

Bei der graphischen Darstellung, Tafel I, des Functionensystems

1l
(E)((j} 3 p/f(a))

als Punctsystem in einer (— , ) Coordinatenebene, werden die Puncte, fir
0
N

die l>1 ist, oberhalb der wAxe, die Puncte, fur die : < 1 ist, unter-
% )

s
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i

1
der ywAxe oben und unten gleich entfernt liegen, wenn - -

1 1
¢ o

T iSt.

1
halb der ywAxe gedacht, so dass zwei Puncte (3, 1//) und ( ; l/f) von
oo

32. Bemerkungen iiber die Ergebnisse der obigen Vergleichung der
Bedingungen filr den zweiten Hauptsatz.

Um die eigentliche Bedeutung der in Rede stehenden Bedingungen
wohl zu verstehen, fassen wir die nothwendige (V, Art. 24 oder in der
graphischen Darstellung die unterste) in’s Auge. Wir miissen wohl
unterscheiden zwischen Bedingungen lediglich fiur die Darstellbarkeit
einer Function und solchen allgemeinen Bedingungen, unter denen der

a

i . mmolh I
m, de f(e) o

0
endlich und bestimmt, also convergent ist. Bedingung fiir die Darstell-
barkeit einer Function ist eine solche, welche anzeigt, wann die Formel:

a
sin ch g

limh: mJﬂdaf(a) a - () lim“ < f(e)

et

0
stattfindet, und wir diirfen sie als erfiillbar und erfiillt ansehen, auch
im Falle limahO f(e) unendlich oder unbestimmt ist, wenn alsdann nur

a

o

der Limesh~mJ\d“f(0’) EHE—}% ebenfalls unendlich oder zwischen denselben

0
Grenzen wie lima:0 f(¢) unbestimmt ist, Hiernach ist die in Rede
stehende Bedingung V eine Bedingung im weiteren Sinne fiir die Con-
vergenz und nicht eine solche fiir die Darstellbarkeit allein. Allerdings,
falls gleichzeitig lim«__O f(e) und L endlich und bestimmt sind, so habe

ich (Borch. Journ. Bd. 79, pag. 6) nachgewiesen, dass L nur =

to] 3

lim f(e) sein kann, Neu war es mir aber, wie dies aus der Be-
X ==0
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dingung V folgt, dasslim“:of(a) zwischenunendlichen Grenzen

unbestimmt sein kann, wahrend der zugehorige
a
sin oh

o, dof(e) A n L

(0]
convergent ist.

Diese Unterscheidungen macht die graphische Darstellung iber-
sichtlich. Das gesammte schraffirte Gebiet iiber der Linie, welche die

Grenzfunction 42#) nach der Bedingung V darstellt, gehort den Functions-
o

systemen

(p(a) : y/(a))

a

= sin oh
hmh: o fda f(er) s L

0o

zu, fiir welche

endlich und bestimmt und zwar = o ist. Dies zerfallt in die beiden
durch die wAxe getrennten Theile. Den Puncten des oberen Gebiets-
theiles gehoren die Functionssysteme (g(a) ) ’I/J(OC)) zu, bei denen o(«)<<1
ist, denen des unteren Gebietstheils die Systeme mit unendlich werden-
dem g(¢). Die Puncte des oberen Gebietstheils werden demnach bestimmt
durch die Bedingung:

1 .

o e de o) o=l
die des unteren durch die Bedingungen:

iz plo) == /() , we) > 1—;—.

Und alle Systeme dieses letateren Gebiets entsprechen der neuen und

merkwiirdigen Form der Nichtdarstellbarkeit einer Function, wo lim _ J(e)
zwischen unendlichen Grenzen unbestimmt ist, wahrend

a

; sin ¢h
hmh - fda fle) =

(0]
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—

ist. Hier ein Beispiel. Essei w(e) = ¢ ', so wird aus 1 — ole) < ol ¢ (e):

_#
1 == olo) < -
Ist also u > o, so erhilt man fiir o(c) stets einen Spielraum des
Unendlichwerdens, fiir den L = o ist. Setzen wir z. B. i = 4, so folgt:

a

. COs l sin ch
hml de i e e = o,
e o ’ o
e/
0
cos
wahrend lim f(e) = lim Tl o
it =0 P

zwischen unendlichen Grenzen schwankt,

Nach der Tabelle findet die Formel

a
: q sin ch q , b
hmh:mfdrz[g(a) cos o,//(a)ﬁl e lim [()(aj cos I‘f»\rz)]
o)

Z =0

ey \ e 1
wirklich statt: erstens fiir p(¢) < 1, y(e) = 1, dann fiir g(e) oo 1 Fhla)at] .
g b b (4.4
\ & 1 % / A
endlich fir w(e) =1 | o(0) = o}/ v¥(a) .
o L g

Im oben erirterten Sinne sind die Bedingungen I bis 1V Art. 24
nicht Bedingungen fiir die Convergenz von L, sondern fiir die Darstell-
barkeit von f(o). Von jenen Bedingungen schliesst am wenigsten dar-
stellbare Functionen aus Bedingung IV. Von den tibrigen Bedingungen

: : 1
1st III besser als II im Intervall (o)< 1-, umgekehrt I besser als III
o =

im Intervall y(a) > 11 :
(42

33. Aligemeine Bemerkungen iiber das Convergenzproblem der Fourierschen
Reihen.

Da uns nun Bedingung V lehrt, dass, falls nur o(e) verschwindet,
alle Functionen f{e) = g(¢) cos w(e) fur ¢ = o darstellbar sind, so haben
wir hier eine erhebliche Ausdehnung des Convergenzbereiches der
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Fourierschen Reihen gewonnen. Die Fouriersche Reihe stellt
danach eine integrirbare Function f(x) fir einen beson-
deren Werth x = x, dar, wenn die Unterschiede:

fix,+a) — =), & o — f(x,)
in einem beliebig kleinen Intervall o < o=¢ auf die Form:
0@ + o cosy(e) + ) cos e e o

gebracht werden kénnen, wo ¢,,0, . mit ¢« verschwinden,
und v s, .. mit i anendlich werden, und beide Functionen-
reihen bei ¢ = o nicht unendlich vieleMaxima haben. Ueber
die Annahme unendlich vieler Glieder obiger Reihe ist in den ,,ochluss-
betrachtungen 1 die Rede.

Aber so erfreulich solche Resultate sein mogen, unseren tieferen
theoretischen Wissenstrieb lassen sie unbefriedigt. Sie lehren nur die
ausreichenden Bedingungen fiir die Entwickelbarkeit nach Fourierschen
Reihen in dieser oder jener Richtung hinausschieben, aber das Grund-
problem, ob die Entwickelbarkeit unter Umstinden schon bei den
stetigen Functionen oder erst bei den integrirbaren, oder gar bei diesen
auch noch nicht aufhore, bleibt unberiihrt.

Und doch ist der von uns eingeschlagene Weg, besondere Functionen-
formen auf ihre Darstellbarkeit zu untersuchen, der einzige, auf dem
man hoffen kann, jene Frage zu erledigen.

Zum Gliick zeigt es sich denn auch, dass nur noch ein Schritt in
der eingeschlagenen Richtung erforderlich ist, um die Grenze der Dar-

stellbarkeit zu erreichen.




IV. Capitel.

Darstellung der Bedingungen, unter denen die Fourierschen
Reihen divergiren.

34. Auseinandersetzung des Grundgedankens dieser Untersuchung.

Betrachten wir das Integral:
a
5 in ch
: sin o
defle) ———
o
L%
(o]
setzen f(¢) = g(e) sin w(a) , w(e) > 1, und nehmen h schon sehr gross
an, so kann man es in drer Theile zerfallend sich denken:

Co ] a
‘ﬁ ‘J'n J’A
¢/
0 ©o «]

S : s Wi
die folgende Beschaffenheit haben: Im ersten ist ) sehr gross gegen
o

: ’ . (e . <
h, im dritten ist h sehr gross gegen L(_), das mittlere enthilt den
(04

Punct y(e) = ¢h, somit auch die grosste Strecke, in der beim Wachs-

thum von h, periodisch wiederkehrend, keine Zeichenwechsel der Function
sin eh : : o :

f(¢) —— stattfinden, oder doch abwechselnd die positiven und die

o
negativen Werthe dieser Function weitaus iberwiegen. Nehmen wir
an, dass ¢(«) > 7(«), oder dass

a

J‘da(ia)
o

o
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nicht convergent ist, welches die einzige Annahme ist, unter der man
Divergenz des Limes, von
=

a

J deg(e) sin a/;(a),svlr,l,ih
o
o

iiberhaupt erwarten kann, so wird solche Divergenz auch nur von der

a1
Strecke ohne Zeichenwechsel im mittleren Integral ‘ herrithren konnen.

(¢44]

Unsere Untersuchung des Limes
a
dao(e) sin y(e) sin ch
0

hat nun ergeben, dass fiir g(a) <1

a

]imhMmJ deg(e) sin yw(e) ——

o a1

immer verschwindet. Greift man also aus dem mittleren Integral ‘

die Strecke ohne Zeichenwechsel heraus: %2
't a't
. 3 sin ch : . (e
deg(e) siny(e) —— = [sin y(e) sin ch] daﬂ-)
o o
a'o a’o

so ist offenbar ¢; — ¢, so klein, dass

: s Ol e e

by (o o)l B8 o 5 e

«

verschwindet, wenn h unendlich wird. Die Strecke ohne Zeichenwechsel,
d. i. die Strecke, in der w(e) und oh nahebei gleich sind, ist also
offenbar zu klein, um Divergenz erzeugen zu konnen, und da die
Curven y = ¥(x) , y = xh die eine wachsend, die andere abnehmend
sich kreuzen, so kann sie nicht anders als sehr klein sein. Um diese
Strecke zu vergrossern, wird man an Stelle der gegen o = o hin nur
Abh.d.IJ1.CL d.k Ak.d. Wiss, XII.Bd. IL. Abth. 10
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wachsenden Function w(¢) eine Function %) einzufithren haben, die
bei gegen Null abnehmendem e unendlich wird, aber in der Weise, dass
sie, nachdem sie gewachsen ist, stets wieder eine Strecke abnimmt,
um dann wieder zu wachsen, jedoch um ein grosseres Stiick, als das,
um welches sie eben abgenommen hatte; kurzum eine Function, die
mit unendlich vielen Maximis unendlich wird. Wenn der Punct,
fir den ¥(e) = ha ist, einer Strecke angehort, in der ¥(¢) mit o ab-
nimmt, so wird es moglich sein, dass langs dieser Strecke die Differenz
#(e) — ¢h durchweg sehr klein bleibt, und der Projection dieser Strecke
auf die aAxe wird ein moglichst grosses Stiick «; ... ¢; ohne Zeichen-
wechsel von sin #(«) sin ¢h entsprechen (Taf. III, die Fig. rechts).

Es liegt also nahe, nachdem man den Limes1 von
H (0 0]

?

N 1
- &in oh
J = el =
(04
L2
(8}
fiir eine Function f(¢) = o(«) sin w(e) untersucht hat, in der () nur
k N 7 ? TN

wachsend unendlich wird, zu setzen:
fl¢) = o¢(e) sin (u —+ v sin (v/r{rx“))
und obigen Limes fiir diese Function zu discutiren, in der man u, Vv
und w fiir « = o unendlich werdend abnimmt. Wer jedoch die vorstehende
. ¢ . spoh ; :
Untersuchung des hm“ de f( ) e fiir f(e) = () cos y(«) gelesen hat,
o

wird mir gern glauben, dass die entsprechende Untersuchung fiir f(e) =
= ¢(a) sin(u == v sin "”(“)) , s0 hoch unstreitig ihr Interesse sein wiirde,
dennoch zu einem unmoglichen Umfang anwachsen miisste.

Ich habe daher vorgezogen, das Problem in einer Weise zu schema-
tisiren, die uns beziiglich etwaiger Divergenz der Fourierschen Dar-
stellungsformeln verhéltnissmassig leicht ebenso viel lehrt, als wir aus
der Untersuchung von lim J fiir f(e) = o(e) sin (u -+ v sin z/'((x:)) erfahren
konnten, wenngleich ich gern zugeben will, dass die Ergebnisse dieser
letzteren Untersuchung insofern allgemeiner als die der unten ange-
stellten werden miissten, als sie, abgesehen von der Erledigung der
Divergenzfrage, die nothwendigen Bedingungen fir die Darstellbarkeit
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einer Function durch Fouriersche Reihen noch erheblich weiter hinaus,
als durch unsere bisherigen Untersuchungen geschehen, und gerade
mitten in ein hochst interessantes Functionengebiet hineinriicken wiirden.

35. Beschreibung der einzufiihrenden schematisirten Function.

Unsere Schematisirung des Divergenzproblems besteht in folgender
Definition der in f(a) = o(e) sin ¥(e) auftretenden Function ¥{«). Ein
Intervall 0 < x <x,, wo wir x,=>>a annehmen wollen, zerlegen wir in

die Theile

A=z X
A= X%y
’jH—I Foi Xp+1
mit der Bestimmung, dass: : .
XX Xy R
A s = o
und dass x, = o0, also 4 = o0, mithin

: %o S Tin B,
sel,
Nun sei die Function (&)
gleich h,e im Intervall x, ... a

” h-za 2 i Xy o0 X

wo h<h,<... und h, = . Bestimmt man endlich die Intervalle
4, ,d,, ... und die Grossen b, , hy, ... so, dass die Producte hyx, ,h x, _,
mit p unendlich werden, so ist () eine mit unendlich vielen Maximis
— die hier in Spitzen ausarten — unendlich werdende Function, wie
sie in der Fig. links Taf. Il dargestellt ist. ¥(e) springt fir ¢ = X, , X, ...
und zwar resp. um (hy — h)x,,(h; — hy)x,, .... Um von dem Gang der
Function ¢(e) sin ¥(c) oder einfacher vom Gang von sin ¥(a) eine Vor-
stellung zu gewinnen, nennen wir Dichtigkeit der Maxima einer
Function f(x) an der Stelle x = x‘ die Langeneinheit dividirt durch die
Summe der Entfernungen des x’ von den beiden nichsten Maximis von
f(x), bei welcher Definition die Dichtigkeit der Maxima eine stetige
Function von x' ist. Hiernach ist die Dichtigkeit der Maxima von
10*
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sin ¢h bei der Veranderung von « constant. Die Dichtigkeit der Maxima
von sin ¥« ist in jedem Intervall 4 oder (x,,, <& < x,) constant.

Nun springt f(e) = ¢(«) sin #(e) im Allgemeinen ebenfalls, wenn
« einen Werth x, passirt. Ich werde unten zeigen, dass es moglich ist,
nicht allein f(¢) sammt einer beliebigen endlichen Anzahl Differential-
quotienten stetig zu erhalten, sondern in Gebiet 0 << ¢ <a sammt allen
ihren Differentialquotienten. Ich will indessen gleich anfithren, worauf
mich Herr Weierstrass aufmerksam gemacht hat, dass, wenn
man nur winscht, f(e) selbst stetig zu erhalten, dies am einfachsten
erreicht wird, indem man die an den Sprungstellen aneinanderstossenden
Werthe b, ,x, und hx, von %(a) als Vielfache von =z bestimmt.
Z. B. nach der sofort einzufithrenden Festsetzung tiber die 4, , 4, , - -
B by, h,

e IR

S s X,

Sk e e el
L2 1)
0
Hier braucht man also nur xoz = 1 anzunehmen.
Um das erstrebte Resultat, nimlich die Divergenz des
a
L]

- e
lim § da o(e) sin ¥P(a) =

besonders augenfilllig zu machen, verfiigen wir {iiber die Grossen
o ne AR B T

in folgender Weise.
Wir setzen:

V5 s

1
e Y X4 = x5 h) = —
X%
1
=Xy Xy e 2% h, ==
: XX,
1= X, — %, = dx, :
91 1
]1.—“ T XKgre Rt = e Xy hp-LI Sraw T
prp-{—l

{os o

Aus dem System links folg

T X,
XI’ T ]»vl’

IT(2* + 1)
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36. Es wird zuerst die Divergenz des lim fda ein ¥(e) it nachgewiesen.
e (04

¢}

Wir betrachten zuerst das Integral

a
o e
4 Ce sin o
de sin Fle) ———
o
e
zerlegen es in die Theile:
Xp—1
(6] Xp—1

und setzen h =h, . Das dritte Integral kann geschrieben werden:

a Xq—1
sm (/h ge=p—d i dg :
de sin Yla) ——— = = — sin oh, sin oh,
(05 q= il o
Xp-—1 Xq
& g1
('1_2~_1|1 sin C/<h.. h, _sin _fi(hﬁithr s sm ””h:, hq) blr? afb j}—h )}
q= 1 1Xq l D e hq h]\ =i hq Xq—ll hp o hq p F—k hq J
Xq 5

falls a der Kiirze halber gleich x, angenommen wird, und unter An-
wendung des zweiten Mittelwerthsatzes. Iis ist ferner:

1 - 1 l
b b, el 1 BE i hg
e hp
h X 1
und der grosste Werth von - ist e e
b, b o e @t U
Die Coefficienten der Sinus unter dem Summenzeichen haben die
Form
1 1 1 1
2 b, pple X B
ki =1

Da die Summe iiber p — 1 Summanden sich erstreckt, x, <X,

h : ; : : :
—4 ~ 1 ist, so wird jedenfalls die ganze Summe verschwinden, wenn

P
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D ; ; 1
P , 4 =p — 1 gesetat, fiir p = o verschwindet.. Wegen h, = —
th P : : XPXZ—‘ =1k
18t aber
p ap
ST e b B i R e e L
le—]hp p P p-—l
12 1)
o

und verschwindet allerdings fiir p = . Untersuchen wir zweitens das
erste Integral:
Xp Xq

: - emip o 9= Fde ] :
r(lcz gin Plg) —— =& — > sin ch,; sin ¢h,

- (44 q=p o
0 Xq-4-1

iy

Xq

e

sin a(b,,,—h,) sin e(h,; -+ h) 1

sinalh, v h)
h’q‘-f-l*_ h‘p

q=p {Xa+1 h'1+1_ hp hq+1+ hl’ Xq '
Xq41 5

sin e(h, + by)|

“h_, -+ h, J ?

s0 kommt es wieder auf die Abschitzung der Grosse:
L 1

Boohon hy
415 g+ 1 +hq+l

an, wenn p,p + 1,... statt q gesetzt wird. Der grosste Werth von

1 = 1 |
L et wieder =P =l . e
Byp s Be & FDEr S
1 a
e e
e q q—1
141Hq+-1 I'f(i?‘-f—l)
(8]

Eine Reihe der Form:
e e R Sy
werden wir schreiben kénnen:

a u,

Uy
TR T e Y T i }

p—1
IT (24 1)
0
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und, falls die u endlich bleiben, verschwindet die Reihe, wenn p un-
endlich wird, somit auch die obige Summe, in die wir das Integral
Xp

sin ah,
de sin P(a) -

o

transformirt hatten.

Betrachten wir endlich das mittlere Integral:

Xp—1 Xp—1 Xp—1 Xp—1
L
sin ch, (sin ob, ) 1 1 | cos 2h.
da sin Pla) —— = | de - = il lope — - : e
o i 2 2 o
‘ { ‘
Xp Xp Xp Xp
Es ist
Xp-— 1 & xp — thp
= =
cos 2h 1 : 1
do —— — =l docosila 8 do cos 2a
o xh X
PP ¥ P
L L3 ¢
Xp thp §
r 1 1 .
Wegen —— =X, 1 , —— = x, verschwindet fir p = o das
g x b =l
Integral links. Der letzte Bestandtheil des urspriinglichen
a .
; e b o) .
Integrals fda sin ¥(¢) ———, der noch zu betrachten ist:
«
0
Xp—1
1 5 1 i 1
: : s B ol snee B W dnag e lsign=—1
2 log « log Eo = = log| 1 + - = log(l=x2 )
r 77 I
Xp

wird mit p unendlich.

37. Alsdann wird eine hinreichend langsam Null werdende Function
ZL

. sin ¢h
eingefiihrt, damit auch hm deg(e) sin Pla) —— divergirt.
o
()
Wir haben also im vorigen Art. geschen, dass das Integral:
a X) Xp—1 a
Sl[l (
de sin ¥la) —
<
0 )sp Xp—«l
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wenn h ins Unbegrenzte wichst, ebenfalls ohne Ende wiederkehrend
Werthe annimmt, die ins Unbegrenzte wachsen. Der erste und der dritte
Theil rechts néhern sich der Null und auch ein Theil des mittleren
Integrals, wihrend der andere Theil des mittleren Integrals gleich

1 : : : - .
- log(1 + 2°~") wird, so oft h bei seinem Wachsen einen der Werthe

h agsirt. Fithren wir jetzt wieder p(e) unter dem Integral ein., be-
i 4 N (o} b
trachten also:

= Xp Xp—1 a
: ~ sin «h
deo(e) sin Plo) —— = e f_*_f
a
& e/ 'Y
o o Xp Xp—1

so ist es klar, dass, falls g(e¢) < 1, das erste und dritte Integral und
der Theil:
X 2
L
1 o(a)

daz

: cos 2b.«
2 o :

e/
Xp

des mittleren Integrals wieder und zwar a fortiori verschwinden, wenn
p unendlich wird, weil bei Anwendung des zweiten Mittelwerthsatzes

()

o ) . 1 ; .. .
wir jetzt = —, statt wie oben — vor die Integrale nehmen diirfen. Der
(04 o

Theil des mittleren Integrals, welcher unendlich werden soll, lautet:
Xp—1
1 e 5
(z%(;—)- = :29(;') log(l -+ 90"y . o % .

&
L
Xp

Dieser Ausdruck ist grosser als g(x,)log(l ~+ 2271

Wir haben also ¢(x) so anzunehmen, dass
I a
3 e e logeh - a0 ) = |
7 (2 4+ 1)
(8]

Xp—1

5ol :
wenn eben ’da“v---- mit p unendlich werden soll.
«a

Xp




81

Setzen wir:
a a

s R e = o

Pl e p—1
T2t + 1) II29 11 + 2-9)
0

0

so folgt:
i T
ciie e s LIRS
Pl
ot
o
/"”""T
oder pc l/}og =
Da nun log(l + 27 jco p, 80 ist ¢ so zu bestimmen, dass
1
1 o) = - —
log
(04

Falls g«) dieser Bedingung genftigt, ist
a
sin ¢h

lim deple] sin o) ———
h=w o

divergent.

38. Untersuchung der Frage, wie stark das Integral fda sin ¥(«) S
e o
0

bei seiner Divergenz mit h unendlich wird.

Es ist noch von Interesse, das Unendlich des vorstehenden Limes

zu bestimmen, mit andern Worten die am langsamsten Null werdende

Function ¢(h) zu ermitteln, mit der multiplicirt, vorstehendes Integral

: endlich bleibt, wenn h unendlich wird, wobei wir der Einfachheit halber
| o(e) = 1 annehmen wollen. s bleibt ohne Zweifel endlich das Product:

a
- sin c¢h
e e R sin oh
log (1 + gp—1) de sin P(e) ety
o

Abh. d. IL CL d. k. Ak. d. Wiss. XII. Bd. Ii. Abth. i
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wenn p und h verbunden sind durch die Relation:

1 Jip -l p—2
= = IT(24 4+ 1) 77(2¢ 4+ 1) cv 2°e=D+0—-De—2)
Xllxp—l a 0 (s}
woraus folgt:

p o Viog b,

80 dass das Product:

1 = 8in el
P do sin ?P\a),g -
Vlog h o
(0]

endlich bleibt, wenn h unendlich wird.

39. Verallgemeinerung des Functionen-Schema %#(x) .

Wir wollen noch die schematisirte Function #(x) nach allgemeineren
Principien zusammensetzen, indem wir uns die Frage vorlegen, wie die
X;,X;, ... und h;, h,.., @berhaupt zu bestimmen sind, damit das
Integral

a
1

; ., . sin c¢h
de sin #{o)

o
]
(0}

zwischen unendlichen Grenzen schwanke, wenn h uneéndlich wird.
Setzen wir zunéichst:

iy~ XXy = UX,
i = s % = WX,
«41—._l,] = ‘Xp £ Xp-{—l 52 upo -1

so folgt aus diesem System:
XO

L WM Eagiita) .. Qte .

Falls also F[(l -+ u,) = o ist, hat man:
(o]

Xg= A, .. in anfin




8

Beildufig bemerkt, erhélt man durch Addition des obigen Systems:

X, T XpJ,-l = Ux + U;X, _{— e upo»{—l
u, a,

(1 +uo)(l oy = (X )l -Em) o] s

:XO{ o -1

i -Fu.
woraus fiir p = o folgt:

u 15 u

e minl S w nan e 1o
1, " (- w3 o) i (L u ) ) s dl =)
ein (lediglich an die Bedingung IO;(l 4+ u,) = o gebundener) Satz, den
0

ich mich nicht erinnere, erwihnt gefunden zu haben, und der gelegentlich
niitzlich sein kann. Fir 1+u,=1-+u =-.-- = x folgt daraus die
gemeine geometrische Reihe.

o b e . ..
Fir unsere Zwecke muss der log(l + -lvl—?") oder die Grosse

P

R P g : ;
b=l "% d.i.die Grosse u, mit p unendlich werden. Man hat also zuerst:
5
P
e i
: e : ;
Weiter muss sein lim ——}g-—«l < 1. Drittens muss sein
P
e
3 . A y Xphp
Endlich muss die Reihe
o ]
>
P X

fiir p = o verschwinden, d. i. die Reihe

1 1 e
X1h1+;(2—hz

convergent sein. Unter diesen vier Bedingungen wird der limh_CO

fda@(a) sin E[‘(a)§}—1}-—ih, wenn g@(e) hinreichend langsam Null wird,
o
0

. : )
divergiren. Nach dem Olivier-Abelschen Satz muss lim —lh
p-p

i
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; ; : : . . 1 :
Null sein, wenn die Reihe mit dem Gliede = °ouvergiren soll. Setzt
XP P
man also
1
h, = -
/ vV, X
. PP
und wie oben
Xp-l R Xp = up —IXp

so reduciren sich die Bedingungen fiir die u und v auf diese:

I lmu,— oo,
2. v, ist das Glied einer absolut convergenten Reihe.
; g i b
Denn die Bedingung lim e < 1, welche lautet:
I,
: i 1
lim - <

L e
ist schon durch 1. erfiillt.

40. Ueber die allgemeinere Frage: Wie rasch kann iiberhaupt das Integral

= : 9

,duf(a‘) I Y% mit h unendlich werden.
[ o
o]

Um nun schliesslich die hieraus entspringende Frage zu erledigen,
wie rasch iitberhaupt das Integral
2 o
[(ﬂa sin (o) s Sis
.

o

(¢}

mit h unendlich werden kann, so hat man zu beniitzen, dass

a

"du sin 1["((‘() s fll—l
0y (64
N
endlich bleibt. Wir haben:
I 3 s
B s Seedafie b G0 S a) s WP e 2)
V. X

pX p o¥p




und dirfen x, = 1 annehmen. Die Aufgabe ist aus der Beziehung

das grosstmdgliche Unendlich von 1(1 + u,_,) = A(h) darzustellen, welches
entsteht, wenn den u, und v, alle ihnen durch die oben gefundenen
Bedingungen (dass u, mit p zugleich beliebig rasch unendlich werde,
und dass v, das Glied einer unbedingt convergenten Reihe sel) gestatteten
Formen ertheilt werden.
Nimmt man die Logarithmen an beiden Seiten und bringt die
Gleichung in diese Form:
]p»—‘.! 1
e R S T l Ai‘_“l(l el 1;
p
so sieht man zunichst, dass (1 +u,_;} jedenfalls nicht = lh sein kann.
Sehen wir zu, ob es co lh gedacht werden darf.

Man schreibe der Kiirze halber:

! e e T\(P) o
]<I i uu—l) ey Doy WO Y — 1,
und bringe Obige Gleichung in die Form :

p—1
=W

vl e L |
W w, (D)7

Um das Resultat w, co 1h zu erhalten, ist es am giinstigsten, das
Unendlich der Glieder inder Klammer links zu verkleinern. Wir nehmen

das Unendlich von y,~! so klein an, dass l—r—p—mlp. Wird jetzt

7 7
“(P)7s
noch angenommen w, oo ¢*?, so ist der Limes des zweiten Gliedes in der
: e:\ip o el{
Klammer (dem im Falle w, = e"* die Form el ertheilt werden
o

kann) ein endlicher. Der des dritten Gliedes ist es natiirlich auch, es

3 i M
ist also fir w, ;""" auch w, oo lh .
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‘ Daher lh wirklich das grosstmogliche Unendlich jenes
| Integrals:

a
. _BIn ah
de sin P(e) ——
! (04
o
vorstellt.
Somit wird das Integral
a
@
in ok
| ) el
(04

e
0

falls f(e) = g(c) sin ¥(a) gesetat wird, und g(e) < 1, durch lh dividirt,
stets den Limes Null haben, wird aber durch i(h) = 1h dividirt
unbestimmten Limes haben kénnen.

, einen

Dies Resultat wird auf eine beliebige integrirbare Function
f(¢) auszudehnen sein, weil keine Function moglich ist, die ein
rascheres (periodisch Wledelk(,hrendus) Wachsen des Intecrralb ergeben
konnte, als die in diesem Artikel abgeleitete sin #{(q).

Jetzt. lasst sich auch feststellen, bei einer wie kleinen Null
von ¢(x) in f(x) = p(x)p(x) , limeq ,#(x) von Null und unendlich
verschieden angenommen, zuelbtdlveléente Fouriersche Reihen
auftreten. Aehnlich wie Art. 37 hat man fir ¢(x) die Bedingung zu

eifullen: o(x,)1(1 + 2° Y= 1, wo Son e b ) =k et Sl
0
p—1
wir ferner g¢(x) = r(lx), so haben wir: 1"( = W JI(1 o 921 == 1 pder,
1
wenn das Integral mit sin ¥(«) wie 1h unendlich werden soll, muss sein:
slw ylCl e 00 i o Nun ist festzustellen, fiir welche am langsamsten

P ,
i unendlich werdenden Functionen W, man w, > 2w, hat. Fihrt man
o

! b statt der Reihe ein Integral ein, so findet man leicht w, = e“P  woraus

i} M g o(e“?) + p>=1, und endlich: g(e) = 1—1 sich ergiebt,

[+
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Wahrend also in den Art. 37, 38 fiir das endlich bleibende Ver-

a
: : in ak
haltniss 7— | de« sin ¥(«) e gefunden wurde ¢(o) = »~1:, so hier
Vlh | a Vit
o «
a
i’ : : 1 e s : . 1
fur den endlichen Limes ;| de sin #(q) — die Bedingung ¢(e) > .
o 1

(]
Und fir irgend eine Function f(x) = ¢(x)¢(x) (wo ¢(x) 0 1),
- ; 1
wird man Divergenz des IntegralsJ erst fiir o(x)1- > 1 erwarten
2

konnen.

41, Stetigmachung der schematisirten Function ¥. Sie wird zunichst mit
beliebig vielen Differentialquotienten stetig gemacht.

Nun sei #(«¢) eine Function, die sonst iiberall gleich #(«) ist, und

die nur in den Intervallen (x, — ¢, ...

x, -+ &) anders bestimmt werden

soll. So hat man:
a
: ; sin ¢h il sin oh
[dag(a) sin V‘](a)? o :fdag(u) sin #(e) 1005
o o
Xp -+ &'p
p=<= o(cr) . R e
Lo de22e min oh { gin File) —sin Plad s |
p=1 =
Xp — &p

wenn man der Bequemlichkeit halber annimmt x, + ¢ <a <x, — ¢, .
Die Summe rechts konnen wir schreiben:

PO W e Fuph (gpdicin g - paEAR i e -
= 22 T = (et e’p)(—- ) sin ¢h {sm ¥ (a)—sin t""m)} K-8 SaSX re
Pl Xp ZoE 69 p=1 (69
wo W, endlich bleibt auch fir p = o . Nun kann man aber & und ¢,
stets so wihlen, dass die vorstehende Summe endlich bleibt. Natiirlich
muss & < X, angenommen werden, und setzen wir noch & = ¢, so
& g 5 . .
braucht nur = - endlich zu sein, was vollauf erreicht wird, wenn man
p
P
z. B. & = x? setzt. Dann also geht aus der Gleichheit Eingangs dieses

Art, hervor, dass die Integrale




a a

(] . .

sin ch e sin ah
— dog(a) sin P o) ——
o : : o
L] o

deego(e) sin ¥ (a)

beide mit h unendlich werden, wiahrend die Function ¥,(«) in den Intervallen
(X, — & .... X, T &) noch ganz beliebig ist. In diese Intervalle fallen
die Spriinge der Function #(¢) und wir konnen nun ohne Weiteres die
Function %,(¢) so annehmen, dass nicht allein sie sondern auch beliebig
viele ihre Differentialquotienten im ganzen Intervall x, — ¢, <o <x, + ¢,
stetig sind, wie dies aus der Interpolationstheorie bekannt ist. s sei
z. B. die Stetigkeit von ¥ (¢) und von m Differentialquotienten dieser
Function im Intervall x, — ¢ < a < x, + ¢ verlangt, so setzen wir in
diesem Intervall:
i) — B o) — alVl eal” + aall + .U, a"al

Fir a >x, + ¢ ist zunéchst ¥, (¢) = h,e, filr ¢ <<x, — & ist zundchst
¥(x) = h,,,«. Man hat also die Coefficienten ay” in Sf)“) so zu be-
stimmen, dass die Gleichungen erfiillt sind:

Sy(x, — fn) = by (% — &)
Btz ok o) = hix ko)

S;(Xp o ‘cp) B hp-l~l

Bx o) = h

SiE L) = 0 r =03 - im,

Da dies 2m + 2 Gleichungen sind, so darf n nicht kleiner als 2m + 1
sein. (Siehe die Figur links, Taf. III.)

42. Stetigmachung der Function ¥. Sie wird durch eine mit allen ihren
Differentialquotienten stetige ersetzt. Vorbereitung.

Schliesslich wollen wir noch zeigen, wie man eine Function ¥,(«)
an die Stelle von %(e) setzen kann, die im Intervall o <o < a mit
allen ihren Differentialquotienten stetig ist.

Wihrend wir im vorigen Art. die bei Annaherung an ¢ = o unbe-
grenzt oft springende Function #(e) durch eine stetige Function #,(¢) in
der Weise ersetzt haben, dass wir in die Function #(¢) in der Umgebung
der Sprungstellen stetig sich &ndernde Strecken einfiigten, so wollen
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wir jetzt anders verfahren. Man kaun die unstetige Function nach der
von Fourier herrithrenden Methode durch darstellende Formeln aus-
driicken, wobei die unstetige Function als Grenze einer stetigen sich
darbietet, in deren analytischem Ausdruck ein Parameter einen Grenz-
werth erhalt., Setzt man z. B.

b k(b —x)
1 — k¥ — x)? 1 — ot
f(X, k) = V:T fdoz ¢pe) ke — 1—/;1 de g x + & e ]
" e,

so erhalt 1imk:wf(x,k} fir a<x < b den Werth ¢(x), und, wenn x
ausserhalb dieses Intervalls liegt, den Werth Null.
Betrachten wir ferner dies Integral:
Xp—1
1 —k*%*p(a—x)*
Vfl( dech, - kxz.e
Xp

welches in das erstere durch Vertauschung von oh,, kx,,x,_;,x, mit
¢(e), k,a,b iibergeht, so wird es im Intervall x, <a<x, , gleich
xh,, ausserhalb Null werden, wenn k (und damit zugleich kx,) unend-
lich wird. Bildet man dann weiter die Summe:

p—= @

= . (x k)

=t
so kann man darin erstens, wie ich sofort zeigen werde, die x, stets
so bestimmen, dass die Reihe convergirt und unbegrenzt oft nach x
differenzirbar ist. HKine Reihe mit dem Gliede U, = u,e™"* convergirt
WA wenn;

bl

Yo(x, k) =

lim [vp_,_1 M v el Iup)] =0
. j : U,. ;
ist, (Um dies zu beweisen, bilde man —Zf—l mit U, = e

p
Nun geben wir, indem wir die Bestimmungen des Art. 35 hinsichtlich
der Grossen x,,h, festhalten, y,(x,k) die Form:
il — k*%*p (& — x)?
—1 2T -
e O e w0
Vr
Es ist x,x,_,
druck hochstens:
Abh.d.II. Cl d.k. Ak.d. Wiss, XII. Bd.II. Abth. 12

b :Xp<“gxp~l‘

h, =1, und da o« < x,_, ist, so ist vorstehender Aus-

p
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i — k2x2p (x — 3)?
O QPZPG
Die Grosse (¢ — x)? ndhert sich mit unendlich werdendem p 1
wachsend der Grenze x?, also reducirt sich die Behufs der Convergenz
der Reihe =y (x,k) zu erfiillende Bedingung: '
: i i o
hm{k%ﬁ_,_l(a o aila %), (log 2.4 lop ];+ )} 0
‘P
auf:

k2x*lim (2 | ,—#2) + k* hm/p+1[(a ¥ (a—x)p] hm(log +log - P;prl)>o
welche z. B. fiir », = p erfiillt ist. Dies wiirde sie auch sein, wenn

wir irgend einen nten Differentialquotienten von w,(x,k) genommen “
hitten statt dieser Grosse selbst. In der letzten Klammer hatte der

log “o+1 den Factor 2n-+ 1 erhalten. So dass allerdings Xy, (x,k)

z p

beliebig oft differenzirbar ist.

P E=oo :

\ Im Ganzen hat also =w(x,k) die liigenschaften: erstens zu {
4 P=q |
i |

convergiren, zweitens sammt unbegrenzt vielen Differentialquotienten
eine stetige Function von x zu sein, drittens fir k = o, falls x
zwischen x, und x,_,; liegt, wo r — 1 =q, den Grenzwerth xh, anzu-

nehmen.

43, Stetigmachung etc. Einfiilhrung der mit ihren sammtlichen Differential-
quotienten stetigen Function.

Dies festgestellt, wollen wir die Function ¥,(x) auf folgende Weise
bestimmen. Sie unterscheidet sich von der eben discutirten Summe nur
dadurch, dass auch k in jedem Gliede verschieden ist. Indem jedoch
k, < k, < ... angenommen wird, hat die Summe

o P = “, ‘\ }\p)

die eben hervorgehobenen drei HEigenschaften ebenfalls. Die k, be-
stimmen wir so. Wir unterscheiden die Intervalle

O e Lk s 0 0 R (Bt X )

die wir mit ... i;,1,,1; bezeichnen und diese:




Sl

e o x Lak (e w o) (%8« B ) (X =8 X )
die wir mib s.nidesde s lvs Jo DeZeiChnen,
Irgend eine der Grossen ,(x,k) ist in Bezug auf ihre Veranderung
mit x beschaffen wie folgt. Bilden wir den Differentialquotienten:
Xp—1
(‘Hﬂ (= k) 2 — k**p@ — x)
2 - = — | dach, . k¥ (a — x)e
dx Vn £
Xp
so ist er positiv In s&mmtlichen Intervallen i, ,,i,,,, -+ negativ in

den Intervallen 1, ;,1,_0,: - »

Jetzt bestimmen wir eine Grésse k, so, dass v, (x,k,) — xh, im
Intervall i, numerisch kleiner als d, sei, und dass in allen ibrigen Inter-
vallen w,(x,k,) selbst J, nicht erreiche, was immer moglich ist, da
fir k = o beide Grossen: w,(x,k) — xh, , w(x,k), wenn x in den
bezeichneten Intervallen befindlich ist, verschwinden. Um die zweite
Forderung zu erfillen, wird es geniigen, wenn J, durch w(x, —%,, k)
und (. e K] nicht mehr erreicht wird. Wenn nun diesen
Bestimmungen gemiss k; , k, , ... in allen Grossen yy(x , k), yy(x, ky) , ...
gewahlt sind, so setzen wir:

p e G
Pyx) = Zy(x,ky
p=i

und haben in irgend einem Intervall i,:
Py(x) — P(x) < d;+ Jdy+ ... in infin.
Die Grossen O, ,d,,-- stehen in unserem Belieben. Setzen wir

1 1 it e 3 g oS
()‘[ ==9,0,=70,0; = 50, -+ wo J ein vorgeschriebenes beliebig Kleines

vorstellt, so gelangen wir zu der Einsicht, dass es eine Function
Yol %
Xp—1
1 p=w — 7*ple — x)?
: G o
F(x) = o= = | da¥e)ye

‘/'J'l'p:l

Xp
giebt, die unbegrenzt oft nach x differenzirbar ist, und
in den Intervallen i;,iy,..., welche sich beliebig nahe an
die Intervalle (x, - x,), (%, X,) , - anschliessen, die Function
¥ bis auf einen Fehler unter vorgeschriebener Grenze d

darstellt.
1k
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44. Stetigmachung etc. Nachweis, dass, %, an die Stelle von # gesetzt,
das Fouriersche Integral gleichfalls einen divergenten Limes hat.
Die Differenz ¥y(x) — ‘If(x‘) hat im Intervall i, noch folgende Eigen-

schaft, Sie besteht aus den Theilen:

p=r—1 : s P=o ;
- UJD(X ’ kp) ) wr(.X ) k1> oo ‘PA(X) ’ = IJ,UP(X ’ kp) s
=1 p=r-1

Der erste Theil hat wegen x > ¢ einen negativen Differential-
quotienten, der dritte einen positiven und der mittlere Theil:

Eagd e )t
v Vi® =axh

hat im Intervall x, < x < X, _; nur ein Maximum,

Dann die Grosse:

b b
0 o L ‘e
— (e — x)? 1 ei&x(t"‘
do e = — deimgEsics
eyx oy’
L 5
a a
5 g e : R )
besteht aus zwei Factoren, von denen der erste von e~ *7 bis e P
b b
: . . e?aa;/” e‘.?ba;f"’
abnimmt, der zweite von dee——r7y bis | dea—— zunimmt, beides
L3 e(/ L e i
a a

in einer Weise, dass zwischen den Grenzen a,b héchstens ein Maximum
oder Minimum sein kann., Dann ist aber ein Maximum vorhanden, denn
der Differentialquotient:

b

292 fda (e — x)e

[P
a

2

— (e — x)*

ist positiv fiir x = a, negativ fir x =
Wir konnen also setzen:

Pix) = Big) & A4, - 4 + A,
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wo, wiahrend x ein Intervall i, durchlauft, eines der 4 nur zunimmt,
eines uur abnimmt, und eines hochstens ein Maximum durchlauft.

Nun ersuche ich den Leser, einen Blick auf die Analyse des Art. 36
zu werfen. Wenn wir das Integral

a
T sin «h
desin ¥y(a) ——=
: o
(o}
a .
. o omm ol ; | :
wie dort das Integral fdoz sin P(a) ——= zerlegen in die Theile:
= o
Xp Xp—1 a
[0} };p Xp—1

so lasst sich von den beiden &usseren zunichst ganz &dhnlich wie dort
zeigen, dass sie fiir p = o verschwinden.
Denn z. B. das Integral

X9 1

do :
f;a sin (¢h, + 4, + 4, + 4,) sin eh,
%a

kann mit Hiilfe des zweiten Mittelwerthsatzes, und indem man bedenkt,
dass die Grossen sin 4, , cos 4, zwischen den Grenzen der Integration
nicht unendlich oft vom Wachsen zum Abnehmen oder umgekehrt iiber-
gehen koénnen, in eine endliche Anzahl Theile der Form

%1
2 sin a(h, —h,) sin a(h, + h,)
Lol

P q
%

zerlegt werden, wo i endlich ist und x und %, dem Intervall angehoren,
welches die Grenzen des Integrals einschliessen.

Was das mittlere Integral betrifft, so hat man:
Xp—1 Xpe Xp—1
: : de 3 des :
2 | desin(eh,+=4)sinch,= | —(1—cos2h,a¢)cos =4+ | — sin2h,u - sin=S
0 o
XP

Ly
Xp Xp




L i 1
i
|
i
i v‘f fe 94
| Wi el Der Theil
‘ el f Xp—1

i it do -

: I — cos =4
I o
L

| g Xp
s f ! wird, da cos =4 von 1 beliebig wenig verschieden gemacht werden
L s kann, mit p unendlich. Der Rest wird, wie abermals mit Hiilfe des

i zweiten Mittelwerthsatzes leicht zu zeigen, Null fiir p = oo .

: Es ist also im' Ganzen nachgewiesen, dass der Limes} des

| i A ==

i Inlegrals:

‘ it a Sp =
t ey ~7»(f—<" | sin oh
j }j " de | o(e) sin = dBE(B)y e R
i i p:l (94
I b () s

i J‘ (o) Xp
| ‘\,. 1-(“1

.

divergent ist, falls ¢(«) eine #hnlich wie im Art. 37 zu bestimmende
mit o verschwindende Function vorstellt. Es ist dann die Function

Q

1 Xp —1
y : p=® , s
l, ! fl¢) = o(e) sin = dB By, e
x p—1 :
Xp
l 4 im Gebiete 0 < ¢ < a sammt ihren simmtlichen Differentialquotienten stetig.
5’ i
|
Il &
i ,": » b

L
\




Schlussbetrachtungen.

Die vorstehende Abhandlung zerfiallt wesentlich in drei Abtheilungen,
von denen die erste u. A. in einer bestimmten Richtung den durch die
bisherigen Untersuchungen gestatteten Spielraum fir die Darstellbarkeit
der Functionen durch Fouriersche Reihen und Integrale erweitert, die
dritte Abtheilung dagegen die bisher gewohnlich vermuthete Ausdehnung
jenes Spielraums beschréankt, indem die Bedingungen entwickelt werden,
unter denen eine Function in einem Puncte nicht darstellbar ist. Beide
Untersuchungen, die der ersten und die der letzten Abtheilung, geben
Veranlassung zu gewissen erginzenden Betrachtungen, mit denen wir die
Abhandlung schliessen wollen.

1

Soweit der erste Theil der Untersuchung sich mit der Erweiterung
der Bedingung fiir die Darstellbarkeit beschiftigt, kann sein Ergebniss
so ausgedriickt werden:

Wenn eine Function f(x) in den in Betracht kommenden
Intervallen integrirbar ist und ausserdem in einer beliebig
kleinen einen Punct x = x;, umgebenden Strecke sich auf die

Form

fx) = H(x) +wolx= %) cosix X
bringen lasst, in der ¢(x) und w(x)~' mit x, ohne unendlich
viele Maxima zu durchlaufen, verschwinden, so ist f(x;,) durch
eine Fouriersche Reihe oder ein Fouriersches Integral dar-

stellbar,
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Dieser Satz ist offenbar nur ein erster Schritt in einem fiir die
Darstellbarkeit neu zu erwerbenden Gebiete. Ich werde dies sogleich
niher ausfithren. Bilden wir die Reihe

0:,(x) eor (X + 0(x) coswix) F ...,

nehmen an, dass die g, sich in die Form w,0,(x) bringen lassen, wo

=u, eine unbedingt convergente Zahlenreihe vorstellt, dass die Grossen

Y, ohne Maxima fiir x = o unendlich werden, und in der Strecke

0 < x = a zwischen zwei ebenso unendlich werdenden Functionen i,(x), w,(x)

eingeschlossen sind: so wird es, wie aus dem erwihnten ersten Theile

dieser Abhandlung ohne Weiteres folgt, stets so grosse Werthe von h
geben, dass das Integral
a

: sin «h

da g (er) cos y (e) e

(o]
fiir jeden Werth von p unter eine beliebig kleine endliche Grenze sinkt,
und dann muss auch

: b= sin eh
lim de{ = g,(a) cos yy(a)} —— = o
= s

=1 o

sein. Dies ist die naheliegendste Verallgemeinerung der im obigen Satze
gestellten Bedingung. FEs schliesst sich daran eine doppelte Aufgabe.

Einmal kann gefragt werden: Giebt es nicht allgemeinere Beding-
ungen fiir die Function (), wie die eben angefiihrte? Mit anderen
Worten: unter welchen Umstéinden wird

a
lim §| def(e) — = 0

€
o]

p=w
sein, wenn f(e) die Form =X g¢/(e) cos ¥(p,e«) hat, und jedes Paar
=1

P
0,(¢) , ¥(p,e) den bisher bei g(«),wy(x) vorausgesetzten Gang hat? Die

I
|
I
i
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andere Frage ist: Durch welche Functionen kann der Cosinus ersetzt

werden ?
Mit der zweiten Frage, die tibrigens schliesslich auf die erste zuriick-
fithrt, habe ich mich beschaftigt, und will dariiber Einiges mittheilen.

Wir nehmen statt des Cosinus eine Function:

¢(x) = = W, €os px

et

an, unter u, das Glied einer unbedingt convergenten Zahlenreihe ver-
standen. Bilden wir jetzt die Reihe:

p=®
= () cos (py(a)) i ;
pP=:1 o
8o ist sie, weil o(e) cos py(c) o fir ¢« = o endlich bleibt, von o
o

an integrirbar und man hat:
a a

sin oh

sin coh

deg(a) g[y(e)] uy | deg@ cos(py(e)

= M8

(o] (8}

Schreiben wir die rechte Seite
o o]
‘12‘)“’11 }'p (h) 9

so fragt es sich, ob:
[e0)

lim =, k() = ‘OS:“u,p lim
b1 1

o 00l(h) =0

hi=

ist. Dies wird der Fall sein, wenn die Reihe =, ky(h) nicht nur fir

h < o, sondern auch fiir h = o vollstiandig convergent ist (was Andere

gleichmissig convergent nennen). Und dies wird wiederum stattfinden,

wenn 4,(h), wie auch p und h gleichzeitig oder nacheinander unendlich ,

werden, endliche Grenzen nicht iibersteigt.
Das successive Unendlichwerden von p und h ist rasch erledigt. i

Denkt man sich in:
Abh. d. I1. CL. d. k. Ak. d. Wiss. XII, Bd. II. Abth. 13
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sin eh

h(h) = | deo(w) cos py(x) =

L
o

h endlich und p unendlich werdend, so verschwindet dies Integral nach
dem ersten Hauptsatz, da man einen beliebig kleinen Null enthaltenden
Theil des Integrals abschneiden kann, und im Reste fiir w(¢) eine neue
Verinderliche eingefithrt werden darf, ohne dass die Grenzen unendlich
werden. Bleibt p endlich und wird h unendlich, so verschwindet das
Integral, ebenfalls wegen des ersten Theils der Abhandlung.

Complicirter ist die Untersuchung des Falles, wo gleichzeitig p
und h unendlich wird, die in die Theile

ez
D¢ h
=

zerfillt. Am Leichtesten wird man mit dem Fall p X b fertig, weis

alsdann die Gleichung ¢p‘[al)+}; = o (Art. 1) fiir hinreichend grosse

Werthe von p keine Wurzel zwischen o und a hat. Im Falle P h
liegt dort eine Wurzel, und man muss alsdann, ahnlich wie bei der
Untersuchung des

sin ¢h
lim | deg(e) cosy(a) ity
' o

(o]

mehrere Zerlegungen anwenden und die infinitire Auflésung gewisser
Gleichungen beniitzen. Im Ganzen nimmt die Untersuchung des Inte-
grals mit cos py(e) nicht weniger Raum ein, als die mit cos y(a) allein.

Man kann aber noch weiter gehen, indem man fir die Function
¢(x) nicht die Form Xu, cos px voraussetzt, wonach ¢(x) stetig ist,
sondern annimmt, dass ¢(x) eine durch eine Sinuscosinus-Reihe dar-
gestellte Function ist, welche beliebig viele Unstetigkeiten besitzt, die
nur nicht in jedem kleinsten Intervall vorkommen diirfen. Wenigstens
finde ich diese Angabe, allerdings ohne nihere Begriindung, in meinen
Notizen aus einer Zeit, wo ich eine Uebung und Sicherheit in dergleichen
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Untersuchungen besass, welche man leider nur durch steten Gebrauch
dieser Kigenschaften sich erhalten kann. Das zu untersuchende Integral ist
in diesem allgemeinen Falle ein Anderes, und man erhilt es durch

Summation der Sinus-cosinus-Reihe.
Mit der so als darstellbar nachgewiesenen oder machzuweisenden

Funktion ¢(¢) ¢(y(e)) kann man alsdann wieder andere Functionen

=0,(e) pp(r)

zusammensetzen, und ich glaube, dass wir hiermit, wenigstens in allge-
meinen Ziigen, die Ergebnisse hinsichtlich der Darstellbarkeit der
Functionen durch Fouriersche Darstellungsformeln, welche auf dem
eingeschlagenen Wege zu erreichen sind oder sein mogen, erschopft

haben.

i

Das Hauptergebniss des dritten Theils dieser Abhandlung ist die
Bemerkung, dass das Integral

a

s Bin ol
de f(e) P
0]
fir h = o einen divergenten Limes haben kann, auch wenn f(x) fiir
X 2 o stetig ist. Geben wir diesem IKrgebniss die Form, dass

-+b
. sin h(e¢ — x)
hmh:OD de f(e) s
f=g

auch im Falle f(x) im Intervall —a -+ b stetig ist, fir x = o, statt
nf(o) zu geben, ein zwischen unendlichen Grenzen unbestimmtes Resultat
liefern kann, so kénnen wir diesen Satz unmittelbar auf die Fourierschen
Darstellungsformeln beziehen.

Es kénnte hier ein Einwand versucht werden, der allerdings aus
einer etwas zuriickgebliebenen Auffassung des Functionsbegriffs entspriange,

dem ich aber doch sogleich zu begegnen fiir rathsam halte. Man kénnte
13%F
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namlich einwerfen, dass die Nichtdarstellbarkeit von f(x) = ¢(e) sin ¥(e)
fiir ¢« = o ganz und gar nichts Neues an sich habe, da ja die Function
¥(e) im Puncte ¢ = o unendlich sei, und somit der Sinus seinen Sinn

. e . cooql :
verliere. Lage z. B. die Funetion x sin — vor, so sei fiir x = o der
X

il e ; e 1
sin — ein Zeichen ohne Bedeutung, wie ja mit dem Zeichen —, wenn
2 0

unter Null die Abwesenheit jeglicher Grosse verstanden wird, auch kein
Sinn verbunden werden konne.

Indessen, wie angedeutet, ist auf Grund des richtigen Functions-
begriffs dies Bedenken leicht zu beseitigen.

Ich will darauf kein Gewicht legen, dass man analytisch den Sinus,
der doch durch Umkehrung eines algebraischen Integrals erhalten wird,
auch so definiren kann, dass x sin : fiir x = o Null ist; denn in unserer

: o
Function ¢(e) sin ¥(e) ist ¥(a) eben keine hinreichend einfache Function,
um daran ahnliche Operationen durchfithren zu konnen.

Nun, wenn ich tberhaupt von einer Function spreche, bin ich als-
dann an einen analytischen Ausdruck gebunden, oder ist sie nicht viel-
mehr gegeben, wenn ich festgesetzt habe, welchen Werth sie fir jeden
numerischen Werth ihres Arguments vorstellen soll? Jetzt bestimme
)’ ich eine Function f(x) durch die Bedingungen:

| Life) = o

2 Hir x 2 o sei f(x) = g(x) sin ¥(x) im Sinne des Art. 35. Diese
Function ist fiir ein den Punct x = o enthaltendes Intervall stetig, fiir
ein ahnliches Intervall unter Ausschluss des Punctes x = o sogar mit ;
ihren siammtlichen Differentialquotienten stetig, und gleichwohl fir x = o
nicht darstellbar.

Man kann ftibrigens aus der Function ¢(x) sin #(x) noch andere
nicht darstellbare Functionen erhalten, deren Entwickelung nach

Fourierschen Reihen oder deren Ausdruck durch ein Fourier-
4 sches Integral in jedem kleinsten Intervall unendlich wird.
‘ Denn bilden wir die Function
f(sin px) = e(sin px) cos P(sin px)
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mit der Bestimmung f(o) = o0, so ist diese Function fiir jedes x stetig.
Gleiches gilt von dieser:

p:oo
F(x) = = u,0(sin px) cos #(sin px) .

p=1

Setzt man endlich:
+B
Hx) = lim de F(o EI—HM—E) ,
h —w o = ox
A

so hat diese Function in jedem kleinsten Intervall einen Punct, in dem
sie unendlich ist, oder genauer, die u, konnen stets so bestimmt werden,
dass dies der Fall ist. Is bedarf das aber des Beweises, da wir zwar die
Reihe F(a) gliedweise integriren konnen, aber den Grenziibergang h = w
nicht ohne Weiteres gliedweise ausfihren dtrfen. Nehmen wir eine
bestimmte Reihe =, an, und setzen der Kiirze halber:

e
i(h) = | deg(sin pe) cos ¥(sin pe) %9 -
— A
ferner
Hz).= =u,i®) = H, + R,
1
wo
= @
H, = R«
1 m~1

go wird die Function H_ in einer Reihe von Puncten mit h unendlich.
Sollte nun zufillig die Function R, in denselben Puncten gerade so
unendlich werden, dass das Unendlichwerden von H, dadurch aufge-
hoben wiirde, so konnte dies nicht mehr der Fall sein, wenn anstatt

R, gesetzt wurde

R, = a = g, A(h) |
m-41

TS
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weil die unendlich werdenden Werthe mit der beliebigen Zahl a multi-
plicirt sind.
Setzt man jetat:

mi mg ms
) - >k = = 4 ... in infn
1 mi+4+1 me-1

ms mi
gso wird a, { = - ‘ete } das Unendlichwerden von = nicht aufheben. ‘

mi—4-1 1
ms mai mz
Weiter wird a,a,y = + --- r das von = + a,= nicht aufheben, u.s. f.
mz 1 i mi—1
Es wird also
ma me ms
L= = 4 o & ‘- aa 5 + .-
1 mi--1 ms -1

in jedem kleinsten Intervall unendlich werden. Q. E. D.
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