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Seitdem durch den Vorgang grosser deutscher und französischer 
Meister die Nothwendigkeit zur Geltung gebracht worden ist, für solche 
mathematische Ausdrücke, welche ihren Werth unter der Form 
des Uaendlichen verschleiern, die Existenz einer Grenze nachzuweisen, 
bevor man sich erlaubt, sie in die Rechnung einzuführen, haben die 
zu solchem Ende aufgestellten Arbeiten jener Männer nicht allein den 
hohem Disciplinen der Mathematik die Präcision und Klarheit gegeben, 
welche der Wissenschaft würdig ist, sondern zugleich dieselbe mit einem 
neuen Felde von Betrachtungen bereichert, welches für sich selbst das 
Interesse ebensosehr anregt als irgend ein anderes. Selbst einem ge­
wissen, ich möchte sagen, fremdartigen Charakter, welchen Untersuchun­
gen dieser Art lür den Neuling an sich tragen, und welcher vielleicht 
die Hauptursache ihrer langen Vernachlässigung gewesen ist, hat der 
Genius der Meister eine eigentümliche Schönheit abzugewinnen ge­
wusst welche nun auch manchen Andern zu dem etwas gewagten Un-



ternehmen anreizt, in irgend einem weniger durchforschten Thcile des 
neuen Gebietes eine Nachlese für sich zu suchen. So habe ich in 
meiner im Frühjahr 1846 gedruckten Habilitationsschrift*) die Unter­
suchung des Verhaltens einer besondern Klasse von Kettenbrücken mir 
zum Ziel gesetzt, derjenigen nämlich, welche von gewisser Stelle an 
nur positive Partial-Zähler und -Nenner haben. Ueber diese ergab sich 
dabei ein Satz, welcher sich am einfachsten so in Worte fassen lässt: 
„Man bringe durch Multiplication seiner Zähler und Nenner mit den 
geeigneten Factoren den zu untersuchenden Bruch in diejenige Gestalt, in 
welcher alle seine Zähler -f- 1 werden, und bilde aus den dadurch erhalte­
nen TheiInennern durch Addition eine Reihe: wenn diese convergirt, so 
divergirt der Bruch, und wenn sie divergirt, so convergirt er.“ Auf den­
selben Satz ist etwas später Stern in Göttingen in einer vom October 
1847 datirten und Ende 1848 im 38. Band von Crelle’s Journal (Nr. 12) 
erschienenen Abhandlung **) gelangt: auch er hat seine Betrachtung 
auf die bezeichnete einfachste CIasse von Kettenbrüchen eingeschränkt, 
und es ist mir nicht bekannt, dass seitdem etwas weiteres in ähnlicher 
Richtung geleistet worden wäre. Eine allgemeine Untersuchung dieser 
Brüche stösst nämlich auf die Schwierigkeit, dass man im Voraus nicht 
einmal eine allgemeine Kenntniss von dem Gange der Näherungsbrüche 
hat, von welchen man entscheiden soll, ob sie sich zuletzt einer be­
stimmten Grenze anschliessen. Ist eine Reihe vorgelegt, deren Conver- 
genz beurtheilt werden soll, so sieht man schon aus den blosen Vor­
zeichen ihrer Glieder, ob die Summen von immer wachsenden Anzahlen 
derselben zuletzt beständig zu- oder abnehmen oder schwanken, und die 
Unterscheidung dieser Fälle gewährt eine wesentliche Erleichterung. 
Ganz ähnlich ist das Verhalten continuirlicher Producte: in den meisten

*) „Untersuchungen über die Convergenz und Divergenz dor Kettenbriiche/1 
München 1846.

**)' ,,Ueber die Kennzeichen der Convergenz eines Kettenbruchs.11



Fällen sieht man ganz unmittelbar, ob zuletzt die Factoren, aus welchen 
sich dieselben zusammen setzen, grösser oder kleiner als Eins sind, und 
welchen Gang in Folge dessen die Producte einer wachsenden Factoren- 
zahl zuletzt nehmen. Dagegen hängt das Verhalten eines Kettenbruchs 
bei gleicher Einfachheit der Grössen, aus welchen er sich zusammen­
setzt, von ungleich complicirteren Umständen ab: hat man nicht einen 
solchen der vorhin bezeichneten allereinfachsten Classe vor sich, so 
muss man sich erst nach besondern Kriterien umsehen, um auch nur 
einigermassen beurtheilen zu können, in welcher Weise seine Näherungs­
brüche zuletzt fortschreiten. Einiges was Memit zusammenhängt, soll 
in dem Folgenden mitgetheilt werden: weil es aber in dem allgemeinen 
Falle kaum möglich scheint, etwas weiter vorzudringen, so werden den 
hauptsächlichsten Gegenstand der vorliegenden Arbeit hernach solche 
Brüche ausmachen, die bei negativen Partialzählem positive Partialnenner 
haben: diese bilden gewissermassen die Normalklasse, denn Reihen von 
Grössen, die zuletzt immer in Einem Sinne fortschreiten, führen aut 
solche Brüche, doch sind auch gewisse andere Reihen durch Brüche 
derselben Art repräsentirt.

1.

Es sei angenommen, der vorgelegte Kettenbruch sei folgender:
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(wobei m < n)
das von bm bis bn (beide inclusive) reichende Stück desselben sei be­
zeichnet mit v .

D

bei welcher Bezeichnung ich mir erlauben werde, den ersten Index (in) 
alsdann wegzulassen, wenn derselbe — o ist, so dass der ganze Bruch 
nach Belieben mit v0, „ oder blos V11 bezeichnet werde. Verwandelt man 
den Kettenbruch vm,„ nach dem gewöhnlichen Algorithmus, also ohne 
Einführung unnöthiger Factoren, in einen ihm gleichen gemeinen Bruch, 
so möge der Zähler des letzteren mit Zm, „, sein Nenner mit Nnil „ be­
zeichnet sein, so dass

2Ί v — nJ vm, „ — -----

wobei die Grössen Z und N sich recurrirend berechnen aus den Gleich­
ungen

wobei übrigens auch allgemein ist:

Bei den Z und N werde ich ebenso wie bei v nur den zweiten 
Index schreiben, wenn der erste ~ o ist:



Als Folge der Gleichungen 3) ergibt sich die bekannte Relation
6) Zm, n + i Nm,'n - - - - -  Zm, n Nm, τι + 1 — (' 1 ) ™ mBm * i Amj..* Om 4. 3 . . . 8n+ I

und aus dieser wieder, speciell für den Fall m — o, die nachstehenden
η β. «· 3 o 3 ο · · 3n Ψ· i

7) Vn + , — Vn — (— 1) -

und

8) Vn+
S1 a2 , ata2a3 
N1N2' N2N3N0N1 N1N2 1 N2N3 ·*' 1 v '/ NllNn.;

Durch die letztere Gleichung wird der Kettenbruch verwandelt in 
eine Reihe, welche man ihm äquivalent nennen kann, in so ferne nicht nur 
die Summe der ganzen Reihe dem Werthe des vollständigen Bruches 
gleich ist, sondern auch die Summen von einem, 2, 3, 4 u. s. w. Glie­
dern der Reihe alle consecütiven Näherungsbrüche \r0, V1, v2, v3, . . . 
wiedergeben. Weil indessen das allgemeine Glied der Reihe nur in 
Ausnahmsfällen explicile hergestellt werden kann, so ist damit die Un­
tersuchung des Bruches im Allgemeinen keineswegs auf die Theorie der 
Reihen zurückgeführt.

Ist irgend ein Kettenbruch vorgelegt, so bieten sich hauptsächlich 
zweierlei Methoden zu seiner Umgestaltung in einer andern dar. Die 
erste derselben lässt nicht nur den Werth des ganzen Bruches, sondern 
auch alle seine einzelnen Näherungsbrüche unverändert: sie besteht näm­
lich einfach in der Multiplication der einzelnen Zähler und Nenner mit 
willkührlichen Factoren A, die nur nicht Null und nicht Unendlich sein dürfen

9) Vn h0 -f-
RA1 at

A1 b,+ A‘
A2 b2 A2 A3 a3

A3 b3 +

A-n — i An
An frn

Ψ

1

■ J



Bezeichnet man momentan mit 3 und 91 die Zähler und Nenner der Nä­
herungsbrüche des so umgestalteten Kettenbruchs, so hat man dabei 

j Sr — A1A2 ... Ar Zr 
} I 9?r = A1 A2 . . . Ar Nr

woraus sich, um dies im Vorbeigehen zu bemerken, auch ergibt, dass 
in der Form 9) Jeder Ketlenbruch enthalten ist, der mit dem ursprüng­
lich vorgelegten dieselbe Reihe von Näherungsbrüchen hat, oder ihm 
äquivalent ist.

Das Faclorensystcm A1, A2 . . An kann benützt werden, um, der 
v ollen Allgemeinheit unbeschadet, das Willkührliche in der Form eines 
Kettenbruches zu beseitigen, indem man jeden auf eine beliebig ge­
wählte Normalform reducirt. Man könnte den Gedanken haben, zu die­
ser Form eine derjenigen besondern Gestalten zu wählen, aus welcher 
der Bruch sich in eine vollständig angehbare Reihe verwandeln lässt, 
(welches am einfachsten dann geschieht, wenn die N0, N1, N2 . . . 
in Gl. 8. sämmtlich = 1 gemacht werden); ein solcher Versuch wird 
indess durch den Umstand vereitelt, dass die Bestimmung der A gemäss 
der angedeuteten Bedingung zwar immer möglich ist, aber diese Fac- 
toren sich dabei selbst nur durch Kettenbrüche immer zunehmender Glie­
derzahl ergeben, so dass man sich nur in einem Cirkel bewegen und 
aus dem Gebiete, in welchem man sich einmal befindet, nicht hinaus­
kommen würde. Man kann daher keine passendere Wahl der Factoren 
A treffen, als diejenige, durch welche die Zähler des Bruches in 9) 
sämmtlich auf Eins gebracht werden: die negative Einheit empfiehlt sich 
dabei vor der positiven durch verschiedene Rücksichten, von welchen 
die Betrachtung, dass mit a f= -f- 1, nicht wie mit a r — 1 die alter- 
nirenden Zeichen der Reihe 8) in gleiche Zeichen übergehen, die zu­
nächst sich darbictende, aber nicht die erheblichste ist*). Die Be-

Ü Wichtiger ist schon die Bemerkung, dass, wenn alle Partialzähler auf ne-
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Stimmung der Aj durch welche alle Zähler des umgeformten Bruches 9.) 
zu 1 werden, ist enthalten in den Gleichungen:

10) A
1 · a 2 a4 &2r- 2

2 r L2r = + L1 a3 ä2 r- 1
8-1 83 Ug . . . a2r- 1 ' 8-2 84 . . . ä2r

welche immer brauchbare Werthe geben, da die Ausnahmsfälle, wo eines 
der a mit endlichem Index o oder unendlich wäre, ohnehin keine 
Untersuchug erheischen. Mnn kann daher, ohne von der Allgemeinheit 
etwas aufzuopfern, annehmen, dass alle Theilzähler des vorgelegten Ket­
tenbruches auf den Wwth — 1 gebracht seien; diese Gestalt des 
Bruches werde ich im Folgenden zur Abkürzung seine reducirte Form 
nennen.

V--'.

ioiiiah ):,viad isob . <m· ·■■· π·»ν'
Eine zweite Art von Transformation eines gegebenen Kettenbruches

v besteht in der Ableitung eines andern V, dessen einzelne Näherungs­
brüche V0, V1, V2 . . . nicht wie bei der ersten Art allen Näherungs­
brüchen v0, V1, V2 ... des ursprünglichen der Reihe nach gleich 
sind, sondern nur bestimmte ausgewählte unter denselben wiedergeben, 
so dass z. B. sei V0 rv vm, V1 — vp, Y2 — vq, V3 = vr„ etc., wo 
in p <C 9 r <Z ■ · · Einen Bruch V, welcher in solchem 
Zusammenhänge mit v steht, kann man einen aus dem letztem contra- 
Inrten nennen: es ist leicht Formeln abzuleiten, welche zur Ausführung 
solcher Zusammenziehung dienen. Weil nämlich allgemein der Bruch 
vt,, k übergeht in den vollständigen νξ« (dessen Näherungsbruch er ist)

galive Werthu gebracht sind, ein positives Increment. an irgend einem der 
Partialnenner angebracht, immer auch eine positive Aenderung des Bruches 
selbst erzeugt, so lange er nur bei der Yariation des Nenners nicht durch 
das Unendliche geht. Man hat nämlich immer die leicht zu erweisende
Differentialgleichung.·

-ivAff = (— i)
dbn 1 ;

{Λ wenn in <C n C p 
\ N111,P /

7tAbli1 d. II. CI. d. k. Ak. d. Wiss. VII. Bd. III Ahth.



äic-iiwenn man an die Stelle von bk treten lässt hk +- ---- —, so hat man
Vk + ijoo

Vh,

(ak+i \
bkI Zi,,k-i -(- akZh,k-2 Zh,k+Zh,k-i

Vk-H )GO /

(bk

Vk+1, CO

ak+i

akT I
Vk+ l tct

ak+i

Vh,k -+

, / Nt,k-1 ■+■ akNh,k-2 Nh,k+N[,,k-i
Vk+ l^oo Vk-r 1 ;oc

k—k
£ ■ 1) äh + I äh +2 äh + 3 * · . äk+ 1 *· Nh, k

Nh,k-,
Nh,k

ak+< —(— vk ·κ I

Setzt man hier nach und nach für h und k zusammengehörige 
Werthe aus den beiden Reihen

für h 
o

m -+ t 
P+l 
q+ 1

etc.

für k 
m 
P 
q
r

etc.

und wendet jede folgende Gleichung dieser Art auf den Ausdruck zur 
Rechten in der vorhergehenden an, so wird dadurch der gegebene 
Bruch in einen solchen transformirt, in welchem an die Stelle von 
bo j > b2 > b3 ■ · · die Grössen treten:

11) Vo,m
No,m — l
Νο,ηι äm+i “ * Vm+ 1 ,p

Nm+ l ’V-i ■+" Vp+l<qNnl+ l äp+ I
’P

Np+I, 
Np + , aq+i + Vq+ Ift

etc.,



während gleichzeitig die at , a2 , a3 . . durch folgende Ausdrücke 
ersetzt werden:

(— l)m U ^ 0-2 ' * ■ ^ΙπιΨ i · N o,m
( " 1 )F m 1 Um + 2 Um-i*3 - · Up ψ i . N m + , >p
(' — !)***’ 1 Up_j. 2 Upψ . . . <1 q-’r i · N p+1 .q

etc.

Die aufeinanderfolgenden Näherungsbrüche V0 , V1 , V2 , V3 , . 
dieses neuen Bruches werden alsdann, wie gefordert, den Gleichungen 
genügen:

V0 = vm , V1 Z= V11 , V2 = vq , V3 - vr etc,

In jedem besondcrn Falle der Anwendung sind für die in 
11) rechts noch vorkommenden Grössen N und v ihre Werthe, ausge­
drückt durch die a und b, zu setzen, was keine Schwierigkeit hat, da 
diese Grössen nur mit einer beschränkten Anzahl von Gliedern zu bilden 
sind. Uebrigens geben die Ausdrücke 11) nur Einen von den unendlich vie­
len continuirlichen Brüchen, welche die gestellten Bedingungen erfüllen; 
um den allgemeinsten Ausdruck eines solchen Bruches zu erhalten, 
müsste man noch, nach Analogie der Gl. 9) den einzelnen Theilzählern 
und Nennern beliebige Factoren A beifügen.

Wenn es sich um Convergenzuntersuchungen handelt, so darf (im 
Gegensatz gegen die erste Art der Umformung) die Zusammenziehung 
eines Kettenbruches in einen andern offenbar nur mit gewissen Cautelen 
angewandt werden, denn da zur Convergenz erforderlich ist, dass zu­
letzt alle Näherungsbrüche sich einer bestimmten Grenze nähern, der con- 
trahirte Bruch aber nur mehr eine AuswmhI der Näherungsbrüche in sich 
sohliesst, so ist es sehr möglich, dass dieser convergirt, während der 
ursprüngliche divergirte; ganz ebenso wie etwa die divergirendc 
Beihe :



1_2 3_4 5 6 .
2 3^4 5 + β ” 7 + ' '

in die convergirende übergehen würde,
1 _ 1 1

2.3 “ 4.5 ~™ 6.7

wenn man sich erlauben wollte, je zwei aufeinanderfolgende Glieder der 
erstem zu Einem zu vereinigen.

2.

In vielen Fällen wird die Untersuchung des Verhaltens eines Ket­
tenbruches bequemer, wenn man zu ihrem Gegenstände zunächst nicht 
den ganzen vorgelegten Bruch macht, sondern seine Ergänzung, von 
irgend einer beliebigen Stelle an. Bezeichnet man die Ergänzung, 
welche zu bm in dem Bruehe v0, m hinzugefügt aus diesem den vollstän­
digen Bruch Vdl00 macht, mit Em-H, so dass Em+, gleichbedeutend

so findet zwischen v„,m, v»,«, und Em+1 eine sehr

einfache Beziehung statt, welche in derselben Gleichung ausgesprochen 
ist, die in §. i zur Ableitung der Transformationsformel 11) gedient 
hat. Wenn man nämlich in dieser Gleichung anstatt h . . o, anstatt

k . . m und anstatt VkH,® . . . schreibt, so erhält man so-

j 2) Vo.oo — Vo1 m f l)m a,a2a2a3 . . . amNm(Nm _[_ Nm_! Em+,)
welche Gleichung natürlich auch richtig ist, wenn E selbst nicht in's 
Unendliche fortläuft, sondern irgendwo abbricht, wo dann unter v„j0o 

ebenfalls der abbrechende Bruch zu verstehen ist, welcher mit E gleiches 
Ende hat. Denkt man sich, dass E auf irgend eine Weise verändert



werde um δΕ '(etwa in Folge einer Verlängerung die man ihm selbst 
an seinem Schlüsse hinzufügl) so wird der eben bezeichnete Bruch eine 
correspondirende Aenderung Δν an nehmen, welche sich aus Gl. 12) in 
folgender Art ergibt:

δΕ
13)Δν=(— i)m a, a2 a,.. am , Em,,) (N«+N-, EmiT+Nm-, ΔΕ)

In Bezug auf die Convergenz oder Divergenz kann E ein dreifaches 
Verhalten zeigen: 1) es kann bei wachsender Gliederzahl sich einem 
bestimmten Werthe nähern: alsdann wird nach Gl. 12) auch der mit 
früheren Gliedern a und b anfangende und ebensoweit als E fortlau­
fende Bruch Y0, c/o dasselbe thun, so ferne nicht zufällig der Grenzwerth 

Nvon E =: — — ist, in welchem Ausnahmsfall v zuletzt Werthe an­

nimmt, welche ausserhalb aller endlichen Schranken fallen; 2) es 
kann E selbst zuletzt, unendlich werden; alsdann wird V0.* offenbar 
zuletzt denGrenzwerth annehmen=: v„, ™-ι, also convergent sein mit Aus­
nahme des besondern Falls Nm.i =0; — endlich kann 3) E bei immer 
wachsender Gliederzahl zuletzt regellos hin und her schwanken; — alsdann 
wird v sich ebenso verhalten.

Es treten sich also zwei HauptlalIe gegenüber: 
a) Convergenz oder auch Divergenz gegen + ao 
ß) oscillirende Divergenz (Fall 3.)

von der Geltung, dass jederzeit der ganze Bruch v sich in demselben dieser 
beiden Fälle befindet, wie seine von irgend einer Stelle an genommene 
Ergänzung E; hat man bei der letzteren den IIaupLfall a, so ist eine 
sehr grosse Wahrscheinlichkeit für die Comergenz des ganzen Bruchs 
vorhanden, indem die Divergenz nur Folge der Erfüllung ganz specieller 
Gleichungen sein kann. Die Divergenz gegen + 30 erscheint daher bei



Kettcnbfiichen (anders als hei Reihen) da wo sie vorkommt als etwas 
Zufälliges: sie macht sofort der Convergenz Platz, wenn ein Einziges 
der a oder b verändert, oder wenn dem Bruche an seinem Anfang. ein 
Glied beigefügt oder weggenommen wird. In den meisten Fällen wird 
es, wenn einmal constatirt ist, dass man sich im Hauptfalle « befinde^ 
nicht schwer sein nachzuweisen, dass die Bedingungen der Divergenz 
gegen + oc nicht zu treffen.

In Folge des Umstandes, dass die Kettenbruchform dieser Art der 
Divergenz nicht günstig ist, können bei solchen Brüchen auffallende 
Discontinuitäten zum Vorschein kommen. Verwandelt man z. B. die 
Reihe

X X2 , X3

1 2 3
in einen ihr äquivalenten Bruch (etwa nach Gl. 8), indem man der Ein­
fachheit wegen alle N = 1 macht,) so erhält man

x

+

Nun ist die Reihe = log. (1 -j- x), so lange x2 < 1 ist, den 
Fall x = -j- 1 eingeschlossen; wird hingegen x )> 1 , so divergirt 
die Reihe gegen oc, indem nämlich, wenn dabei x negativ ist (den Fall 
—fI eingeschlossen) der beständig negative Zahlenwerth ihrer Summe ohne 
Ende wächst, während, wenn x positiv und )> 1 ist, zuletzt die Sum­
men von ungeraden Anzahlen ihrer Glieder über jede positive Grösse 
hinaus fortwährend steigen, während die Summen von geraden Glieder-



Anzahlen unter jede negative Grösse herab sinken. Identisch den­
selben Gang haben in allen Fällen die Näherungsbrüche des Ketten­
bruches, welcher der Reihe gleichgeltend ist; die Divergenz gegen un­
endliche Werthe, welche demnach auch hier au !treten muss, wenn 
X2 > i ist, kann aber nur dadurch hervorgebracht werden, dass der 
Bruch

i x +
- x +

gegen die constante Grenze — 1 convergirt, wenn x == — 1 oder 
X2 > 1 ist, während derselbe Bruch nach der variablen Grenze 

x — 1 convergirt, so oft x2 < 1 ist, den Fall x
log. (1 + x)
eingeschlossen, ßei dem Uebergange von x = + 1 auf Werthe, die 
um beliebig wenig grösser sind, findet in dem Gange der Function, die 
durch den immer cony ergir enden Bruch ausgedrückt ist, ein plötzlicher

Sprung von dem Betrage Statt. Sollen bei Reihen ähnliche Er­

scheinungen zu Tage kommen, so müssen bekanntlich die einzelnen 
Glieder derselben ungleich complioirtere Functionen von x sein, als hier 
die Partialzähler und Nenner sind, aus welchen der Bruch constituirt ist. 
Uebrigens versteht es sich, dass hier, ähnlich wie bei den Reihen, die 
Discontinuität nur dadurch möglich wird, dass in der unmittelbaren Nach­
barschaft des Werthes x = 1 Werthe von x angebbar sein müssen, 
für welche der Index m, bis zu welchem man bei der Berechnung des 
Bruches fortgeschritten sein muss, um seinem Grenzwerth bis auf hoch-
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stens die kleine aber bestimmte Grösse p nahe gekommen zu sein, grösser 
ist, als eine beliebig grosse Zahl M*).

3.
Wenn eine beliebige Reihe von reellen Grössen v0, V1; v^,'. . . 

gegeben ist, so kann man vermittelst Gl. 7) sofort einen Kettenbruch 
aufstellen, welcher diese v zu Näherungsbrüchen hat. Man hat dabei 
noch eine Willkühr, vermöge deren man etwa die a wählen, sie z. B. 
— — 1 setzen kann; die Gleichung 7) ergibt dann der Reihe nach 
die Werthe der N, mit Hilfe deren man aus der 2ten Gl. in 3) die b 
findet. Zwischen den Vorzeichen der b und zwischen dem steigenden 
oder sinkenden Gange der v findet dabei ein sehr einfacher Zusammen­
hang statt, welcher ausgesprochen ist in der aus 3) und 7) hervor- 
gehenden Gleichung:

14) bn + 1 (— D
,!+1 1 2 ^ 3 cln-r i

Nn Nn J Yn-
■V.+ Vn

i
" V i

Am elegantesten stellt sich diese Relation dar, wenn alle a = —A 
angenommen werden, also wenn der Kettenbruch in reducirter Form 
verlangt wird; für diesen Fall lässt sich in Worten die folgende Regel 
aufstellen: Um das Vorzeichen von bIl+ t zu bestimmen, nehme man von 
den beiden Intervallen vu-i . . . vn und v„ ... vn*i das kleinere: ist 
dieses sinkend, so ist bn+i -positiv, ist es aber steigend, negativ. 
ko — vo ist die einzige dieser Grössen, auf welche die Regel nicht 
passt; auf F1 kann sie ausgedehnt werden, wenn man das Intervall

z , 1V-, ... v0 als unendlich gross ansieht. (JA — .pr =

*) Vergl. meine „Note über eine Eigenschaft der Reihen, welche discontinuir- 
liche Functionen darsleilen,“ Bd1 V. Abth. II. dieser Denkschriften.
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Wenn man sich alle möglichen KeUenbriichc erst in die reducirte 
Form gebracht denkt, und hierauf in Classen in der Weise abgetheilt, 
dass bei allen Brüchen derselben Classe die Aufeinanderfolge der Zeichen der 
Partialnenner b dieselbe sei, so erweist sich jetzt unmittelbar, dass es 
keine privilegirte Classe gibt, welche entweder nur convergirende oder 
nur divergirende Brüche in sich schlösse. Denn man kann sogleich 
nach Belieben convergirende oder divergirende Brüche aufstellen, welche 
in irgend eine vorgesehriebene Classe gehören. Um das Ersterc zu 
thun, denke man sich irgend eine convergirende Reihe

Hl + i?2 + i?3 + ' · ·

deren Glieder sämmtlich positiv sein und beständig abnehmen mögen:
Q1 /' H 2 /* H ά · · · /" 0

wähle hierauf eine Grösse v0, die dasselbe Vorzeichen hat, welches b0 
haben soll, und bilde v, , V2 , vs . . . indem man setze

Y0 — V1 — + Q1 je nachdem bt + sein soll
V1 — v0 rz + ρ2 je nachdem b2 + sein soll
v2 — v3 — + p3 je nachdem b3 + sein soll

etc.

Die auf solche Weise berechneten v. werden Näherungsbrüche eines 
Kettenbruches sein, dessen b, zufolge der obigen Regel, wirklich die 
vorgeschriebenen Zeichen erhalten; zugleich wird dieser Bruch sicher­
lich convergircn, denn es ist für ihn

Vm — vO ί .?1- ί ?2 ί ?S t · * 1 i ?«>

welche Reihe, in s Unendliche fortgesetzt, selbst dann convergirt, wenn 
alle ihre Glieder gleiches Zeichen haben.

Auf ganz ähnliche Weise wird das Vorhandensein divergirender 
Brüche in jeder Classe bewiesen, indem man statt der ρ sich eine 
Reihe positiver Grössen a denkt, von der Art, dass

Gl > y2 > > ' · · > S
Abh. d. II. CL d. k. Akad. d. Wiss VII. BdJIl ABth.



wo s eine positive von Null verschiedene Grösse VorsteEt7 so dass die 
Beihe

+ Gi ± eI ± 0S ± * · ' ·
in allen Fällen divergent sein muss.

Man könnte geneigt sein, statt solcher Grössen a , hier eine Reihe 
von Grössen τ zu Grunde zu legen, von der Art, dass

O < T1 < T2 < τ3 < . . . ,

Wenn der Versuch gelänge, in allen Fällen die Unterschiede der 
conseculiven v der Grösse nach solchen τ gleich zu machen, und da­
bei ihre Vorzeichen so zu bestimmen, wie es der Regel über die Zeichen 
angemessen ist, so wäre damit bewiesen, dass es in jeder Classc von 
Kettenbrüchen nicht nur überhaupt divergirende gäbe, sondern sogar solche, bei 
welchen die Unterschiede der Näherungsbrüehe immer grösser werden. 
Der Umstand, an welchem dieser Versuch in der That scheitert, führt 
auf eine nicht uninteressante Bemerkung. Damit nämlich nach der obi­
gen Regel bei immer wachsenden Intervallen der v die im Voraus be­
stimmten Zeichen der b sich richtig ergeben, müsste man hier machen: 

t Va — V1 = + T1 je nachdem bL + sein soll
1 v(i — V1 = + T1 je nachdem b2 + sein soll

V1 — V2 — + T2 je nachdem b3 + sein soll
v2 — V3 + T3 je nachdem b4 + sein soll

etc.

Es treten also für das Vorzeichen von v0 —V1 zwei Bedingungen 
auf, welche einander widersprechen, im Falle für b, und h2 verschie­
dene Zeichen vorgeschrieben sind. Man könnte die doppelte Bestimmung 
des Zeichens auf das nächstfolgende Intervall wälzen, und dabei doch 
zuletzt stets wachsende Unterschiede behalten, wenn man die immer po­
sitiven τ eine Reihe dieser Art bilden Hesse:

T1 > T2 < T3 < T4 C . . .



wird aber hier auf dasselbe Hinderniss stossen, wenn auch b2 und b3 
verschiedene Zeichen haben. Es bleibt nun wieder die Zuflucht zum 
nächsten Intervall, und von diesem zum nachfolgenden, und so ferner: 
kurz, wenn br und br+i das erste Paar consecutiver b sind, welche 
gleiches Zeichen erhalten sollen (das Paar b0,bI ausgeschlossen), so 
denke man sich die positiven Grössen τ so angeordnet, dass

Ti > T 2 > T3 > ♦ · · > Tr < < Tl"1"2 < · · ·

ist, und mache, nachdem für V0 eine Grösse von dem Vorzeichen von 
b0 gewählt worden ist:

V0 — V1 = + T1 je nachdem b, ± sein soll
V1 — V2 = ± r2 77 77 b2 ± 77 77

V2 — V3 = + T3 77 77 b3 + 77 77

Vc-1 ---- Vr — ± Tr r> 77
br ± 77 77

Vr-I ---- V1- = + Tr 77 77 bri,. ± 77 77

Vr ---- Vri1 = ±j 4-1 ?? 77 bri 2 ± 77 77

vr+i---- Vr 4· 2 ---- ± · 4- 2 77 » br + 3:± 77 77

cs werden dann V07V15V2 . . . Näherungsbrüche eines Kettenbruches 
der geforderten Classe, welcher nicht bloss divergirt, sondern zuletzt fort­
während (und wenn man will über alle Grenzen) wachsende Unter­
schiede der v gibt. Nur in dem Einen Fall kann ein solcher Bruch 
nicht gebildet werden, wenn in der Reihe der Grössen B1 , b2 , b3 . . . 
nirgends zwei auf einander folgende von gleichem Vorzeichen sich be­
finden, d. h. wenn ein Bruch verlangt wäre, bei. welchem, wenn er in 
die reducirte Gestalt gebracht ist, die Zeichen der Thcilnenner beständig 
alterniren. Es ist dabei wesentlich einerlei, ob der erste von ihnen (I)1) 
positiv oder negativ sein soll, denn nach Gl. 9) kann der eine Fall 
auf den andern zurückgeführt werden, indem man alle A = — 1 setzt 
und die Gleichung mit — 1 multiplicirt. Auch sieht man , dass die 
Brüche dieser ausgezeichneten Classe (nöthigenfalls nachdem sie mit 
— 1 multiplicirt worden sind) dieselben sind, welche sich, wenn man

?3*



die reducirte Form verlässt, mit lauter positiven Partial-Zählern und 
Nennern schreiben lassen, denn macht man in 9) die A abwechselnd 
— — 1 und -jT 1, so werden, wenn zuvor alle a negativ waren 
und die b alternirende Zeichen hatten, jetzt alle Zeichen positiv wer­
den. Die bekannte Eigenschaft dieser am häufigsten betrachteten Classe 
von Kettenbrüchen, wornach zwar auch in ihr Divergenz möglich ist, 
aber doch die stärkste Art derselben, nämlich zuletzt beständiges Wach­
sen der Unterschiede der Näherungsbrüche nicht verkommen kann, — 
bildet demnach eine Auszeichnung, welche dieser Classe allein vor allen 
übrigen zukommt.

Nach dieser begünstigten Catcgoric, für welche die Untersuchung 
der Convergenz oder Divergenz allgemein auf diejenige von Reihen zu­
rückgeführt ist, haben den nächsten Anspruch auf unsere Betrachtung 
die Kettenbrüche, welche in ihrer reducirten Gestalt entweder nur po­
sitive oder nur negative Theilnenner haben. Ich werde annehmen, sie 
seien positiv: der entgegengesetzte Fall kann auf diesen zu rück ge führt 
werden nach Gl. 9), indem man alle A ~ —- 1 setzt und den ganzen 
Bruch mit — 1 multiplicirt. Nach dem Gesetze, welches bei Brüchen 
von reducirter Form für die Zeichen der b gilt, ist cs leicht anzugeben, 
welchen Gang die Näherungsbrüche eines solchen Kettenbruches mög­
licher Weise haben können (s. 61. 14): die Norm bildet ein regel­
mässiges Sinken, dasselbe kann aber an beliebigen Stellen durch ein 
Steigen unterbrochen sein, mit der Beschränkung, dass nie zwei stei­
gende Intervalle auf einander folgen dürfen (v„-, — v„ und v„—v„r, 
nicht gleichzeitig negativ), und dass, wo ein solches vorkommt, das­
selbe grösser sein muss, als jedes der beiden sinkenden, zwischen wel­
chen es sich befindet*). Reihen mit nur negativen Gliedern sind also

*> Die Worte „sinkend^ und ,,Steigendii wären mit einander zu vertauschen,



Kettenbrüchen dieser CIasse äquivalent; Reihen mit ausschliesslich po­
sitiven Gliedern eben solchen mit — I multiplicirt; aber Brüche der 
nämlichen Art können auch ganz verschiedene Reihen repräsentiren, z. 
B. solche, deren Glieder abwechselnd negativ und positiv sind, und wo 
jedes positive grösser ist, als die beiden negativen, zwischen welchen 
es steht, so dass sie, um es so auszudrücken, einen terrassenartigen 
Gang zeigen. So kann es auch Vorkommen, dass die v zuletzt sich 
verschiedenen Grenzen nähern, (oder auch wohl denselben völlig gleich 
werden) je nachdem ihre Indices, durch irgend eine bestimmte ganze 
Zahl p dividirt, verschiedene Reste lassen (welches ein besonderer Fall 
einer Art von periodischer Divergenz sein würde) u. s. w. Bei einem so 
weiten Felde der Möglichkeiten wird cs passend sein, sich nach weiteren 
Hilfsmitteln umzusehen, welche wenigstens in gewissen Hauptfällen 
etwas nähere Anhaltspunkte für die Beurlheilung des Fortgangs des 
Bruches bieten.

Ist ein Kettenbruch in reducirter Form vorgelegt
1

welcher gleichgeltend ist mit der Reihe
v0 — (V0-V1) ~ (V1-V2) - 

1 1 1 
" " " N1 N2 'N0 N1 N2 N3

15) bO -f gl + S2 + Si + · · ·

wenn a, — -+ 1 und nur die folgenden a = — 1 wären, oder, wras das­
selbe ist, wenn man sich den ganzen Bruch mit —1 multiplicirt denkt.

dmJbi: · Acj >< $|: 1
v-F Am

' ’.ΐ'ίί dltS: J 
I«! i y-pB i

.
I- SAiI

IiiH :i|; I
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so kann man zwar, der Weitläufigkeit der erforderlichen Operationen 
wegen, das allgemeine Glied gm dieser Reihe nicht explicitc, durch die 
h ausgedrückt, hersteilen, doch lässt sich eine gewisse Combination von 
drei auf einander folgenden Gliedern leicht auf die gegebenen Grössen 
zurück führen, und gibt dadurch eine Grundlage für gewisse Schlüsse, 
fin gegenwärtigen Falle, wo die a ~ — 1 sind, hat man nämlich

K+i + N,
ebenso

Nn —J- Nn-2 ---- 'bn Nn—i

also

oder auch, weil gn ist, etc.

welche Gleichung nur eine Ausnahme erleidet für n — O oder n 1 
in welchen Fällen an ihre Stelle die folgenden treten*):

1
Si16 a)

*) Bei einem Kettenbruche, dessen TheiIzahIer a in irgend einer Weise fixirt 
sind (z. B. - — 1 gemacht) sind die Werthe der Producte auf einander 
folgender h (von der Form bn b,, + ,) von wesentlicherer Bedeutung als die 
einzelnen b. Denn man kann nach GL 9) mit einem beliebigen Factor 
gleichzeitig alle b von geradem Index multipliciren und die von ungeradem 
Index dividiren (oder umgekehrt), wodurch man nur allen Näherungs­
brüchen denselben Factor beifügt. Bei dieser Transformation, welche die

9
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Setzt man für den Augenblick die Verhältnisse auf einander fol­
gender Glieder der Reihe

§» _ gn-r t
g-. ~ η" ’ gT~ —

so steht die Gleichung 16) auch so:

bn b„+, = 1 -f tjn 4- — 4-^nfl ^n+1
woraus sich unter Andern folgendes ergibt:

cO Soll die dem Kettenbruche äquivalente Reihe von irgend einer 
Stelle an keinen Zeichenwechsel haben, so müssen von hier an 
alle Producte auf einander folgender b sicherlich grösser sein 
als 1.

ß) Sollen gleichzeitig die Glieder der Reihe zuletzt immer abnehmen,
\

so müssen die b„ b„+i grösser sein als 2 (weil —— hier ein un-
?]n + I

echter Bruch ist).
y) Dasselbe muss der Fall sein, wenn die Glieder der Reihe zu­

letzt immer zunehmen sollen [ηη > j). 
d) Sollen die Glieder der Reihe (keinen Zeichenwechsel haben und) 

zuletzt immer rascher abnehmen, so müssen die b„ bn4., grösser

sein als 3. Γ—— und ~~ sind hier unechte Brüche).

«0 Dasselbe muss der Fall sein, wenn die Glieder der Reihe zu­

letzt immer langsamer zunehmen sollen (?;„ und -^n- unechte
t]n + 1

Brüche).
O Sind die b» 611ψ, alle kleiner als -j- 1, so können in der Reihe nirgends 

mehr als zwei aufeinander folgende Glieder gleiches Zeichen haben.

Verhältnisse der v zu einander nicht alterirt, ändern sich alle einzelnen b. 
während die Producte von je zwei consecutiven ihre VVerthe behalten.



Diesen Scliliissen lassen sich einige ähnliche anreiben, welche sich 
auf andern Wege ergeben. Setzt man nämlich bei einem Bruche, der 
bereits in reducirter Form gedacht wird,

17) bn + ι — 2 -J- £„+i (für n > o)
so nimmt die zweite der Gleichungen 3) die Form an 

N11+1 — N11 ~ (N11 -— N11-1) —j— £» + ι Nn 
aus welcher sich sofort auch ergibt.

Nnri -—- Nn — Ni — Nq -)- fjNj —(- £'3 N2 -ψ* £4 N3 -j- ... -|- «u + i N11 
oder auch, wenn S1 (abweichend von den übrigen t) durch die Gleich­
ung dcfinirt wird:

17 a) b, — 1 —f- s {
so hat man

18) IN n fl -- 1Nn —: S1 |-j~ S2Nj SgN2 ■ ■ ■ —j— £|i + 1 Nn

Hieraus ist sofort klar, dass, wenn in einem vorgelegten Ketten­
brücke kein negatives ε vorkommt, derselbe auch nur auf positive, und 
immer zunehmende, N führen kann, d. h. dass in diesem Falle der be­
ständig und immer langsamer sinkende Gang der Näherungsbrüche nie­
mals eine Unterbrechung erleiden wird. Ein solcher Bruch wird zu­
gleich, wenn nicht alle seine s — 0 sind, convergiren, weil für ihn 
(zufolge Gl. 18) die Grössen N in der Reihe 8) wenigstens eben so 
schnell als die Glieder einer arithmetischen Reihe zunehmen.

Ein entgegengesetztes Verhalten ergibt sich, wenn man annimmt, 
dass von irgend einer Stelle an in dem Bruche keine positiven s mehr 
Vorkommen, während negative e, die dabei ihrem absoluten Werthe nach 
grösser seien als eine (beliebig kleine) Grösse λ immer aufs Neue auf- 
treten sollen, soweit man auch Fortgehen mag. In diesem Falle beweist 
man leicht, dass die Reihe der Grössen N unendlich oft Zeichenwechsel 
haben muss. Denn wollte man im Gcgcnlhcil annchmen, N1, und alle



späteren N hätten einerlei Vorzeichen, so würde man, für ein n > p, 
die Gleichung 18) so schreiben können:

Nn + 1   Nn — P —|- C1) +1 Np -j— Cp +2 Np +1 —j— . . . —(- C11+ I Nn
wo P das Aggregat einer Anzahl der ersten Glieder rechts in 18) vor­
stellt, die beliebig wechselnde Vorzeichen haben könnten, während die 
Glieder c,,+ , Np der Annahme nach alle einerlei Vorzeichen ha­
ben würden. Um die Ausdrücke zu fixiren sei etwa vorausgesetzt, dass 
Nu und alle spätem N positiv sein mögen. Alsdann wird die Reihe 
ίρ + ι Np -J-Cp + 2 Np + [-j—. . . nur negative Glieder enthalten. Ist nun da­
bei P positiv, so kann Anfangs diese Grösse die Summe der negativen 
Glieder, die darauf folgen, überwiegen. So lange dies der Fall ist, 
werden der Gleichung zufolge die positiven N im Wachsen begriffen 
sein (Nn+, > N„): in Folge dessen müssen, wenn man n immer grösser 
nimmt, am Ende der Reihe rechts immer aufs Neue Glieder hinzukom­
men, welche negativ und (abgesehn vom Zeichen) > ^ Np sind*). Diese 
werden bald den positiven Werth von P erschöpft haben, man wird also 
dahin gekommen sein, dass einmal Nn + , —- N„ negativ wird. Von die­
sem Augenblicke an müssen nun (weil Nff+= — Nn+, noch stärker ne­
gativ wird als Nn + , — N11) die Nimmer rascher abnehmen, bis sie durch 
Null gegangen sind, also, der Annahme zuwider, ein neuer Zeichen­
wechsel Statt gefunden hat. Dasselbe würde noch schneller eintreten, 
wenn schon P nicht einerlei Zeichen mit N1,, N1, + , etc. hat. Die Ab­
nahme der Zahlenwerthc der N, Selche, Einmal aufgetreten, immer ra­
pider werden muss, ist alsdann schon von Anfang an vorhanden.

Das Verhältnis bleibt ganz dasselbe, wenn man die Grössen N1, , 
Hp + ,,. . . welche hier positiv genannt worden sind, negativ voraus­

*) Wäre N1, zufällig — o, so würde man statt seiner N1,+ , nehmen, welches 
nicht gleichzeitig auch o sein kann, weil sonst nach GL 3) auch schon NP-, 
und dann auch Np-2,Np-3 ... N0 — 0 sein müssten.

Abh. d. II. CL d. k. Xk. d. VY. VII. Bd. III. Abth.



setzen will) es sind alsdann in dem Beweise nur die Worte „positiv“ 
und „negativ“ mit einander zu vertauschen. Es ergibt sich also, dass 
in dem Falle, Von welchem die Sprache ist, wirklich unendlich oft ein 
Zeichenwechsel der Grössen N stattfinden muss. So oft dies der Fall 
ist, erhält die dem Kettenbruche äquivalente Reihe S) ein positives Glied 
oder das Intervall vn . . . vn + i ist steigend; weil aber dabei die b als 
positiv vorausgesetzt Werden (0 < — f. < 2) also nie zwei steigende 
Intervalle auf einander folgen können (s. §. 3 zu Ende), so wird bei 
einem Kettenbruch der besprochenen Art der im Allgemeinen sinkende 
Gang der Näherungsbrüche an unendlich vielen Stellen durch isolirte 
steigende Intervalle unterbrochen sein.

Man sieht, dass der Werth b — 2 eine Art von Scheide abgibt 
unter den Kettenbrüchen, welche in reducirter Form positive Nenner b 
haben. Sind von gewisser Stelle an alle b > 2, so gehört der 
Bruch zur regulären Classe von solchen, deren Näherungsbrüche immer 
in Einem Sinne fortgehn; kommen im Gegentheil von irgend einer Stelle 
an keine b > 2 vor, dagegen aber unendlich viele, die um etwas End­
liches unterhalb 2 liegen, so finden im Fortschritt des Bruches unend­
lich viele Sclnvankungen Statt. Der Fall, wro die Partialnenner ver­
mischt bald grösser und bald kleiner als 2 sind, bleibt dabei unbe­
rührt, sofern er nicht etwa in einzelnen Beispielen durch alternirendes 
Multipllciren und Dividiren der Theilnenner mit Ein und derselben Grösse 
auf einen der beiden bezeichneten zurückgeführt werden kann (Vergl. 
die Anmerkung zu S. 22). Ein näheres Interesse als dieser ganz un­
bestimmte Fall nimmt aber die Frage in Anspruch, wie sich solche 
Brüche verhalten mögen, deren b sich zuletzt von unten her der 2 als 
Grenze nähern.
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Weil die so eben hezeichneten Brüche den Uebergang zwischen 
den vorher betrachteten Fällen bilden, so wird man im Voraus erwar­
ten, es von der grösseren oder geringeren Geschwindigkeit, mit welcher 
hier die b der Zahl 2 sich nähern, abhängig, zu finden, ob der Bruch 
ein Verhalten zeigt, welches demjenigen der Brüche mit positivem e 

analog ist, oder ein ähnliches wie diejenigen, deren s negativ sind, 
ohne sich der Null zu nähern.: Diese Vermuthung bestätigt sich, indem 
es leicht ist, über das Gesetz, nach welchem die ) b sich der 2 nähern, 
Annahmen aufzustellen, welche nach WilIkiilir auf Einen oder den an­
dern der hezeichneten Fälle führen. Betrachtet man z. B. den Bruch, 
in welchem (wenigstens für alle m, die grösser sind als ein bestimmter 
Werth u) die Gleichung Statt finde

t 1
b,„ — 2 — — oder e„ — — ~

so wird leicht bewiesen, dass die Nenner N seiner Näherungsbrüche 
unendlich oft ihr Zeichen ändern. Denn wenn man annehmen wollte, 
dass an irgend einer Stelle, z. B- bei dem 'Uebergange von N1,-! auf 
Np zum letztenmal Zeichenwechsel Statt fände, so würde man, durch 
Betrachtungen, welche eine beinahe wörtliche Wiederholung des schon 
im vorigen §. über den ähnlichen Fall Gesagten enthalten würden, sich 
gezwungen sehen, einen neuen Zeichenwechsel zuzugestehen und so 
fort. Der gleiche Fall tritt immer ein, wenn die b sich der 2 von 
linten her so langsam nähern, dass die Reihe

—|— Sjut-i —j— £jh+2 —j— ... in in f.
(deren Glieder sämmtlich als negativ und < 2 vorausgesetzt werden) eine 
divergirende ist: in allen solchen Fällen wird der Gang der Näherungs- 
briiehe des Kettenbruchs, anstatt in Einem Sinne fortzuschreiten, an un­
endlich vielen Stellen Schwankungen erleiden. Umgekehrt lassen sich 
aber auch Brüche angeben, deren (negative) e so rasch abnehmen, dass 
die Näherungsbrüche ein analoges Verhalten zeigen, wie bei positi-
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vcn ε. Man nehme etwa an; es sei für alle m, welche einen bestimm­
ten Werth μ überschreiten,

Jl

m"-6,

und man betrachte (was zufolge des §. 3 erlaubt ist) statt des voll­
ständigen mit b0 beginnenden Bruches einen solchen, welcher mit einem 
spätem Index, etwa mit k — 1 > μ, anfängt, also den Bruch

1
“ 2 (k— 1) “ 1

(k -f1)«

Man wird hier haben, wenn m > k ist:
Nk i , m + 1 — Ni1- - i jtn -— Nl1- I > I1 -----  Nk- t , I1- ,

Dabei ist es aus dem Bildungsgesetze des Bruches klar, dass bei 
positivem a eine Anzahl seiner ersten N jedenfalls positiv ist. So 
lange dies bei den rechts in den Klammern stehenden N der Fall ist, 
wird der Unterschied Nk-V,™+. — Nk-für wachsende m entweder 
negativ werden, oder doch immer kleinere positive Werthe annehmen, 
demnach werden in der Reihe

das dritte Glied und die späteren kleiner sein, als die entsprechenden 
Glieder der arithmetischen Reihe

wo zur momentanen Abkürzung die positive Grösse Nk.,, k — Nk-,,k-,
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Δ gesetzt worden ist. Man wird demnach (das Zeichen > alge­
braisch verstanden) haben:

(m+i)“/
Nk:‘’m+1 Nvi”u > Δ ((k+t)“+fk+3

(k+t)a (k+2)“ (k-i-3)'

Δ (—
l(k+l((k+1) “ (k+2)« (k+3)«

oder auch, weil Nt.,,k-, — l ist:
Nk- 1 , ill ψ 1 Njt- 1 ,m Δ

(m+i)f 
m— k+1 
(m+l) “)

1
(k+1)« (k+2)«

Δ
k+1—k _j_ k+2—k _|_ k+3—k

(m+l)°
/k+1—k I
\(k+l)“ '(k+1)« (k+2)« (k+3) + · · ■ +

ni+1 —k 
(m+1)« )

d. i.

Nk- i,m| i Nkj i , m Ζ>· Δ ^ ^
(k+t)«-i (k+2)fi-i

+ Ck Δ —+ 5—)
(m+l)

Nun ist es bekannt, dass die Reihe 
1 , J____.____ t

^a-1 "* Qa—1 ga—l > . . . 1Π Inf.

convergirt, sobald cc—i >1 ist; in diesem Fall ist es also möglich, k 
so gross zu nehmen, dass der Ausdruck

j _ ___J__________ _______ i__________  1

(k+1)«'1 (k+2)“'1 ‘ " * (m+l)“"1

beständig positiv bleibt; die Grössen Δ =Nk-, k — 1 — 1---- - und kA — 1
k«

— k — 1---- j^rr sind gleichzeitig auch positiv; es ergibt sich also,
dass die linke Seite in Gl. 19) nothwendig positiv bleiben muss, wenn 
die Voraussetzung: erfüllt ist, dass die rechts vorkommenden N sämmt- 
Iich positiv sind, oder: wenn die Grössen Nk-, ,v-i , Nk-, ,k , Nk_,)t + J 
. . . Nk-t,m sämmtlich positiv waren, so wird auch die nächstfolgende 
Nk-,,m+i positiv und dabei grösser als Nk.,,m. Da nun eine Anzahl 
der ersten dieser Grössen wirklich gewiss positiv sind, so müssen also 
auch alle folgenden es sein: es werden also (fürc;>2) dieNäherungs-



hrüche des hier betrachteten Bruches Vk-,,Φ ohne Schwanken immer in 
Einem Sinne fortgehen. Dasselbe wird, zufolge der in Gl. 13) ausge­
sprochenen Beziehung zwischen dem Gange irgend, eines Kettenbruchs 
und dem seiner Ergänzung, zuletzt auch der Fall sein bei jedem an­
dern, der ^dasselbe Ende hat, also z. B. bei dem Bruche:

____ ±____________ ·'. .i" : ■ -■ ·
2 — i i

1ri ~ 1
2 — — * Qa

+ · ■ · -f .. !

Wenn, wie in dem Beispiele, von irgend einem Bruche, dessen b 
sich der Zahl 2 von unten her nähern, bewiesen ist, dass er nur posi­
tive N hat, so wird dasselbe bei jedem andern der Fall sein müssen, 
dessen b sich rascher, als die des ersten dem asymptotischen Werthe 2 
nähern. Denn man beweist leicht, dass seine N sämmtlich grösser aus- 
fallen als die des ersten*). Auch kann man behaupten, dass der 2te

AainbenK roh eseb ,norrnian o:> Eiorg oa

*) Drei aufeinanderfolgende Näherungsnenner des ersten Bruches seien Nm-, , 
Nm,: Nm+i. Durch Irgend, eine Veränderung, die man an dem Bruche an- 
bri.ngt (etwa Vergrosserung eines b) sollen übergehen Nm-i in NVi — 
I'fm-i (1 ψ a) , Nm in N m = Nm (1 -)- ß) wo O c a <z ß sei. So wird 
gleichzeitig übergehen·;Ν™+ί in N'm+i = Nm+i (1 + y) wo y > ß ist. 
Denn es istN'm+, — lni>+, »NV—N'm-< ==■(! 4-/3) bm+i Nm-(1 Jr «) Nm-'r 
—.■; (1 + ß) CBw+l Nm Nm-1) (ß — «) Nm-i :==;(! ß) NttKfi 4- eine
positive Grösse. — Denkt man sich also in einemL vorgelegten Bruche, der 
nur positive N hat, zuerst etwa hm vergrössert um Ahm , so wird dadurch 
direct Nm vergrössert dm Abm Nm- i, d. h. man erhält ein positives
■ß. 'während e==0 ist. Sofort wird also auch Nm^i vergrössert, und zwar

-8kήUiodBZ 'jiu (£'iü"b vslß uofrm -7 ao :ahm <:> i: hu.· .μο: oll« daun



Bruch convergiren muss, selbst wenn derjenige, mit welchem er ver­
glichen wird, sich in dem Falle der Divergenz gegen Unendlich befin­

den sollte. Denn der Bruch vfi,m ~ bn — —p-—- kann nur dadurch
gegen OO divergiren, dass vl)Q0 gegen Null convergirt. Nun ist aber 
vi.cxs für den zweiten der beiden verglichenen Brüche grösser (d. i. mehr
positivJ als für den ersten, denn der zweite dieser Brüche hat der Vor­
aussetzung nach die grossem b, und nach der (schon S. 9 angeführten) 
Differentialgleichung

• ■ - B
d V m , p

dbn “
kann, wenn alle a = — 1 sind, ein positives Increment von b nur 
dann ein negatives an v erzeugen, wenn bei dem Uebergange vom ur­
sprünglichen W arthe von b zum geänderten der Nenner Nm v durch Null 
geht, welcher Fall hier nicht vorhanden ist, weil die N der Voraus­
setzung nach schon positiv waren, und daher bei der Vergrösserüng der b 
auch positiv bleiben. Es ist also in der That v1;a3 grösser für den­
jenigen Bruch, der die grösseren b hat, als für denjenigen, von welchem 
ausgegangen wurde; für diesen letzteren ist es aber nicht negativ, son-

1
----  grösser ge-dern Null oder positiv, weil sonst v0,

wesen wäre während doch die Näherungsbrüche von
den gemachten Voraussetzungen nach fortwährend sinkend gehn

Also muss für den Bruch, dessen b sich der 2 von unten her rascher 
nähern als die des ursprünglich betrachteten, vti«>. positiv und von Null

1verschieden sein, und folglich wird für ihn
' Ojco b.. —

v„ nicht
gegen Unendlich divergiren kennen, sondern muss convergiren.

in stärkerem Verhältniss als Nm (weil y > ß), daher Ntafl in wieder stär­
kerem u. s. w. — Aehnliches findet Statt, wenn man hierauf Juh, ver- 
grössert u. s. f.

: IlMil
I «i



6.

Bei der grossen MannichfaUigkeit einzelner Fälle, welche in dem 
allgemeinen begriffen sind, in welchem zuletzt der Gang der Näherungs­
brüche beständig zwischen Wachsen und Abnehmen schwanken muss, 
möchte es sehr schwer sein, allgemeine Regeln aufzustellen, nach wel­
chen beurtheilt werden könnte, unter welchen Umständen ein solcher 
Gang zuletzt zur Convcrgcnz und wann er zur Divergenz führt. Indes­
sen tragen die meisten derjenigen Kettenbrüche, welche bisher eine 
analytische Wichtigkeit erlangt haben, und deren Discussion daher für 
jetzt ein näheres Interresse hat, einen gemeinsamen Charakter, welcher 
der Untersuchung sehr zu Statten kommen muss; denkt man sie sich 
nämlich in die reducirte Form gebracht, indem man alle ihre Partial­
zähler auf — 1 bringt, so werden die Partialnenner sich gewöhnlich 
zuletzt einer bestimmten Grenze, oder auch alternirend zwei verschiedenen 
Grenzen immer mehr nähern, woferne sie nicht am Ende fortwährend 
und über jedes Maass hinaus wachsen. In diesem letztem Falle, und 
ebenso, wenn eine oder mehrere Grenzen der b, sämmtlich grösser als 
2, existiren, ist die BeurthpiIung des Kettcnbruches nach dem, was im 
§. 5. hierüber gesagt worden ist, leicht. Ebenso klar ist es, dass, 
wenn von gewisser Stelle an alle b Einem Werthe < 2 strenge gleich 
wären, der Bruch bei schwankendem Gange seiner Näherungsbrüche’ 
divergiren müsste, und zwar schon desshalb, weil man für einen solchen 
Bruch, seine Convergenz einen Augenblick angenommen, einen imagi­
nären Werth finden würde, welchen er natürlich nicht darstellen kann. 
Auch ist es leicht, mit Hilfe der recurrirenden Gleichung, aus welcher 
die N sich ergeben, den allgemeinen Werth von Nm für diesen Fall 
anzugeben, in welchem man setzen kann

b, = b.2 = b3 — . . = 2 cos η (0 < η < —J



W x I

man findet nämlich hier
'Nn

Sin ('ήιψ t) η

Das Verhalten der dem Kettenbruche äquivalenten Reihe (8),. oder 
auch des Bruches selbst, ist daher hier so weit von der Convergcnz 
entfernt, dass nicht einmal einzelne Glieder der ersteren zuletzt unend- 
lieh abnehmen, vielmehr werden (wenn schon von Anfang an alle 
b = 2 cos η sind) so weit man auch fortgegangen sein mag, noch 
Unterschiede aufeinanderfolgender späterer Näherungsbrüche Vorkommen, 
welche grösser sind als eine beliebig grosse Grösse. Man könnte hier­
durch auf die Vermuthung geleitet werden, dass auch schon die Aehn- 
lichkeit, welche mit\reinem Bruche der eben bezeichtieten Art ein solcher 
hat, dessen b sich zuletzt einer Grenze < 2 nähern, genügend sei, 
um eine Convcrgenz des letztem ebenfalls unmöglich zu machen. 
Von dieser Ansicht ausgehend habe ich mich längere Zeit und auf ver­
schiedenen Wegen bemüht,, einen allgemeinen Beweis für die Divergenz 
der, letzteren Classe von Brüchen zu führen, bin aber dabei immer auf 
Ugendi einen Umstand gestossen, durch welchen die Allgemeinheit der 
Schlussfolgerung abgeschnitten wurde. Nachdem ich in Folge dessen 
an der Existenz eines solchen Satzes zu zweifeln angefangen hatte, bin 
ich endlich dahin gekommen, mich zu überzeugen, dass sich wirklich 
Brüche aufstellcn lassen, welche convergiren, obschon ihre b sich einer 
Grenze < 2 nähern, wie ich an einem Beispiele zeigen werde.

Da der Uebergang von der Reihe zum Keftenbruch leichter ist als
der umgekehrte, so geht man am bequemsten von der Reihe’15) aus:

Lii. und e.-i , „ ,IjO + + Sj + S3 + · · ·
und sucht ihre Glieder so zu bestimmen, dass nicht nur sie selbst (und 
also auch der ihr gleich geltende Kettenbruch) Uonvergirt, sondern auch 
der AVerth von b sich zuletzt einer bestimmten Grenze nähert, die (po- 

Abh. d II. Cl. d. L Akad. d. Wiss. VII. Bd. III. Abth. 75
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sitiv und) < 2 sein soll. Es ist leicht, den Ausdruck der b durch die 
Glieder g der Reihe herzustellen' denn man hat z. B.

b2n
h i b 2 . b 3 b ^ . b5 b6 . . . ban+ i b2n 4- :

+2 bl . b2 b3 . b4 b5 · bq b, . . b2n b2n + i ,
wo die Werthe der einzelnen zur Rechten stehenden Produkte je zweier 
Factoren durch die Gleichungen 16) und 16a) gegeben sind. Setzt 
man dieselben wirklich in die Gleichung, und behandelt das continuir- 
liche Produkt auf die gewöhnliche Weise (indem man auf seinen Lo­
garithmus übergeht), so ergibt sich, dass b,„ + 2 sich mit wachsenden n 
einer endlichen und von Null verschiednen Grösse nähern wird, wenn 
die Reihe, deren allgemeines Glied ist

gl 11+1 -j- gi n+-.£ gan - I gln.fl 
g'in-1 ga n gan gln.f 2

convcrgirt. Für b2„+. wird Aehnliches Statt finden, wenn neben der 
eben aufgestelllen Bedingung auch die 2te erfüllt ist, dass (zufolge Gl. 16.) 

1 £■·■ 1' - -f* gil'+1 ) fe1 "!' gan+2 )

a) 1

b) '214. , bag au gan.fi
sich zuletzt einem endlichen und von Null verschiedenen Werthe nähert. 
Sollte es sich dabei ereignen, dass der Grenzwerth eines b mit un­
geradem Index verschieden von demjenigen eines b mit geradem Index 
ausßeie, so wird man beide einander gleich machen können, indem man 
mit der Quadratwurzel aus dem Verhältniss beider Grenzen alle b alter - 
nirend mUltiplicirt und dividirt, wodurch man (zufolge Gl. 9) nur allen 
Näherungsbrüchen einen gleichen Factor hinzufügt.

Es sind also die Grössen g so zu wählen, dass die beiden Forde­
rungen in a) und b) erfüllt sind, und dass zugleich gemäss der in §. 3. 
aufgestellten Regel über die Zeichen sich positive b ergeben. Gibt man 
dabei nicht allen g gleiche Vorzeichen, so wird man auch sicher sein, 
dass der Grenzwerth der b, wie es verlangt ist, < 2 wird. Man ge­
nügt den verschiedenen Bedingungen unter Anderm leicht auf folgen­
dem Wege. Es sei gesetzt:



gtr = (— I)' Air
g -l r-t-l = Ai r+l

wo alle λ positive Grössen vor stellen sollen; dabei müssen diejenigen λ, 
-deren Index durch 4 theilbar ist, grösser sein, als die beiden mit un­
geradem Index versehenen, zwischen welchen sie liegen (damit nach der 
Zeichenregel in §. 3. positive b erhalten werden). Setzt man allgemein

A2v ZZZZ A2 r- i Xr
N'.':.. ' v „ ,so wird man der Lonvergenz der Reihe

Σ g
und also auch der Convergenz des Kettenbruches sicher sein, sobald

-1" /· r -,

eine convergirende Reihe ist, und zugleich die Werthe aller x kleiner 
sind, als eine gegebene Grösse. Nimmt man etwa an, dass die Glieder 
der Reihe Σ A2r., ununterbrochen abnehmen, so braucht man nur die­
jenigen x, welche einen geraden Index tragen, grösser als 1 zu neh­
men, um gewiss auf keine andern als positive b zu kommen.

Bedient man sich noch der Abkürzung, zu setzen— -. · ji' · - , ; " : ·· f · ;: . "
A2 Tir I == A2 r , i Jr

(wo y < IVso stellen sich zwei aufeinanderfolgende Glieder (welche beiden 
ihrer verschiedenen Bildung wregen von einander getrennt betrachtet wer-

• J S L *i i ) . ■
den müssen) der in a) bezeichneten Reihe so dar:

a)
X2 + 1 y

Ix
1 Yni-I104*. I___ y jag,,.; , ___ ^ ( . \ aiUM-1______ _________

1 X2p Xil4, ^ Xap-j-i —1 Xypl-i Xap^-i

und man hat jetzt, neben der Bedingung, dass diese Reihe convergirt, 
auch noch die beiden aus b) hervorgehenden zu erfüllen, dass die 
Grössen

i Z 1 \ y v_\
undi+r-) (ι-ψ)AaprJ.!/ aAP

■j (| v! ) (' i V")
\ Χ2ρψ5ζ x Α2ρψι z



sich Ein und derselben endlichem und von Null verschiedenen Grenze 
nähern* *). Aus der Vergleichung der Ausdrücke in a') und b') erkennt 
man bald , dass allen' gestellte! Forderungen gleichzeitig seht einfach 
•genügt werden kann , wenn man sämmtliohe y; der;1 , die x; mit unr 
gerädem Index der Grösse /2—1 und die mit geradem der Grösse 
Y 2 -j- 1 als Grenzen sich in angemessener Weise nähern lässt. Nimmt

/r v- I\«
man z. B. an, es sei allgemein vr — 1------ 1 und setzt dabei voraus,

dass a positiv und grösser als 1 sei, so ist die Reihe

Σ 2, - = + 1

2« 4- —" 4- ■ 3" ^
IMi) 1Hlfl ORIc

bekanntlich convergirend. Um der Reihe a') die gleiche Eigenschaft 
zu geben, kann man etwa setzen:

x,P = ν'2 + 1
J Ή

CC

4p V(,2

x11)+i — v"2
a

C4P+2)v 2

Es ist durch diese Annahmen allen gestellten Anforderungen Ge­
nüge geleistet. Denn durch die Grössen yr, xn, und x,,,+1 sind alle g 
so bestimmt, dass die Reihe Jtg, oder der Keltenbruch, convergirt, zu­
gleich werden die Grössen b,11+2 sich zuletzt einer bestimmten Grenze 
nähern (weil die Reihe a') convergirt) und eine ähnliche Grenze wird 
für die Grössen b2lli.i existiren, weil die beiden in b') aufgestellten 
Producte je zweier aufeinander folgender b sich zuletzt derselben Grenze 
2 nähern. Endlich kann mail noch die beiden möglicherweise von ein­
ander verschiedenen Grenzen der b mit geradem und mit ungeradem Γη-

-) (? π 2 — ■; ? -- I 4 i
*) Man erhält diese zwei Bedingungen statt Einer, weil nach dem angenomme­

nen Bildungsgesetze der g die beiden Fälle n — 2p und n =t 2p + 1 un­
terschieden werden müssen.



dex einander und der Grösse \f 2 dadurch gleich machen, dass man mit 
der Quadratwurzel aus dem Verhältnisse beider Grenzen alle b altemirend 
multiplicirt. oder dividirt, was zufolge Gl, 9) erlaubt ist. 
iOi <us doi? ojainbsuik. ; m #b <uoguiTd.;a γ : >/ hrni MhX nab an 

Hierdurch ist also die Existenz eines convergirenden Kettcnbriiches 
erwiesen, dessen b sich zuletzt sämmtlich der Grenze \r‘2 nähern; und 
durch ähnliche Betrachtungen wird man auch andere Brüche aufstellen 
können,: welche· convergiren müssen, obgleich ihre b (in der reducirten 
Form! zuletzt einen Grenzwerth < 2 annehmen. Hätte man auf irgend 
eine Weise einen solchen Bruch von dieser Eigenschaft gewonnen, für 
welchen die Grenze von b nicht dem doppelten Cosinus eines zu n in
rationalem Verhältnisse stehenden Bogens gleich wäre, so würde man
in einem sehr allgemeinen Fälle aus diesem andere Brüche herleiten 
können, von welchen jeder ebenso wie der erste convergiren müsste, 
während für ihn die Grenze der b einen andern als den ursprünglich 
gegebenen Werth hätte, der dabei wieder < 2 wäre, und zugleich so 
nahe als man es nur immer verlangen möchte ■ dem Doppelten eines 
vorgeschriebenen echten Bruches gleich wäre. Das Mittel dazu bietet
die Contraction des vorgelegten Bruches, für welche die allgemeine
Formel zu Ende von §. !. aufgestellt ist. Nimmt man nämlich an, cs 
sei dort p = 2m+1, q — 3m+2, r — 4m+3 etc., und der gegebene 
Bruch sei ein solcher, dessen a sämmtlich tit ■ 1 wären, und dessen 
b sich der Grenze 2 cos η zuletzt ohne Ende nähern, so ist es zu­
nächst klar, dass in dem zusammengezogenen die Partialzähler und 
Nenner sich auch wieder bestimmten Grenzen nähern werden, welche 
man leicht angeben kann, weil in einem Bruche, dessen b alle genau 

2 cos η wären, die allgemeinen Werthe der N und ebenso der Z, also 
auch der v, sich ohne Schwierigkeit herstellen lassen. Dabei wird aber 
der zusammengezogene Bruch, so wie man ihn aus den Ausdrücken 11) 
erhält, nicht unmittelbar in reducirter Gestalt erscheinen, indem seine 
Partialzähler, anstatt alle — — l zu sein, die Werthe haben:



1 1 1

N21 N2, etc.N2 ’1 °»m 1 HLfIjillLfI 2Iiif-2 , 3HLf2

Um sie auf — ί zu bringen, wird man (wie in Gl. 9) Eactoren A 
an den Zählern und Nennern anbringen, deren Ausdrücke sich aus (0) 
ergeben, indem man daselbst für a,, a.2, as . . . der Reihe nach die

1so eben angesetzten Werthe N2 etc. nimmt. Wenn man dies

thut, so wird es sich häufig ereignen, dass die Ausdrücke von A2r_, 
und A2r, welche als continuirliche Producte gegeben sind, mit wachsen­
dem r gegen endliche und von Null verschiedene Werthe L, L' eon- 
vergiren *). Unter Anderm wird dies, wie leicht zu beweisen ist, dann 
allemal geschehen, wenn das Gesetz, nach welchem die b des ursprüng­
lich vorgelegten Bruches sich dem Grenzwerlhe 2 cos ry nähern, einfach 
genug ist, um zu bewirken, dass die an die Stelle der Grössen a n

1 i
den Gleichungen 10) tretenden Werthe —- , — —------- — etc

(welche alle gleich viele Grössen b umfassen, und welche sich desshalb
Sin η V

I nähern) von einer gewissen
13

alle zuletzt dem Grenzwerthe — i
\Sin(m-f-l)^

Stelle an beständig wachsen oder auch beständig abnehmen. So oft 
ein solcher Fall vorhanden ist, werden in dem zusammengezogenen 
Bruche, nachdem er in reducirte Form gebracht ist, die einzelnen Par­
tialnenner mit Factoren behaftet sein, wrelche in alternircndem Gange 
sich theils der Grenze L, theils der Grenze L' nähern. Da es aber er­
laubt ist, alle'Partialnenner irgend eines Kettenbruches mit Einem und

*J Wenn dies für Einen der beiden Ausdrücke A2r-, und A2r der Fall ist. 
muss es für den andern auch gelten:, weil das Product von beiden, oder 

Λ_
VUr

rSin (m+i) r/\2
die Grösse — — — '+ Na (s,.,)''(m+i),O-i)(»+*j+m sich zuletzt dem be-

/kstimmten Grenzwert]] nähert | k—----
\ σιη η 7



demselben Factor abwechselnd zu multipliciren und zu dividiren (wodurch 
die Verhältnisse der auf einander folgenden Näherungsbrüche nicht ge­

ändert werden) so kann man für diesen Factor die Grösse V-Λ neh-
L

men; nachdem die Operation vollzogen ist, werden nun alle Theilnenner 
Factoren haben, welche sich derselben Grenze VaLL7 nähern. Diese 
ist aber für den vorliegenden Fall nichts anderes als der Endwerth,
welchen Nk, i^m. für stets wachsende, k an nimmt· mn Itipliciri man also mit 
demselben den Endwerth eines Theilnenners, wie er sich in 11) dar- 
s, teilt, und berücksichtigt man dabei, dass bei dem angenommenen Gange
der b zuletzt (d. h. für sehr grosse k) wird Vk+m+i,k+im+, — Vk,k+™, so 
wird das Product zuletzt — — Nk,k+m-i + Zk1 k+m welches im Grenz-

werth gleich ist Sirtm?? Sin(m~)-2)?7 , 
+----— oderSin?; Sin η lZcos(In-I-I)7Z-Nachdem

also die Zähler des zusammengezogenen Bruches auf — 1 reducirt und 
seine Nenner in die einfachste Form gebracht sind, werden die letzteren 
zum Grcnzwerth haben 2 cosim^-1)?;, während in dem ursprünglich vor­
gelegten Bruche Zcos?; dieselbe Rolle Spielte. So oft als η in irratio­
nalem Verhältnisse zu n steht, kann man die erste Grösse durch pas­
sende Annahme einer endlichen ganzen Zahl m, so nahe als es immer 
gefordert werden mag, einer beliebigen, zwischen O und 2 gegebenen 
Quantität gleich machen. Wäre also erst ein einziger Kettenbrueh auf- 
gestellt, dessen Convergenz nachgewiesen wäre, während seine Theil- 
nenner (in der reducirten Form) sich zuletzt einer Grenze Zcos?; näher-

ten, wo— eine irrationale Zahl vorstellte, und hätte derselbe dabei die

Eigenschaft, den zuvor mit L und L' bezeichnten Grenzen continuirlioher 
ProductccndlicheundvonNullverschiedene Werthe zu geben, so könnte 
man aus ihm durch Contraction andere ableiten, welche, ihrem Ursprünge 
nach, nothwendig ebenfalls eonvergireri müssten, während ihre b sich 
einer Grenze nähern würden, welche einer beliebig vorgeschriebenen



Grösse zwischen G und 2 gleich wäre bis auf einen Unterschied, der 
kleiner als eine beliebig kleine Grösse gemacht werden könnte. In 
wie kleine Unter-Intervalle man also auch das Intervall von O bis 2 

theilen möchte, so mussten doch in jedem derselben Zahlen existiren, 
welche als GrenzwerLhc der b zu convergirenden Brüchen gehören kön­
nen. (Derjenige besondere Bruch, dessen Convergenz vorher bewiesen, 
kann übrigens nicht zum Ausgang für ein solches Verfahren dienen,

■μ η
weil für ihn v 2 die Grenze von b ist, oder — den rationalen WerthTT

I
annimmt. Uebcrhaupt kann ein Kettenbruch von der geforderten

Art niemals einer Reihe äquivalent sein, in welcher der Zeichenwechsel 
der Glieder sich nach streng eingehaltenen Perioden wiederholt.)

Auf der andern Seite ist es klar, dass zu jedem Grenzwerthe 2 costj 
der Partialnenner b auch divergirende Brüche gehören. Sobald die An­
näherung der b an 2 cos»? hinlänglich rasch vor sich geht, muss näm­
lich Divergenz eintreten, wreil sie Statt findet, wenn die b von gewisser 
Stelle an genau — 2 cos η sind. Durch die wesentliche Bedeutung, 
welche hiernach die Geschwindigkeit der Annäherung der b an eine 
feste Grenze für die Convergenz des Bruches erhält, wird eine Aehn- 
lichkeil mit dem Verhalten derjenigen Kettenbrüche hergestellt, welche 
aus nur positiven Theilzählern und ,Nennern gebildet sind. Diese letzte­
ren, in reducirte Form gebracht, haben abwechselnd positive und nega­
tive b: einer gemeinschaftlichen Grenze können sich also dieselben nur 
dann nähern, wenn diese Grenze O ist. Dieser Fall (der sich also zu­
nächst an den eben besprochenen einer positiven Grenze < 2 an- 
schliessl) ist zugleich [nach dem im Eingänge erwähnten früher erwiese­
nen Satze) der Einzige, wo ein Bruch solcher Art diyergircn kann, und 
ob er dies wirklich Ihuti oder convergilt, hängt von der Rapidität der 
Annäherung seiner h an die Null ab; ist dieselbe gross genug, um die



Summe der absoluten Zahlenwerthe der b convergirend zu machen, so 
macht sie zugleich den Bruch divergent, während derselbe im entgegen­
gesetzten Falle convergirt. Die Frage, ob vielleicht für einen von Null 
verschiedenen Grenzwerth der b ein ähnlicher aber allgemeinerer Satz auf­
gestellt werden könnte, möchte aber auf sehr complicirte Untersuchungen 
führen *).

7.
o In dem Vorausgehenden ist bereits mehrfach angedeutet, wie man 
im Allgemeinen einen Kettenbruch (reducirter Gestalt), dessen Theii- 
nenner b zuletzt abwechselnd gegen zwei verschiedene (positive) Gren­
zen convergiren, in einen solchen umwandeln kann, in welchem eine 
einzige Grenze vorhanden ist. Dieser Fall kommt häufig vor, thcils weil 
nicht selten unmittelbar zwei verschiedene Ausdrücke für die b mit ge­
radem oder ungeradem Index gegeben sind, und theils weil die Facto- 
ren A, welche zur Zurückführung eines Bruches, der nicht in reducirter 
Gestalt vorliegt, auf diese Form dienen, in ähnlicher Weise aus zwei 
verschiedenen Gleichungen (IO) erhalten werden. Das Verfahren, die 
einzelnen b alternirend mit der Quadratwurzel aus dem Verhältnisse ih­
rer beiden Grenzen zu multipliciren und zu dividiren, wird nur dann un­
statthaft, wenn Eine dieser Grenzen O oder Unendlich ist. Man kann 
aber, wenn die Eine Null, die andere eine von Null verschiedene end­
liche Quantität ist, für diejenige Grösse, mit welcher die zuletzt ver-

*) Der oben bezeichnete Fall, wo die b sich dem Grenzwerthe O abwechselnd 
von der positiven und negativen Seite her nähern, trifft in der That mitten 
zwischen solche Fälle hinein, auf welche die Betrachtungen des gegenwär­
tigen §. passen, obgleich hier zunächst nur von positiven b gesprochen 
worden ist Denn wenn eine negative Grenze der b existirt. ist dies we­
sentlich dasselbe, als ob sie den positiven gleich grossen Werth hätte, weil 
man mit — I abwechselnd alle b multipliciren und dividiren kann.
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schwindenden b multiplieirt und die anderen dividirt werden, überhaupt 
eine sehr grosse Zahl nehmen, wodurch bewirkt wird, dass nun alle b 
sehr klein werden, so dass klar istr dass ein solcher Bruch in seinem 
Fortgange unendlich oft Wechsel vom Steigen zum Fallen und umge­
kehrt zeigen muss; ebenso kann man, wenn eine Grenze endlich und von 
Null verschieden, die andere unendlich ist, mit einer sehr grossen Zahl 
die unendlich wachsenden b dividiren, die andern multipliciren, wodurch 
alle sehr gross, daher namentlich grösser als 2, gemacht werden: ein 
solcher Bruch wird daher immer in Einem Sinne Iurlgchen, und, von 
besonder!) Ausnahmsfällen abgesehen, con vergären. Wenn alle b zu­
letzt unendlich werden, obwohl vielleicht nach verschiedenen Gesetzen, 
so ist derselbe Fall vorhanden: es bleibt daher nur dann eine Schwie­
rigkeit für die Beurlheilung des Fortschreitens der Näherungsbrüche, 
wenn etwa die- b mit geradem Index sich zuletzt der Null nähern, und 
gleichzeitig die mit ungeradem über alle Grenzen wachsen, oder umge­
kehrt. Ereignet sich dieser nicht seltne Fall, (welcher unter,, Andern 
bei dem von Ganss für die hypergeometrische Reihe gegebenen Bruche 
zum Vorschein kommt, wenn man denselben in die reducirte:Form bringt), 
so kann man sich sehr häufig dadurch helfen, dass man den vorgeleg­
ten Bruch (nach den Ausdrücken 11.) in einen solchen contrahirt, welcher 
nur mehr die ^Näherungsbrüche von geradem Index, oder auch nur die 
von ungeradem , aus dem ersten enthält. Wenn alsdann der zusammen­
gezogene Bruch schwankenden Gang hat, oder wenn man gar seine 
Divergenz beweisen kann, so ist kein Zweifel, dass der zuerst gege­
bene die eine oder die andere Eigenschaft mit ihm theilcn muss. Da­
gegen scheint : ein Forlschreiten in Einem Sinne des eontrahirten Bruchs 
zunächst keinen Schluss auf ein gleiches Verhalten des vorgeiegten selbst zu 
gestatten, weil dieser auch steigende Intervalle gehabt haben könnte, 
welche nur durch das dominirende Sinken der andefh bei der Zusammen­
ziehung je zweier verdeckt worden wären. Eine etwas genauere Be­
trachtung zeigt indess, dass Fälle dieser Art nur unter besondern Um-
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ständen hititretfen können und leicht zu- erkennen sind. Um die Vorstel- 
Iftiig1 1Zii lixirfen, möge :etwa angenommen werden, dass die Näherungs- 
Iwiiche V0 , V1 , V2 , . . des Zusammengezogenen Bruches gleich seien 
den NäherörtgsWüChert mit geradem Index des ursprünglichen; also

vO — v0> ’ i — v 2 ) Y 2 — v 4 ; · ■ v r — Vjr r ■ ·
MSfcÖT« i‘ »ii l(*i λ hl ffnniii 1':h ; -Π:· i .·· 1/ .11' I-. >>

Schreiten nun alle V in Einem Sinne etwa sinkend fort,· so ist 
Vr lt*f V ι·ψι — CVii r: r Yiigid + IV. i'-i-i V 

positiv, woraus hervorgeht, dass entweder die Differenzen Vir ··- v r+i 
und v2r+>, — V21^2 beide ebenfalls positiv sind, oder, wenn Eine nega­
tiv wäre, so müsste es die (absolut genommen) kleinere von beiden 
sein. Nun aber ist nach der allgemeinen Regel über die Zeichen (S. 
§. 3.) das Vorzeichen der kleineren unter den beiden Differenzen vn.t 
— Vn und v„ — Vn-$-1 massgebend für das Vorzeichen von bn+1; weil 
also hier angenommen wird, dass alle b einerlei Zeichen (-}-) haben, so 
muss in allen Paaren von je zwei auf einander folgenden Differenzen v,r 
—- var+, und v21+i — V3r-H die (absolut genommen) kleinere dasselbe Zei­
chen haben, und zwar das nämliche, welches auch schon die kleinere 
der beiden Differenzen v0 — V1 und V1 v2 hat. Findet man also 
bei der leicht anzustelienden Untersuchung, dass v0 — V1 und V1—V2 

beide dasselbe Zeichen Mbenj wie V0 —-"+V, oder wie alle Vr — Vr+, 
so hfgibt sich, dass schon der ursprünglich vorgelegte Bruch ebenso 
Wid i der ziisämmenghzoghhö beständig sinkenden Gang hat. Zugleich 
folgt in diesem Falle äuS der Convergeiiz des conträhirtcn offenbar auch
die des ziterst gegebenen. Zeigt sich im Gcgentheile, dass das kleinere 
der Zwei Irtteivalle V0 — V1 und V1 — v2 entgegengesetztes Vor­
zeichen hat mit Vr. , so müsS auch in jedem spätem Paare von
Differenzen v2r—: vlr+l und v,r+l — V2V4.! Eine, und zwar die kleinere
voll beiden, entgegengesetztes Zeichen mit der andern und mit Vr — Vr+, 
haben. Weil aber in dem Vorgelegten Bruche, wenn er lauter positive 
b hat, nirgends zwei steigende, und ebenso, wenn er nur negative b
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hat, nirgends zwei sinkende, Intervalle auf einander folgen können (§. 3.) 
so ist also in diesem Falle (wo V0 -— V1 und V1 — V2 ungleiche 
Zeichen haben) aus dem stets in einerlei Sinne vor sich gehenden 
Fortschreiten des zusammengezogenen Bruches zu schliessen, dass in 
dem vorgelegten selbst steigende und sinkende Intervalle regelmässig 
wechseln, wobei diejenigen der Einen Art sämmtlich grösser sein müs­
sen, als die der andern zwischen welchen sie liegen.

Wendet man diese Hilfsmittel der Beurtheilung etwa auf den vor­
hin erwähnten Gauss’schen Kettenbruch ans

a2 x

I - a3 x
a4 x

in Welchem

ui

r ·>
r (/ -T- u -j- r - 1)

&lr ' (r + :2r - 2) ty h 2r -1)
— (c + r) (/ + r — <)

a2r+', ” Cz + ‘2r — 1) (F + 2r) 
ist, so findet sich, dass für positive x, welche kleiner als Eins sind, 
seine Näherungsbrüche zuletzt immer in demselben Sinne fortschreiten, 
wobei (wenigstens von ganz speciellen Ausnahmsfällen abgesehen), der 
Bruch .eonvergären muss. Ist hingegen x>l, so schwanken die Nähe­
rungsbrüche zuletzt beständig zwischen Wachsen und Abnehmen, wobei 
eine genauer eingehende Untersuchung erforderlich wäre, um zu unter­
scheiden, ob und wann hier noch Konvergenz möglich ist. Für nega­
tive x, wo der Bruch zu denjenigen gehört, welche sich aus lauter po­
sitiven Stücken zusammen setzen, convergirt er immer.

■■ 1 ;.j- '1 · -,'i Iiii1;'/.' . ntrrh—ftrtit-----«iliii'i'nbl* i‘)WX r bii'J'iniil , hui d


