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Seitdem durch den Vorgang grosser deutscher und franzosischer
Meister die Nothwendigkeit zur Geltung gebracht worden - ist, fir solche
mathematische.  Ausdriicke, ~ welche ihren Werth unter der Form
des Unendlichen verschleiern, die Existenz einer Grenze nachzuweisen,
bevor man sich erlaubt, sie in die Rechnung einzufithren, haben -die
zu solchem Ende aufgestellten Arbeiten jener Minner nicht allein den
hohern Disciplinen der Mathematik die Pricision und Klarheit gegeben,
welche der Wissenschaft wiirdig ist, sondern zugleich dieselbe mit einem
neuen Felde von Betrachtungen bercichert, welches fir sich selbst das
Interesse ebensosehr anregt als irgend ein anderes. Selbst einem ge-
wissen, ich mochte sagen, fremdartigen Charakter, welchen Untersuchun-~
gen dieser Art fir den Neuling an sich tragen, und welcher vielleicht
die Hauptursache ihrer langen Vernachlissigung gewesen ist, hat der
Genius der Meister eine eigenthiimliche Schonheit abzugewinnen ge-

wusst, welche nun auch manchen Andern zu dem etwas gewagten Un-
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ternehmen anreizt, in irgend einem weniger durchforschten Theile des
neuen Gebietes eine Nachlese fir sich zu suchen. So habe ich in
meiner im Frihjahr 1846 gedruckten Habilitationsschrift®) die Unter—
suchung des Verhaltens einer besondern Klasse von Kettenbriichen mir
zum Ziel gesetzt, derjenigen namlich, welche von gewisser Stelle an
nur positive Partial-Zédhler und -Nenner haben. . Ueber diese ergab sich
dabei ein Satz, welcher sich am einfachsten so in Worte fassen lisst:
,Man bringe durch Multiplication seiner Zihler und Nenner mit den
geeigneten Factoren den zu untersuchenden Bruch in diejenige Gestalt, in
welcher alle seine Zihler 4- 1 werden, und bilde aus den dadurch erhalte-
nen Theilnennern durch Addition cine Reihe: wenn diese convergirt, so
divergirt der Bruch, und wenn sie divergirt, so convergirt er.“ Auf den-
selben Satz ist etwas spiter Slern in Gottingen in einer vom October
1847 datirten nnd Ende 1848 im 38. Band von Crelle’s Journal (Nr. 12)
erschiencnen Abhandlung **) gelangt: auch er hat seine Betrachtung
aul die bezeichnete einfachste Classe von Kettenbriichen eingeschrinkt,
und es ist mir micht bekannt, dass seitdem etwas weiteres in édhnlicher
Richtung geleistet worden wire. Eine allgemecine Untersuchung dieser
Briiche stosst niamlich auf die Schwierigkeit, dass man im Voraus nicht
einmal eine allgemeine Kenntniss von dem Gange der Néaheérungsbriiche
hat, von welchen man entscheiden soll, ob sie sich zuletzt einer be-
stimmten Grenze anschliessen. Ist eine Reihe vorgelegt, deren Conver-
genz beurtheilt werden soll, so sieht man schon aus den blosen Vor-
zeichen ihrer Glieder, ob die Summen von immer wachsenden Anzahlen
derselben zuletzt bestandig zu- oder abnehmen oder schwanken, und die
Unterscheidung dieser Fille gewihrt eine wesentliche Erleichterung.
Ganz ahnlich ist das Verhalten continuirlicher Producte: in den meisten

*) ,,Untersuchungen iiber die Convergenz und Divergenz dor Kelienbriiche.“

Miinchen 1846.
*#) ,,Ueber die Kennzeichen der Convergenz eines Kettenbruchs,

|
{
|
|




563

Fillen sieht man ganz unmittelbar, ob zuletzt die Factoren, aus welchen
sich dieselben zusammen setzen, grosser oder kleiner als Eins sind, und
welchen Gang in Folge dessen die Producte einer wachsenden Factoren-
zahl zuletzt nehmen. Dagegen hiingt das Verhalien cines Kettenbruchs
bei gleicher Einfachheit der Grossen, aus welchen er sich zusammen-
setzt, von ungleich complicirteren Umstanden ab: hat man nicht einen
solchen der vorhin bezeichneten allereinfachsten Classe vor sich, so
muss man sich erst nach besondern Kriterien umschen, um auch nur
cinigermassen beurtheilen zu konnen, in welcher Weise seine Néherungs-
briiche zuletzt fortschreiten. Einiges was hiemit zusammenhdngt, soll
in dem Folgenden mitgetheilt werden: weil es aber in dem allgemeinen
Falle kaum moglich scheint, etwas weiter vorzudringen, so werden den
hauptséichlichsten Gegenstand der vorliegenden Arbeit herhach solche
Briiche ausmachen, die bei negativen Partialzéihlern positive Partialnenner
haben: dicse bilden gewissermassen die Normalklasse, denn Reihen von

Grossen, die zuletzt immer in Einem Sinne fortschreiten, fiithren auf

solche Briiche, doch sind auch gewisse andere Reihen durch Briiche
derselben Art reprasentirt.

1.
Es sei angenommcn, der vorgelegte Kettenbruch sei folgender:
a
bipteen e Gee &
b fe s o
TR
am
+ fﬁg‘“‘h
bm -+




564

- (wobei m < n)
das von bm bis bn (beide inclusive) reichende Stiick desselben sei be-
zeichnet mit v '

m,n

Amt1
1 m,.n 21 bm il e
) = : —-I— bm‘l‘l + «

ah

ba

bei welcher Bezeichnung ich mir erlauben werde, den ersten Index (m)
alsdann wegzulassen, wenn derselbe. — o ist, so dass der ganze Bruch
nach Belieben mit v, « oder blos v, bezeichnet werde.  Verwandelt man
den Kettenbruch Vmn. nach dem gewohnlichen Algorithmus, also ohne
Einfihrung unnéthiger Factoren, in einen ihm gleichen gemeinen Bruch,
so moge der Zihler des letzteren mit Zu ., sein Nenner mit N, .. be-
zeichnet sein, so dass

5 i : H i LR Zm, n

2) ¢ Vin o N,::
wobei die Grossen Z und N sich recurrirend berechnen aus den Gleich-
ungen

§ Lo 5= ibnts. Limon. =4 Bt L

2 Nuynti = bati Nuyn 4 nts Nmn—:
mit Hilfe von vier Anfangswerthen

: }L Zom—, — 1{ 3 Zum = by,

4 B =B il st
wobei iibrigens auch allgemein ist:

5) Nm,n = Zm+l JI

Bei den Z und N werde ich ebenso wie bei v nur den zweilen
Index schreiben, wenn der erste — o ist:
&= Zo, n 3 Nis= Nn,u
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Als Folge der Gleichungen 3) ergibt sich die bekannte Relation

6) Zm,n"‘l Nm,n TR Zm,n Nm,1\+l — {.'_—" l)l\—mam )| am+2 am.'ra wie s @niy
und aus dieser wieder, speciell fir den Fall m — o, die nachstehenden
n BE AL Az den i,
: = Te AR TR e
7) Va+1 Vo oA 1) No Nats
und
a a; a a,a,4. Q1 Az .. &nd
» 3 1 i 9] i 2 3 n 1 2 nT 1
BY Vb, — by =5 == S I
’NONl Ni N2 N2 1\5 Nn Nn-'rl

Durch die letztere Gleichung wird der Kettenbruch verwandelt in
cine Reihe, welche man ihm dquivaleni nennen kann, in so ferne nicht nur
die Summe der ganzen Reihe dem Werthe des vollstindigen Bruches
gleich ist, sondern auch die Summen von einem, 2, 37 SRS W EoGhe=
dern der Reihe alle consecutiven Néherungsbriiche vq, v,, V,, V3, . ..
wiedergeben. Weil indessen das allgemeine Glied der Reihe nur in
Ausnahmsfillen explicite hergestellt werden kann, so ist damit die Un-
tersuchung des Bruches im Allgemeinen keineswegs auf die Theorie der
Reihen zurickgefihrt.

Ist irgend ein Kettenbruch vorgelegt, so bieten sich hauptséchlich
sweicrlei Methoden zu seiner Umgestaltung in einer andern dar. Die
erste derselben lasst nicht nur den Werth des ganzen Bruches, sondern
auch alle seine einzelnen Niherungsbriiche unveréndert: sie besteht nam-
lich einfach in der Multiplication der einzelnen Zahler und Nenner mit
willkiihrlichen Factoren A, dienurnicht Null und nicht Unendlich sein diirfen:

9 =it it 1.ALa‘
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Bezeichnet “man ‘momentan mit 3 und N die Zihler und Nenner der Ni-
herungsbriiche  des so umgestalteten Kettenbruchs, so hat man dabei
Bem AlpAgsb it Al :
 l %r:A:Aj...ArNr

woraus sich, um dies im Vorbeigehen zu bemerken, auch ergibt, dass
in der Form 9) jeder Kettenbruch enthallen ist, der mit dem urspring-
lich vorgelegten dieselbe Reihe von Néherungsbriichen hat, oder ihm
dquivalent ist.

Das Factorensystem A, , A, .. A, kann beniitzt werden, um, der
vollen Allgemeinheit unbeschadet, das Willkiihrliche in der Form eines
Kettenbruches zu beseitigen, indem man jeden auf eine beliebig ge-
wilhlte. Normalform reducirt. =Man konnte den Gedanken haben, zu die-
ser Form eine derjenigen besondern Gestalten zu wihlen, aus welcher
der Bruch sich in eine vollstindig angebbare Reihe verwandeln lisst,
(welches; am  einfachsten dann geschieht; .wenn die No, N, . N,
in Gl. 8. simmtlich — 1 gemacht werden); ein solcher Versuch wird
indess durch den Umstand vereitelt, dass die Bestimniung der A gemiiss
der angedeuteten Bedingung zwar immer moglich ist, ab_ér diese Fac-
toren sich dabei selbst nur durch Kettenbriiche immer zunehmender Glie-
derzahl efgeben, so dass man sich nur in einem Cirkel bewegen und
aus dem Gebiete, in welchem man sich einmal befindet, nicht hinaus-
kommen wiirde. Man kann daher keine passendere Wahl der Factoren
A treffen, als diejenige, durch welche die Zahler des Bruches in 9)
simmtlich auf Eins gebracht werden: die negative Einheit empfichlt sich
dabei vor der posiliven durch verschiedene Riicksichten, von welchen
die Betrachtung, dass mit a — - 1, nicht wie mit a — — 1 die alter-
nirenden Zeichen der Reihe 8) in gleiche Zeichen iibergehen, die zu-
nachst sich darbietende, aber nicht die erheblichste ist*). Die Be-

*} Wichliger ist schon die Bemerkung, dass, wenn alle Partialzihler auf ne-
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stimmung der A, durch welche alle Zihler des umgeformten Bruches 9)

zu --— 1 werden, ist enthalten in den Gleichungen:
La,a 3 G A@orte a, a A2 r-1
9 4 2 % j o 1 3 -
10) Ap:, o= = iy =
a0, 850 Aoy afa, . ."as :

welche immer brauchbare Werthe geben, da die Ausnahmsfille, wo eines
der a mit endlichem Index o oder unendlich wére, ohnehin keine
Untersuchug erheischen. . Mnn kann daher, ohne von der Allgemeinheit
etwas aufzuopfern, annehmen, dass alle Theilzdhler des vorgelegten Kei-

tenbruches auf den Werth — 1 gebracht seien; diese Gestalt des
Bruches werde ich im Folgenden zur Abkiirzung seine reducirte Form
nennen.

Eine zweite Art von Transformation eines gegebenen Kettenbruches
v besteht in der Ableitung eines andern V, dessen einzelne Niherungs-

briiche V,, V,, V, . . . nicht wie bei der ersten Art allen Naherungs-
briichen v,, v,, V, . .. des urspriinglichen der Reihe nach gleich
sind, sondern nur bestimmte ausgewihlte unter denselben wiedergeben,
80 ddss ZPB8e]l Vo v, ¥V — 1V, VYV, —V,, Y, W €iC aD
ety <tq <1 < U Einen 'Bruch V', welcher ar - SOICHUI
Zusammenhange mit v steht, kann man einen aus dem letztern conti'd-

lirten nennen: es ist leicht Formeln abzuleiten, welche zur ‘Ausfihrung
solcher Zusammenziehung dienen.  Weil nimlich allgemein der Bruch
Vi, Gbergeht in den vollstindigen vi,ee (dessen Niherungsbruch er ist)

gative Werthe gebracht sind, ein positives Increment, an irgend einem der
Partialnenner angebracht, immer auch eine positive Aenderung des Bruches
selbst erzeugt, so lange er nur bei der Variation des’Nenners nicht durch
das Unendliche geht. Man hat némlich immer die leicht zu erweisende
Differentialgleichung .

dv m,p : Ll Nn, 2 !
= =) i das. b Jwenn m = B 1
dbn Nm_l)

Abh, d. IL CL d. k. Ak. d. Wiss. VII. Bd. LIl Ahth. 72
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wenn man an die Stelle von b, treten lasst by = Ak

, 50 hat man

Victiso
b At ‘ . = At 1
k + v -3 Zth_i + akZh,k—2 Ah,k‘f—Zh,k-l S
] P k1,00 Ykt 1rx
Yo == =
{ Ak} Akt g
(bk + G ) Nij-1 + aNpx-2 N N
fegi 1y : k1,0
k—h
S
: : (—"‘ 1) @h+1 @h+28h4s . .. Akt : Nhk
=ikt o : Bl 0t
Nh,k-l i ; + < |
= k k1
N,k ; e

Setzt man hier nach umnd nach fir h und k zusammengehdrige
Werthe aus den beiden Reihen

fir h - fir k
0 m

m —-|—- i p

1 q

6 sl r
etc. ete.

und wendet jede folgende Gleichung dieser Art auf dem Ausdruck zur
Rechten in der vorhergehenden an, so wird dadurch der gegebene
Bruch in einen solchen transformirt, in welchem an die Stelle von
b, , b, ; by , b, ... die Grossen treten:

L) e

No,m"'l «
o dmdr —"‘ Vm+1,p
N,

m

Nt o=t
P
—dp+1 VYpx1o
T S o
Np+ :
P l$q-l
Ag+ + Vg+1
NP-{-]’q g1 g )

ete.,
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wihrend gleichzeitig die a, , a, , a, . . durch folgende Ausdriicke
ersetzt werden: :
(— D™a, a, a; 5«8n+asd Nom;
D g Gate . Bper o Newkiip
(— 1) rag Ay et Nopring
etc.

Die aufeinanderfolgenden Niherungsbriche V,,V, ,V,, V., ...
dieses neuen Bruches werden alsdann, wie gefordert, den Gleichungen
genigen:

Vo=V s YV — VeV == V% Ve G 08

In jedem besondern Falle der Anwendung. sind fir die  in
11) rechts noch; vorkommenden Grossen N und v ihre Werthe, ausge-
drickt durch die a, und b, zu setzen, was keine Schwieriglkeit hat, da
diese Grossen nur, mit einer beschriinkten Anzahl von Gliedern zu bilden
sind. Uebrigens geben; die Ausdriicke 11) nur Einen von den unendlich vie-
len continuirlichen Briichen, welche die gestellten Bedingungen erfiillen;
um den allgemeinsten Ausdruck eines solchen Bruches zu erhalten,
miissie - man noch,; nach Analogie der Gl.9) den einzelnen Theilzihlern
und Nennern beliebige Factoren A beifiigen,

Wenn es sich um Convergenzuntersuchungen handelt, so darf (im
Gegensatz gegen die erste Art der Umformung) die Zusammenziehung
eines Kettenbruches in einen andern offenbar nur mit gewissen Cautelen
angewandt werden, denn da zur Convergenz erforderlich ist, dass zu-
letzt alle Nabherungsbriiche sich einer bestimmten Grenze nihern, der con-
trahirte Bruch aber nur mehr eine Auswahl der Niherungsbriiche in sich
schliesst, so ist es sehr mdglich, dass dieser convergirt, wihrend der
urspringliche ~ divergirte; -~ ganz ebenso wie  etwa die divergirende
Reihe :

i




570

1 2 3 4 3 6

® 1 gt
in die convergirende iibergehen wiirde,

1 1 1

P3G PG el o5 TReiRw

wenn man sich erlauben wollte, je zwei aufeinanderfolgende Glieder der
erstern zu Einem zu vereinigen.

2,

In vielen Fillen wird die Untersuchung des Verhaltens eines Ket-
tenbruches 'bequemer, wenn man zu ihrem Gegenstande zundchst nicht
den ganzen vorgelegten Bruch macht, sondern seine Erginzung, von
irgend einer beliebigen' Stelle an. Bezeichnet man die Ergiinzung,
welche zu bn in dem Bruehe v,, . hinzugefiigt aus diesem den vollstin-
digen Bruch vs,.» macht, mit En+1, so dass En+1 gleichbedeutend

1 : : : :
—— 5. S0 findet  zwischen Vam,: Vo,io und.:Ey+ 4: eine . sehr -
Vot 1,0 3

einfache Beziehung statt, welche in derselben Gleiohung ausgesprochen
ist, die in §. 1 zur Ableitung der Transformationsformel 11) gedient

ist mit

hat. Wenn man ndmlich in dieser Gleichung anstatt h . . o, anstalt
Amt : 2
K ... m und anstatt vidi, e i ~ schreibt, so erhdlt man so-
m¥ 1
gleich:
Em+i
12) Yo, '—:Vu,m(*——l)m 2, agas e amNm (Nm+Nm-l Eml.-i)

welche Gleichung natiirlich auch richtig ist, wenn E selbst nicht in’s
Unendliche *fortlauft, sondern irgendwo abbricht, wo dann unter Vo
ebenfalls der abbrechende Bruch zu verstehen ist, welcher mit E gleiches
Ende hat. Denkt man sich, dass E auf irgend eine Weise verindert
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werde um AE ‘(etwa in Folge eciner Verlingerung die man ihm selbst
an seinem Schlusse hinzufigt) so wird der eben bezeichnete Bruch eine
correspondirende Aenderung Av annehmen, welche sich aus Gl, 12) in
folgender Art ergibt:
: AE
13 A MO s «+ &m SN AT
Jovat— 114 3k 4 e e B DD L

In Bezug auf die Convergenz oder Divergenz kann E ein dreifaches
Verhalten zeigen: 1) es kann bei wachsender Gliederzahl sich  einem
bestimmten Werthe nihern: alsdann wird nach Gl. 12) auch der mit
fritheren Gliedern a und b anfangende und ebensoweit als E  fortlau-
fende Bruch v, o dasselbe thun, so ferne nicht zufillig der Grenzwerth

-

verL E. — = —N—'i— ist, in welchem Ausnahmsfall v zuletzt Werthe an-
m -1

nimmt, welche ausserhalb aller endlichen Schranken fallen; —2) es
kann E selbst zuletzt unendlich werden; alsdann wird v.,. offenbar
zuletzt denGrenzwerth annehmen — Vo, m-4, als0 convergent sein mit Aus-
nahme des besondern Falls Nn.i1 —0; — endlich kann 3) E bei immer
wachsender Gliederzahl zuletzt regellos hin und her schwanken; — alsdann
wird v sich ebenso verhalten.

Es treten sich also zwei Hauptfalle gegentiber:

e) Convergenz oder auch Divergenz gegen - o

B) oscillirende Divergenz (Fall 3.)
von der Geltung, dass jederzeit der ganze Bruch v sich in demselben dieser
beiden Fille befindet, wie seine von irgend einer Stelle an genommene
Erginzung E; hat man bei der letzieren den Hauptfall ¢, so ist eine
sebr grosse Wahrscheinlichkeit fiir die Convergenz des ganzen Bruchs
vorhanden, indem die Divergenz nur Folge der Erfilllung ganz specieller
Gleichungen sein kann, Die Divergenz gegen + o erscheint daher bei
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Kettenbriichén “(anders als ‘bei Reihen) da wo ‘sie’ vorkommt al§ efwas
Zufilliges: sie’ macht sofort der Convergenz Platz, wenn' ein" Einziges
der a oder b verandert, oder wenn’dem Bruche an ‘seinem” Anfang  cin
Glied beigefligt oder weggenommen wird. In den’ meisten’ Fallen: wird
es, wenn einmal constatirt ist, dass man sich im Hauptfalle & befindet,
nicht schwer sein nachzuweisen,’ dass die Bedingungen der Divergenz
gegen + oo nichi zutreffen.

In Folge des Umstandes, dass die Kettenbruchform dieser Art der
Divergenz nicht giinstig ist, k{nnen bei solchen Briichen auffallende
Discontinuitdten zum Vorschein kommen. . Verwandelt man z. B. die
Reihe

X x3

X x4
1 T g sl 10 e

in einen ihr édquivalenten Bruch (etwa nach Gl 8), indem man der Ein-

fachheit wegen alle N — 4 macht,) so erhilt man
Xy ig
o
Tkl SRS S0LBRY.

Nun ist die Reihe = log. (1 - x),"so lange x* < 1 ist, den
Fall x — - 1 eingeschlossen; wird hingegen x > 1, so divergirt
die Reihe gegen o, indem néimlibh, wenn dabei x negativ ist (den Fall
—'1 eingeschlossen) der bestandig negative Zahlenwerth ihrer Summe ohne
Ende wichst, wihrend, wenn x positiv und > 1 ist, zuletzt die Sum-
men von ungeraden Anzahlen ihrer Glieder iiber jede positive Grosse
hinaus fortwihrend steigen, wihrend die Summen von geraden Glicder—
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Anzahlen . unter. jede megative . Grosse herab sinken. Identisch den-
selben Gang haben in allen Fillen die Naherungsbriiche des. Ketten~
bruches, welcher der Reihe gleichgeltend ist; die Divergenz gegen un-
endliche Werthe, welche demnach auch hier auftreten muss, wenn

x2 >>1 ist, kann aber nur dadurch hervorgebracht werden, dass der
Bruch

109
2
2 x
1 — 4 x 4 - e 3
b 7t hebgdiip o g
1.— % x +
gegen die constante Grenze — 1 convergirt, wenn X — — 1 oder
x2 > {1 ist, wihrend derselbe Bruch nach der variablen Grenze
X :
bin e oy Ao : 3 3 =
foz. (1 - %) 1 convergirt, so oft x> < 1 ist, den Fall x = - 1
eingeschlossen. Bei dem Uebergange von x — ~+ 1 auf Werthe, die

um beliebig wenig grosser sind, findet in dem Gange der Function, die
durch den émmer convergirenden Bruch ausgedriickt ist, ein plotzlicher

1
Sprung von dem Betrage Tor. 7 Statt.. Sollen bei Reihen éhnliche Er-
= >

scheinungen zu Tage kommen, so milssen bekanntlich die einzelnen
Glieder derselben ungleich complicirtere Functionen von x sein, als hier
die_Partialzihler und Nenner sind, aus welchen der Bruch constituirt ist.
Uebrigens versteht es sich, dass hier, &hnlich wie bei den Reihen, die
Discontinuifit nur dadurch, méglich -wird, dass in der unmittelbaren Nach-
barschaft des Werthes x — 1 Werthe von X angebbar sein miissen,
fiir welche der Index m, bis zu welchem man bei der Berechnung des
Bruches fortgeschritten sein muss, um seinem Grenzwerth bis auf hoch-




574

stens die kleine aber bestimmte Grisse ¢ nahe gekommen zu sein, grosser
ist, als eine beliebig grosse Zahl M¥).

3.

Wenn eine belicbige Reihe von reellen Gréssen vy, v,, v,,
gegeben ist, so kann man vermittelst Gl. 7) sofort einen ‘Kettenbruch
aufstellen, welcher diese v zu Naherungsbriichen hat. Man hat dabei
noch eine Willkiihr, vermoge deren man etwa die a wihlen, sie z B.
— — 1 setzen kann; die Gleichung 7) ergibt dann der Reihe nach
die Werthe der N, mit Hilfe deren man aus der 2ten GL in 3) die b
findet. Zwischen den Vorzeichen der b und zwischen dem steigenden
oder sinkenden Gange der v findet dabei ein sehr einfacher Zusammen-
hang statt, welcher ausgesprochen ist in der aus 3) und 7) hervor-
gehenden Gleichung:

= W A8y By | gl
14) b“""} 191 (”— I) T Nn Nu % .M“h (an = ;f;‘“‘vn‘}'ii
Am elegantesten stellt sich diese Relation dar, wenn alle a—-—1

angenommen werden, also wenn der Kettenbruch in reducirter Form
verlangt wird; fur diesen Fall lasst sich in Worten die folgende Regel
aufstellen: Um. das Vorzeichen von b,.., sw bestimmen, nehme man von
den. beiden Iniervallen Vo-t ... Va Und Vo ... Vo,1 das kleinere . st
dieses sinkend , 50 ist Dnr1 positiv, ist es aber sieigend, negativ.
by = v, ist die cinzige dieser Grossen, auf welche die Regel nicht
passt; ?Elf b, kann sie ausgedehnt werden, wenn man das Intervall

35

=
o

S =~

V— 4 .. .¥g als unendlich gross ansieht. (Vv ,:/==

*) Vergl. weine nNote iber eine Eigenschaft der vReihe_nzjwel'cl-le» diécontinilir-
liche Funclionen darstellen, Bd. V. Abth. II. dieser Denkschriften.
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Wenn man sich alle moglichen Kettenbriiche ‘erst in die reducirte
Form gebracht denkt, und hierauf in Classen in der Weise abgetheilt,
dassbei allen Briichen derselben Classe die Aufeinanderfolge der Zeichen der
Partialnenner b dieselbe sei, so erweist sich jetzt unmittelbar, dass es
keine privilegirte Classe gibt, welche entweder nur convergirende oder
nur divergirende Briiche in sich schlésse. Denn man kann sogleich
nach Belieben convergirende oder divergirende Briiche aufstellen, welche
in irgend ecine vorgeschricbene Classe gehoren. Um das Erstere zu
thun, denke man sich irgend eine convergirende Reihe

Qlsf~0as i ings gaut

deren Glieder sdammitlich positiv sein und bestindig abnehmen mogen:

B
Ok o Enp a0y ol i >0

wihle hierauf eine Grosse v, die dasselbe Vorzeichen hat, ‘welches by
haben soll, und bilde v, , v, , vg . . . indem man setze

Vo -—— V4 = + ¢, je nachdem b, -+ sein soll

v, — vV, — + ¢, je nachdem b, 4+ sein soll

vV, —iw¥, =4 g5 je nachdem b, + sein soll

ete.

Die auf solche Weise berechneten v werden Niherungsbriiche eines
Kettenbruches sein, dessen b, zufolge der obigen Regel, wirklich die
vorgeschrichenen Zeichen erhalten; zugleich wird dieser Bruch sicher-
lich convergiren, denn es ist fir ihn

Vm = Vg & 043 €@; £ 05k .- & Qu
welche Reihe, in’s Unendliche fortgesetzt, selbst dann convergirt, wenn
alle ihre Glieder gleiches Zeichen haben.

Auf ganz ihnliche Weise wird das Vorhandensein divergirender
Briiche in jeder Classe bewiesen, indem man statt der o sich eine
Reihe positiver Grossen o denkt, von der Arl, dass

Ol s VBB (N S
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wo s eine positive von Null verschiedene Grosse vorstellt, so dass die
Reihe

s Qipldt O dba iy ahdbanrsl
in allen Fillen divergent sein muss.

- Man Konnte geneigt sein, statt solcher Grossen 6 , hier eine Reihe
von Grossen  zu Grunde zu legen, von der Art, dass
0<T,1 =4 T w .. G

Wenn der Versuch gelinge, in allen Fillen die Untersehiede dex
conscculiven v der Grosse naeh solehen 7 gleieh zu machen, und da-
bei ‘ihre ‘Vorzeichen so zu bestimmen, wie es der Regel iiber die Zeichen
angemessen ist, se wire damit bewiesen, dass es in jeder €lasse von
Ketlenbriichennicht nur iiberhaupt divergirende giibe, sondern sogar solche, bei
welehen die Unterschiede der Niherungsbriche immer grosser werden.
Der Umstand, an welehem: dieser Versuch in der That scheitert, fihrt
auf eine nicht uninteressante Bemerkung. Damit nimlich nach der obi-
gen Regel bei immer wachsenden Intervallen der v die im Voraus be-
stimmten Zeichen der b sich richtig crgeben, miisste man hier machen:

{ Vo — ¥, — + 7, je nachdem b, <+ sein soll
Y¢ = Y, — - 7, J¢ nachdem B, T sein soll
Yo — Y, — %, |¢ hachdem'd, T cemn” oIl
Vo — V3 — + 73 je nachdem b, | sein soli

elc.

Es treten also fiir das Vorzeichem von v, — v, zwei Bedingungen
auf, welche einander widersprechen, im Falle fir b, und b, verschie-
dene Zeichen vorgeschricben sind. Man konnte die doppelte Bestimmung
des Zeicheus aufl das wmichstfolgende Intervall wiilzen, und dabei doch
zuletzt stets wachsende Unterschiede behalten, wenn man die immer po-
sitiven 7z cine Reihe dieser Art bilden liesse:

Bl el (WD
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wird aber hier auf dasselbe Hinderniss stossen, wenn auch b, und by
verschiedenc Zeichen haben. Es bleibt nun wieder die Zuflucht zum
nichsten Intervall, und von diesem zum nachfolgenden, und so ferner:
kurz, ‘wenn b, und b.+: das erste Paar consecutiver b sind, welche
gleiches Zeichen erhalten sollen (das Paar by, b, ausgeschlossen), so
denke man sich dic positiven Grossen = so angeordnet, dass

D EsIRpa  SESIHR S EY. JOSRING By SREATrks 548
ist, und mache, nachdem fir v, eine Grosse von dem Vorzeichen von
b, gewihll worden ist:

Vo — V; = + 7, je nachdem b, + sein soll

VN R RS ” b2 Ty »

V2——V3:i:c3 ” % b3i ” ”

Ver = Yo T2 %y » b dbais »

Ver— Ve = £ Ty, » beti n

Ve = Veiy, = £ Tty ” I »

Veig momi¥Medaiich Ti 4 215 ” bets »
es werden dann v, ,v,,V, . .. Niherungsbriche cines Kettenbruches
der geforderten Classe, welcher nicht bloss divergirt, sondern zuletzt fort-
wihrend (und wenn man will iiber alle Grenzen) wachsende Unter-
schiede der v gibt. Nur in dem Einen Fall kann ein solcher Bruch
nicht gebildet werden, wenn in der Reihe der Grossen b, , by, b ..

nirgends zwei aufl einander folgende von gleichem Vorzeichen sich be-
finden, d. h. wenn ein Bruch verlangt wire, bei welchem, wenn er in
die reducirte Gestalt gebracht ist, die Zeichen der Theilnenner bestindig
alterniren. Es ist dabei wesentlich einerlei, ob der erste von ihnen (b,)
positiv._oder negativ sein soll, denn nach Gl. 9) kann der eine Fall
auf den andern zuriickgefiihrt werden, indem man alle A == — 1 setzt
und die Gleichung mit — 1 multiplicirt, Auch sicht man, dass die
Briiche dieser ausgezeichneten Classe (nothigenfalls nachdem sie mit
— 1 multiplicirt worden sind) diesclben sind, welche sich, wenn man
73*
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die’ reducirte Form verldsst, mit lauter positiven Partial - Zihlern und
Nennern schreiben lassen, denn macht man in 9) die ‘A abwechselnd
= — 1 wd = - 1, so werden, wenn zuvor alle a negaliv waren
und die b alternirende Zeichen halten, jetzt alle Zeichen positiv wer-
den. . Die bekannte Eigenschaft dieser am héufigsten betrachteten Classe
von Kettenbrichen, wornach zwar auch in ihr Divergenz moglich ist,
aber doch die stirkste Art derselben, nimlich zuletzt bestindiges Wach-
sen der Unterschiede der Niherungsbriiche nicht vorkommen Kann, —
bildet demnach eine Auszeichnung, welche dieser Classe allein vor allen
iibrigen zukommt:

Nach dieser begiinstigten Categorie, [fiir welche die Untersuchung
der Convergenz oder Divergcnz‘j‘ allgemein auf diejenige von Reihen zu-
rickgefithrt ist, haben den nichsien Anspruch auf unseré Betrachtung
die Keitenbriiche, welche in ihrer reducirten Gestalt entweder nur po-
sitive oder nur negative Theilnenner haben. Ich werde annehmen, sie
seicn positiv: der entgegengeselzle Fall' kann auf -diesen zurickgefiihrs

werden nach Gl.'9), indem man alle A = — 1 setzt und den ganzen
Bruch mit — "1 multiplicirt.  Nach dem Gesetze, welches bei Briichen

von reducirter Form fiir die Zeichen der b gilt, ist es leicht anzugeben,
welehen Gang die Néherungsbriiche eines solehen Kettenbruches mog-
licher Weise haben konnen (s. Gl. 14): die Norm bildet ein regel-
miéssiges Sinken, dasselbe kann aber an belicbigen Stellen durch ein
Steigen unterbrochen sein, mit der Beschrankung, dass nie zwei stei-
gende Intervalle auf einander folgen diirfen (vi.i — vo und vy —va+,
nicht gleichzeilig negativ), und dass, wo ein solches vorkommt, das-
selbe grosser sein muss, als jedes der beiden sinkenden, zwischen wel-
chen es sich befindet*). Reihen mit nur negativen Gliedern sind also

*) Die Worle ,sinkend und ,steigend wiiren mit einander zu vertauschen,
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Kettenbriichen dieser Classe aquivalent; Reihen mit  ausschliesslich po-
sitiven - Gliedern eben solehen mit — 1 multiplicirt; = aber Briiche der
nimlichen ' Art konnen auch ganz verschiedene Reihen reprisentiren, z.
B. solche, deren Glieder abwechselnd negativ und positiv 'sind, und wo
jedes positive grosser ist, als die beiden negativen, zwischen welchen
es stelit, so dass sic, um es so auszudriicken; einen f{errassenartigen
Gang zeigen. So kann es auch vorkommen, dass die v zuletzt sich
verschiedenen Grenzen nihern, (oder auch wohl denselben vollig gleich
werden) je nachdem ihre Indices, durch irgend eine bestimmte ganze
Zahl p dividirt, verschiedene Reste lassen (welches ein besonderer Fall
einer Art von periodischer Divergenz sein wiirde) u.s. w. Bei einem so
weiten Felde der Maglichkeiten wird es passend sein, sich nach weiteren
Hilfsmitteln umzusehen, welche wenigstens in gewissen Hauptfiillen
etwas nihere Anhaltspunkte fir die Beurtheilung des Fortgangs des
Bruches bieten.

4.
Ist ein Keltenbruch in reducirter Form vorgelegt
b {
Vil Be=t s g
e B
ot
welcher gleichgeltend ist mit der Reihe
Yo ¥, v, =~ (5 ol
b 1 ol oo 1
8 D NGENT D BRI R e 0
15) bl g gy L B o
wenn a, — = {1 und nur die folgenden a — — { wiren, oder, was das-

selbe ist, wenn man sich den ganzen Bruch mit —1 multiplicirt denkt.
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so kann man zwar, der Weitliufigkeit der crforderlichen Operationen
wegen, das allgemeine Glied g, dieser Reihe nicht explicite, durch die
b ausgedriickt, herstellen, doch lisst sich eine gewisse Combination von
drei auf einander folgenden Gliedern leicht auf die gegebenen Grissen
zuriickfilhren, und gibt dadurch eine Grundlage fiir gewisse Schliisse.
Im gegenwirtigen Falle, wo die a = —-1 sind, hat man nimlich

Nn+1 + N-n ¢ U bn+1 Nn

ebenso
N. + Ni<a =— Dg N g
also
3 By Nn—2 Nn.f:1 2
b burs = (1 + 5 ) (1t + 7=
: 1 18 3
oder auch, weil e g ist, etc.
= _g:;) L
16) b = (1 + ) (1 + o,
welche Gleichung nur eine Ausnahme erleidet fir n — O oder n — 1
in welchen Fillen an ihre Stelle die folgenden treten*®):
1
S bl — — —
162) o
? bl =4 .0 <
g2

*) Bei einem Kettenbruche, dessen Theilzéhler a in irgend einer Weise fixirt
sind (z. B. = — 1 gemacht) sind die Werthe der Producte aul einander
folgender b (von der Form bn ba:,) von wesentlicherer Bedeutung als. die
einzelnen b. Denn man kann nach Gl 9) mit einem beliebigen Factor
gleichzeitig alle b von geradem Index multipliciren und die von ungeradem
Index  dividiren '(oder umgekehrt), wodurch man nur allen Néherungs-
briichen denselben Factor beifiigt.  Bei dieser Transformation, welche die
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Setzt man fir, den Augenblick die Verhiltnisse auf einander fol-
gender Glieder der Reihe

g'g T Tnts E
én:l — " ) é_“'_' — Yn+t1
so steht die Gleichung 16) auch so:
1 M

ba buti = 1 -+ 7. 4 = -+ Yo

woraus sich unter Anderm folgendes ergibt:

&)

e

g
9

Soll die dem Kettenbruche dquivalente Reihe von irgend einer
Stelle an keinen Zeichenwechsel haben, so miissen von hier an
alle Producte auf einander folgender b sicherlich grisser sein
als 1.

Sollen gleichzeitig die Glieder der Reihe zuletzt immer abnehmen,

: . A . 1
so miissen die b, b.+: grosser sein als 2 (weil ;{" hier ein un-
n ]
echter Bruch ist).
Dasselbe muss der Fall sein, wenn die Glieder der Reihe ziy—
letzt immer zunehmen sollen (7, = 1).
Sollen die Glieder der Reihe (keinen Zeichenwechsel haben und)
zulelzt immer rascher abnehmen, so missen dic ba b.,, grosser
1 17" . -
sein als 3. (~~——~— und ——— sind hier unechte Briiche).
Hn+ 1 Hn'

Dasselbe muss der Fall sein, wenn die Glieder der Reihe zu-

letzl immer langsamer zunehmen sollen (7, und unechte

Briiche).
Sind die by b ;. alle kleiner als |- 1,50 konnen in der Reihe nirgends
mehr als zwei aufeinander folgende Glieder gleiches Zeichen haben.

Verhiltnisse der v zu einander nicht alterirt, éndern sich alle einzelnen b,
wiihrend dic Producte von je zwei consecutiven ihre Werthe behalten.
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Diesen Schliissen lassen ‘sich einige ahnliche anreihen, welche sich
auf anderm Wege ergeben. Setzt man namlich bei einem Bruche, der
bereits in reducirter Form gedacht wird,

17) bati = v &y (fir n = o)
so nimmt die zweite der Gleichungen 3) die Form an

Nat: — M = (N7 —"N,-»} -+ 5N

aus welcher sich sofort auch ergibt

Notr — No =N} — N, 4¢, N, +¢, N, ¢, N, 4 ... 4 &+ N,
oder auch, wenn &, (abweichend von den tbrigen &) durch die Gleich-
ung definirt wird:

17 a) by = ¢

so hal man

18) N BN SR Ny N AUORIIE QL

Hieraus ist sofort klar, dass, wenn in einem vorgelegten Ketlen-
bruche kein negatives ¢ vorkommt, derselbe auch nur aul positive, und
immer zunchmende, N fithren kann, d. h. dass in diesem Falle der be-
stindig und  immer langsamer sinkende Gang der Niherungsbriche nie-
mals eine Unterbrechung  erleiden wird. Ein solcher Bruch wird zu-
gleich, wenn nicht alle seine & — o sind, convergiren, weil fir ihn
(zufolge - GL. 18) die Grossen N in der Reihe 8): wenigstens eben so
schnell als die Glieder einer arithmetischen Reibe zunehmen.

Ein entgegengesetztes Verhalten ergibl sich, wenn man annimmt,
dass von irgend einer Stelle an in dem Bruche keine positiven & mehr
vbrkorhmen, withrend negative e, die dabei ihrem absoluten Werthe nach
grosser seien als ecine (beliebig kleine) Grosse 4 immer aufs Neue auf-
freten sollen, sowecit man auch fortgehen mag. In diesem Falle beweist
man leicht, dass die Reihe der Grossen N unendlich oft Zeichenwechsel
haben muss. Denn wollte man im Gegentheil annehmen, N, und alle
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spateren N hatten einerlei Vorzeichen, so: wiirde man, fiir ein n > p,
die ; Gleichung 18) so schreiben kdonnen:
No#i—Na = P eui Ny - gpt2 Npwo =10 - &asi N

wo P das Aggregat einer Anzahl der. ersten Glieder rechts in 18) vor-
stellt, -die beliebig wechselnde Vorzeichen haben konnten,  wihrend die
Glieder &,+. Ny -+ . . . der Annahme nach alle einerlei Vorzeichen ha-
ben wirden.. Um die Ausdriicke zu fixiren sei etwa vorausgesetzt, dass
N, und alle spatern N positiv. sein mdgen. | Alsdann wird die Reihe
&+1Np i~ &+a Nyyy = .. . nur negative Glieder -enthalten. - Ist nun da-
bei P positiv, so kann Anfangs diesc Grisse die: Summe der negativen
Glieder, die darauf folgen, iiberwiegen. So lange dies. der -Fall ist,
werden der Gleichung zufolge die positiven N im Wachsen begriffen
sein (Na+: > N.): in Folge dessen miissen, wenn man n immer grosser
nimm¢, am Ende dér Reihe rechts immer aufs Newée' Glieder  hinzukom-
men, welche negativ und (abgesehn vom Zeichen) =4 N, sind*). Diese
werden bald den positiven Werth von P ersch6pft: haben, man wird also
dahin’' gekommen sein, dass' einmal Ny, -~ N, negativ wird. “Von die-
sem Augenblicke an miissen nun (weil Nit:"— Na+. noch stirker ne-
gativ wird als N, +, — N,) die N immer tascher abnchmen, bis sie durch
Null gegangen sind, also, der Annahme zuwider, ein neuer Zeichen-
wechsel 'Statt gefunden hat. Dasselbe wiirde noch schneller eintreten,
wenn schon P nicht einerlei Zeichen mit N, Ny, ete. hat. Die Ab-
nahme der ' Zahlenwerthe ‘der N, welche, Einmal aufgetreten, immer ra-
pider werdeén muss, ist alsdann schon von Anfang an vorhanden.

Das' Verhiltniss bleibt ganz  dasselbe, wenn man die Grossen N, ,
ny+1,. . . “welche: hier 'positiv genannt worden sind, negativ voraus-

*) Wire Ny zufillig
nicht gleichzeitig auch o sein kann, weil sonst nach Gl.3) auch schon Np-
und dann auch Np-.,Np-3 . . . N, = O sein miissten.

Abh. d. IL. Cl. &. k. Ak. d. W. VII. Bd. IIl. Abth. 74

o, so wiirde man stait seiner Np+: nehmen, welches
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setzen ‘willy es sindalsdann’ in”dem‘Beweise nur die Worte , positive
und ,negativ¢ mit einander zu Vertauischen.' “Es ergibt sich''also)) ' dass
in dem Falle, von welchent die Sprache’ ist;* wirklich -unendlich oft ein
Zeichenwechsel ‘der ‘Grossen N stattfinden “muss.” So oft ‘dies” der Fall
ist, erlflt”die -dem Keltenbruche dquivalente Reihe 8) ein positives Glied
oder “das Intervall vy & . '.0vhiilististeigend; “weil - aber dabei «die' b als
positiv: vorausgesetzt werden (0 < =+ & «<'2) ‘also nie zwei steigende
Intervalle’ auf einander’ folgen konnen (s.'§.'3 zu Ende), so wird bei
einem Kettenbruch der ‘besprochenén Art der im Allgemeinén sinkendé
Gang” der Niherungsbriiche ‘an' uncndlich vielen 'Stellen” durch “isolirte
steigende Intervalle unterbrochen sein:

Man. sieht, dass der Werth b — 2 eine Art von Scheide abgibt
unter den Kettenbriichen , welche in, reducirter: Form positive Nenner b
haben. . . Sind von : gewisser Stelle. an alle b > 2, so gehort der
Bruch zur reguliren Classe von solchen, deren Niherungsbriiche immer
in. Einem Sinne fortgehn; kommen im Gegentheil von irgend einer Stelle
an keine b:> 2 vor, dagegen aber unendlich viele, die wm etwas End~
liches - unlerhalb 2 liegen, so finden im Fortschritt des Bruches unend-
lich .viele Schwankungen Statt. Der Fall, wo die Partialnenner ver-
mischt. bald grosser und bald kleiner als 2 sind, bleibt dabei. unbe-
rihrt, solern er nicht etwa ‘in einzelnen Beispielen durch alternirendes
Multipliciren. und Dividiren der Theilnenner mit Ein und derselben Grisse
aul einen der beiden bezeichneten zuriickgefiihrt werden kann (Vergl.
die. Anmerkung zu 8. 22).. Ein ndheres Interesse als dieser ganz un-
bp'_stimmte, Fall nimmt aber die . Frage in Anspruch, wie sich solche
Briiche verhalten mogen, deren b sich zuletzt von unten her der 2 als
Grenze nahern.
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Weil die so eben bezeichneten Briiche :denUebergang: zwischen
den vorher betrachtelen Féllen bilden, so wird man im Voraus erwar-
ten, es von der grosseren oder geringeren'Geschwindigkcit, mit welcher
hier: die 'b der Zahl 2 sich ndhern, abhingig zu finden,: ob ‘der «Bruch
ein:'Yerhalten | zeigt, rwelches: demjenigen: der Briiche ,mit ipositivem e
analog ist, ‘oder ein sdhnliches wie—diejenigen, ‘deren & negativ sind,
ohne sich der Null zu ndhern.! Diese Vermuthung bestitigt sich, indem
es leicht ist, iiber das Gesetz, nach welchém dié) b sich der 2 nihern,
Annahmen aufzustellen, welche nach Willkiihr auf Einen oder den an-
dern der bezeichneten Fille fiihren. Betrachtet man z. B. den Bruch,
in welchem (wenigstens fiir alle m, die grosser sind als ein bestimmter
Werth ) die Gleichung Statt finde

bn = 2 — e oder en  — ——-i
M = w ogasw sodll 4 hiber 118

so wird leicht bewiesen, dass ‘dié Nenner: N _seiner Niherungsbriiche
unendlich oft ihr Zeichen indern. Denn’ wenn man annehmen wollte,
dass an irgend éiner Stelle, z -B. bei dem-Uebergange von N,.. ‘auf
N, zum letzlenmal Zeichenwechsel Statt fande , so wiirde man, durch
Betrachtungen, welche eine beinahe wortliche Wiederholung des schon
im' vorigen'§." iiber 'den ahnlichen Fall Gesagten enthalten wiirden, sich
gezwungen Sehen, einen ‘neuen Zéich‘;en'wec-hsel‘ zuzugestehen und so
fort. " Der gleiche Fall #ritt immer ein, wenn die b sich der 2 von
unteri’ her so langsam nihern; dass die Reihe e .

: e it =1 inf._j : :
(deren Glieder simmtlich als negativ und < ? vorausgesetzt werden) eine
divergirende ist: in. allen solchen ‘Fillen ‘wird “der Gang der Naherungs-
briiche des Kettenbruchs, anstatt in!Einem" Sitine fortzuschreiten, an un-
endlich vielen Stellen Schwankungen erleiden. ' Umgekehrt lassen sich
aber auch Briiche angeben, deren (negative). & so rasch-abnéhmen,  dass
die. Naherungsbriiche - ein: 'analoges Verhalten ' zéigen, wie bei ‘positi-

74%
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ven & Man nehme etwa an, es sei fir alle m, welche einen bestimm-

ten Werth w iiberschreiten,
et 1

me

und ‘man beLrachLe (was: zufolge des §. 8 erlaubt ist) statt des voll~

standigen mit: b, beginnenden Bruches einen solchen, welcher mit einem

Eay s

sptern Index, etwa mit ko 4 > w, anfangt, also den Bruoh
ahn qi; 2 1 ; 1. i |
““““ it b=k} 1 v 1 1
e 5
k< il il
o diboid=dd%155

Man wird hier haben, wenn m > k ist:
' Nk ;,m+x"‘ Nk—l,m :Nk-l,k e Nk-r,k—;

49)

Nk 15k ciit kil Nk—l ‘m
(@D st (k+2)a e sscallobe oYY

Dabei ist es aus dem Bildungsgesetze des Bruches klar, dass bei
positivem e« eine Anzahl seiner ersten N jedenfalls positiv ist. Se
lange dies bei den rechts in den Klammern siehenden N der Fall ist,
wird der Unterschied N, ._, ,migr — Ni-,,m fiir. wachsende m entweder

negaliv. werden, oder doch immer kleinere positive Werthe annehmen,
demnach welden in der Reihe '

/1 Nk T o Nk—:,k 3 Nk—‘,lq.x N -+ Skitd ik 5
das drltte Glled und die spéteren: kleiner sein, als die 'entsprechenden
Glieder der arithmetischen Reihe '

Nt kea _,Nk—.,k-n + AE Nidsigrs i -—I—z AT Nk_,,l;-, + 3 A , ete.
WO zur momentanen Abkirzung die positive Grosse Ni., » = Nyiy,

k-1
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= ‘A gesetzt ‘wordew ‘ist. Man ' wird demnach (das Zeichen > algé-

braisch verstanden) *haben:
Pl

Nk—l,m-l—l e Nk«;,m AN —Nk—l,kﬂ (

a+ 1 _.{__,,“1 + + i )

k0% DT e s DS
e 2 3 m—k-+-1
- (<k+1)a+(k+2)a+(k+3)a+“'+ TR
oder auch, weil Ni i,y = 1 ist:
i 1 4
Ny g — Niewm > 4 — k1)« &tz "1 e
k-+1—k k-+2—k k-+3—k m-+-1—k
Sciliiss: e apap bt (m+m)
d. i
SN 1= 1 — 1 = = ‘1
Nk-—l,m4.| I\k‘ el ( (k1)@ 1 (kt-2)7-1 “oe (m+1)a—1)

E 1 : :
i r—1 ((k—H)“ —{‘_(k—}—z)‘I LT (m+‘1)°‘)

Nun ist es; bekannt, dass die Reihe
Yeitojamyl A 28
‘1,1_1 + 2(1—1 + 3(1——1 + e Hlf.
convergirt, sobald .e—1 > 1 ist; in diesem Fall ist es also moglich, k

so gross zu nehmen, dass der Ausdruck
1 1 1

= T e

Ufne?  fget
bestdndig positiv bleibt; die Grossen A =N, x— 1 = 1 — L undka — 1

ke
=k—1— sind gleichzeitig auch positiv; es ergibt sich also,

b
Joo- 1
dass die linke Seite in GI. 19) nothwendig positiv. bleiben muss, wenn
die Voraussetzung. erfillt ist, dass die rechts vorkommenden N simmi-
lich positiv sind, oder: wenn die Gréssen Ni-iji-i; Nioijy Ni-a,xs,
. o Ny, m simmtlich positiv waren, so wird auch die nachstfolgende
Ni-,m42 positiv und dabei grosser als Ni.,,n. Da nun eine Anzahl
der ersten dieser Grossen wirklich gewiss positiv sind, so missen also
auch alle folgenden es sein: es werden also (fiir e~ 2) die Naherungs-
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briiche des hier betrachteten Bruches, vi.),e ohne, Schwanken immer in
Einem Sinne fortgehen. Dasselbe wird, zufolge der in Gl. 13) ausge-
sprochenen BGZ}Bhlll]“‘ zwischen dem ' Gange Irgend elnes Kettenbruchs
und dem seiner Ergidnzung', suletzt Cauch der Fall sein bei Jedem an-
dem, der-idasselbe —Ende“-‘ha\,t, alsoz, B, bei dem Bruche:

: 1

2 — — L

Wemf; wie in dem Beiépiele, von irgend einem Bruche, dessen b
sich der Zahl 2 von unten her nihern, bewiesen ist, dass er nur posi-
tive N hat, so wird dasselbe bei''jedem’ andern'‘der' ‘Fall’ sein miissen,
dessen b sich rascher als die des ersten dem asymptotischen Werthe 2
ndhern. Denn man bewelst leicht, dass seine N sammtlwh grosser aus-
fallen ials «die“des  ersten ®). “Auch Kann man -behaupten, dass' der 2te

*) Drei aufemandcrlolcronde Vaherungsnenner des erst«,n Bruches seien Nm-, ,

- Nw,bNiyr, Durch irgend eine Veriinderung, die ‘man'an’ dem Bruche an-
bringt (etwa Vergrosselung eines b) .sollen iibergehen Nm.1 in Nm-1 =

ot (1 5 @) ; Naein W N d 4+ p woo = a<ﬁse1 So wird

(i gleichizeitig liibergelien (Nmiy in Ninby = Nmis (1 —}- 7) wo'y = gist!
~pmiDern eSIStN’nq.. e hm.;.‘x N st Nags = + 5p) bm+1 N —( t Sy NH=Y
= + B) (bmyr N, — Nmar ) o =5 )i Nmer i =2(1 4 ) Nmgs - eine
,posmve Grosse. — Denkt ,man sich . also in einem, vorgelegten Bruche, der
“nur posmve 'N hat zuerst etwa bm vergrossert um Abm ;50 wird dadurch
’-‘v:"iiirect Nm' vergmswrt um Abm Nm-;, d. h. man erhalt Pm po,smvcs

: 0 1st Sofort wxrd also auch Nm+1 vergrossert und Lwar'

-

"~;§.} HEOS
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Bruch convergiren muss, selbst wenn derjenige, mit welchem er ver-
glichen wird, sich in dem Falle der Divergenz gegen Unendlich befin-

aQ

-

o odio T Fsraal

den sollte. Denn der Bruch v - kann nur .dadurch

gegen, oo divergiren; -dass v, . ;gegen Null c-(;;liergirt. Nun 'ist aber
Vi,e o [Ur den zweiten  der. beiden verglichenen Briiche grosser (d. i. mehr
positiv) als fir den ersten, denn der zweite dieser Briche hat der Vior=
ausselzung nach  die; grossern- b, wnd nach der (schonS.9 angefithrten)
Dilferentialgleichung

dVI]) l) NH l) 2
e e Gty e (**)
dbn ( 1) mis  Gmys n h dog
kann, wenn alle a — ~—:1. sind. ein ositives Increment von b nur
2 >

dann ein negatives an. v erzeugen, wenn bei dem Uebergange vom ur-
spriinglichen: Werthe von b zum. geinderten der Nenner Nup durch Null
geht, welcher Fall hier nicht vorhanden ist, . weil die N der Voraus-
setzung nach schon positiv waren, und daher bei der Vergrosserung der b
auch positiv bleiben. - Es. ist also in der That V5 grosser: fir den-
jenigen Bruch, der die grosseren b hat, als fiir denjenigen, von welchem
ausgegangen wurde; fiir diesen letzleren ist es aber nicht negativ, son-

dern Null oder positiv, weil sonst Vooas == Dy v i grosser ge-
b e}

wesen wire, als v,  =—b,, wihrend doch die Naherungsbriiche - von
Vo, den gemachten Voraussetzungen nach fortwihrend sinkend gehn.
Also muss fiir den Bruch, dessen b sich der 2 von unten her rascher
nihern als die des urspriinglich betrachteten, v, positiy: und von Null

verschieden sein, und folglich wird fiir ihn Vi ol — nicht
1*

gegen Unendlich divergiren konnen, sondern muss convergiren.

in stdrkerem Verhaltniss als Nm (weil y > B), daher Ny, in wieder siidr-
kerem u. s. w. — Aechnliches findet Statt, wenn man hierauf bmy: ver-
grossert u. s, f,
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6.

1"'Bei der grossen Mannichfaltigkeit cinzelner Fille, welche in dem
allgemeinen’ begriffen sind, in welchem zuletzt der Gang der Ndherungs—
briiche bestindig  zwischen Wachsen und’' Abnehmen schwanken muss,
méchte es sehr schwer sein, allgemeine Regeln aufzustellen, nach wel-
chen  beurtheilt “werden konnte, wunter welchen Umstinden ein 'solcher
Gang zuletzt zur Convergenz und wann er zur Divergenz fihrt. Indes—-
sen tragen die meisten derjenigen Kettenbriiche, welche ‘bisher eine
analytische Wichtigkeit erlangt haben", und deren Discussion daher fiir
jetzt ‘ein nédheres Interresse hat, einen gemeinsamen Charakter, welcher
der Untersuchung sehr zu Statten kommen  muss; ‘denkt man ‘sie sich
namlich in die reducirte’ Form gebracht, indem man alle ihre Partial-
zihler auf — 1 ‘bringt, so “werden' die Partialnenner sich gewohnlich
zuletzt ‘einer bestimmten Grenze, oder auch alternirend zwei verschiedenen
Grenzen immer mehr nidhern, ‘woferne “sie nicht am Ende fortwihrend
und iiber jedes Maass hinaus wachsen. In diesem letztern Falle, und
ebenso, wenn eine oder mehrere Grenzen der' b, sdmmtlich grosser als
2, existiren, ist die Beurtheilung des Kettenbruches nach dem, was im
§. 5. hieriiber gesagt worden ist, leicht. Ebenso klar ist es, dass,
wenn' von gewisser Stelle an alle b Einem Werthe < 2 strenge gleich
wiren, der Bruch ‘bei schwankendem' Gange seiner Niherungsbriiches
divergiren ‘miisste, und zwat schon desshalb, weil man fir einen solchen
Bruch, seine’ Convergenz: einen Augenblick angenommen, einen imagi-
néaren Werth finden wiirde, welchen er natirlich nicht darstellen kann.
Auch ist es leicht, mit Hilfe der recurrirenden Gieichung, aus welcher
die N siech ergeben, den allgemeinen Werth von Nn fir diesen Fall
anzugeben, in welchem man setzen kann

'bI e = b o el 008 Y _((3<77<72)
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man  findet ndmlich hier abe ddgind
N Sin (hi1) %

Sin 7

m e—

Das Verhalten der dem Kettenbruche dquivalenten Reihe (8), oder
auch des Bruches s‘elb's‘t, ist daher hier so weit von der Convergenz
entfernt, dass nicht einmal einzelne Glieder der ersteren zuletzt unend-
lich }éb‘nehmen 'vielnie‘hr werden (wenn schon von _Anfang an alle
b 2 cos # sind) s0 weit man 'mch fortgegangen sein ‘mag, noch
Untelsohlede dufcmfmdmfo]wcnder spatmer Néherungsbriiche \01kommen
welche' grosser sind als eine belichbig grosse Grosse. Man konnte hier-
durch auf die Vermuthung geleitet werden, dass auch schon die Aehn-
lichkeit, welche mit:einem Bluche der eben bééelchnctvn Art ein solcher
hat, dessen b sich zuletzt ciner Grenze  — 2 ndhern, gentigend sei,
um eine Convergenz des letztern cbenfalls unmogllch Zu machen.
Von dieser Ansicht ausgehend habe ich mich lingere Zeit und auf ver-
schiecdenen Wegen: bemiiht,- einen allgemeinen Beweis fiir die Divergenz

der lbt/tClCll uasse von Briichen zu fiithren, bin  aber dabei immer auf

1rgend einen_Umstand gestossen, durch w elchen die Alloomemhelb der
Sohlussm]@uung abgesc hmttcn wurde. Nachdem ich in Folge dessen
an, del ]LXIStGIM eines solchen Satzes zu zweifeln angefangen hatle, bin
mh endluh dahin Uchommen mich zZu ﬁberzeuo‘en dass sich wirklich
bruchu aufste]lcn lassen wclcho LOHVOIg‘lI‘EH OhthOH ihre b. sich einer
Gren/e < ‘) nihern, ww ich an uncm chpmle /e1gen werde

Da der Uebel ang’ von der Reihe zum l&cttenbluuh leichter ist als

'dcr umgekehrtc SO Oeht man am bequemsten von der Reihe 15) aus:
e e kb o

und sucht ihre Glledcr S0 zu boqtunmen dass nicht nur sie selbst (und

also auch der i Olelchgeltonde Kcttenbruch) ‘convergirt, sondern auch

der Werth von b sich’ zulelzl einer Dbestimmten Grenze nahert, die (p0¥

Abh. d. IL CL d. k. Akad. d. Wiss. VIL Bd. IIL Abth. -
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sitiv und) < 2 sein soll. Es ist leicht, den Ausdrickider b :durch die
Glieder g der Reihe herzustellens -dénf® m__qnh;hat z. B.
bl b Dby . o B buas

bangs =3 - e b b
wo die Werthe der em/elnen /ur Rechten stehenden Produkte JB zweier
Factoren durch dle Glewhun‘ren 16) und 16a) gegeben sind.  Setzt
man dleselben wukhoh in_die Glelchung, und behandelt das oontmulr—
liche Produkt auf dle gewohnhche Weise (mdem man auf semen Lo-
garlthmus ubergeht), SO elglbt sich, dass b,., sich mlt waohsenden n
einer endlichen und von Null velsohlednen Grosse nahern w1rd wenn
die Reihe, deren allgemeines Glled ist .

a) gzn+‘ —[—— gn\-l-_ gmfl anga
Zon-1 '-1— g n Zan gm,z 5%
convergirt.  Fir b, wird Aehnliches Statt ﬁnden wenn neben der
eben aufgestellten Bedingung auch die 2te erfillt ist, dass (zufolge Gl. 16)

b) (g + g ;;x? (Ogi“n':'—{’— g“q—l e bZ""‘l b2n+z

sich .zﬁletzt'é‘iliém endlichen und von Null verschiedenen Werthe néhert.
Sollte s sich dabei ercignen, dass der Grenzwerth eines b mit un-—
geradem Index verschieden von dermemgen eines b mit geradem Index
ausfiele, so wird man beide einander gleich machen konnen, indem man
mit der Quadratwurzel aus dem Verhaltniss beider Grenzen alle b alter-
nirend multiplicirt und dividirt, wodurch man (zufolge Gl. 9) nur allen
Néherungsbriichen “einen glelohen Factor hm7ufu0"t :

_ Es sind also die Grossen g so zu wihlen, dass die beiden Forde-
_rungen in a) und b) erfillt smd und dass zugleich gemiss der i in §. 3.
aufgestellten Regel iiber die /omhcn su,h posmve b ergeben. Gibt man
dabei nicht allen 5 glelohe Vorzelohen 50 wird man auch sicher sein,
dass der Grenzwerth der b, wie es verlangt ist, < 2 wird. Man ge-
niigt den verschledenen Bedingungen .unter Anderm leicht aul folgen—
dem Wege. Es sei gesetzt
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g.iiex (== 1)
v Agihvids b Auiy ,

wo alle 4 ‘positive Grossen vorstellen "sollen ; dabei miissen diejenigen A4,
deren ‘Index 'durch: 4 theilbar ist; grosser 'sein, als die beiden mit un-
geradem Index versehenen, zwischen welchen sieliegen (damit nach der
Zeichenregel in' §. 3. positive b erhalten werden). Setzt: man allgemein

Aste = Aue. 1. Xr
so mrd man der Lonvergenz der Reihe

: P
und also auch der Convergenz des Kcttenbruches swher seln sobald

S ;

eine “¢onvergirende’ Reihe' ist, ‘und 7Zugléich die’ Werthe aller x kleiner
sind, als eine gegebene Griosse. Nimmt man etwa an, dass die Glieder
der Reihe X A,.., ununterbrochen abnehmen, so braucht man nur die-
jenigen x, welche einen’ geraden Index tragen, grosser als 1 zu neh-
men, um gewiss auf keine andern als positive b zu kommen.

i

Bedient man sich noch der Abkiirzung, zu setzen

;":r+1 — )Vzrm Yr
(wo y < 1), so stellen sich zwei aufeinanderfolgende Glieder (welche beiden
ihrer verschmdencn Bildung wegen von einander getrennt betrachtet wer-
den mussen) der in a) bezelchneten Reihe so dar:
\Xaprr, T 1 Yoy e — 1 Vo }
(X,zp = Xop X.pta [ Xopr + 1 Xopt1 Xapra

)

_u'xid'man hat jetzt, neben der Bedingung, dass diese Reihe convergirt,
auch noch die beiden aus b) hervorgehenden  zu erfiillen, dass die

Grossen
s (1 +XW) {1 -—J;) und

.* 2

oty ey

Xapla sz+.

T




sich Ein und derselben endlichen! und ven Null verschiedenen Grenze
niahern®).  Aus der Vergleichung. der Ausdriicke in a’) und b’) erkennt
man- bald;,»idass~alleni-gestellteni . Fordérungen « gleichzeitig sehr -ginfach
geniigt: werden skamiy wenn mant simmtliché: y; der!4:; die)x:mitonn~

‘gerddem Index deri! Grosse: /1 2r—= 4 und: die;mit. geradem der:-Grisse

W24 10 als Grenzen sich inangemessener /Weise niaherni lasstvi Nimmi

; {3 = ._F;*l
man z. B. an, es sei allgemein y, — (
o § bois

(24
), ,,und setzt dabei voraus,
dass e« positiv und grosser als 1-.sei; so ist die Reihe

¥iey . ‘::;l_ § i 1 3 : 1 Ll bl A f.:: s ‘j,;,:‘ 8
2 Az r-1 — ﬂl (F —i—' a(x + "OT; i )
bekanntlich. convergirend., Um: .der Reihe :a"), die: glelchb Elgensohaft

Zw-geben, kann man etwa setzen:

R i e e
¥ _';‘_.~ i3 Cﬂ j i
X:p;_l p— v 2 o —(715:}—72)\!,2

Es ist dureh dicse Annahmen allen gestellten Anforderungen Ge-
nige gelelstet Denn durch die Grossen yr, Xyp und X.ppn Sind alle g
S0 bvsummt dass die Reihe Lb, oder der I\ettenbruoh convergirt, Zu-
gleich werden die Grossen b.... sich zulelzt einer hcstlmmtcn Grenze

nihern (weil dlc Reihe a) convcrglrt) und eine ahnllche Grenze wird
fir die Gwssen bm,rl existiren, . weil die beiden in b] aufgestellten
Producte je zweier aufemandm folgcnder b sich zuletzt derselben Grenze

‘inahem. Endhch kann man nocl die beiden’ moghchelwusc von ein-
ander verséhiedenen Grenzen der b 'mit geradem und mit ungeradem In-

¥) Man erhilt diese zwei Bedingungen statt Einer, weil nach dem angenomime—
nen Bildungsgesetze der g die beiden Falle n = 2p und ni=t 2p+1{ un-
terschieden werden miissen.
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dex einander und dér Grosse \/‘2 dadurch gleich machen, dass man mit
der ()mdmtwuuel aus ‘dém Verhiltnisse beider Grenzen alled’ alternlrend
mu]tlplwut odcl d1v1d1rt was' 7uf0i70 GL.-9) erlaubt istl
‘Hierdurch istralso die ‘Existenzseines convergirenden Kettenbruches
erwicsen, dessen b sich zuletzt siammtlich der Grenze Y 2 nihern; und
durch 'éihnlmhe Letmchtungcn wird man auch andere Bruclm aufstellen
konnen,: welche ‘convergiren ‘miissen, obgleich ‘ihre b (in der’ reducitten
Form) szuletzt -einen’ Grenzwerth’ &< 2 ‘annehmen. & Hitte man‘auf irgend
eine Weise einen 'solehen Bruch von  dieser Rigenschalt' 'gewonnen, “fiir
welchen' die” 'Grenze' von b 'nicht dem doppelten Cosinus einés zu' @ in
rationalem- Verhaltnisse stehenden Bogens ' gleich' wire, so "wirde ‘man
in* einem ' sehr allgemeinen Falle aus diesem andere Briiche herleiten
konnen, voh ‘welchen jeder eébenso wie der erste convergiren niisste,
wihrend fiir ihn die Grenze der b einen andern als den urspriinglich
gegebenen Werth hitte ,~der dabei wicder < 2'w£ire, und zugleich so
nahe als man es hur' immer  verlangen mochte, ‘dem Doppelten 'eines
vorgeschriebenen echten Bruches gleich wire. Das Mittel dazu bietet
die Contraction des vorgelegten Bruches, fiir welche die allgemeine
Formel zaEnde von §. fo aufgestellt 'ist. Nimnit man ‘nédmlich an, es
sei dort p = 2uH1, q = 3mt2, r = 4m+3 etc., und der gegebene
Bruch' sei ‘ein’ soleher, dessen a sdmmtlich = — 1 wiren, und dessen
b 'sich ‘der 'Grenze ©2 ‘cos 'u zuletzt ohne Ende "ndhern, so ist es’zu-
néchst ‘klar, dass ‘in dem zusammengezogenen die Partialzihler und
Nenner 'sich auch wieder bestimmten Grenzen nédhern® werden, “welche
man leicht angeben kann, weil in einem Bruche, dessen b alle genau
— 2 cos g wiren, die allgemeinen Werthe der N und ebenso der Z, also
auch 'der v, sich- ohne Schwierigkeit herstellen lassen. Dabei wird aber
der zusammengezogene Bruch, so wie man ihn aus den Ausdriicken 11)
erhilt, nicht unmittelbar in reducirter Gestalt erscheinen, indem seine
Partialzihler, anstatt alle — — { zu sein, die Werthe haben:
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| 1 E o 1 :
5NN s 05y Db i a0 T 10 P saeye, smpa #1585
Um sie auf -1, zu bringen, wird man (wiein Gl 9) I*aotorcn A
an den Zihlern und Nennern anbringen, deren Ausdricke sich aus 10)
ergeben ; indem ‘manidaselbst - fiir-ay; a;,'a; . ... der Reihe nach die

so _ecben angesetzten Werthe — N" ete. fmmmt Wenn man dles
1 3 0o,m

thut, so. wird -es sich hiufig ereignen, dass die Ausdruoke YO Asii
und A,y welche als continuirliche Producte gegeben :sind, ‘mit wachsen-
dem r gegen endliche und von Null verschiedene Werthe L, I con-
vergiren *)..; Unter Anderm wird dies, wie leicht zu bewcisen ist, dann
allemal -geschehen, wenn das Gesetz, nach welchem.die b: des urspriing-
lich vorgelegten Bruches sich ‘dem . Grenzwerthe: 2.cosy nihern; einfach
genug ist, um zu bewirken, dass die an die Stelle der Grissen a 'n
den Gleichungen 1Q) tretenden Werthe _.ﬁ:n‘: ey _1‘72;1._;;: ete.
(welche al,le_gleich viele Grossen b.umfassen, und welche sich desshalb
alle zuletzt dem Gr’enz"werthe~—( i1 b 2méi‘hem) von einer gewissen
- ; ; Sm(m—{—i) v 2ah
Stelle- an bestindig wachsen oder auch besténdig abnehmen. So oft
ein solcher Fall vorhanden ist, werden in dem zusammengezogenen
Bruche, nachdem er in reducirte Form gebracht ist, die einzelnen Par-
tialnenner mit Factoren -behaftet sein, welche in alternirendem Gange
sich theils 'der Grenze 1, theils der Grenze L’ ndhern. Da es aber er-

laubt st alle* Partialnenner irgend -eines Kettenbruches mit Einem und

- %3 Wenn' ‘dies fir Einen der beiden Ausdriicke A.r.{ und' As, der Fall ist,
4 imuss es' fiir den-andern ‘auch gelten, weil das Product von beiden, oder

'ﬂle Grésse — % = —|— N* (zr .] (mp1), (-r-.)(m+-)m swh zu]etzt dem be—

BETH

Sin
stlmmten Grenzwerth mhelt . (m+]) ?/) :
T Bin g
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demselben Factor abwechselnd' zu multipliciten und zu dividiren (woduareh
die Verhiltnisse 'der aufl ¢inander Holgenden Néaherungsbriiche nicht ge-

andert. werdenj so kann man fiir diesen Factor die Grosse l/—I:T neh-

men; nachdem die¢ Operation vollzogen ist; werden nun:alle’Theilnenner
Factoren - haben; -welehe sich i derselben . Grenze ¥ I, < nihern; Diese
ist ‘aber ‘fiir “den’ vorliegenden Fall ‘nichts anderes: als der Endwerth,
welchen Ny .n fir stets® wachsende k annimmt; multiplicirt man also mit
demselben den Endwerth eines Theilﬂennel‘s, wie er sich in 11) dar-
stellt, und berticksichtigt man dabei, dass bei dem angenommenen Gange
der b zuletzt (d. h. fir sehr grosse k) wird ‘7k+nl+1,k+'zm:{_| ::'VL,ker, SO
wird ' das’ ‘Product 'zuletzt' = — N «im-1 - Zi,1m wélches “im''Grenz-

Sin my Sing m—{lz '

werth gleich ist — §iﬁn Sinn__ oder — 2cos (m~-1)#.Nachdem

dlso die Zahler des zusammengezogenen Bruches auf '—'1 reduecirt und
seine 'Nenner in die’einfachste Form gebracht sind, werden die létzteren
zum Grenzwerth haben 2 cos(m-1)»n, wéhrend in ‘dem wurspriinglich ‘vor=
oelegten Bruche 2 cosy dieselbe Rolle spielte. So oft als ' ‘in’ irratio-
nalen’ ‘Verhiltnisse ‘zu 7 steht, kann -man die erste Grosse durch pas-
sende Annahme einer endlichen ganzen Zahl m, so nahe als'es immer
gefordert ‘'werden' mag, einer belicbigen, zwischen O und 2 gegebenen
Quantitit gleich machen. = Wire also erst ein einziger Kettenbruch' auf-
gestellt, dessen Convergenz nachgewiesen wire, wihrend seine Theil-
nenner ‘(in der reducirten Form) sich zuletzt einer Grenze 2cos#y ndher-

ten, wo—:% eine irrationale Zahl vorstellte, und hitte derselbe dabei die

Eigenschaft, den zuvor mit L und 1" bezeichneten Grenzen continuirlicher
Producte endliche und von Null verschiedene Werthe zu geben; so konnte
man aus ihm ‘durch Contraction andere ableiten, welche, ihrem Ursprunge
nach, nothwendig ebenfalls convergiren missten, wéahrend ihre b sich
einer Grenze nihern wiirden, welche einer beliebig vorgeschriebenen
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Grosse .zwischen € und 2 ‘gleich ' wire  bis auf einen Unterschied; der
kleiner ~als- eine -beliebig kleine Grosse rgemacht: werden konnte.. In
wie Kkleine Unter—lntervallc man also auch das Intervall von O bis 2
theilen mochte, so miisslen doch’ in 'jedem derselben Zahlen existiren,
welche als' Grénzwerthe 'der’ b zu ‘convergirenden Briichen gehoren kon=
nen. (Derjenige: besondere Bruch, dessen Convergenz/vorher bewiesen,
kann . iibrigens nicht zum.  Ausgang fiir ein solches, Verfahren dienen,
weil fir ihn v'2 die Grévnze' von b ist, oder —% den rationalen Werth
1 : .

L anmmmt Uebmhaupt kann eln Kettenbruch von der geforderten
Art memals elner Buhe aqunalent sein, in .wc‘lchel" dcr _Ae,lchenwech_sel
der Glieder sich nach streng eingehaltenen Perioden wiederholt.)

4o Auf der andern Seite ist es klar, dass zu jedem Grenzwerthe 2 cosy
der. Partialnenner b auch divergirende Briiche gehoren.  Sobald die An-
niherung der. b an. 2 cos n hinldnglich rasch vor sich geht, muss nim-
lich: Divergenz eintreten, weil sie Statt: findet, -wenn die .b von gewisser
Stelle . an ' genau = 2co0s 5 sind. = Durch die . wesentliche- Bedeutung,
weloh_e hiernach die Geschwindigkeit der Anndherung der b an eine
feste Grenze fir die Convergenz des Bruches erhilt, wird eine Aehn-
lichkeit, mil, dem: Yerhalten derjenigen Kettenbriiche hergestellt, welche
aus nur positiven Theilzdhlern und Nennern gebildet sind. Diese letzte-
ren, in reducirte. Form gebracht, haben abwechselnd positive und nega-
tive b: einer gemeinschaftlichen Grenze konnen sich also diesyel'ben nur
dann nahern, Wwenn ‘diese’Grenze O ist. Dieser’ Fall (der sich also zu-
néchst; an ,den, eben besprochenen einer positiven . Grenze << 2 an-
schliesst). ist»-zugieioh (n.ach dﬁm im Finﬂange erwiihnéen frﬁher erwiese-
ob er dws :W_llkh‘()h; _thQ o_d_Qr. co;l_werg_lr_tg, l;dngt.xvon der - Rapiditat ggl
Anndherung. seiner. b.an die Null ab; ist dieselbe gross genug, um dic
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Summe der ‘absoluten Zahlenwerthe sder b convirgirend ‘ zu- machen; so
macht sie’ zugleich 'den Bruch' divergent, wihrend derselbe im entgegen-
gesetzten Falle convergirl. - Die ‘Frage, ob vielleicht fiir einen: von-Null
verschiedenen Grenzwerth: der b ein dhnlicher aber allgemeinerer Satz auf-
gestellt 'werden konnte, mochte -aber-auf sehr complicirte Untersuchungen

fiihren ).

7. g
Jn ‘dem’ Vorausgehenden ‘ist bereits: mehrfach ‘angedeutet;  wie! man
im Allgemeinen - einen  Kettenbruch  (reducirter Gestalt), dessen, Theil-
nenner b zuletzt abwechselnd gegen zwei verschicdene: (positive) Gren—
zen' convergiren, in einen solchen umwandeln kann;:in. welchem eine
einzige ‘Grenze vorhanden ist.  Dieser Fall kommt héufig: vor, theils weil
nicht selten unmittelbar zwei verschiedene Ausdriicke fiiv die b it ge—
radem oder ungeradem Index gegeben sind, und theils weil die Facto-
ren A, welche zur Zuriickfihrung eines Bruches, der nicht in reducirter
Gestalt ‘vorliegt, ‘auf diese Form dienen, in dhnlicher Weise aus zwei
verschiedenen Gleichungen (10) erhalten werden. Das Verfahren, die
einzelnen b alternirend mit der Quadratwurzel aus dem Verhélinisse ih-
rer beiden Grénzen zu multipliciren und zu dividiren, wird nur dann un-
statthaft, wenn Eine dieser Grenzen O oder Unendlich ist.  Man kann
aber, 'wenn die Eine Null, die andere eine von Null verschiedene end-
liche Quantitat ist, fir diejenige Grosse, mit welcher die zuletzt ver-

i

*) Der oben bezeichnete Fall, wo die b sich dem Grenzwerthe 0 abwechselnd
von der positiven und negativen Seite her nihern, trifft in der That mitten
zwischen solche Fille hinein, auf welche die Betrachtungen des gegenwir—
ligen §. passen, obgleich hier zuniéchst nur von positiven b gesprochen
worden ist  Denn wenn eine negafive Grenze der b existirt. ist dies we-
sentlich dasselbe, als ob sie den positiven gleich grossen Werth hitte, weil
man mit — { abwechselnd alle b multipliciren und dividiren kann.
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schwindenden® b multipliciri und " die anderen. dividirt werden, tiberhaupt
eine “sehr grosse Zahl nehmen, wodurch bewirkt wird, dass nun alle b
sehr‘klein 'werden , 'so ‘dass klar ist; dass einiisolcher Bruch in seinem
Fortgange unendlich' “oft Wechsel vom Steigen:zum Fallen und umge-
kehrt ‘zeigen muss; ‘ebenso  kann man, wenn eine Grenze endlich und von
Null verschieden, die andere unendlich ist, mit einer sehr grossen Zahl
die unendlich wachsenden b dividiren, die andern multipliciren, wodurch
alle sehr gross, daher namentlich grosser als 2, gemacht werden; ein
solcher Bruch' wird daher immer in Einem ' Sinne fortgehen, und, von
besondern - Ausnahmsfillen abgesehen, convergiren.  Wenn . alle: b zu-
letzt unendlich' werden, - obwohl rvielleicht 'nach: verschiedenen Gesetzen,
so ist'derselbe' Fall vorhanden: es bleibt daher. nur dann eine Schwie-
rigkeit fir~ die” Beurtheilung 'des: Forlschreitens :der . Naherungsbriiche,
wenn ‘etwa ‘diet'b mitigeradem hidéx sich zulelzt der Null nihern, und
gleichzeitig ' die mit ungeradem iber alle. Grenzen: wachsen, oder umge-
kehrt. Ereignet ' sich dieser nieht seltne  Fall, (welcher unter, Anderm
bei: dem' von Gauss: fiir die hypergeometrische - Reihe - gegehenen Bruche
zum ‘Vorgchein kommt, wenn man denselben in die reducirte Form bringt),
so kann 'man sich ‘sehr hiufig dadureh helfen; dass.man i den vorgeleg-
teti Bruch (nach den Ausdricken f1.) in einen solchen eontrahirt, welcher
nur mehr die Naherungshriiche von geradem Index, oder;auch nur die
von uhgeradem,’ aus dem ersten enthilt. - Wenn alsdann der zusammen-
gezogene ‘Bruch schwankenden Gang - hat; oder wenn wan .gar seine
Divergenz beweisen kann, so ist kein Zweifel, dass der zuerst gege-
‘bene die eine oder die andere Eigenschaft mit ihm theilen, muss. _Da-
~gegen scheintein Fortschreiten .in, Einem Sinng,, dus contrahnten Bruchs
Zunéchst 1\6’[1101] Schluss aufein gleiches Verhalten des vorgelegtlen selbst zu
géétﬁttc’ﬁ weil dieser ‘auch ‘steigende’ dntervalle gehabt haben konnte,
Welchc hur durch das dommubnde Smken der’ audeln be 1der"7usammen~
71ehung2: je . zyveier., weldeckt worden \\aren Eme ctivds genauelc Be-
trachtung . zeigt mdess dass [*fﬂle dwse 'Alt nm unter bcbondern Um-~
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standen’tintreten: konnen und leicht''zuerkennen sind. o Um=die Vorstel=!
lutig 'z fixiren, moge betwa angenpmmen werden ;- dass’ die Niberings>

britche Vo) /W, ) V000, ides misammengézogenen Bruches gleich seien
dén “Nahertn gsbiichen “mit geradem Index - des ‘urspriinglichen; ‘also -1
H‘PO EE VO 5 V1: Vil V«): V4 e Wi Hil 2

Schreiten nun ‘“all¢’' V7in Einem 'Sinne etwa sinkend fort; so'ist
My ot VagarnEm d (Msad —o W odia e [V . pan B (¥t
positiv, woraus hervorgeht, dass. entweder die Differenzen V¢ i~ V.ijs
und V...a — V.re» beide ebenfalls positiv sind, oder, wenn Eine nega-
tiv ware, so misste es die (absolut genommen) #kleinere: von beiden
sein. Nun aber ist nach der allgemeinen Regel iiber die Zeichen (S.
§. 3.) das Vorzeichen der kleineren untef .den beiden Differenzen vi,..

— Vo und V. — V., massgebend fitr das' Vorzeichen von b,..; weil
also hier angenommen wird, dass alle b einerlei Zeichen (--) haben, so
muss in allen Paaren von je zwei auf einander folgenden Differenzen v..
— Vargr UNd Vaorgr — Virg die (absolut genommen) kleinere dasselbe Zei-
chen haben, und zwar' das nédmliche, welches auch schon die kleinere
der beiden Differenzen v, — v; und v, — v, hat. Findet man also

bei der leicht anzustellenden "Untel'suohung“, dass Yoo~V Ay,
beide dasselbe Zeicheh haben; wie V, —V, oder wie alle V. — Vi,
s0° elg‘lbt swh dass schon’ der ursprungllch vorgclegte Bruch ebenso
wie'‘dér 7usammenge100ene bestandlg‘ sinkenden Gang hat.’ Zuglelch
folgt - in diesem Félle” &S’ der” Convergenz des conlrahirten offenbar auch
die‘des “zuerst gegebenen. - Zeigt sich im' Gegentheile, dass das kleinere
der z”we“*i‘lrité‘rv'alle“ Ve =V, uid” vl ~ v, entgegengesatztes =
zeichen "hat” mitV'y’ LV“ S0 muss ‘duch in jedem spatern Paare von
Diffeténzen vi. \£ r+v. ‘wnd Vieyr = Vor,. Eine, und zwar die Kleinere
Vot belden entgegengesetztes Zeichen mit der andérn und mit V., Ve,
haben. Weil aber inl"dem vorgelegten Bruche, wenn er Tauter positive
b hat, nirgends zwei steigende, und ebenso, wenn er nur negative b
T
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hat, nirgends zwei sinkende, Intervalle auf einander  folgen konnen (§.3.)
so st also in diesem Falle (wo v, — v gvund, vy — v, ungleiche
Zeichen ;haben) aus dem  stets in einerlei Sinne vor sich gehenden
Fortschreiten des zusammengezogenen - Bruches . zu schliessen,  dass .in
dem vorgelegten selbst steigende und sinkende Intervalle regelmassig
wechseln, wobei diejenigen der Einen Art simmtlich grdsser sein miis—

sen, als die- der andern zwischen welchen sie liegen..... .« 11

Wendet man diese Hilfsmittel ‘der Beurtheilung ‘etwa auf den vor-
hin erwihnten Gauss’schen Kettenbruch an': forovian 2unTow vili

i =

bisd! oV ayix {
{ — -2
~ 3 f\-— agX
S

in' welchem: 1 - {astitaronag -yiloade) ib . r by
fioiys Haus & s @bt A )agvrx bitn aodsd
A e 2T il A2t — Ao abis
vl et i)

= s ok 20— 1) (e ), '

ist, so ﬁndet snch dass fir p051L1ve X, welche klelner als: Ems smd
seine Naherungsbruohe zuletzt -immer in demselben Sinne, fortschreiten,
wobel (wenlgstens yon ganz, speclellen Ausnahmsfillen:; abgesehen), der
Bruch converglren muss Ist hingegen x> 1, so schwanken. die Néhe-,
rungsbruche zuletzt bcstandlg zwischen Wachsen und Abnehmen, wobei,
elne genauer éiﬁgehende Untelsuchung erforderlwh wire, um, zu unfer-
schelden, 0b und wann hler noch Convergenz moghch 1st . Fiir_nega-,
tive ﬁ( Wd der Bruch 20, dememgen gehort Welche sich | aus lauter po-

smven Stuoken zusammensetzen; converglrt er 1mmer S Tl
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