Von dem

Werthe der Erwartung, welcher mit dem Ein-
treffen eines kiinftigen, gunstigen oder ungiin-
stigen, Ereignisses verbunden ist.

§. 1.

Zwei Personen A und B unternehmen, irgend ein Er-
eigniss, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch die

Wahrscheinlichkeit }%’ und dessen Nichteintreffen durch

S b - : ; ' '
B—" = _ bestimmt ist; herbei zu fihren A beginnt,

m m _
B folgt; diese Reihenfolge bleibt unverdndert. So oft

eine Person an die Reihe kommt, darf sie nur einen Ver-
such machen. Welches ist fiir A und B der Werth der Er-
wartung, das Eintreffen des fraglichen Ereignisses in
p Versuchen herbeizufiihren.

Die Erwartung von A beruht darauf, dass das gewiinschte Er-
eigniss entweder im ersten, oder dritten, oder finften u. s. w. also
in den Versuchen, welche durch die Reihe der ungeraden Zahlen
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angegeben sind, eintreffen werde; die von B, dass es in den Ver-
suchen, welche durch die Reihe der geraden Zahlen angegeben sind,

eintreffen werde.

Die Wahrscheinlichkeit, dass das fragliche Ereigniss im ersten

a

Versuche eintreffen werde, ist ==

Die Wahrscheinlichkeit, dass es im zweiten Versuche eintreffen
werde, hdngt davon ab, dass s im ‘ersten nicht eingetroffen ist, und
dass dieses Nichteintreffen sich sodann mit dem Eintreffen verbinde.

| -_— b
Sie i1st hiernach — . =
m m

Die Wahrscheinlichke‘it, dass es 1m dritll:en VersuChe eintreffen
werde, hangt davon ab, ddss ‘es in den beiden ersten nicht, dagegen
unter dieser Bedingung im dritten eintreffen werde. Sie ist

Die Wahrschemllchkelt dass das fragliche Ereigniss im p* Versuche
eintreffen werde, hangt davon ah, dass es in den (p—1) vorhervebende'n

Versuchen nicht; und dagegen unter dieser Bedingung im p' eintref-

p—1
fen werde. Sie ist also -lr)'-—r’- ..— . Hiernach ;ist also die Erwartung

mP= m
fur A :
' a ah® . ab% . ab® abP—*
W= "’]‘. _I-IT + Ty + 1 + + mP —?
und die fir B ' |
W g B A L

oder s wenn die Pqenhen summnrt werden Fir A

J— N
£ = _am n

= Ty ) und fur B

ab m? s b , b= 4 -
* 13 lna_f-fhz'. ) mf 3 ", B% ' - *- f ‘
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Diess gilt unter der Bedingung, dass p eine gerade Zahl ist, oder
dass jede Person gleich' viele Versuche . anstellen kawn. Ist p aber
eine ungerade Zahl, so darf A einen Versuch mehr anstellen, und
dann ist seine Erwartung

”

am ., bttt __het2

s T —

) T | mP+*

wihrend die von B unverandert wie in Nr. 2 bleibt. Wird die Zahl
der Versuche p unendlich gross, oder sehr lange fortgesetzt, so wird
der Werth der Erwartung von A aus Nr. 4.

'3.. Wi =

4 W, = —— und der fir B aus Nr. 2.
. ab
B W= m* —b*

Vergleichen wir die Werthe der Erwartungen von A und B mit ein.
ander, so erhalten wir folgendes bestandige Verhaltniss
Wi:Wo=m:Db

und es zeigt sich, dass sich die Erwartung des A zu der des B ver-
halt, wie die Einheit zur Wahrscheinlichkeit des Nichteintreffens.
Merkwiirdig ist hiebei, dass die Zahl der Versuche bei der Bestim-
mung des vorstehenden Verhiltnisses gar keinen Einfluss abt, wund
dass es also hinsichtlich der Erwartung gleichgiiltig ist, ob nur einige,
oder mehrere, oder gar unendlich viele Versuche angestellt werden,
Zu gleicher Zeit - erkenut man hieraus den Vortheil, welchen die
Reihenfolge bei dem Eintreffen eines giinstigen, und den Nachtheil,
welchen sie bei einem ungiinstigen herbeigefiihrt, und man sieht, wie
die erste Hand bei dem Spiele oder Loosen von Vortheil oder Nach-
theil seyn kann,” wenn zwei Personen unter gleichen Wahrscheinlich-
keiten ein und dasselbe Ereigniss ' herbei zu fithren bemiiht sind.
Ebenso rechtfertigt sich hieraus die Behauptung, dass der Werth der
Erwartung des A sich um so hoher steigert, je grosser die Wahr-
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scheinlichlieit des'fraglichen Ereignisses . ist und umgekehrt der des B,
je grosser die Wahrscheinlichkeit des Nichteintreffens wird.

Alle diese Bemerkungen gelten nur fiir den Fall, wenn die Zahl
der angestellten Versuche gerade, oder unendlich gross ist. Ist sie
ungerade, so steigert sich der Werth der Erwartung von A, und das

Verhaltniss ist

W,: W, = m (1 - (% W) i b (1 o (‘:').'.)p)

und diess um so mehr, je kleiner die Zahl der Versuche ist.

Werfen z. B. A und B mit einem Wiirfel unter der Bedingung,
dass derjenige gewinnt, welcher zuerst die Zahl ¢ geworfen hat, so
ist das Verhaltniss ihrer Erwartungen, wenn beide eine gleiche Zahl
von Wiirfen machen, wie G:5; macht aber A zwei und B nur einen

Wurf, wie 61 : 30.

Die Wahrscheinlichkeit, dass das fragliche Ereigniss in p Ver-
suchen wirklich eingetroffen ist, bestimmt sich durch

PR a.b ab’ | T e | mP — h¥
i " 1¥Y = m T m* T m* 0 s L mP m—b " wP

diejenige, dass es nicht eingetroffen ist, bestimmt sich durch

rowe= (5.
m

Ist p unendlich gross, so wird aus (,

W= =

— 1 und aus W = 0
n — i (i

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereigniss eintreffen - werde, steigert
sich also, bei hinlinglich fortgesetzter Anzahl von Versuchen bis zur
Gewissheit, wahrend die des Gegentheils immer kleiner wird und
endlich verschwindet. So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit, dass die
Zahl G mit ' einem Wurfe in'1f Wirfen geworfen worden sey,

50700551 also beinahe 3.
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Nun kann man auch die Frage beantworten: Wie viele Ver-
suche muss Jemand machen, um mit irgend einem Grade

oo i . r
der Wahrscheinlichkeit W = —— wetten zu konnen, dass

er ein Ereigniss, dessen Eintreffen im einzelnen Falle

durch die Wahrscheinlichkeit —.bedlngt ist, herbei fiih-

ren werde.

Die Frage beantwortet sich aus der Gleichung ¢

r m? — b®

 —
. —

S m?

dadurch, dass man p bestimmt. Hiernach ist:

lg s — lg (8 —)

8. p =

wenn b = m —a bedeutet. Will z. B. Jemand 1| gegen | wetten,

lg m — lg (m—a)

dass er die Zahl ¢ mit einem Wirfel werfen werde, so muss er sich
vier Wurfe aushalten, wobei ein Kkleiner Vortheil auf seiner Seite
ware; wollte er aber 5 gegen 1 wetten, so miisste er sich 10 Wiirfe
ausbedingen, wobei ein kleiner Nachtheil auf seiner Seite ware.

§. 2.

Unternehmen zwei Personen unter den nidmlichen
Bedingungen wie §. |1 ein Ereigniss herbeizufiahren, je-
doch so, dass A beginnt und B folgt, dann B fortfihrt
und A folgt u.s. f. in abwechselnder Reihenfolge, und
fragt man nach den Erwartungen beider; so bemerkt man,
dass A den ersten, vierten und fiinften, siebenten und achten u.s.w.,
B die zwischenliegenden Versuche machen darf, und man hat zu un-
terscheiden, ob A oder B den leli’len Versuch machen darf. Macht

A den letzten Versuch, so bestnmmt folgende Doppelrelhe den Werth
seiner Erwartung:.

- <
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: a ab* ab® abr—4
W, = —— =L — -}- = R ! e
' n L m?® 1 m’ r BT
ah? : ab’ a bt : abr—?
m o me vttt : e
die nachstehende aber den Werth der Erwartung von B
ab a b® a b? a |p—3
— , : kel
W= 2l prr i e 4 serens —
a b? ah® _ al) ahr—*
+ ;;8_ } 1 + ]ll" .l- """ + lllp-i
Macht aber B den letzten Vcrsuch, sO 1st der Werth der Erwarlung
von A
; &’ a bt abb i albr—? .
Wo= — + S+ =+ e ==
alb? ab" db“ alp—3
__ o _— I ...... '
+ m* L m® ne T T
der Werth der Erwartung von B
ab ab® ab’ abr—1
Ne = b Slarete
Ve m m® + I + m°
abﬂ ab‘ blo abp—(
— o — =5 -}- = T eeeees -- =

und hieraus gewinnt man fiir die vorstehenden Reihen {olgende Sum-
menausdriicke und zwar im ersten Falle die Erwartung fir A:

m m*

e L m"—h"i
D W= ( : ) (m*— b*) me—*

die Erwartung von B

e ——

(m*—b*) me—*

0. W _(ab+ab') n® — be
. o= =+ 5

m m

Im zweiten Falle

- (a mPt—brt? ab® mr7'—bh*")  m
11- "‘1 — [m . nl."i""_ + —— .T_w..np.—_-a = J ;;._b‘.

D s S Ll b""] m

412. “r! —_ [m’ % me+*® + o mP—* m-_wi,'*i ’
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Die Werthe des zweiten Falles sind ziemlich zusammengesetazt.

Im ersten Falle findet man auch hier ein ecinfacheres und bestandiges

Verhéltniss. Es mag die Zahl der Versuche gross oder klein seyn,
so ist das Verhaltniss der Erwartungen von A und B
W, : W, =m> 4+ Db3: (m+ b) mb

S. 3

Unter den namlichen Bedingungen wie bisher unter-
nimmt A das fragliche Ereigniss in den ersten r Versu-
chen, B in den darauf folgenden s Versuchen herbeizu-
fiihren. Die namliche Reihenfolge fiir A und B wird
beibehalten. Beide setzen p mal ihre Versuche fort.
Es fragt sich, welches ist die Erwartung fiir A, welche

faur B?

Die Wahrscheinlichkeit, dass A in den ersten r Versuchen seinen
Zweck erreiche, ist:

a b* ab*1t m'—b’

Wot=2 4 D s

m mn m m m

Die Wahrscheinlichkeit, dass B in den darauf fdlgenden 8 Versuchen
seinen Wunsch erreiche, setzt voraus, dass A den seinigen nicht er-
reicht habe, sie wird seyn:

“' a I)r a br-‘-l a br-{-ﬂ it a ljr-}-l—l hr '.“l s b.
2, l — r-1 c--2 -l- r-43 + '''' | rj-» i _; Z B
i m m m ni n

Die Wahrscheinlichkeit fir die zweite Reihe der Versuche beruht
darauf, dass das gewiinschte Ereigniss in der ersten nicht eingetroffen

sey. Hiernach ist also fir A und B
e R ||

“ {» 7 A e F’ . “l'ﬂ
_ bﬂl-{-l l_b.
W2 = ——— i

mirhe m*

Eben so fiir die dritte Reihe der Versuche

32*



2r4-2» r __hr
W, 3 = L m b_

|“2r+2|

b e m'— b’
3425 °

Wid =

mn

u. s. f. Fur die p“ Versuchsreihe
,(e—9)r+(p—1)0» v b

\‘ 1?9 p = ]Ii(P_1)r+(P_l)‘ . n e
\\. bPr+(p-—-l)| l“-__bl
S T a0 '

Hiernach ist die Erwartung fir A, die aus der Vereinigung aller

Partialansdriicke besteht:

: e Iy mPC+2) ___ e+
1 3' \“'1 Foc~sl | { '"'+ s br:': ’ l“p(r-]-a)

: mt—0" mPC+9 __ he(r+9)
14, Ws =", L AT

wird die Zahl der Versuche bis ins Unendliche fortgesetzt, so erhal-

ten wir, da p = oo wird

m’'— b* m®*—b*

and We = b o -

r. \‘. =2 lll. .
1o : mete— bt - mt bt

Vergleichen wir die Erwartungen beider, so entsteht
W, : W, =m(m"—Vb") : b"(m*'— b
woraus wir erkennen, dass auch hier ein bestandiges Verhaltniss

herrscht, die Zahl der Wiederholungen mag gross oder klein seyn.
Nur die Zahl der Versuche, welche Jedem bei dem Zutritte zum

Spiele zugestanden ist, hat hierauf Einfluss.

Spielen z. B. A und B mit einem Wiirfel unter der Bedingung,
dass jeder zwel Wiirfe hintereinander machen darf, und dass der-
jenige gewonnen hat, welcher zuerst die Zahl ¢ geworfen hat, so
ist das Verhaltniss ihrer Erwartungen, wie 2376 : 2275, sie mogen
einmal werfen, oder das Spiel beliebig lang fortsetzen.
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Hieran schliesst sich die Frage: A unternimmt, in r hinter-
einander folgenden Versuchen ein Ereigniss herbeizu-
fithren. B will dasselbe thun, jedoch unter der Bedin-
gung, dass er die gleiche Erwartung wie A habe, seinen
Wunsch zu erreichen. Wie viel Versuche missen B zu-

gestanden werden?

Da W; = W, seyn soll, so muss auch m'(m'—b") = b*(m'— b")

werden. Setzt man nun hierin b = m — a, und bestimmt s, so hat
Jnan
N s lg[2(m—a, —mw]—rlg(m —a)
lg in—a)—Igm

Will A und B die Zahl ¢ mit einem Wiirfel werfen,. und sind
dem A zwei Wirle zugestanden, so miissen dem zweiten wenigstens
drei zugestanden werden, um eine gleiche Erwartung zu haben, wo-
bei jedoch ein kleiner Nachtheil auf seiner Seite ist. Waren dem A
3 Wiirfe zugestanden, so miisste man dem zweiten Theilnehmer

8§ Wiirfe zugestehen,

Zugleich erkennt man, dass man, unter den vorliegenden Bedin-
gungen, dem ersten Spieler nicht jede Zahl von Versuchen zugeste-
hen kann. Denn soll der Werlh seiner Erwartung der des zweiten
gleichkommen, so darf dieser Werth nicht hoher als ; steigen, denn
die Summe Dbeider Erwartungen ist der Einheit (der Gewissheit)
gleich. Die Zahl der Versuche, welche daher dem ersten Theilneh-
nehmer hochstens zugestanden werden darf, bestimmt sich aus Nr. 8,

wenn dort — = -} und p = r gesetzt wird. Hiernach ist

8
= Ig 2 i
g m — Ig (m—a)

Die Zahl der Versuche wird um so grdsser, je kleiner die Wahr-
scheinlichkeit ist, dass das gewinschte Ereigniss im einzelnen Ver-

17. «
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suche eintreffen werde. Werfen z. B. A und B mit einem Wairfel,
um die Zahl ¢ zu werfen, so dirfen dem ersten hochstens 4 Wirfe,
wobei er sogar in einem kleinen Vortheil ist, zugestanden werden,
wahrend dem zweiten alle folgenden zugewiesen werden miissen.

Nun lasst sich auch die Frage beantworten: Wie gross muss
die Wahrscheinlichkeit eines Ercignisses seyn, um bei
einer gegebenen Anzahl von Versuchen in gleiche Bedin-
gungen mit einem Theilnelimer eintreten zu konnen?

Da die Erwartung beider Theilnehmer vor Anfang der Versuche

einander gleich seyn soll, so ist nur ndthig, die Grosse der Wahr-
scheinlichkeit ?—; fir das Eintreffen des Ereignisces im cinzelnen Ver-
i

suche zu bestimmen. Ist die Zahl der Versuche, die dem A zugestan-
den sind r, und die aus r anzustellenden Versuchen resultirende Er-
Ik k W — (m-—a)"

wartung —, so hat man aus der Gleichung — = 7 den

Werth '—?-l- zu bestimmen. lhre Entwicklung fithrt zu der Gleichung

1. =2 =1 — P [a—%

m S

oder zu der logarithmischen

1
19. ;1;_1—p(lgs——lg(s—1l9)
r

k

Hiebei darf = nicht grosser als 5 werden. Ist ?- bestimmt, so lasst
in |

sich dann nach Nr. 16 auch die Zahl der Versuche, welche B zuge-
standen werden miissen, bestimmen.
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n Personen A;, Ay, A; ....... A, unternehmen ein Er-
eigniss, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch die

Wahrscheinlichkeit T?i ausgedrickt 1st, herbei zu fiih-

ren. Jedem Theilnehmer ist eine bestimmte Zahl auf
einander folgender Versuche zugestanden, wenn er an
die Reihe kommt; q dem A;, r dem A,, s dem A; u. s f.
n dem A,. In der vorstehenden Reihenfolge kommen
sic zum Anstellen der Versuche; jeder tritt p mal ein.
Welches ist der Werth der Erwartung eines jeden Theil.

nehmers?

Die Erwartung von A; in der ersten Reihe der Versuche ist
nach §. 3

W = md — be
m*
. P m—b
die von Az 1st e (8 e
m b
. . bitr b
die von Aj ist — . ——
u. 8. w.
bq+r+s+... n.n_bn

die von A, st T

m*

Nennen wir nun die Zahl aller in einer jeden Reihenfolge von sammt-
lichen Theilnehmern angestellten Versuche q4r+s+..... +n = Kk,
so findet man fir dwe Erwartungen der in der zweiten Reihenfolge

anzustellenden Versuche

b* mi—bhy __ b*** m*—b* __ hx+atr  mp*—b*
W‘ — '—IF . .llq_’ “2 — !Tl"’" . m' b ) “. —_ m'_"'.+"+-' m. . " v »
b?h-—n mn_bn : =
 gp—
o & e ' “I Essge lll2k_‘ > lll-

Diese Schliisse bleiben unverandert fir jede spatere Reihenfolge von
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Versuchen. Die Erwartungen, welche fir die Theilnehmer aus den
in der p*" Reihenfolge anzustellenden Versuchen hervor gehen, sind:

W, — =% ; m?—19 W I)(P"').tj | T, . 1 (P —1)k4q4r
piie—320 nt ’ : mr—1k+a m* T R FE T
m* — b’ W bex—* m"—b"
== Ay AT e ns . T e e

Die Gesammterwartung jedes Theilnehmers besteht in der Vereinigung
aller der thm giinstigen Falle. lhre Vereinigung ist leicht. Werden
sie zusammengezahlt, so erhalten wir folgende Gleichungen fiir die
Erwartung der einzelnen Theilnehmer. |

W m* — he m* mP® — et
20' g e 6 - k h* L pk
I ME m
W [ b m* mP* — het
Jiwme Ul gi B PR LE pk
m 1y 1] g n
W patr m* —b* m* mP* — pr
3 - T — . _'—'_.' - .
mite n mk— h® Pk
W b*~* m*"—b" m" mP* — her
S ke m® m* — b* mex

Wird die Reihenfolge bis ins Unendliche fortgeselzt, so wird

me* — ek

= 1 well p = 2 ist, und dann hat man fiir die Erwar-

tungen der Theilnehmer bei fortlaufendem Cyclus:

m? — b9

21 . \VI

= e m*—9
: *— b’
W 2 pY ; ::'—b" s =
; ? e b f
R e
\:;.' s bt—-a (nll _.__ bu . ' - «

m* — h* g § e ' L330Y o i
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Das Verhiltniss der Erwartungen unter den Theilnehmern der Reihen-
folge nach ist

29. W', : Wa ¢ Ws : iiaeee t Wa ==

mI— b A b n*—b* ; b¥Fe it b’ : Be—2 ="

= m o om' mt  omtr m? R T A m®
Auch hier erliennt man, dass das Verhaltniss unter den Erwartungen
cleich gleibt, ob wenige oder viele Versuche gemacht werden, wenn
nur jeder Theilnehmer gleich oft an die Reihenfolge kommt.

Nun lasst sich auch die Beantwortung folgender Frage geben:
Wie viele aufeinander folgende Versuche miissen jedem
einzelnen Theilnehmer zugestanden werden, damit die
Erwartung vor Eintritt in die Reihenfolge fiir jeden

gleich sey?

Zu bemerken ist, dass die Wahrscheinlichkeit das fragliche Er-

. . :,] . . : .
eigniss herbeizufiithren = nicht grosser seyn darf, als der Quotient
il

aus der Anzahl der Theilnehmer in die Einheit, also nicht grisser als

l : . W T .
—, weil sonst die Beantwortung der Frage unméglich wird. Denn

n _
die Summe der Erwartungen aller Theilnehmer darf nicht grosser

1 5 a =
als n . = = 1 werden, was geschehen wiirde, wenn — > — Ware.
n

- ‘l - . . L L -
Ist— = —, 50 kann jeder Theilnehmer nur cinmal in die Reihenfolge
'“ 1) !

a 1

eintreten; ist = < == A0 kann die Reihen'f'olge alle oder einige Theil-

nehmer mehrere mal treffen ).

‘Geht - die Reihenfolgeé ins Unbestimmte fort, so bestimmt sich

—

*) Es gibt allerdings auch Fille, worin die Erwartung des Theilnehmcrs grosser als -
werden kann. Sie gehorem aber nicht hierher. :
33
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aus der ersten Gleichung von Nr. 22 die Zahl der Versuche, welche
dem ersten Theilnehmer zugewiesen werden sollen. Eg ist

. g (m* — W, (m* — b)) — k Ig
< QTS lg b — lg m i

Die Grosse k kann nicht willkiihrlich angenommen werden, sie ist
der Anzahl der Versuche gleich, welche in der ersten Reihenfolge
angestellt werden sollen. Die ihr entsprechende Griosse der Wahr-
scheinlichkeit ist die Summe der Erwartungen f{iir die erste Reihen-
folge der Versuche. Hiernach bestimmt sich k, wenn in der Gleichung

; r ; .
wenn in Nr. § — = n W, gesetzt wird, und es ist

lg (1 — n'W))
lg b — lg m

. K=

st nun hiernach q und Kk bestimmt, so lasst sich durch die zweite
Gleichung leicht auch r, dann s, u. s. f. bestimmen., Tritt nur eine
Reihenfolge ein, so geben die zu Anfang des §. angegebenen Glei-
chungen die Beantwortung, und man erhalt

g (1 — \‘:t)
L Igb — Ig m

20

Hieraus bestimmt sich r, dann s u. s. f. Wird die Rechnung wirk-
lich ausgefithrt, so kommen gar zu leicht Bruchtheile vor, welche
eine genaue gleichheitliche Bestimmung oft unmoglich machen. Wer-
fen z. B. drei Spieler mit einem Wirfel, um die Zahl 6 zu werfen,
und wird dem ersten ein Wurf zugestanden, so miissen den beiden
andern zusammen drei Wiirfe zugestanden werden, wobei ein kleiner
Vortheil auf ihrer Seite ist. k ware hier vier. Wollte man aber
dennoch die Zahl der Wiirfe abtheilen, so miisste dem zweiten einer,
dem dritten zwel zugestanden werden, wodurch sich das Verhaltniss

ihrer Erwartungen

Wi : Wy : Wiy = 246 ::480 : 2715
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also zum Nachtheil des zweiten und Vortheil des dritten gestalten
wiirde. Eine gunstigere Anordnung liesse sich nicht wohl geben.

Wiirde man dem ersten zwei Wirfe zuweisen, so miissten dem
zweiten vier und dem dritten alle iibrigen zugewiesen werden. Das
Verhiltniss der Erwartungen wiirde sich so ziemlich dem der Gleich-
heit nahern. Es ware

W, : Wy : W3 = 14256 : 16775 : 15625
und die Erwartung des ersten ware 3z oder nahe 3, woraus hervor-
geht, dass die Theilnehmer nur einmal zum Spiele gelangen kdnnen.

Anders gestalten sich die Verhéltnisse, wenn man von gleicher
Zahl der Wiirfe ausgeht. Wird jedem von drei Spielern nur ein
Wurf mit einem Wiirfel zugestanden, um die Zahl ¢ zu werfen, so
ist das Verhaltniss der Erwartungen

W, : Wa: W3 =236:30:25
Sind es aber vier Spieler, so ist es
W, : Wo: Wi3: Wy =216 : 180 : 150 : 125
Werden jedem zwei Wiirfe zugestanden, so hat man
W, : Wy : W3 = 14256 : 9900 : 6875
W, : Wy : Wi : W, = 513216 : 356400 : 247500 : 171875

Man erkennt hieraus, dass die Erwartung des ersten Theilnehmers,
wenn jedem gleiche Anzahl von Versuchen zugestanden wird, um so
grosser wird, je mehr Versuche er nacheinander anstellen darf, und
dass sich die Erwartung der spatern Theilnehmer um so mehr ver-
kleinert, je spaler sie die Reihenfolge trifit. Hiedurch zeigt sich,
welch grossen Vortheil unter den genannten Verhaltnissen die erste
Hand mit_sich bringt. Daher wechselt auch gewdhnlich in solchen
Spielen die erste Hand und gelangt allméhlig zu allen Theilnehmern.

Einfacher werden alle in diesem §. gegebenen Bestimmungen,
wenn unter n Theilnehmern jedem nur ein Versuch zugestanden wird.

353 %
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Dann ist q = r=8s=.... =n =14, k = n und man hat fol-
gende Gleichungen fiir die Erwartungen der Theilnehmer:

. a m® mP® — hee
) L b TR : S et

26 l nm m®*—b"® me®
) ab m® mP* — bre

W= m*  m —b me "
: ah? m" mP® —pbe*

s = m* C omc—br me®
. a b.““ n;‘ m";- Le»
e o

Das Verhiltniss der Erwartung 16st sich in folgendes auf

b . b‘ b'c . b._l
m-";;;;.;;l-"-oonco.—-ﬂ-—

0%, Wit Wi s Wz & sceeseis We 28§ 3

Wir haben in den vorhergehenden §§. die Wahrscheinlichkeit,
womit jeder Theilnehmer das gewiinschte Ereigniss herbeizufihren
sucht,‘ gleich gesetzt. Diese Beschrankung ist nicht nothwendig,
noch tritt sie wberall ein, z. B. bei solchen Unternehmungen, wo
Geschicklichkeit, Henntnisse u. s. w. mitwirken. Wir betrachten da-
her noch folgende allgemeine Aufgabe, um sie zu beantworten.

n Personen, A;, Ay, A; .... A, bémﬁhen sich 1n der ge-
nannten Reihenfolge und jeder mit einer besondern
Wahrscheinlichkeit, ein Ereigniss herbei zu fithren und

Zwar
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A, mit einer Wahrscheinlichkeit des Gelingens im

a

einzelnen Falle =) des Misslingens %. in q aufein-

ander folgenden Versuchen.
A, mit einer Wahrscheinlichkeit des Gelingens im ein-

I
zelnen Falle —, des Misslingens £ in » Versuchen.

k’ k
A; mit einer Wahrscheinlichkeit des Gelingens -g-, des
Misslingens —2{;— in 8 Versuchen u. 5. w.

A, mit einer Wahrscheinlichkeit des Gelingens —, des

Z

Misslingens z—in n aufeinander folgenden Versu-

chen.

Jeder Theilnehmer tritt p mal in die Reihe ein.
Welches sind die Grade der Erwartungen fiir die einzel-
nen Theilnehmer?

Nach der bisher angegebenen Methode sind die Erwartungen der
einzelnen Theilnehmer in der ersten Reihenfolge:

W, = A
mY
1 o ki—g
b k*
@ F g7
r e ————— — —— —
Ny = m' kT g
‘Ntzza‘ﬂky”.:: 2t —
m%. k" g%.... z"

Die aus der zweiten Reihenfolge hervorgehenden sind:



v IQ‘.%N .Q‘ & & &
Wa= me. k" .g' .

W, = . f Y et K —

1S
S
L]
|
R
—

TN e e 8 k*
W I..QSBEQ.L gt —y
...I.:S.r&.n. T o
.’o(.- IR’.R.*@. .-o“lm &IIQ&I
" mE k=, g%, z® 7"

u. s. w. Die aus den p Reihenfolgen hervorgehenden Erwartungen sind

BB | AN a0 W mY. k", g% eee 5° (M. K" . g e 2P — (. 5. 9 eeee V)
- - R e D (m?. k"o g e 2®) .
W e k*.—g m. k*. g*.... 2" (md. k*.g"eeen Z* P — (a*. B . ¢* roes UM

: m? —ﬁn mi. .—r-. csee NU.I,I..ANA ° uu o Q\- sssa e' < - A-.-—a o A m.. Savi va!
W anw Nolx gn.—ﬁnomn....ﬂ- A-—.-a-—hn.mb....ﬂlvaAa«a.q..v\::elvi

u : ) (mY. K", g% .oe0 2°)P

Al
4

{
|
|

ALY o ey s = m?. k*. g*.... 2" (MU K. g e 22— (V. 7 9 eeee O°)P
B Y O T O Ly A T Sy




, 203

Wird die Reihenfolge, in welcher die Theilnehmer eintreten, bis ins
Unendliche fortgesetzt, so wird p unendlich gross, und dann fliessen
hieraus folgende Gleichungen:

29. W, = m?! — ¢ mé.k*. gt a2
SN m? MY KR vuee B — oo i wene U
W. — ot k*— g g i gm) o kg e B
P o m’ TR T atkgt e 2 — . O
W, — o s A0 mi.k*.g* wue 2*
g = md. k° : g mi. ke, g e, 20— AR T Vo
W =a".ﬁ‘.y‘..:.z‘-—v: MYk’ g% veee 2"

mi.k".g* ... 2 TSR g e 2 a.f.y i
das Verhiltniss der Erwartungen unter den Theilnehmern ist

30, < ‘Wi 8 Wa s Wy b sssssinice d W =
t—a et ke @ F gy
mq . ;‘ v k. a ll‘q.kf . g. .........

Auch unter vorstehenden Bedingungen héangt das Verhaltniss nicht
von der Zahl der Reihenfolgen ab, und es ist gleichgiiltig, ob ein
Theilnehmer ein oder mechrere mal zum Eintritt gelangt.

Geht man zu speciellen Fallen iiber, worin die Wahrscheinlich-
keiten veranderlich sind, und nimmt an, dass A und B mit zwei
Wiirfeln werfen, so, dass A gewinnt wenn er die Summe 4; B wenn
er 5 wirft, dass jeder Spieler einmal wirft, und dass das Spiel so
lange dauert, bis eine der genannten Zahlen geworfen wird, so hat
man zu beriicksichtigen, dass die Wahrscheinlichkeit mit zwei Wiir-

2 &% ; 3 3
feln in einem Wurfe die Summe 4 zu werfen — = — also — = .,.E;
m 36 m 36
2 0, A A > =2 ‘ ' ' b 4
die mit zweir Wirfeln die Summe 5 2zu werfen T Sge also

2
-% — %5’ und ¢ = 1 und r = 1 jist; und man erhélt dann als Ver-
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haltniss fiar die Erwartung von A und B W, : W, = 9: 1|. Wiirde
unter den eben~ angegebenen Bedingungen jeder Spieler zweimal wer-
fen, so ware das Verhaltniss ihrer Erwartungen wie 1863 : 2057.

§. 6. -

Die Gleichungen des vorhergehenden §. sind unter der vorste-
henden Form mitgetheilt worden, weil sie unter ihr zur Berechnung
am geeignetsten erscheinen. Eine kurze Bezeichnung wahlen wir
nun fiir sie, und zwar deswegen weil diese tauglicher zur Beantwor-

tung anderer Fragen wird.

Wir bezeichnen demnach die Wahrscheinlichkeiten, womit die
Theilnehmer in einzelnen Fallen das gewiinschte Ereigniss herbeifiih-

it b W RO — der Reihe nach durch a, b, ¢, ... u, und
m kg z

ren,

die Wahrscheinlichkeiten des Gegentheils. —, —, =~ ...... — der

Reihe nach durch a, B, y .... v, so dass immer a = 1 — a,
b =1—f8, ¢ = 1—19y usw, eben s0 a = 1 — a;
B =1 — b, ....ist. Die Gleichungen 28 gehen in folgende iiber:

e 1. r.. ..... ‘U"

31. le (1—a'1_(2q g'.;:. ..... v:_
W { — (0 « 5 o vaiwn P

W, = a4tl—ﬂ')l_.£::qi§;7_; ..... =
1 — (a8 9 cee- v P

W|= “"‘8'('—7')1 (::q_.rg__r.;’; ..... v.}
\V.:a‘.ﬁ'.y'.....(1_w)1—(aﬂ.ﬁ'.7'.... v

Werden die Reihenfolgen unbestimmt fortgesetzt, und bericksichtigt,
dass (a'.8.9" .... v")* = 0 wird bei unendlich grossem p.
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2 W=
“r’=1_;-aﬂaj;:-y-ﬂ) " '
bt —O:' .i"(.'ly'_ 2 .
‘&.za‘.ﬂ'.y'....v“(l—-ﬂ

(1 —a 7.

und das Verhiltniss der Erwartungen fir die Theilnehmer wird:

33. W, : Wo: Wi coceeones s W, =

= 4t § PL— ) ¢ Bt ) wgepe L i )

vl

Die hier mitge.theilten Gleichungen werden dazu dienen, um
iber die Beziehungen, in welchen Wahrscheinlichkeiten und Anzahlen
der Versuche zu einander stehen, zu urtheilen. Diess fiihrt zu der
Beantwortung folgender Frage:

Es bemihen sich n Personen, jéde mit einer beson-
dern Wahrscheinlichkeit, irgend ein Ereigniss herbei
zufithren. Dem ersten ist eéine bestimmte Anzahl Ver-

: l
suche zugewiesen. Welche Anzahl von Versuchen muss
jedem folgenden Theilnehmer zugewiesen werden, um
gleiche Erwartung aufs Gelingen mit ihm zu theilen?

Aus 31 ergeben sich folgende Gleidhungen:

1—ad' = a'(1—f) = (1 —y) = By (1—0) = ...

Aus der Vereinigung der zwei ersten Ausdriicke bestimmt sich die
Zahl der Versuche, welche dem zweiten Theilnehmer zugewiesen wer-
den muss. |

: 34
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lg 2" — 1) — q lg «
36 r = P
Ig 8

Ist r bekannt, so lasst sich aus ihm und g durch die Verbindung
des zweiten und dritten Ausdruckes die Zahl der Versuche, welche
dem dritten Theilnehmer zugewiesen werden muss, bestimmen. Sie
1st

lg (.8 4+ a* — 1) — lg .4

.q.,. § — i
# Ig

Eben so ist die dem vierten zuzuweisende Zahl der Versuche .

g2 Ig @8y 4+ o — 1) — Iga.p.9
"' lg o

u. s. w. Das Gesetz, welches der Auflosung dieser Gleichungen zu
Grunde liegt, ist allgemein und leicht zu erkennen. Die Methode der
Auflosung ist zuricklaufend, defin' man muss die simmtlichen friihe-
ren kennen, um die Zahl der Versuche eines Theilnehmers bestimmen
zu konnen. Hiernach lassen sich nun leicht Anwendungen machen. Es
werfen z.B. A und B mit zwei Wiirfeln und A gewinnt wenn die Summe 5,
P wenn die Summe 4 fdllt. Sind nun dem A zwei Wiirfe zugestan-
den, so miissen dem B %4 zugestanden w'erden, damit er gleiche Er-
wartung habe, wobei jedoch ein kleiner Vortheil auf der Seite von

B 1st.

Nun wenden wir uns zur Beantwortung folgender Frage:

Es bemithen sich n Personen, jede mit einer beson-
deren Wahrscheinlichkeit im einzelnen Falle, ein Er-
eigniss herbeizufiithren. Jedem Theilnehmer ist eine
besondere Zahl von Versuchen, die er anstellen darf, zu-
gewiesen. Wie muss die jedem zuzuweisende Wahr-
scheinlichkeit beschaffen seyn, damit er gleiche Erwar-
tung mit allen Theilnehmern theile.
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Auch hier gibt die Verbindung &8er Gleidhungen 3] die Mittel
zur Auflosung an die Hand Aus ibnea ist
t —=a =a (1—f) =a.fF (—yp) = at . F.y (-8 =.
Wir nehmen die Wahrscheinlichkeit des ersten Theilnehmers a als
bekannt an. | |

Sollte sie nicht bekannt seyn, so lasst sie sich aus der allen ge-
meinschaftlichen Erwartung W,; mittelst der Zahl der Versuche aus
den frither angegebenen hiehergehorigen Gleichuhgen finden. Aus
der schicklichen Verbindung der vorstehenden Gleichungen erhalten
wir fiir die Wahrscheinlichkeiten, welche dem Eintreffen des Gegen-
theils zugehoren:

s - ) r .23"—1
138' ﬁ — V aq

_\11/“"18'7 """ U"'l:r;‘;lf—‘v__\/na"—n—l-l
i ey cenn (n— 1) a? |2

wovon die einen Ausdriicke die abhéngige, die andern die unabhén-
gige Ableitungsweise angeben. Aus ihnen gibt sich der Werth der
giinstigen Wahrscheinlichkeiten leicht durch folgende allgemeine Be-

stimmung :

= a"ﬁ'y‘ v"-l—a" v‘—- w [ @ttt
39, v =12 aqﬂr},- G e l—-\/ul—l)a‘ n--2

Wenden wir die vorstehenden Gleichungen auf den Fall an, wenn
jedem von n Theilnehmern nur ein Versuch gestattet wird und jeder
gleiche Erwartung haben soll, so sey hiernach die Erwartung jedes

34 *
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L}

Theilnehmers ':T’ und folglich die Wahrscheinlichkeit des ersten Theil-

1

nehmers bei dem Zutritt zum Versuche auch = Fragt man nun:

Wie miissen die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Theilnehmer bei
dem Zutritte zum Versuche beschaffen seyn, so erhilt man der Reihe
nach fiir die Theilnehmer

Rew Ans . Agy By danswsis Aigs Ay, A,
die gilinstigen Wahrscheinlichkeiten

1 1 | 1
TR R T

Die Wahrscheinlichkeiten, die fir das Eintreffen im einzelnen Falle
sprechen, sind, wie man hieraus erkennt, die Glieder der harmoni-
schen Reihe. Die Wahrscheinlichkeiten wachsen fiir die spatern Theil-
nehmer, wenn sie zum Versuche kommen, wie das natiirlich ist, und
die des letzten ist 1, oder seine Erwartung steigert sich bis zur Ge-
wissheit — d. h. er wird unter den vorliegenden Bedingungen sei-
nen Wunsch erreichen, wenn keiner seiner Vorginger ihn erreicht

hat.

Das Gesagte lasst leicht aus dem Allgemeinen ins Besondere
sich ibertragen, woraus es deutlich wird. Es féallt mit folgendem
Falle zusammen: | £

In einer verdeckten Urne sind (n — 1) schwarze
und 4 weisse (zusammen n) HRugeln enthalten. n Perso-
nen versuchen, die weisse Hugel herauszuziehen. Jeder
darf nur einmal ziehen. Die herau.sgezogene Rugel
wird nicht zuriickgeworfen. Wie wird die Erwartung
und wie die Wahrscheinlichkeit eines jeden Theilneh-
mers bei dem Eintritt Zzum Versuche beschaffen seyn?
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Bs ist klar, dass Erwartung und Wahrscheinlichkeit des ersten

L : s < %
Theilnehmers--;]- ist. Ist eine Hugel gezogen, so ist die Wahrschein-

. - . | 1 [ _1
lichkeit fir den zweiten ——-» seine Erwartung aber el :
M n 0l =

= -:;- Sind zwei1 Kugeln gezogen, so ist die Wahrscheinlichkeit fir

1 >
=, die Erwartung aber vor Beginn der

n—a«

den dritten bei dem Zuge

R (T P 1 1 * , :
==y =g i ER e e B f. Woraus sich zeigt,
dass die Wahrscheinlichkeiten beir dem Zulrilt zum Versuche ver-

schieden nach den Gliedern der harmonischen Reihe, wahrend die

Ziehungen

Erwartungen Aller vor dem Beginne gleich sind. Aus dem Gesagten
rechtfertigt sich die Behauptung:

40. Bemithen sich mehrere Personen, ein Ereigniss in
abwechselnder Reihenfolge und bei nur einmali-
gem Zutritte zum Versuche herbeizufihren, und
stehen die denTheilnehmern giinstigen Wahrschein-
lichkeiten untereinander im Verhéaltniss wie die
Glieder der harmonischen Reihe, deren erstes
Glied die Zahl der Personen zum Quotienten hat;
so ist die Erwartung aller Theilnehmer vor dem
Anfange der Versuche gleich.

Zugleich folgt hieraus, dass es unter den genannten Bedingun-
gen gleichgiiltig ist, in welcher Reihenfolge die Theilnehmer ihre
Versuche anstellen. Hierin ist auch der Grund zu suchen, dass man
bei dem Ausspielen der Gewinnste bei Lotterieen die Ordnung, in
welcher die Nummern ausgezogen werden, gar nicht beriicksichtigt;
dass bei der Vertheilung bestimmter Vortheile oder Lasten wie z. B.
bei Aushebung der Conscribirten zum Militardienste, wobei das Loos
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entscheidet, die Reihe, in welcher die Betheiligten zum Loosen ein-
treten, ganz gleichgiitig ist.

Andere Folgerungen werden sich ziehen lassen, wenn die Allen
gemeinschaftliche Erwartung einen kleineren Werth hat, als der Quo-

tient ist, welcher durch die Einheit und die Zahl der Theilnehmer
gebildet wird ®).

—

*) Ueber den hier behandelten Gegenstand ist mir keine Literatur, die ich hiitte he-
nutzen kdnnen, bekannt.



