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UBERSICHT

Es wird ein beliebiges Unterschallstromungsfeld in der Atmosphire vorausgesetzt und
eine darauf einfallende ebene Schallwelle angenommen. Mittels einer Iterationsmethode
wird in erster Niherung die Streuung des Schalles berechnet und ein einfaches Beispiel
gegeben: Ein stationdrer Wirbel ohne Singularititen wird in seiner Achsenrichtung von
einer ebenen Schallwelle getroffen; die Richtcharakteristik des gestreuten Schalles wird
ermittelt.

1. ALLGEMEINE PROBLEMSTELLUNG

Der Verfasser hat in einer Anzahl von Arbeiten ([1] [2] [3] [4] [5] [6]) die Streuung elek-
trischer Wellen an turbulenten Zonen in der unteren Atmosphire behandelt. Hier liegt eine
wesentliche Vereinfachung des Problems darin, dafl die Bewegungsgeschwindigkeit der
Materie gegeniiber der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen, der Lichtgeschwindig-
keit, vernachlissigt werden kann.

Nun haben PEkERIS [14] und Gorpox und BookER [15] sich mit demselben Problem be-
faBt, und der erstere hat damit auch eine Berechnung der Schallstreuung an atmosphiri-
schen Inhomogenititen fiir den Fall bestimmter raumlicher Korrelationen geliefert. Diese
deckt sich formal ungefihr mit der Rechnung fiir die elektrischen Felder, solange man die
Stromungsgeschwindigkeit der Luft gegeniiber der Schallgeschwindigkeit vernachlissigen
kann. Es erscheint nun notwendig, eine Theorie zu entwickeln, die es gestattet, in sukzessi-
ver Niherung den Einflu3 der Bewegung des Ausbreitungsmediums zu ermitteln, und uns
in den Stand setzt, die Schallausbreitung in einer turbulenten Zone und darum herum zu
studieren. Es wird im folgenden eine Iterationsmethode gegeben, deren erste Niherung
fiir nicht zu grof3e Stromungsgeschwindigkeiten geniigend genaue Resultate liefern diirfte.

2. AUFSTELLUNG DER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
2.1 DIE EULERSCHEN GLEICHUNGEN EINES KOMPRESSIBLEN GASES

Zunichst schreiben wir die EuLERschen Gleichungen eines kompressiblen Mediums an:
die Geschwindigkeit der Teilchen sei 7 mit #, v, w bzw. als z, ¥, 2 Komponente. Die Dichte
des Gases sei g, der Druck p. Alle diese GroBen seien Funktionen der Raumkoordinaten
x, ¥, z und der Zeit ¢; wir verwenden das Giorcische MaBsystem: somit messen wir 7 in
m/sec, o in kg/m3, p in Newton/m?2

Dann haben wir zuniichst die Kontinuititsgleichung

(1) e Lodivd =o

2) AL



8 Aufstellung der Differentialgleichungen
Fiir den Fall fehlender duBerer Krifte lautet die Bewegungsgleichung:

o7 et
3) 9(7 + @, Vv)) + grad p = o.
V7 ist die Dyade, die aus der unbestimmten Multiplikation des Operators ¥ mit7 hervor-
geht, (7, V') ist das skalare Produkt (linksseitig) von 7 mit dieser Dyade. Das Gas sei als
ideales Gas vorausgesetzt, das der Bezichung genligt:

@ 2 = kT,

wo K eine Konstante ist, die sich auf die Masse 1 kg (nicht auf ein Mol) beziehe.
Fiir den Schallvorgang nehmen wir adiabatische Zustandsinderung an mit

(5) 2~y

Dann gilt fir die Schallgeschwindigkeit ¢, d. h. die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Wellen:
e

6 —

(6) ¢ PR

was seinerseits eine Funktion von x, ¥, 2, ¢ ist. Wir denken uns die Amplituden des Schall-
druckes p, klein gegeniiber dem Druck der Atmosphire ohne Schall gy, analog die Dichte-
amplitude g, klein gegeniiber der Dichte der schallosen Atmosphére g,:

¢ P, K Do 0, < Q-
Es gilt bekanntlich
(8) L= P05

2.2 DIE SCHALLWELLENGLEICHUNG IN EINEM HOMOGENEN
RUHENDEN GAS

Als cine Leitlinie fiir die spiteren Betrachtungen geben wir zunichst eine Ableitung der
Schallwellengleichung in einem homogenen ruhenden Gas. Als nichste Stufe wollen wir
dann in schrittweiser Analogie die Schallwellengleichung in einem allgemeinen den Euler-
schen Gleichungen geniigenden ,,Grundfeld der Stromung‘* ermitteln.

Wir denken uns ein homogenes ruhendes Medium mit einer kleinen Stérung o,, 2,
v, (u,, v,, w,), wir vernachlissigen Glieder von 2.Ordnung in o,, p,, 7, und deren Ablei-
tungen. Dann wird

do _ 0¢s
)] = sty

und wir erhalten fiir die Kontinuititsgleichung:
] - — . -
(10) _éeti + Qo (V) ‘U’) =0, (Vy U:) = div U

wo g, die Dichte der ruhenden Luft bedeutet.



Die Schallwellengleichung in einem beliebigen Grundfeld der Strémung 9

Fir die Bewegungsgleichung erhalten wir:

o
07,

(11) 0o, T Ve)=o (Ve) = grade,.

Wir differenzieren (10) nach #:

%o, 0

(12) e e U VIS
Nach (11) ist aber
7 > 2
(13) Qo?(viv:) = C AQ;’
woraus mit (12) folgt:
Pos o _
(14) T Adp, = o.

Damit haben wir die Wellengleichung aufgestellt. Haben wir aus (14) eine Losung o, ge-
funden, so kénnen wir aus (11) die Teilchengeschwindigkeit angeben:

3
i 2
(15) 5, =~ [Ve,ar.

Nehmen wir fiir o, eine harmonische Zeitabhingigkeit an, so mu3 auch 7, zeitlich harmo-
nisch sein, und daraus bestimmt sich die Integrationskonstante in (13) zu Null.

2.3 DIE SCHALLWELLENGLEICHUNG IN EINEM BELIEBIGEN
GRUNDFELD DER STROMUNG

Wir denken uns jetzt das schon mehrfach erwdhnte Grundfeld der Stromung in folgen-
der Weise gegeben: Es sei 7, die Geschwindigkeit des Grundfeldes mit den Komponenten:
uy (%, ¥, 2, ), v(x, 9,22, wy(x,y, 2 £); der Druck des Grundfeldes sei g, (x, v, 2, £), die
Dichte g, (x, ¥, 2, £), und es gelte die ideale Gasgleichung (4), wo p,, g4, 7y Funktionen von
x, ¥, 2, ¢t sind. Diese Funktionen sollen Abweichungen von einem ridumlich und zeitlich
konstanten Mittelwert sein, auf den sie sich beim Aufhéren der Strémung reduzieren: wir
schreiben:

Qo (x:y: 2, t) = 00 -} 001 (x:y’ 2, t)
(16) 2(x, 3,2, 8) = poo + por (%, ¥, 2, 7)
Ty, y,2,8) = Too+ Toa (2,9, 2, 1)

Die ortliche Schallgeschwindigkeit erhalten wir unter der Voraussetzung (7) in der Form

Pl
(17) L

Miinchen Ak. Abh, math.-nat. 1958 (Eckart) 2



10 Aufstellung der Differentialgleichungen

und schreiben fiir dieses Quadrat, das allein in unseren Beziehungen auftreten wird:

(18> 6‘3 e 5§o+€g1(x:y, Z, t)'

Die GréBen des Grundfeldes missen fiir sich den Eulerschen Gleichungen gentigen. Dem
Grundfeld tiberlagern wir das Schallfeld, das wir als kleine Stérung betrachten und dessen
GroéBen wir den Index s geben. Wir haben also

-

(19) D=0,4+0, mt u=1ut+u, v=ruv+uv, w=w+w,

(20) p=1po+p, 0=0+e, T=T+T7T,.

Dann schreiben wir mit diesen Gréfien erneut die EvLERschen Gleichungen an:
zunichst die Bewegungsgleichung:

(21) (@ + 0,) [% (Zo o Z;) SF ((770 < ZQ: V(Zo +;:>)] 4+ V(po+2,) = o.

Ferner lautet die Kontinuititsgleichung:

(22) Here) @ @te) Gt =

Wir multiplizieren die Klammern aus; dann stehen in unseren Gleichungen jeweils Pro-
dukte aus 2 Faktoren, die die Indexpaare 00, o5, s0, ss enthalten. Die GréBen mit dem
Indexpaar o o sind die GréBen des Grundfeldes, erfiillen die EvLERschen Gleichungen und
fallen heraus. Die Gréfien mit dem Indexpaar ss fallen als Gréen 2. Ordnung nach der
Voraussetzung der Beschrinkung auf die erste Niherung weg, nur die Glieder mit ge-
mischten Indexpaaren bleiben stehen: Das zweite Glied links in (21) fiihrt auf Indextripel:
ooo fillt weg, Glieder, die zweimal s enthalten, ebenso, es bleibt nur

0, (;0’ VZO) ) Qo (ZO’ VZ:)! Qo CZ;:’ VZO) 0
Dann lautet die Bewegungsgleichung:

(23) 90 37 <+ Qo@o’ Vv) = Qo(vu Vﬂo) + 9: 27 >+ (7/0» V”o) +Vp, =

Fiir die Kontinuititsgleichung erhalten wir analog.:

39:

(24) + (V. 07%,) + (7, 0,%) = o.

In (23) erinnern wir uns daran, daB nach (3)

37/0

(25) + (’30; Vi) = —— VPo



Die Schallwellengleichung in einem beliebigen Grundfeld der Strémung 11

Somit schreibt sich unsere Bewegungsgleichung schlieBlich:

¢6) o (S + @0, V3) + @ V3) =L Vpy + Vp, =,

Damit haben wir zunichst unser Differentialgleichungssystem fiir 7,, o,, p, aufgestellt.
Wir miissen es jetzt noch in eine zu (11) und (12) analoge Form bringen und dann nach (13)
fiir p, eine gestorte Wellengleichung aufstellen; anschlieBend miissen wir dann die Glei-
chungen fiir %, v, w, in ebenfalls gestérter Form schreiben. Zu diesem Zwecke miissen
wir leider (26) in Komponenten auflésen, d. h. die drei Gleichungen in Kauf nehmen:

0y 0s 9P dug 0y ouy
2 —_—— PROCIINEN —
( 7) Qo ot 0o ox 0% ox +907/.r }’ +90w: oz
du, dug dug dp,
‘i‘@o”o—a +90'Uo—ay T et + 5 =0
Jv 0; 0p, 07, 07, dv,
28 e Ll i 5 S L
(28) ry 00 07 + 0%, oz + 07, By -+ 09w, 22
ov dv, 2p
+Qo”og;s +Qo”oT+Qowo s -l-—a—;—:-O,
O, 0s 0p0 0wy 0w, 0w,
2 —— —— —— _—
(29) €05 T 7z T Q% G, Tt W,
dw, dw, ow, 6ﬁ,
o Qo %o = + Qoi’o? + Qo Wo 5~ =240

Unter Berticksichtigung von (8) schreiben wir diese Gleichungen so an, daf3 die Analogie
mit (11) und (15) evident wird und die in (11) nicht vorkommenden Glieder als Stérglieder
auf die rechte Seite kommen.

(30)
Ou; 0 0p N 0y 6110 Juy Qug
o g_ax<9>+oax om0 oy +°a tog, twg,;
(31)
du, s 0% 0y, 0v, v, dv, oy ov,
or o 6)/ (e + oy { Tx TV, T®ig, T Ty tweg s
(32)
ow, 275, 8w, d 3wo dw; dw,
e @) T T T 0 T T Ty )

Hier wird der Unterschied gegeniiber dem ruhenden homogenen Medium evident: als
Storglieder treten auf alle Glieder der rechten Seiten in (30) (31), (32) mit Ausnahme des
ersten.

2*



12 Aufstellung der Differentialgleichungen
Die Kontinuititsgleichung (24) bekommt die Form:

20, . . .
(33) L b0 (,7) =G, Ve) + G, Veo) + .V, %)

Zur Ableitung der Wellengleichung miissen wir jetzt in Analogie (12), (13), (14) verfahren
unter Beriicksichtigung der Gleichung (16): Wir differenzieren (33) nach # und erhalten:

(34) =20 W, )~ @, Veo) + G, Vo) + 0, (V, 5.

Nun ist aber nach (26) und somit auch nach (27), (28), (29)

2u 7] 1t 9
s — R T 2
(33) 0oy = % 5, (eo PG e:))
v, 0 t 0
= e (2
(36) % 5oz % 4, (eo 5y € 95))
0w 7 1t 9
$ — o 2
(37) Q-5 = Q5 (eo Py (¢ Q:))

woll,|

stehenden Ausdriicke bedeuten. Diese sind aber die x, y, z Komponente des Vektors:
(@,, Vdy) + (2, V7,). Daraus folgt aber:

. { . bzw. die in den geschweiften Klammern der Gleichungen (30), (31), (32)

38 (V, (G, V) + @, V5))-
Ferner ist:

(39) :; (c*e) + é %} :—x (¢*e)
(40) e+ = )
(41) @+ @)
(42) 4ol L &

6x§95
















































