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ÜBERSICHT 

Es wird ein beliebiges Unterschallströmungsfeld in der Atmosphäre vorausgesetzt und 
eine darauf einfallende ebene Schallwelle angenommen. Mittels einer Iterationsmethode 
wird in erster Näherung die Streuung des Schalles berechnet und ein einfaches Beispiel 
gegeben: Ein stationärer Wirbel ohne Singularitäten wird in seiner Achsenrichtung von 
einer ebenen Schallwelle getroffen; die Richtcharakteristik des gestreuten Schalles wird 
ermittelt. 

l. ALLGEMEINE PROBLEMSTELLUNG 

Der Verfasser hat in einer Anzahl von Arbeiten ([1] [2] [3] [4] [5] [6]) die Streuung elek- 
trischer Wellen an turbulenten Zonen in der unteren Atmosphäre behandelt. Hier liegt eine 
wesentliche Vereinfachung des Problems darin, daß die Bewegungsgeschwindigkeit der 
Materie gegenüber der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen, der Lichtgeschwindig- 
keit, vernachlässigt werden kann. 

Nun haben PEKERIS [14] und GORDON und BOOKER [15] sich mit demselben Problem be- 
faßt, und der erstere hat damit auch eine Berechnung der Schallstreuung an atmosphäri- 
schen Inhomogenitäten für den Fall bestimmter räumlicher Korrelationen geliefert. Diese 
deckt sich formal ungefähr mit der Rechnung für die elektrischen Felder, solange man die 
Strömungsgeschwindigkeit der Luft gegenüber der Schallgeschwindigkeit vernachlässigen 
kann. Es erscheint nun notwendig, eine Theorie zu entwickeln, die es gestattet, in sukzessi- 
ver Näherung den Einfluß der Bewegung des Ausbreitungsmediums zu ermitteln, und uns 
in den Stand setzt, die Schallausbreitung in einer turbulenten Zone und darum herum zu 
studieren. Es wird im folgenden eine Iterationsmethode gegeben, deren erste Näherung 
für nicht zu große Strömungsgeschwindigkeiten genügend genaue Resultate liefern dürfte. 

2. AUFSTELLUNG DER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

2.1 DIE EULERSCHEN GLEICHUNGEN EINES KO M P RESS I B LEN GASES 

Zunächst schreiben wir die EüLERschen Gleichungen eines kompressiblen Mediums an: 
die Geschwindigkeit der Teilchen sei v mit u, v, w bzw. als x, y, z Komponente. Die Dichte 
des Gases sei Q, der Druck p. Alle diese Größen seien Funktionen der Raumkoordinaten 
x, y, z und der Zeit t\ wir verwenden das GiORGische Maßsystem: somit messen wir v in 
m/sec, o in kg/m3, p in Newton/m2. 

Dann haben wir zunächst die Kontinuitätsgleichung 

(0 
dg 
dt T- Q div v = o 

dg 
~dt + (v, Fe). (2) 

dg 
8t 
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Für den Fall fehlender äußerer Kräfte lautet die Bewegungsgleichung: 

(3) e^j + (p> F»)j + grad p = o. 

Vv ist die Dyade, die aus der unbestimmten Multiplikation des Operators V mit? hervor- 
geht, (?, Vv) ist das skalare Produkt (linksseitig) von v mit dieser Dyade. Das Gas sei als 
ideales Gas vorausgesetzt, das der Beziehung genügt: 

(4) -f = KT, 

wo K eine Konstante ist, die sich auf die Masse 1 kg (nicht auf ein Mol) beziehe. 
Für den Schallvorgang nehmen wir adiabatische Zustandsänderung an mit 

Dann gilt für die Schallgeschwindigkeit c, d. h. die Ausbreitungsgeschwindigkeit der 
Wellen : 

was seinerseits eine Funktion von x, y, z, t ist. Wir denken uns die Amplituden des Schall- 
druckes ps klein gegenüber dem Druck der Atmosphäre ohne Schall p0, analog die Dichte- 
amplitude QS klein gegenüber der Dichte der schallosen Atmosphäre £0: 

(7) Ps <A. <?,<&>• 

Es gilt bekanntlich 

(8) ps = c*Q,- 

2.2 DIE SCHALLWELLENGLEICHUNG IN EINEM HOMOGENEN 
RUHENDEN GAS 

Als eine Leitlinie für die späteren Betrachtungen geben wir zunächst eine Ableitung der 
Schallwellengleichung in einem homogenen ruhenden Gas. Als nächste Stufe wollen wir 
dann in schrittweiser Analogie die Schallwellengleichung in einem allgemeinen den Euler- 
schen Gleichungen genügenden „Grundfeld der Strömung“ ermitteln. 

Wir denken uns ein homogenes ruhendes Medium mit einer kleinen Störung Qs, ps, 

vs (us, vs, ws), wir vernachlässigen Glieder von 2. Ordnung in Qs, ps, vs und deren Ablei- 
tungen. Dann wird 

(9) 
dg ê(js 

dt dt ’ 

und wir erhalten für die Kontinuitätsgleichung: 

(10) + Qo (V, v,)=o, (F, vs) = div v,, 

wo g0 die Dichte der ruhenden Luft bedeutet. 
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Für die Bewegungsgleichung erhalten wir: 

Wir differenzieren (10) nach t: 

(12) 

Nach (11) ist aber 

(13) 

woraus mit (12) folgt: 

(H) 

Damit haben wir die Wellengleichung aufgestellt. Haben wir aus (14) eine Lösung QS ge- 
funden, so können wir aus (11) die Teilchengeschwindigkeit angeben : 

Nehmen wir für QS eine harmonische Zeitabhängigkeit an, so muß auch vs zeitlich harmo- 
nisch sein, und daraus bestimmt sich die Integrationskonstante in (15) zu Null. 

2.3 DIE SCHALLWELLENGLEICHUNG IN EINEM BELIEBIGEN 
GRUNDFELD DER STRÖMUNG 

Wir denken uns jetzt das schon mehrfach erwähnte Grundfeld der Strömung in folgen- 
der Weise gegeben: Es sei v0 die Geschwindigkeit des Grundfeldes mit den Komponenten: 
u0 {x, y, z, t), VQ (X, y, z, t), w0 (x, y, z, t) ; der Druck des Grundfeldes sei p0 (x, y, z, t), die 
Dichte Q0 (x, y, z, t), und es gelte die ideale Gasgleichung (4), wo/0, Q0, T0 Funktionen von 
x, y y z, t sind. Diese Funktionen sollen Abweichungen von einem räumlich und zeitlich 
konstanten Mittelwert sein, auf den sie sich beim Auf hören der Strömung reduzieren: wir 
schreiben : 

Die örtliche Schallgeschwindigkeit erhalten wir unter der Voraussetzung (7) in der Form 

05) 

(16) 

Po 0> y> z> t) = Qoo + Pol (x> y> z, t) 

A>0G ^ 0 = Ao + Ai  (*> y, z, 0 
T0(x, y, z, t) = T00 + T0l {x, y, z, t) 

(17) 
Qo 

München Ak. Abh. math.-nat. 1958 (Eckart) 2 
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und schreiben für dieses Quadrat, das allein in unseren Beziehungen auftreten wird: 

(18) 4 = 40 + c2
01(x,y, z, t). 

Die Größen des Grundfeldes müssen für sich den Eulerschen Gleichungen genügen. Dem 
Grundfeld überlagern wir das Schallfeld, das wir als kleine Störung betrachten und dessen 
Größen wir den Index s geben. Wir haben also 

(19) v = v0 + v, mit u = u0 -f us, v = v0 v„ w = w0-\- ws 

(20) P — Po + p„ Q = Qo + Q*> T — T0 + T,. 

Dann schreiben wir mit diesen Größen erneut die EuLERschen Gleichungen an : 
zunächst die Bewegungsgleichung: 

(21) (So + Qs) [^7 (^0 + + {\vo + vs). f7(vo + *>,))] + ^ (Po + A) = °' 

Ferner lautet die Kontinuitätsgleichung: 

(22) d(Qo + 6s) + ^ fa _|_ ^)) = o . 

Wir multiplizieren die Klammern aus; dann stehen in unseren Gleichungen jeweils Pro- 
dukte aus 2 Faktoren, die die Indexpaare 00, os, so, ss enthalten. Die Größen mit dem 
Indexpaar o o sind die Größen des Grundfeldes, erfüllen die EuLERschen Gleichungen und 
fallen heraus. Die Größen mit dem Indexpaar j; fallen als Größen 2.Ordnung nach der 
Voraussetzung der Beschränkung auf die erste Näherung weg, nur die Glieder mit ge- 
mischten Indexpaaren bleiben stehen: Das zweite Glied links in (21) führt auf Indextripel: 
000 fällt weg, Glieder, die zweimal s enthalten, ebenso, es bleibt nur 

Qs (Po. P»o), Qo(Po> 17 V). Qo (v„ Vv0) . 

Dann lautet die Bewegungsgleichung: 

(23) Qo -jf + <?o (?o. + Q0(vs, Vvo) + Q, 8~ + Qs (y0, Vv0) + Vpt = o. 

Für die Kontinuitätsgleichung erhalten wir analog.: 

(24) 
0ßs 
j- + (V> Qo vs) + (P, Qsvo) — 0 • 

In (23) erinnern wir uns daran, daß nach (3) 

(25) ̂- + (?o>Vv0)=—^Vp0. 
Qo dt 
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Somit schreibt sich unsere Bewegungsgleichung schließlich: 

(26) e0 (77 + (v0, Pvs) + (vs, F?0)| - ~ Vpo + Vps = o. 

Damit haben wir zunächst unser Differentialgleichungssystem für z/0, Q,, p, aufgestellt. 
Wir müssen es jetzt noch in eine zu (l 1) und (12) analoge Form bringen und dann nach (13) 
für QS eine gestörte Wellengleichung aufstellen; anschließend müssen wir dann die Glei- 
chungen für u,, v,, w, in ebenfalls gestörter Form schreiben. Zu diesem Zwecke müssen 
wir leider (26) in Komponenten auflösen, d. h. die drei Gleichungen in Kauf nehmen : 

(27) 

(28) 

(29) 

v us Us , uu0 ui(0 
Qo-8T~Yo~ë7 + e°Us~ë7 +eoV’J7 + Qo dy 

w. 
dz 

dus dus dus dps 

+ Po *077 + 6o »077 + 6o 77 + 77 = o, 

8v, Qs 8p0 8v„ 8vn 8v„  
Q°-ï7-Ta-87+eoU‘-87 + Q°V*W+eoW3 8z 

, „ 8v, , „ Sv, Sv, dp, 
+ «>0*077 + 60*077 + Q0zv0— + — = o, 

Sw, Q, Spa 8 w0 8w„ 8w„ 
e° JT ~ Ti77 + e° 77 + e° 77 + 0077 

Sw, Sw, Sw, Sp, 
+ «>0*077 + e0v0— + + -^7 = o. 

Unter Berücksichtigung von (8) schreiben wir diese Gleichungen so an, daß die Analogie 
mit (11) und (15) evident wird und die in (11) nicht vorkommenden Glieder als Störglieder 
auf die rechte Seite kommen. 

(30) 

d us 

dt 

1 8 Q, Spa I 8t<a 8u0 8u0 8u 8u Su, 
— -T- \f Q,) + ~T ~rz «,7— + V, — + w, — h u0   (- v0 -  Qo dx Q0 dx \ dx dy dz dx dy dz 

(31) 

8 v, 
Yt~ 

(32) 

dws 

dt 

-1 JL (c2 p) + — 
U * Q„ Sy 

Sva Sv „ Sva 8v Sv, , Sv, 
u 1- v — (- w — b U0- b vo~i, F wo ~r~ Sy 8z 8x Sy 8z s dx 

Q, 8pa I 8w„ Sw„ 8w0 Sw, Sw, Sw, 

Qa 8z 0 Qs) + -^7- - \u, — + V,— + a/,77 + «0— + v0~ + 
Q0 8 z \ s 8x s Sy Sx ' "Sy 8 z 

Hier wird der Unterschied gegenüber dem ruhenden homogenen Medium evident: als 
Störglieder treten auf alle Glieder der rechten Seiten in (30) (31), (32) mit Ausnahme des 
ersten. 
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Die Kontinuitätsgleichung (24) bekommt die Form: 

(33) ~ + Po (t7, £,) = - |(?„, VQS) + (V., VQO) +QS(V, ^ 0)} • 

Zur Ableitung der Wellengleichung müssen wir jetzt in Analogie (12), (13), (14) verfahren 
unter Berücksichtigung der Gleichung (16): Wir differenzieren (33) nach t und erhalten: 

(34) 
8Qo fry -* %  \ 8 

~8t {(*,.  PQO) + (v0, PQs) + Q,(V> %)}% � 

Nun ist aber nach (26) und somit auch nach (27), (28), (29) 

(35) 

(36) 

(37) 

82us 
ßo 8x8t 

82vs 
ßo 8y 81 

Q 0 
82ws 

8 z 8 t —e‘-L(-k-k  <% **>)  

wo bzw. die in den geschweiften Klammern der Gleichungen (30), (31), (32) 
l 30 I 31 132 

stehenden Ausdrücke bedeuten. Diese sind aber die x, y, z Komponente des Vektors: 
(vs, Vv0) -f- (v0, Daraus folgt aber: 

(38) 
8 

8x [V, (&> ri)  + (v„  Pvo)))- 

Ferner ist: 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

82 y 2 \ \ 1 8So 9 / 2 „  \ 
8x2 -C Q^ Qo 8x 8x  ̂

82 f 2S, 1 8 Qo 8 /.\ 
8y2 C 6^ + e„ 8y 8y ^ ßs  ̂

92 f 2 . 1 
86O 

8
 '� � o \ 

dz2 'C + Qo dz 8z ^ 
ßs  ̂

+ 60 
8 Po 
8 x 

8 üs 
8x gl 
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6s_ 8V0 
Qo 8y2 

<h_ 82po 

Qo 8 z2 

8po 8 Q, 

8y 8y Q2
0 

+ Qo 
8 po 8 

8 z 8 z 
ÖS 

Durch die Addition (35), (36), (37) erhalten wir unter Berücksichtigung von (40), (41), (42) 

(45) Po (17, = -A (c2gs) + j- [{VQ0, Vc2
6l) + *-Ap^ + e0 (vp0,  ̂

-Qo(P, ((?o> Vvs) + (vs, Vv0))). 

Wir wollen noch A (c2 gs) explizit anschreiben |r2 = c2(x, y, z, t) = ~ yj . 

A (c2 Qs) = c2A gs + 2 (Fr2, VQs) + QSAC2 

(46) 
= Oo AQS + C01AQS + 2 (Pr2, Vgs) + QSAC2. 

Dann bekommen wir durch Einsetzen in (34) 

(47) ~ - COOAQS =41AQS + 2 (Vc2, Vgs) + gsAc2- -̂Ap0 

- Qo\vpo> F|~) + Qo(r, &0. v%) + r* 0)) 

- ~ 07. »,) - jy\$„  vQo) + (* 0> rQs) + Qt(y, v0)\. 

In (47) ind (30), (31), (32) haben wir nunmehr das zu lösende System von Differential- 
gleichungen vor uns. Es entspricht den Gleichungen (11) und (14) im homogenen Fall und 
setzt die durch das Grundfeld dargestellten Störungen in Evidenz. 

3. DIE LÖSUNG DES PROBLEMS MITTELS EINER 

IT ERAT IO NS METHODE 

Wir suchen von dem genannten System eine Lösung, die die Eigenschaft hat, daß sie 
sich beim Übergang zum homogenen ruhenden Medium auf eine ebene Schallwelle redu- 
ziert, die in der Richtung <x, ß, y läuft. Dabei machen wir die Voraussetzung, daß sich die 
turbulenten Störungen in einer relativ kleinen Umgebung des Koordinatenursprungs ab- 
spielen und in geringer Entfernung davon unmerklich werden. 
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Zunächst schreiben wir die Gleichungen (30), (31), (33) so: 

(48) 

(49) 

(50) 

8us 

~8t 
r2 8QS QS de* QS 8p$ r7~* \ 
 7. + ~T  \(Vs> Vvo) - Wo. Vvs)\x 
Qo dx Q0 dx Q0 dx 

Svs 

~8t~ -îr---ir  + ^T !L-\(vs.rïo)-$o,rl)l 
Qo 8y Q0 Sy Ql 8y 1 1 ,y 

8ws 

St 
8 Qs Qs 8 c Qs SpQ I '� -* 17-*- \ r+  

Qo & & Q0 dz QQ d Z 

Die Indizes x,y, z an den geschweiften Klammern bedeuten bzw. die x-, y-, z-Komponente 
des in der Klammer stehenden Vektorausdrucks. 

Nun verwenden wir als Lösungsverfahren eine der PiCARDschen sukzessiven Approxima- 
tion ähnliche Iterationsmethode, wobei nicht eine Konstante als Anfangslösung verwendet 
wird, sondern die schon genannte ebene Welle. Bei PICARD müssen erst eine ganze Anzahl 
von Iterationsschritten getan werden, bis eine Wellenfunktion entsteht. Nehmen wir aber 
schon die ungestörte Wellenfunktion als Ausgangslösung, so stellt uns bereits die darauf- 
folgende Iteration eine brauchbare Lösung dar, wenn nur die Störglieder hinreichend klein 
sind. Man vergleiche die Methode von SHELKUNOFF  in [7] und ihre Anwendung in [8]. Da 
wir uns nun nicht auf den Fall des zeitlichen stationären Grundfeldes beschränken, so können 
wir uns auch nicht der komplexen Darstellung der Welle bedienen. Ferner können wir die 
Zeit, in der der Schall die Turbulenzzone durcheilt, nicht mehr als klein gegenüber der- 
jenigen ansehen, in der sich eine der in die Differentialgleichungen eingehenden Größen 
merklich ändert. In dem Anwendungsbeispiel werden wir dann aber die Schallstreuung an 
einem stationären Wirbel berechnen und können uns in diesem Falle der komplexen Rech- 
nung bedienen. 

Wir nehmen also als Grundlösung für QS an : 

,, s , l <xx + ßy + yz\ 
(51) Q,0 = Acos(o\t . 

\ 0)0 / 

Dies wäre die von uns gesuchte Lösung von (47), wenn die rechte Seite dieser Gleichung 
gleich Null wäre. Für oc = l, ß = o, y = o kommt dabei eine in der *-Richtung laufende 
ebene Welle heraus. Nun suchen wir für diese Ausgangslösung in QS die Größen uSo, vSa, wSt 

d. h. die Komponenten der Teilchengeschwindigkeit. Diese stellen zusammen eine Lösung 
dar, mit der wir in (47) eingehen. Mit  QSO aus (51) erhalten wir unter Berücksichtigung von 

Cs2) fL = Ç+Aph±Ç' (£» +0) (,_»% � +«L 
Qo Qoo + Qal(x,y,t,z) \e„„ Qool\ Qo 0 

und der Annahme 

(53) 4i < 4o 1 

1 Diese Annahme ist an sich nicht notwendig, wir können auch einfach in Q, V von der Grundlösung des 
homogenen ruhenden Mediums ausgehen und die Störungen erst eine Stufe später berücksichtigen. 
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t 
<xx + ßy + yz 

= füfLsin<w(, 
Q 00 V O X Q 00 J CQQ ̂ 

 ̂_ ctx + ßy + yz \ 

dt 

A cos co 

(55) vs, = — ~~~ -& %  r_^Ldt  = -^ A ri^sincoL- ±̂iz±yf\ 
Q 00 vy Qoo C00 \ C00 / 

/,_ <ix + ßy + yz \ 
\ Coo / 

<2  ̂

ß coo 
Qoo 

A cos co 

(56) 4L r.äi^ = _^k^ riü^ 0,(,- " +^ +r ‘ ) i ,  
Qoo J oz Qoo J coo \ ̂00 / 

L _ a-r + ^ + yr\ 
\ c0„ / ' 

ycoo 
Po 0 

yf cos to 

15 

Wir können zunächst so beginnen und das CQX dann bei der zweiten Näherung einführen. 
Mit ß = y = o werden vSt = wSo = o. Wenn wir nun uSo, vSa, wSa und QSO in die Wellen- 
gleichung (47) einsetzen, so erhalten wir in dieser eine Quellenverteilung auf der rechten 
Seite, über die wir in bekannterWeise integrieren, um die erste Näherung zu finden nach 
der oben gegebenen nullten Näherung. Wir erhalten 

(57) 

e« - e* + JJJ T ((^  ‘ i  Jä e„) + 2 (^ 2> 

+ Po (f7. rt,) + (V,vs)) 

vQs0) + P,.(F> wo)) t R 
Coo 

d v. 

Wenn wir nun mit qt, uSa, z/^, wH in die Gleichungen (48), (49), (50) eingehen, so bekommen 
wir eine weitere Näherung für die Geschwindigkeiten der Teilchen: 

(58) 

(59) 

(60) 

u sl 

V Sl 

w S\ 

C — lUlL 8s Sc2 ßs Sp0 J g„ 8x + Q„ Sx el Sx 

r A_ 8e± jb SA 
J Po go ÖJ Po 0>' 

J eo g, 02 

I(wf. ^4) + (ü0, Fv,)}*  dt 

{(«,> F^O) + (w0, FzQJ  ̂dt 

{(w„  F?0) + (»o, F?,)|. dt. 

Diese Größen müssen einen Zeitfaktor ^ co  ̂haben mit einem Faktor, der seinerseits noch 
von t abhängen kann. 
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Mit  uSi, vSi, wSi, QSI können wir nun wieder in Gleichung (47) eingehen, QSI ermitteln, 

6s,’ Ms,’ vs, ’ ws, ‘n (48), (49), (So) einsetzen und daraus uSt, vSa, wSt errechnen, in (47) ein- 
setzen, QSa ermitteln usf. Die Konvergenz des Verfahrens ist durch den PiCARDschen Beweis 
gegeben, solange wir nur dafür sorgen, daß das Grundfeld endlich, samt 1. und 2. Ablei- 
tungen stetig ist und die räumlichen Integrale genügend stark konvergieren. 

Damit haben wir die allgemeine Lösung des Problems gegeben und wollen diese nun auf 
ein spezielles Beispiel anwenden, in dem diese Konvergenzen gesichert sind. 

4. DIE SCHALLSTREUUNG AN EINEM STATIONÄREN 

WIRBEL 

Wir wollen uns nunmehr um ein Beispiel bemühen, das mit einem zumutbaren Rechen- 
aufwand durchführbar ist. Unsere Theorie umfaßt zwar die Schallstreuung an nichtstatio- 
nären Strömungen, doch sehen wir z. B. aus (57), wie umfangreich diese Berechnungen 
werden ; in allgemeinen Fällen würde die Anwendung dieser Theorie maschinelle Rechen- 
mittel erfordern. Mit  allgemeinen diskutierbaren Formeln werden wir von Ausnahmefällen 
abgesehen höchstens stationäre Verhältnisse behandeln können. Wir suchen uns einen 
stationären Wirbel, der so gewählt ist, daß sich die dabei auftretenden Integrale ausrech- 
nen lassen. Zunächst stellen wir eine Lösung der EuLERschen Gleichungen auf, die einen 
Wirbel mit der Achse in der Z-Achse darstellt. 

4.1 ANGABE EINES STATIONÄREN GRUNDFELDES 

Wir denken uns ein stationäres Strömungsfeld, in dem nur eine Komponente v9 der Ge- 
schwindigkeit v vorhanden ist, wo q> der Azimutwinkel in einem Kugelkoordinatensystem 
ist. Also ist v& = O und vR = o. Schreiben wir in üblicher Weise die EuLERschen Gleichun- 

gen zunächst in rechtwinkligen Koordinaten an, so bedeutet dies vt = o, = o 

+ 6 

+ 

+ 

Sv 
Sy 

dp 
Sx 

Sp 
Sy 

Sp 
Sz 

= o 

o 

= o 

= o 

Führen wir in üblicher Weise Polarkoordinaten R, #, cp ein, 

(65) x = R sin # cos <p y = R sin # sin <p z — R cos # 
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so sind die EüLERschen Gleichungen, die nur erste Ableitungen enthalten, leicht auf Kugel- 
koordinaten umzurechnen. Es ist 

(65 a) u = —vv sin ip, v = vv cos 93, w = o. 

Wir verlangen von unserer Lösung, daß nicht von 93, sondern nur von ft und R abhängen 
soll. Dann folgt aus dem System (6i)-(Ö4) nach leichter Rechnung: 

(66) 
2 , R sin ft 

% ». H ^— (Ä sin * + J£ -F 
cos *) =°- 

D. h. wir können ein^>, das nur von R und ft abhängt, vorgeben und daraus v- errechnen. 
Wir nehmen an, daß^> auch nicht von ft abhänge, dann wird 8^/eft = o und aus (66) wird 

(67) 
v\ _ R dp 

sin2 ft Q(R) 8R 

Da der Vorgang stationär ist, muß die Temperatur konstant sein, somit ist Q proportio- 
nal p : 

(68) -L = KT= const = K*, Q=PjK*.  

Also wird aus (67) 

(69) sin2 ft 
R 

K* 
8 p 

8R 
RK* 

d ln p 

dR ' 

Wir wollen nun eine Geschwindigkeit haben, die mit wachsendem R stark abnimmt, so 
daß in einer gewissen Entfernung vom Ursprung praktisch ruhende, homogene Atmo- 
sphäre vorhanden ist. Nehmen wir z. B. : 

(70) 

so wird 

(71) 

und 

(72) 

v\ = M sin2 ftR2e = sin2 PK*R (nach (69)) , 

d ln p 

dR 

M -C-4-) 
-   Dg 

K*  

2 

ln p — — 
Mr - 

Re JR + lnp„  

1 M - (-RR2 

T ~K* R* e U + ln^~ 

(ln p 00 = Integrationskonstante) 

München Ak. Abh. math.-nat. 1958 (Eckart) 3 
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und 

(73) P = Poo eXP 
j_ M 
2 K* Rl (i )2 

= A>(*)-  

Für R —%º� oo wird p-*paa- 
Dieser Wirbel ist, wie schon bemerkt, stationär. Damit können wir QSa auch in komplexer 

Form schreiben. Mit  exp [— j(ot]  als Zeitfunktion wird 

(74) <?,0 = ^exp [-jco 

Wir nehmen also eine in der -f-^-Richtung laufende einfallende Welle an. Wie wir die Re- 
tardierung zu berücksichtigen haben, werden wir später sehen. 

4.2 DIE SCHALLSTREUUNG AN DIESEM WIRBEL BEI EINFALL 

EINER EBENEN WELLE IN DER ACH SEN RI CHTU N G 

Wir müssen uns jetzt alle die in (57) vorkommenden Ausdrücke verschaffen. Wir be- 
ginnen mit Ap0. Da p0 nur von R abhängt, gilt bekanntlich : 

öS) 

Zunächst wird Vp0 = wo F einen Einheitsvektor in der Richtung des Radius R 
bedeutet. Es wird also 

(76) 

und 

(77) 

„ -v M „ - 

y Po = rPooj(ï Re % (f )2 exp K M 
K* Rle r(l) 

A Po = Pc JlA(i )2 

K* exp £)% +*£! 

Wir ermitteln jetzt c2 (x, y, 2, i). 

Es ist nach (6) c2 — yA/go = y K* = c2
x, 

somit ist in unserem Falle 

(78) cl i=° und daher 

(79) FV2 = o und 

(80) Ac2 = o. 

Da das Grundfeld stationär ist, ist auch 

(81) pQo 
et o. 
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Somit fallen in (57) gleich eine ganze Reihe von Gliedern heraus. Es wird dann: 

(82) — Ap0 = A M exp 
Qo 

-7*] [3~2 + il  R*\e ^ exp [-jwt\.  

Wir benötigen jetzt g0 [V p„, ) 
\ Ql I 

In dem skalaren Produkt in der letzteren Klammer hat yp0 nur eine Komponente in der 
^-Richtung; wir brauchen also von nur die R-Komponente zu ermitteln. Es ist 
also V einfach als ~r zu verstehen. Wir bekommen 

(83) 
E Qs   t ry Pf [7 

Z Vs'-2vVe° 

und nach einfacher Rechnung: 

(84) 
(V Qs\ AK*2 r M - -r a) T 

( ] exP [j-  R cos& ]  

1  f—3  ̂1 
x 7 — cos & — MR e Vä“' exp [— jcot] 

r r I 

und also 

(85) e°V (îl= exp [~jwt] exp [T Ä ^0 * b°)2] 

x exp |^7 — R cos $| J7' — cos & — 2 MR e 

Jetzt bilden wir das skalare Produkt g0 ^ mit VPo• Es wird: 
Qo 

(86) Po |ET>0, 
= exP [— j(ot\ AM exp [y R cos 

Re (•*») (7 cos & — 2 MRe ^R^ J. 

Jetzt wenden wir uns den Größen in (57) zu, die die Geschwindigkeiten v0 und vs enthalten. 
Wir benötigen zunächst 

Po(P, [(z>0, Vvs) + (vs, E?o)]) und sehen nach einfacher Rechnung, daß dies verschwindet: 

(87) e0(f7. [(?o> Pv,) + (?s> Pvo)]) = 

Ferner haben wir noch auszurechnen: 
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Man erkennt sofort, daß 

(88) e,(F, v0) = QS div ü0 = O, 

die Strömung ist nämlich quellenfrei: Das skalare Produkt (v0, VQs) muß auch identisch 
verschwinden, denn vü hat nur eine 95-Komponente, VQS hat nur eine ^-Komponente; diese 
beiden stehen aufeinander senkrecht. Daher also: 

(89) (4. VQS) = o. 

Es bleibt nur noch zu berechnen: (vs, Fg0), da Q0 nur von R abhängt und stationär ist, 
wird 

(90) 
8 

8t (v„  VQo) = v„ VQo) = -jo)A (exp \-jcot + PP zj z, Fe0), 

wo ~z einen Einheitsvektor in der ^-Richtung bedeutet. V Q0 hat bekanntlich nur eine ^-Kom- 
ponente. Also 

(91) 
8 
dt (vs, |7ß0) = —jwA exp (—jcot + R cos • cos ff 

x A» ^2 exp R* e~tjÖ j. 

Nun haben wir alle die Größen formal ausgerechnet, die in (57) unter dem Integralzeichen 
stehen, und müssen jetzt angeben, wie sich die zeitliche Retardierung darin ausdrückt. 

Wir denken uns eine Distanz D, die sehr groß gegenüber R0 sei, also gegenüber der Zone, 
die nennenswert streut. Eine Welle, die von einem Punkt R, ff, cp (x, y, z) ausgeht und in der 
Richtung ocx, ßx, yx läuft, hat im Aufpunkt die Phase 

(92) jPP(D-(xxx + ß*y + y*z)). 

Den allen Richtungen gemeinsamen Faktor exp (y-^-Z?J, der den Betrag 1 hat, lassen 

wir dann aus unserem Integral weg und haben den Integranden dann nur mit 

(93) exp |-y (ocxx + ß*y + yxf)] 

zu multiplizieren. 

Führen wir im Richtungsraum otx, ßx, yx Polarkoordinaten zur Achse z ein (yx = 1): 

(94) ocx = sin ffx coscpx 

ßx = sin ffx cos <px 

yx = cosffx , so wird mit (65) aus (93) 

(95) exp (— j  — R (sin ffx cos cpx sin ff cos cp -f- sin ffx sin cpx sind- sin cp -f- cos ffx cos ff) j . 
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Jetzt können wir für unseren Wirbel das Integral (57) explizit ausschreiben und erhalten 
nach geeigneter Zusammenfassung: 

(96) 

00 +7t n 

QSi = — ' J J J* exp |y' -y Æ(cos#—(cos# cos#x + coscp sin#cos9?x sin#x + sin sin# sin 99x sin#x))l 
~ “ * % ) 

exp|— J 3-ff2 sin# dä dcp 

R=0 <p=—7i 0=0 

ii  
OO + 71 71 

~~w\ \ J* ^p\j^^(^-(cos&cos ̂+coscp sin^coscp^m&>< + smcpsm&smcp><sm^))] 
~ ~ ~ o 

exp [“  (Ul (Ä~]|) sin^ d& d<p 
R=0 <p = —7i 0=0 

in 
OO +71 7t 

—j — -ß- J* J* J* exp |y'-y-A?(cos#—(cos# cos#*+ COS99 sin# cos<px sin#x + sin99sin#sinç>x sin#x))J 
“ ” "0 

exp J— j 7?3 cos# sin# ## ^99 

/?=0 (p= —71 0=0 

IV  
OO +71 7t 

+ 

V 

I J" exP [ /“~r ^(cos#—(cos# cos#*+ cos 99 sin# cos 99x sin#x-f-sin99 sin#sin99x sin#x))J 

exp 2 J 2 J/7?4 sin# d# dcp 

R=0 93= -7t 0=0 

OO +71 71 

+7jpïA»"^~J* J* J* exp j^—7?(cos#-(cos#cos#*+cos<psin#cos9)x sin#x + sin 99 sin# sin 99x sin#x)) j 
7?=0 93 =-7i 0=0 

exp[-7^* o* (^]exp[-(0 Æ3 sin# d& dcp. 

Wir schreiben dies, indem wir die Integrale mit römischen Ziffern durchnumerieren: 

(96a) e'* = Ji + J11 + Jin + Jiv + Jv 

Die Reihenfolge der Integration kann in allen Integralen beliebig angenommen werden: 
Wir haben eine Integration über die Winkel #, 99 und über R. Das Winkelintegral kann be- 
liebig in # und cp vertauscht werden, da in beiden Veränderlichen das Intervall endlich und 
der Integrand stetig ist. Das Integral über die Winkel ist daher eine überall endliche und 
stetige Funktion von R in o < R <C 00, denn R geht bei der Winkelintegration nur in der 

Form exp f/-y- R % � f (#, 99)! ein. Mit  exp | — 1 Rn multipliziert und über R integriert, 
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resultiert ein absolut konvergentes Integral. Hätte man zuerst über R integriert, so wäre 
der Integrand in t?, cp überall endlich gewesen und es hätte auch dieses Integral absolut kon- 
vergiert. 

Wir studieren zunächst das Integral I : 

Wir betrachten zunächst den Exponenten : Es war 

(97) j -~r R (cos t?-(cost? cos t?x + sin cp sin t? sin cp x sint?x -f- cos cp sin t? cos cpx sin t?x)) 

= jk [z — R cos co] , 

wo CD den Winkel zwischen der Richtung r vom Nullpunkt zum Punkt R und der Richtung 
ax, ßx, yx ist (vgl. [9] S. 157 ff. [10] S. 125/26). 

Man transformiert im Richtungs- (Integrations-) Raum auf Polarkoordinaten um die 
Achse ax, ßx, yx, und das Flächenelement der Einheitskugel bleibt in seinem formalen 
Ausdruck erhalten: 

(98) sin û d§ dcp = sin CD dcD dtp . 

Das Integral über die Winkel cp, und ïï —> m, ip wird 

(99) 

+TI n 

f I exp \—jkR (^cos CD — cos t?)] sin CD dm dcp . 
y>——n co =0 

Wir müssen nun t? noch durch die neuen Koordinaten um die Richtung t?x, cpx als Achse 
ausdrücken: nach dem Seitencosinussatz der sphärischen Trigonometrie ist: 

(100) cost? = cos#x cos CD -f- sint?x sincocos^t. 

Wir setzen dies in (99) ein und erhalten 

-\-n n 

(101) J I exp \jkR ((cos t?x — 1) cos m + sin t?x sin m cos y)] sin CD dm dip. 
yi— -71 co —0 

Wir setzen : 

(102) R( cost?x —1) = C 

R sin t?x = Q und bekommen 

+ 71 71 

(103) J J exp [7k (Q sin w cos ip + C cos co)] sin co dm dtp . 
— 71 0 

Dieses Integral ist aber bekannt (NOETHER in [9] S. 157 ff.) 
Es ist das Integral, das sich aus ebenen Wellen gleicher Amplitude in allen Richtungen 

zusammensetzt, wobei nur reelle Richtungen auf der Einheitskugel in Frage kommen; 
sein Wert ist 

'sin (^vV+c2). (104) 
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Nun ist aber 

(105) VV + £2 = R 1/2(1-cos <?x). 

Somit ist der Winkelanteil von I gegeben durch 

(106) 

Wir setzen 

(107) 

4 71 

kR Y2 (1 - cos#* 
sin (kR 1/2(1 — cos #x). 

i /2(i-cos #x) = k'. 

Dann wird aus dem Integral I der Ausdruck 

(i°8) - JexP H^)''j Rsmk'RdR. 

Dies ist aber eine bekannte einseitige LAPLACE-transformierte, wie man sieht: mit 

(109) A?2 = u wird es 

(110) 
6 n AM 

k' D j*  exp u j sin k' Yu du 

6nAM T I . ,, r— 1 I 
~~YD LI  jsin k 1/«; « . 

Dies ist nach [11] S. 24, [12] S. 50 

3 A M R% 
(111) D exp - 

was von <px unabhängig ist und wo der Einfluß von §x nach (107) im Exponenten auftritt. 
Wir wenden uns jetzt dem Integral II  zu: 

(112) 

AM 
~D 

00 +n n J" J* J* exp I  j~ R (cosj&-(cos&cos/&x +cos(psirf&cosq>x sin#* + sinç9sin#sinç3>< sin#* 
R =0 q> —-n 0=0 

x exp | — J A* 4 sinêd&dcp. 

Es ist leicht aus dem vorigen Integral zu berechnen : Abgesehen von dem Faktor vor dem 
Integralzeichen steht hier statt R2 Ri unter dem Integralzeichen. Das Winkelintegral ist 
dasselbe. Wir bekommen also: 
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(% � -3) - ^ (£-£)/ exP [-35 * !j * % � »» ü RdR. 
0 

Mit  R2 = u wird daraus: 

oo 

, \ in AM I M 
(ii4) k'D \K*  

2nAM I M 
k'D 

— J* exp j  — uj u sin k! ÿu du 
o 0 

[T*  - Ri) Ll  \U sin k' ; äS } > 

wo Zj wieder die einseitige LAPLACEtransformierte bedeute. Dies ist aber nach [il]  S. 44, 
155, [12] I. Bd. S. 144, [12] II. Bd. S. 21, [13] S. 16/17 

(115) 
2nAM I M 

k'D 

2 n’UAM I M 
D 

IM 2 \ 8 , j , I 
\K* - Ri) JJIÿ ^1 jsin k' ÿu ; 

Wir wenden uns jetzt zunächst dem Integral IV zu, das sich unter Berücksichtigung der 
Konstanten aus II direkt ermitteln läßt, wenn man R0 durch ^al\rï ersetzt: 

(116) 
4nV,AM 

D 

Das Integral III  muß für sich studiert werden: Der Exponent ist in der «-Funktion der- 
selbe wie in den anderen Integralen; wir nennen ihn /(#*, <p*, #, <p)', es ist: 

00 -f?t n 

(117) J J exP ç>)]exp |-(j02Jz3sintfcos#ßh?^<7. 
R=0 (p =—71 #=0 

Zunächst transformieren wir wieder im Integrationsraum auf Polarkoordinaten um die 
Achse #* , <px und erhalten unter Berücksichtigung von (100), da ja nun cos # auch als Fak- 
tor außerhalb des Exponenten vorkommt, folgendes 

(118) 
OO +71 71 

fm
=-jy^Zrf  J J exp[iy 7?((cos#*-l) cosco+sin#* sinco cos^)J exp [- (^)2] 

R=0 (p=—7i &=0  

R3 cos #* cos co sin co dco dtp 

OO + 71 71 

. co AM 
T D~ 

R=0 <p =—7t # =0 

J* exp j^- R ((cos#*— 1) cos co + sin#* sin co cos^)j exp |—J 

R3 sin #* sin co cos 1p sin co dco dip. 
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Dies wird mit (102), (103), (104) und k = 

(119) 
471 to AMcos 

~~D 

OO 

- J “p  [- (!)’]  *  « 
8 

8k£ 

471 CD AM sin &> 

~D 

00 

Jexp [“  ( 
8 

dkQ 

I sin/iy+^P \ ,p 

(sin\ 
\ V»7+»P ja 

Zunächst verschaffen wir uns die beiden partiellen Ableitungen: es ist 

(120) 
8 sin)+ , »x _,N / cos k'R sink'R \ 

8kÇ ŸW+P? 1 l)\k'*R k'»R° ) 

(121) 8 
dkQ 

sin //£V + /&2Ça 

\rJ2
Q

2 + k2 C2 - yé sin $x (cos sin yê'Â \ 
yè'2Â i'3Ä2 j ' 

Damit wird aus dem Integral III:  

4 jr ca A Mk cos&x (cos&x -f sin dx — 1) P „ f / R \21 „0 
~WD J cos k R exP\-\T0)\ R dR 

0 
00 r -, 

471 a) A Mk cos #x (cos #x + sin #x— l) Ç ,, D [ / R\21 n n 

—jF.D  J sm * *  exp [-(jj-J ^RdR. 

Wir studieren jetzt die beiden Integrale für sich: 

OO 

(123) j* exp j  R2 cos k'R dR — (mit R2 = u) 

ou 

= % — J* exp | — wj Yu cos
 k' Yu du — -j- Ll j  Yu cos k' Yu > ^7J > 

0 0 0 

wo Lx das übliche Symbol der LAPLACEtransformierten bedeute, ([n], [12], [13]). 
Dies ist aber gleich: 

(124) 

Ferner wird: 

— Z, 2 1 
i k Ÿu 1 I   _ Vn' I g 

Ÿ» ’ R» 1 2 I8s ys 

V* (RI 

= e 
' n 

+ ^(f-^4)exp[-A^]. 

(I25) [* exp |— J R sin k' R dR = 

f^expf-Ala]. 

% 7 A pin k' Yu i ^2 

R\ 
2 

München Ak. Abh. math.-nat. 1958 (Eckart) 4 
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Somit wird aus dem Integral III  : 

(126) 
4 n cu A M cos # x (cos & x + sin # x — 1 ) 

D Y2 (1 —cos &x) 
exp 

y n 
-L +^/2(l-COS^x) 

Es bleibt jetzt nur noch das Integral V auszuwerten. Führen wir hier, wie etwa in J,, die 
Winkelintegration aus, so bleibt: 

(127) \7lj(üpoo AM 
TK*D 

R2 sin k' RdR. 

Wir beachten dabei, daß in o < R < 00 exp Z?o exp nur zwischen 

exp —Y R2 j und 1 variiert, was bei genügend kleinem R nicht sehr viel ist. Wir 

erhalten also: 

(128) 
Jv = 

4 nj o)pOD AM 
k'K* D 

OO 

J S 
n=0 

r-1 M 
L 2 K* exp | — (n 1) J R2 sin k'R dR. 

Die Reihe konvergiert als Potenzreihe absolut und gleichmäßig, wir können sie gliedweise 
integrieren: (R2 = u) 

(% 29) Jv- inj UipaaAM 
k'K*D 

r* 

u 
n\ 

exp j  — (n + 1) j Yus\x\k! Ÿu du 

_• 2njwpoaAM 
k' K* D 2 (1-£-*»)" LX lyü sin k' Vu ; *  + i| . 

n=0 ^ ^ 0 

Zj \YU sm k* Vu\ entnehmen wir [16] S. 154 Formel (35) : 

(130) Li Yudmk'Yu\s = ]/Zj  2-jYn s * -7 (s-i')e ^ Erf (_/ j/jjj  . 

wo nach [16] S. 387 die Definition gilt: 

(131) 

x 

Erf (x) = Yn J e~‘a dt. 

Wir haben in (130) s = (”+ »)/Ä zu setzen und nennen diese Z-Transformierte dann einfach 

Ln (/è', RQ). Dann wird das Jv 
. , ,, oo/l M j?2\n 

r . f* _ 2 31 J (Opoo AM _ i yr V ~2 ~K* Kv T ,,, n \ 
(!32) Jv ky2(i_cos"#xj Zj »! 
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WO k' = k Y2 (1 — COS#*) . 

Für relativ kleine R0 und kleine wird diese Reihe rasch konvergieren. 

Damit haben wir alle fünf Integrale ohne Integralzeichen durch bekannte Funktionen 
ausgedrückt. Die numerische Auswertung, die erhebliche Arbeit verursachen würde, wollen 
wir unterlassen. 

Das Problem der Streuung des Wirbels ist damit gelöst. 
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