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Der Verfasser der folgenden Abhandlung Dr. Wilhelm Deimler, Privatdozent der Mathematik an
der Technischen Hochschule in Miinchen, ist am 22. August 1914 bei der Ersttirmung des Col de Sainte
Marie unfern Markirech im ElsaB, bei der er als Leutnant des 15. Reserve-Infanterieregiments die
Spitze der Vorhut fiihrte, gefallen und auf dem PaB selbst begraben. Geboren am 28.Juli 1884 in
Bombay als jingster Sohn eines Missionars kam er mit drei Jahren nach Deutschland, absolvierte 1902
das Alte Gymnasium in Niirnberg und studierte bis 1906 an der Technischen Hochschule und ¢
Universitit Minchen erst Maschinenbau und dann Mathematik und Phy Die beiden Teile des
bayerischen Lehramtsexamens fiir letztere Ficher legte er 1904 und I‘WH} m't € 'fum Fr '(\l ¢ ab, den
zweiten unter Vorlage einer v 1schaftlichen Arbeit tiber plotzliche { eTs
Er bezog dann die Universitiit Gottingen, wo er unter dem Einfluf 1908 mit
einer Arbeit iiber die Stabilitit ‘Yllllll"‘.“l\Lle‘ Gleitflieger ]»101110\1(‘1‘1\‘ 3¢ r:,;’mon erweitert das
von Bryan und Williams auf die longitudinale Stabilitat angewandte Verfahren der kleinen Schwin-
gungen um eine stationire Bewegung auf den allgemeinen Fall und ze die Unabhéngigkeit der Li
und Seitenschwingungen eines symmetrischen Gleitfliegers. Deimler diente 1908/09 beim K. Infanterie-
Leibregiment und war dann drei Jahre lang Assistent fiir Mathematik an der Miinchener Technischen
Hochschule bei Professor Finsterwalder. Dabei bheschiiftigte er sich mit Untersuchungen tber den
Auftrieb von gebogenen Flichen in strémenden Medien nach der Theorie von Kutta, die er durch
moglichst exakte Zeichnungen erlduterte (vgl. Zeichnungen zur Kuttastromung, Zeitschr. fiir Math. und
Physik, 60. Bd., 1912, S. 873). In der Folge lenkte er seine Aufmerksamkeit auf geodiitische Probleme,
wovon diese Arbeit Zeugnis gibt, die als Grundlage seiner vor kaum einem Jahr olgten Habilitation
diente. Deimler war Hochalpinist von ungewohnlichen Fihigkeiten, die er auch in den Dienst der
Wissenschaft stellte. Er betmh sich an der vom D. und 0. Alpenverein tisteten Rickmersschen
Pamirexpedition und hat an den topographischen und photogrammetrischen beiten derselben grofien
Anteil gehabt. Seine Fachkenntnisse, verbunden mit einer seltenen Gewandtheit und Ausdauer im Zahlen-
reohm‘n, befihigten ihn zu schwierigen Rechnungen 1111 Auftrag der K. B. Kommission fiir internationale
Erdmessung und zur Vorbereitung der neuen bayerischen Tulﬂ(](‘.‘Tlldll,‘_‘\lldt_\)n, fiir die er durch Abhaltung
von Informationsvortrigen fiir die Beamten des Katasterbureaus wirkte.

/.

S. Finsterwalder.




VYorwort.

Im Wintersemester 1910{11 wurden im Mathematischen Seminar der K. Technischen
Hochschule Miinchen unter Leitung der Herren Professoren Burkhardt. v. Dyck, Finster-
walder und Liebmann Vortriige iiber Gegenstinde funktionentheoretischer Natur gehalten.
Besonders wurden auch die zwei Gaufischen Abhandlungen besprochen: ,Allgemeine Auf-
l16sung der Aufgabe: Die Teile einer gegebenen Fliche auf einer anderen gegebenen Fliche
so abzubilden, daf die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Teilen ihnlich wird* 2
sowle ,Untersuchungen iiber Gegenstinde der héheren Geodisie® #). Damals regte Herr
Geheimer Hofrat Prof. Dr. Finsterwalder an, es mdge die Gaufische konforme Abbildung
des ganzen Erdellipsoids auf die ganze Kugel fiir beliebige Lingen der geoditischen Linien
nither untersucht werden. Aus diesen Vortrigen und dieser Anregung heraus ging die
folgende Arbeit hervor.

Es ist im folgenden von dem Gesichtspunkt ausgegangen, daf eine sphiroidische
Rechnung als gelost betrachtet wird, sobald ihre Zuriickfiihrung auf rein sphiirische Rech-
nungen gelungen ist — ein Gtesichtspunkt, der rein theoretisch gesprochen sicher einwand-
frei ist, der aber vom Standpunkt des praktischen Rechners aus immerhin als anfechtbar
erscheinen mag. Jedoch ist die bequemere Gestaltung der sphirischen Formeln wieder eine
Frage fiir sich, die von den speziellen Problemen, die gerade behandelt werden, ziemlich
unabhingig ist.

Die Bezeichnungsweise wurde méglichst im Anschluf an Jordan?®) gewihlt, und zu
ithren Gunsten die GauBsche Bezeichnungsweise abgedndert. Von der Beniitzung gestrichener
Buchstaben zur Bezeichnung von Differentialquotienten wurde in der ganzen Arbeit abge-
gesehen, um Irrttimer zu vermeiden. Die Striche waren zur Andeutung von Korrektions-
grofien ete. notig.

Die verhiltnismiifiig iibersichtlichen Resultate wurden teilweise durch auBerordentlich
langwierige Rechnungen erreicht, bei denen die Gefahr eines Rechenfehlers sehr groB ist.
Bs wurden deshalb nicht nur alle Rechnungen prinzipieller Natur mindestens dreimal unab-
hingig voneinander ausgefithrt, sondern es wurde auch groBer Wert auf Kontrolle durch
Beispiele gelegt. Diese notwendige Kontrolle war auch ein wesentlicher Grund zur aus-
fihrlichen Behandlung der Enveloppen der geoditischen Linien auf dem Erdellipsoid.

Die Dimensionen des Erdellipsoids wurden bei Berechnung der Beispiele in Uberein-
stimmung mit Jordan (loc. cit.) angenommen.

1) GauB, Ges. Werke, Gottingen 1880, Bd. IV, 8.189—216 sowie Ostwalds Klassiker, Nr. 55.
?) GaulB, Ges. Werke, Gottingen 1880, Bd. IV, 8. 261 ff. sowie Ostwalds Klassiker, Nr. 177.
%) Jordan, Vermessungskunde. 3. Teil. 5. Aufl, Stuttgart 1907, S. 209.
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Die Gauflschen Untersuchungen.

Allgemeine Formeln tiber konforme Abbildung und VergréBerungsverhiltnis.
Ableitung der Abbildungsgleichungen.

In seiner Arbeit ,Allgemeine Auflgsung der Aufgabe: Die Teile etc.“?) gibt Gauk
die Gleichungen an, die man fiir die konforme Abbildung des ganzen Erdellipsoids auf die
ganze Kugel erhilt. Weiter leitet er auch allgemeine Formeln fiir das Vergroferungs-
verhiltnis etc. bei einer konformen Abbildung ab. Um eine in sich geschlossene Arbeit
zu erhalten, sei es gestattet, seine Gedanken und Resultate in aller Kiirze zu wiederholen.
(Im Interesse einer einheitlichen Bezeichnung muften wir allerdings die Gaufische Bezeich-
nung und auch die Anordnung des Stoffes groBenteils abindern.)

GauB denkt sich die zwei gegebenen Flichen in Parameterform vorliegend:

1. Fliche & — () Yy = w(u, v) = iu o)
2. Fliche el e e R )

z, Y, 2 resp. X, ¥, Z sind rechtwinklige Koordinaten; «, v resp. U, V Parametergrifen.
Soll die 1. Fliche auf die zweite nach irgend einem Gesetz abgebildet werden, so heift
das, U und V sind irgend welche noch zu bestimmende Funktionen von « und v. Be-
kanntlich ergibt sich dann als Quadrat des Linienclements ds auf der ersten und dS auf
der 2. Fliche:

ds? = edu? + 2fdudv + gdv?
dS? = FEdu® + 2 Fdudv + Gd»?,
wobei:
e=o@utvut 10 = Qupst YuPot 2uls 9= @+ i+ 2
=0 LWV XS DD Y XX Gi— O S A X

Die Indizes w und v deuten dabei die Differentiation nach diesen Gréfen an.

Soll also
ds Fdu? 4 2 Fdudv + Gdv?
5 - eduw? 4+ 2 fdudv + gduv?
Sl ; : du : e ;
unabhingig von der Fortschreitungsrichtung . werden, wie es ja die konforme Abbildung
dv
verlangt, so mufl sein:
1) e A I (O

Durch Rechnung findet man, daf beim Bestehen der Gleichung (1) von selbst die
zweite Bedingung der Konformitidt (Gleichheit der Winkel bei der Abbildung) erfiillt wird.

i dst —Wmulie — 77— g —0-sein, also auch B— F— G —0. Das heibt aber:
,Bei der konformen Abbildung gehen Minimalkurven in Minimalkurven {tiber.“ Dieser
Satz gilt auch umgekehrt?).

1) Loe. cit. (cf. Vorwort).

2) Vel. z. B. Scheffers, Einleitung in die Theorie der Flichen. Leipzig 1902, S. 73.



ds® liBt sich beziiglich du und dv in zwei lineare Faktoren spalten, néimlich

dst — > [edu~+ (F+ il eg—(?)dv]-[edu+ (f—il/ eg — [2)duls

Die beiden Integrale der Gleichung ds? = 0 werden also die Form haben
[P + iq = const. 1. Klammer = 0 gesetzt
| p—ig = const. 2. Klammer = 0 gesetzt.

Analog folgt fiir dS2 = 0
[ P + i) = const.
| P —i@Q = const.
p+ig =const. und p —iqg = const. sind Minimalkurven der 1. Fliche )
P +i@Q =const. und P —i@Q = const. sind Minimalkurven der 2. Fliche 5
falls nun die Minimalkurven der 1. Fliche in die der 2. Fliche tibergehen sollen, so muf fiir:
p+ig = const. und p— iq = const.
auch P+ 4@ = const. und P—i@Q = const.
werden, das heifit aber:
@) P+ i) =7(p-+ig) und P—iQ)={f (p—iq)
3 B rLuQ—rflp—ig) und  PoiQc iy i
f und f; bedeuten dabei an sich vollstindig beliebige Funktionen, die sich aber untereinander
nur durch das Vorzeichen von i unterscheiden.
Es ist also
P = reeller Teil einer willkiirlichen Funktion f(p + iq),
@ = imaginirer Teil einer willkiirlichen Funktion 7(» -+ iq).
\ fe) _Z
Im Fall ) wire P ebenfalls dem reellen Teil dieser Funktion gleich, dagegen — @
dem imaginiiren; da jedoch die Funlktion f willkiirlich ist, so hat diese Vorzeichendifferenz
keine weitere Bedeutung. Es gilt also der fiir die konforme Abbildung einer Fliche auf
eine zweite grundlegende Satz:
»Die Bedingungen der Konformitiit sind erfiillt, sobald P dem reellen, @ dem ima-
gindiren Teil einer ganz beliebigen Funktion f(p - iq) gleichgesetzt wird,*
Durch Elimination kann dann U und ¥V als Funktion von % und v gewonnen werden.

Das Vergrosserungsverhiltnis.

Die Proportion (1) kann man schreiben:

H—mie

W

Gi—"1e )

daraus folgt ; ’
g8

9

2) i




=

1 e e e e S B S P T

m nennt man das Vergroferungsverhiiltnis. Es ist noch eine Funktion von % und v,
d. h. im allgemeinen an verschiedenen Stellen verschieden. Die Strecken auf der zweiten
Fliche werden groBer als auf der ertsen, wenn m >1; kleiner, wenn m<<1. Fiir m = const.
haben wir Ahnlichkeit in endlichen Teilen, fiir m = const. = 1 vollkommene Gleichheit der
Strecken auch in endlichen Teilen — eine Fliche 1l#Bt sich auf die andere abwickeln.

Als Losung von ds? = 0 haben wir die Kurven bekommen

P + ¢q = const. und P — tq — eonst,
also wird
ds? = n(dp® + dq?),

wobei 7 ein Faktor, der im allgemeinen noch Funktion von # und v sein wird. ist
”

integrierender Faktor von ds? = 0, integrierender Faktor von dS8? = 0; analog ist

1
N

dS? = N(dP? + d@?).
Daraus folgt:

o A8 _ NA(PLiQ) d(P—i@) _ Na(fr+in) d(ftr—in)
gt A ) diptig) o Alpiig) dip—7q)
also: :
3) . ]/71\’ af(p +iq)|

n | dp+iq |’

dabei ist 1 resp. :& integrierender Faktor von dS8? =0 resp. ds® =0. Ferner bedeutet

N
‘df‘(.l)—}‘,.“l)‘ den absoluten Betrag des Differentialquotienten (7/,@:!'_'1’@,
d(p +iq) | : d(p+iq)

Die konforme Abbildung des abgeplatteten Rotationsellipsoids auf die Kugel.
Fiir das Rotationsellipsoid mit der Drehachse 2b ist:

& = acoslcosp

Yy = asin i cosf

2 — bt g,
wobei
A = geographische Linge
p = reduzierte Breite?).

Fir die Kugel mit dem Radius R gilt:
X = RcosLcos®

7 ; L =" Liinge

Y = Bsin Lcos @ % e

2 — e D P = Dbreite.
Man erhilt:

e —acos P f=0 g =a?sin?p + b2cos? g,

1) Vgl. z. B. Helmert, Mathem. Theorien der htheren Geodiéisie. Leipzig 1880, S. 89 Fufinote.
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ds? = a®cos? BdA? 4 (a®sin? § + b2 cos? §) ap?

R B2eos2 B 7 e B TR e
1n” f 4 6% cos? § dﬂ) ((.Z/”,——i I/a’ sin? ff + b2 cos® (Z/»’)];

a®cos? a? cos?

; /a
— e ((CH. -+ ii/

a? — b? : ; ; ; St
setzt man & ;— = €%, so laBt sich die Wurzel schreiben als 11 +tg2f —e? und ds?= 0

|

gesetzt, gibt also:
A) 0=dlxil/ 14+ tg?8— ¢,
wobei gleich beachtet werden moge, daf n = a®cos?f ist (vgl. Vergréferungsverhiiltnis).

Man hat noch zu setzen:

)

tg p CoS @
. —L oo and: toip — — g,,_,fg,
] B V1—eé*sin?e
wobel ¢ = geographische Breite ist; dann nimmt unsere Gleichung (A) die Form an
: 1—e¢e? :
A') =dl=*t Zd(p—

.- e2sin? ) cos @’
LierEe G @ G : > : : .
Durch die Substitution tg ‘ﬁ = # laBt sich diese Gleichung (A‘) unschwer integrieren

und man erhilt:
Const. = 1 T ilg [cto« 90 s (1 i 0311%797)2]

R 2 I -+ esin g
= p -+ iq.
Durch analoge Rechnung erhiilt man fiir die Kugel
380 = B eost it 4 C2 ) N B oot
: : cos? f[)J : ;
g5 — 0 aibi:
i ad P
=0 =
) el cos D’
also:
0
Const. = L T ilg ctg L o

—=P+iQ.

Nach dem Vorhergehenden muf P + i@ = f(p + iq) gesetzt werden. Am einfachsten
ist es, wenn wir f(p +iq) = p + iq setzen. Damit erhalten wir:

A (E—
: B 2 ey
) b 1eg20—=P _, 90 o (1 +esing)i
E = 5 gl 1—esing

Diese Abbildungsgleichungen (4) sind fiir die Ubertragung der ganzen Oberfliche des
Ellipsoids auf die Kugeloberfliche die geeignetsten, weil sie unter Vermeidung jeglicher
speziellen Annahme und einseitigen Bevorzugung etwa eines Parallelkreises etc. entstanden.
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Kommt nur eine Zone der Erdoberfliche in Betracht, so wird man f(p-}ig) nicht = p + iq,
sondern etwa f(p + ¢9) = lineare Funktion von (p -} 2q) setzen, z. B. mit GauB?'):
f(p+ig)=a(p+iq)—ilgk.

Das konstante Glied in dieser linearen Funktion ist imaginir gewihlt, weil eine reelle
Konstante nur eine Verschiebung des Anfangspunktes fiir die Liingen bedeuten wiirde?).
Man hat dann aufer dem Kugelradius noch die beiden Konstanten & und o zur Verfiigung
und kann dadurch das VergréGerungsverhiltnis m innerhalb des betrachteten Gebiets auRer-
ordentlich nahe an die Einheit heranbringen.')

Fiir uns sind die Gleichungen (4) die Grundgleichungen, auf die sich alles Folgende
stiitzt: die geographischen Lingen auf Kugel und Ellipsoid sind einander gleich; jeder
Meridian des Ellipsoids geht in einen Meridian der Kugel fiber, ebenso Aquator in Aquator.

o

Spezielles iiber das Vergriosserungsverhiltnis und die auftretenden Verzerrungen.
Wir hatten bei Berechnung der Abbildungsgleichungen (4) erhalten:
Ne= Jilcos" D

|afp + i) _,
| d(p + iq

n=— a‘cosp

ferner hatten wir f(p + ¢q) = p -+ ig gesetzt, so daB wird. Also ist

nach (3)
= R cos @ B
D) e e S e b 1 e R Ol (7‘7 &

Da nach (4) @ eine Funktion von ¢ allein (nicht aber von 1) ist, so ist auch m
unabhiingig von A (resp. L) und Funktion von ¢ (resp. @) allein.

Die Abbildung ist um so brauchbarer, je weniger sich m von der Einheit unter-
scheidet. Hs ist daher von Interesse, die Extremwerte von m aufzusuchen. Durch loga-
rithmisches Differenzieren erhilt man aus (5): :

_ eZsing cos
(l) (Z]g m = — tg Dd D "‘i' tg' (07 dop — i‘;—-é?‘i;ii{éw(p
und aus (4)
: d P do
A) -

cospde
cos® cosp 1—esintep’

Daraus folgt
dlgm sing —sind®
d D cos P

6)

Ein Extremwert von m tritt also dort ein, wo ¢ = @ wird. Das ist aber nach (4)

den nur an Stellen ¢ ::%2—7 (n positive oder negative ganze Zahl) der Fall. Deutet man

nimlich in (4b) @ und @ als rechtwinklige Koordinaten, so erhilt man ungefihr neben-

1) Gauf, ,Allgemeine Aufitﬁsung ete.“, Ziff. 13; s. Vorwort.




stehende Kurve: Sie ist symmetrisch beziiglich des Null-
punkts und schlingelt sich fortgesetzt um die 45° Linie
herum, wobei sie sich nur ganz wenig von dieser ent-
fernt (in der Figur ist die Abweichung stark tibertrieben).

: sl N
Sie schneidet die 45° Linie fiir ¢ = @ = o
-
Um zu entscheiden, ob fiir ¢ = 0 ein Maximum

oder Minimum vorliegt, setzen wir am bequemsten ¢ = ¢
(wo 0 sehr klein), dann wird auch @ sehr klein und (4b)
gibt unter Vernachlissigung héherer Potenzen von o:
D = 6(1—¢?), also wird nach (6):

dlg m

: Fig. 1.
—2 _ — 2§ =
dd
: ; dm =
Da aber m ungefiihr gleich -+ 1 ist, so hat qp 0 der Nidhe von @ = 0 das Vor-
2 : >

zeichen von &. Das heift:

Fir ¢ =® =0 (Aquator) ist das VergroBerungsverhiltnis » ein Minimum.
Analog folgt: Fiir den Pol ist das VergroBerungsverhiiltnis m ein Maximum.
Die groften Streckenverzerrungen treten also am Pol resp. Aquator auf,
Fir den Aquator ¢ =0 wird:

2>

v

Wy = —.
Y a

Fiir den Pol ¢ = 90° wird:
L = (05D
Mg = @ i
a @=190 COS @
Durch Reihenentwicklung in der Nihe von ¢ = 90° erhilt man aus (4):
o e
i cos D 1 =€\ 5
lim —— - = | )7,
»=90 COS @ 1—e
Da es uns hier nicht auf eine ganz exakte Berechnung der Verzerrungen, sondern

nur auf eine Angabe ihrer Grifenordnung ankommt, wollen wir weiter V1 -— ¢ und

1-te Pl - % - i
( —}A in eine Potenzreihe nach ¢? entwickeln und ¢* und hohere Potenzen vernach-

lissigen. Man erhilt so:
iR e? 3 R e
Mgy OO - <1-~ 2>(I—i— elliey . (1 + 2—).

Da ¢® ziemlich genau = 1l ist, so erhilt man je nach der Wahl von R: |
1. Fiir R=a (d. h. die abbildende Kugel beriihrt das Ellipsoid im Aquator) die
grobte Verzerrung am Pol. Bs wird

(o 1
m =1 s 14 300"

d. h. die Strecken am Pol werden bei der Abbildung um 41 ihrer Linge vergriofert. __
< Abh. d. math.-phys. K1. XX VII, 4. Abh. 9 i
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2. Fir R=25 (d. h. die abbildende Kugel beriihrt das Ellipsoid in den Polen). Da
b=al/1l— ¢ so zeigt eine kurze Rechnung, daB m an den Polen =1 wird, und die
Strecken am Aquator um 1y ithrer Linge verkiirzt werden.

00
3. Riur
- a-+b e?
= + coa (1 — )
9 4

“

wird die Verzerrung am Pol + 1y, die am Aquator — 4 der Linge der betreffenden
Strecken.

st

.

Einige Niherungsformeln.

(Potenzreithen nach steigenden Potenzen von é2.)
I. Die geographische Breite ¢ auf dem Ellipsoid aus der Breite @ auf der Kugel zu berechnen.

Die exakte Formel (4b), die zwischen @ und ¢ besteht, ist zur Berechnung von ¢
als Funktion von @ sehr ungeeignet. Deshalb wollen wir sie in eine Potenzreihe nach
steigenden Potenzen von ¢* entwickeln. Nach (4b) gilt:

~ . \ e
90 — @ 90 — @1 - esinp)e
g e = to - - :
5 5] 5

2 2

I esing

€

et : 14 esingp\s . ; Lol

Die Entwicklung von (l - ist bereits von Herrn Buchwaldt!) in sehr
— esing

eleganter Form gegeben. Da aufierdem die Rechnung nur elementare Schwierigkeiten
j‘ bietet, wollen wir ohne weiteres das Resultat angeben:

5 <1 +esing

. : ghit = ; d . ;
T (77) =14 efsing + 1() sin®@(342sing) + 20 sin®@(5-+10singp+6sin?p) €. ..

Buchwaldt gibt auch noch das von uns nicht berechnete Glied mit ¢®, ndmlich:
| (o)

e sin* o (5l + Lsingp + £8sin? @ 4 Lsin®g).

Weiter verfuhren wir folgendermalien: ¢ ist, wie man aus letzter Formel (o) und (4 b)
sieht, nahe gleich @. Wir kénnen dann ¢ — @ + @' setzen, wobei @' eine kleine Kor-
rektionsgrofe. Diese Korrektion @' kann so bestimmt werden, daB (4 b) bis auf Glieder ¢
l erfilllt ist: @' wird dann von der Ordnung ¢?. Nachdem @’ bestimmt ist, konnen wir
i ‘ weiter ¢ — @ 4+ @' + D" setzen und durch die zweite Korrektion @ — es wird von der
| ‘ Ordnung e* — Gleichung (4 b) bis auf Glieder e* erfiillen usw. Wir berechnen so ¢ als
‘
|

1) Das Formelsystem, das wir unter I und IV bringen, findet sich bereits in einer dénischen Ab-
handlung. auf die ich durch Herrn Geheimen Hofrat Prof. Dr. Finsterwalder aufmerksam gemacht und
die mir von ihm freundlichst zur Verfiigung gestellt wurde. Es ist dies die Abhandlung von Herrn
Kaptajn F. A. Buchwaldt, ,Sfaeroidens Regnelinje“, Kopenhagen 1911. — Meine Berechnung dieser
Formeln war schon seit lingerer Zeit abgeschlossen, als ich die Buchwaldtsche Schrift in die Hand bekam.
Durch die Ubereinstimmung unserer Resultate, die auf etwas verschiedenem Wege erreicht wurden, sind
die Formeln gut kontrolliert. Die Prioritit ihrer Berechnung gebiihrt Herrn Buchwaldt.
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Funktion von @ bis auf Glieder ¢® —, also ¢ — @ + @' 4 D" D': Der besseren Uber-
sicht halber seien hier nur @' und @* ausfithrlich berechnet.
Bis auf Glieder mit e* kann (4b) geschrieben werden:

- 90 — & 90 — o[ o FEe il e
P to el |1+ & singgas 7 sin*g (8 + 2sing) |,
2 A ; |
setzen wir @ = @ + @' L D" 5o wird:
L= 90D g 90— &4 P 1
o —=to =t o — —
;e 2 e 2 90—
900 =
piz S0 —5—
e @ LS
o : ilieder ¢
e g
cos®
sin @ = sin D + D' cos P
Lo aa T : Dy .
+ | PYcosP— — sinD — D' P"sin P — 6 o8 D+ D' cos D| 4 Gliedered.
& 0

Die letzte eckige Klammer in sin g, die Glieder von der Ordnung e* und ¢f enthiilt,
ist momentan unndtig, wird aber spiter gebraucht. Man erhiilt:

. 90—
sin
90 — @ 90— @' @ 1 P 2 :
to —— = |to ——— — —J[ L |1+ e2sin D
= 2 = 2 2 90 — @ 4 .90 —@
cos? —— cos® ————
2 2
‘ g o Spogy T 90— @ 1
~+ 2D cos D + 5 sin®@ -}- 3 51113([)} == (tg =i J ~+ | ¢*sin Dtg — G cuamoy e
' B
£) 2
i . 90—
sin
ohi 90 — @ el 90 — Dz : P
Sl smzq)twqo — ° sin® Gtg - : - = B s 1, i i)
Sl =2 3 g B 90 — @ 2 90 — @
cos? > cos? 9
L =
SO snD e 90 — @
B e e e

cos .
el
Glieder von der Ordnung ¢ ¢%, ¢* sind fiir sich in eckige Klammern geschlossen. Die
2., 3., ... Klammer muB fiir sich gleich Null werden, also:

: e?
7a) G 5 SIn 2@,

2
Setzt man diesen Wert von @' in die zweite eckige Klammer ein, so erhilt man

nach einiger trigonometrischen Umformung:

&

7b) DL — 62 sin2 @ (1 — Zsin? D).




Ganz analog folgt, indem man bis auf Glieder ¢° genau rechnet:

06 2Q
7c) DI = Ej sin 2 @ (1 - 167 sin? @ - I? sin* Q’)
Hs ist also bis auf Glieder ¢® genau
7) @ =D+ D' 4 D'} P

ef s et T e alre e 28 ) 0
=P+ sin20 + 9 sin2®| 1 e sin?® )+ 9 sin2®{ 1— - sin? @ 15 sin*® ) 4+ Gliedered?t).
& ) 0 )

f

ceashc s == 1}0; die Klammern konnen die GroBenordnung 1 nicht wesentlich iiber-
J
. ; : 1 ; : = :
schreiten, also betriigt die 1. Korrektion hochtens 300 — 1125; die 2. resp. 3. Korrektion
1 1 . 5 :
ca. 150 resp. 150 von der ersten. KFbenso kime nach Buchwaldt?!) auf die 4. Korrektion
O 3 13104

1 T :
etwa - von der ersten oder ca. 0.0002 im Maximum.

1503
Beispiele:
iy @ — 300 erhdlt wan @ — 596.1235 @ = 278183 ' &V — (0020
D — B0 , @ —0688:3440 D"“—=179143 D= 020015
P— 6PV T @ ngGil 288 D —d9Fs i - (10019,
also @ = 30° 9’'5879396
o — 450 309508
S 0= 60 9'56i6187.
e’ ist dabei = 0,00667 43722 angenommen ?).

Um an einem Beispiel mittels der exakten Formel (4b) eine Ungenauigkeit in unsrer
Formel (7) feststellen zu kinnen, miite man schon mindestens mit 10 stelligen Logarithmen
rechnen. Selbst wenn man nur ¢ = @+ @' 4 D" setzt, ist ein Fehler erst mit 8stelligen
Logarithmen sicher nachweisbar.

Il. Die Breite @ auf der Kugel aus der geographischen Breite ¢ auf dem Ellipsoid zu berechnen.
Auch hier ist die Anwendung einer Potenzreihe nach steigenden Potenzen von e?
praktischer als die exakte Formel (4b).
Analog wie in I setzen wir
([) S (]) + (]71 + (p/l + (79/(1
und erhalten aus (4b) bis auf Glieder ¢* genau (die Glieder ¢® werden wieder erst im
Resultat angegeben):

1) Buchwaldt, loe. cit.,, S.25, Formel 14. Buchwaldt gibt auch noch die Glieder mit e8:

e i 889 |,
o sm?@(l—fmmz (p+1:zo sint @ —

&

4279
1260
2) Cf. z. B. Jordan, Vermessungskunde. Stuttgart 1907, 3. Bd., S. 210.

Sin‘“f’) :




L. 90—
e 1 pal s d g
o el
i 2 2 590 — o 4 90 — ¢
Cos 5 cos e
90 — @ T etiin gt
= tg 5 1+ esing + 5 slmte = sinéo
5 Al 2 3
oder . 90 —o ]
oder : : 1 i ]
; 90 — ¢ @ 1 @'? 2 @i 1
o e i e hhe B
= 2 i 2 2 — es 4 90 — @ 2 90 — @
cas = sos?® -~ Cos e

90 — @ . 90 —o | et 90— o . et 90—
| % e =] dd (= 3

Die Summe aller Glieder gleich hoher Ordnung in ¢ muf wieder (wie in I) gleich
Null sein; das gibt:

Sa) @'

8h) @

8(,) e —

5 : :
= e*sin2psin? @

Gy

— —sin2@

2

und analog:

&

eo = : 2 s
s sin2@sin?@|(1—10sing S sind o).

& 9

Es ist also bis auf Glieder ¢® genau:

8)
2 E
e >
=p— 3111272%10

(3
&

e i gt o

26

dan N : : 24 . : ;
e*sin2psin®p 4 19 sin 2 @ sin @? (T ~10sing + — s1112(/.)) -+ Gliedere8?).

9]

Beispiele:

Wir haben unter I fiir @ = 30°, 45°, 60° das zugehorige @ berechnet mittels Formel (7)-
Jetzt soll umgekehrt aus den so erhaltenen ¢ wieder @ berechnet werden. Da wir uns
spiiter bei den Anwendungen der Formeln groftenteils auf Glieder e* beschrinken, sei auch
hier @"* und @' vernachlissigt.

Fir ¢ =30° 95879416 wird ¢'= — 5981121 @' = — 08401
o — 4501 180:2583 i @' = — 688:3286 ¢ = 1:9271
@ = 60° 9'56.:6206 - @' = — 59471223 o@* = — 2748686,
also @ =29°59'59:9894 statt 30°0'0“
D = 45 (0’ 020026 - 45°0/0“ 1
D — 602 08 01T g 60°0'0". {

Bei Beriicksichtigung der Glieder @' und ¢**' wiirde die Differenz zwischen Ausgangs-
und Endwert von @ nur etwa 020001 betragen.

1) Buchwaldt gibt (loc. cit., S. 63 —71) eine Tabelle bis auf 0200001 fir den Zusammenhang zwischen
% und @. Die letste Stelle ist dabei schon deswegen unsicher, weil e (cf. loc. cit., S.45) auf 9 Stellen

gekiirzt ist. Das gibt nach unsrer Formel (8) fiir ¢ = 459 einen Fehler von 274.10-3,
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dlgm

lll. Berechnung von als Funktion von .

dd
Nach (6) ist: ‘ .
dlgm sing— sin®
dd cos O
Wir konnen nach dem Vorhergehenden ¢ = © + @' + O ++ O'“ setzen und erhalten

bis auf Glieder ¢® genau (wegen sing cf. S. 11 Zeile 8 v. o0.):

dlgm 1 1 d 14 b l o2 I
? == — sIn @ smP +— P cosP = 1SIn @
ad cos P i - - B
: . (i) 3 ; =
9 + O cos® — D' D" sind — cosP 4+ P cos®
6 =
dl;;{ m i = 2 | e O3 :
e i . ¥ ' ( i s NS e
v (20 el R0 6 Q'O tg®| 4 Glieder eb.

IV. Berechnung von ﬁ als Funktion von &%),
i

Nach (5) ist:

1 a oS @ 1
e e
m R cos®P /1 — esin? P
@ COS o 3 . Sheioe i
= ({) (1 e e?sin? @ g etsintp + - eSsinbop | + 8. ..
R cosd \ 2

Man setzt wieder ¢ = © 4 O’ O 4 @'"'; entwickelt sin ¢ und cos ¢ nach Potenzen
von ¢* (indem man noch statt @', ®*, ®'" ihre Werte in ® aus (7a), (7b), (7c) einsetzt),

multipliziert aus und erh#lt:

1 a e? ' et 13 b =
S i sin2d | — sin? @ e sin? @ = sin? @ — —gin?®d
m R g I : g sS4 1 T D = sin?® {1 5 SN I

0 61 l
+ 40 sin‘(h)Jl + Glieder 8.

§ 4.
Differentialgleichung der Bildkurve.

HEs seien auf dem Sphéroid 2 Punkte P, und P, in beliebigem Abstand gegeben und
zwischen ihnen die geoditische Linie s gezogen. Wird jetzt die geoditische Linie P, P,
auf die Kugel abgebildet, so wird ihr Bild im allgemeinen zwar sehr nahe mit dem groften
Kreis durch die abgebildeten Punkte P, und P, zusammenfallen, aber doch nicht mit ihm
identisch sein. Hs handelt sich darum, die Gleichung dieses Bildes der geoditischen Linie
P, P, (der ,Bildkurve P, P,“) aufzustellen?).

1) Buchwaldt, loc. cit., S. 26 f.
2) Of. dazu fiir kleinere Abstiinde P; P, Gaufi, Untersuchungen iiber Gegenstinde der hoheren
Geodiisie. 1. Abh. Ges. Werke Bd. IV, 8. 261 ff., Ziffer 12 {f.




Der griofite Kreis durch die Bil ldpunkte P,

und P, werde als z-Achse genommen. dS° sei nr
das Linienelement der Bildkurve, ds das Linien-
element der geodiitischen Linie auf dem Ellipsoid.
Ein Punkt P der Bildkurve wird bestimmt durch
seinen senkrechten (sphiirischen) Abstand von der
z-Achse und durch das 2 seines FuBipunktes #;
2 wird dabel geziihlt von einem zuniichst noch
willkiirlichen Punkt auf der ax-Achse. Es sind
dann (cf. Fig. 2) z, y, PF, P'F' groBte Kreise, /%
withrend P ¢} ein Parallelkreis ist, falls 7" Q = F' P

und < @ = 90° sein soll. Also wird:

7 1y \?
1) S — l/ cos?y - (d‘l/) d.x

dz
und nach (2)

12) dszqi Veioig (d” itz

Ve

s soll aber geodétische Linie sein, also muf |

1 /f-{ (dy . dy’
fm]” cos®y + (d ) o == ‘] (x Y gz )(LL

ein Minimum werden. Die Bedingung dafiir ist bekanntlich:

dx ‘d?/ 3y ;

o O ) SF: 0.
“dx

Bei der folgenden Dii‘ferentiatiou ist zu beachten, da das VergroBerungsverhiltnis m

- e : : : ay
Funktion des Ortes allein ist, nicht aber von der Fortschreitungsrichtung d‘/ abhingt (vgl.
z
Gleichung (1)). Es wird:
dy
) oI dx
« e — T =
dy [ /: diy\*®
Pl m |/ Sy
dz /oSl % (([x)
ferner unter Beriicksichtigung, daf
3]
,) 1
mo 1 om 13lgm J
Qi mE By w3y f
‘ aF 1 siny cosy ]/ . ((.[;/)Za lgm
/) = = COSZY - )
: dy e d// dx oy
[ cos®y + u)

weiter wird unter Beriicksichtigung, daf |




ldlem a o felew o Algm dy
diy s W ook 2 oy dil’
diy . dy\ 2 dy
g 2y -"COS”((M> 1 dz  (3gm 81;1'})3&'/)
oode Ay o dy\*} s A2t \ oz 2y dau
) ‘ 2 g 2, / s
s+ (2) ] v+ (ar) |

Die Minimumsbedingung und damit die Bedingung dafiir, daB s geoditische Linie ist,
wird daher:

dy L dy
1 da? o y»#amy S (d;r;) e dx . (813‘77% 5 dlgm dy)
w e dy\?|* il dy\t1}\ ez = 9y dx
ot (5] e el
L/ siny cosy L dy\?1*algm\
= : — S“ 1, - — 0
i m . dy\?|? sy dz Jo 8y :

Hierin ist immer nahe gleich 1 anzunehmen; ferner wird sich auch die Bildkurve
m

im allgemeinen nur sehr wenig vom groBten Kreis P, P, unterscheiden (auch in Bezug
auf den Differentialquotienten — ecf. den § 11 Formen der,Bildkurve), deshalb wird auch

1

cos®y (;Z}

nahe gleich 1 sein. Ks darf also unter diesen Verhiiltnissen mit

ol ANE
m [cns i (dx) :

multipliziert werden und man erhilt als exakte Gleichung der Bildkurve:

o ¢ 2?/ . (Z?/ 2 9 (’Z// - = (]'}/ a ]PQ‘”]
1{ / .‘2 - R 52 1 vl HCOSl = s £
3) 728 08’y - siny cosy (dx) + [cm Y+ (d;o _ »sm gty
s dlomli s
-+ cos?y . 0

Da bis jetzt gar kein Gebrauch davon gemacht wurde, dak die geodiitische Linie
auf dem Sphiroid liegen soll, so stellt Gleichung (13) ganz allgemein die Gleichung der
Bildkurve einer geoditischen Linie bei konformer Abbildung irgend einer Fldche auf die
Kugel dar.

; : dlom dlom :
Es handelt sich jetzt nur noch darum, —° nd — > als Funktionen von « dar-
oY
zustellen. Wir spezialisieren uns wieder auf das Erdellipsoid und konnen dann — da nach

§ 2 m unabhiingig ist von der Linge L — setzen:
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) dlgm  dlgm o @

a == S -

" o ad az

8) dlgm __ dlgm af]):

o 3y ad 3y’

dlom . : : : : : : o ; :
: /ﬁ(i) 1st aber nach (9) bereits als Funktion von @ berechnet (bis auf Glieder e®); es ist
dd

also nur noch @ als Funktion von z und Y auszudriicken.
Vor Ausfiihrung dieser Aufgabe iberlegen wir, daf y mit seinen Differentialquotienten
(im allgemeinen) nur klein sein wird, daf wir also fiir eine erste Niherung héhere Potenzen

ay : : = ., dlgm ., dlgm 2lgm
von y und . vernachlissigen diirfen. Nach (9) ist ~ = und damit S5 und °°2
dx dd dx Ay

klein wie ¢*; wir erhalten daher aus (13) als eine erste Néherung (bis auf Glieder ¢2):

dlgm o

(;/:‘)‘i
7) 'I T
i dx? Y

0.

Daraus folgh, daf » und seine Differentialquotienten gerade klein sind von der Ord-
nung €?; vorausgesetzt, daB sie — wie wir annahmen — tiberhaupt klein sind. Wir konnen
dann aus der durch Integration der Gleichung () erhaltenen ersten Niherung von ¥ — wir
wollen sie %' nennen — eine Korrektion y" in der Weise anbringen, daf die Differential-
gleichung (13) bis auf Glieder e* befriedigt wird. y" wird dann klein wie ¢*. Analog
kann man weiterfahren. Setzen wir in diesem Sinne

g/ — yl+y[l + yffl
(wobei die Striche keine Differentialquotienten, sondern Korrektionen andeuten), so erhalten
wir aus (13) bis auf Glieder ¢® genau nach kurzer Rechnung:

@y elgm) | [Pyt ., dy slgm 2y e
o ay_+[czx2”*y e o g 8l

13a)

; dy"\? d*y'  dy"3lgm dy"\? algm’
D 4t jerile s R IR R Kz o) = s i 9 (=)
Ty (cl;x) P e (dm) 2y 3y

Fine Weiterfithrung der Differentialgleichung auf noch héhere Glieder béte keine
Schwierigkeit.

Wir kehren zur Darstellung von @ (und damit von
dlgm L 3lgm
oz 2y

Wihlt man den Koordinatenanfang O auf dem Aquator
und hezeichnet das stidostliche Azimut von OF in O mit X5,
so ist in dem sphérischen Dreieck PLN (cf. Fig. 8)

PN=90°—o NL = X,— 90° PL=90°—y
<LL=090°—¢z

und man erhilt nach dem Kosinussatz:

) als Funktion von z und y zuriick.

14) sin @ = siny sin X;, — cosy cos y,sinz
Abh. d. math.-phys. K1. XX VII, 4. Abh. 3
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oder nach Potenzen von y entwickelt:

142a) sin® = [— cos X sinz] + [y'sinX,] + I cos X sinz 4 y“sin X,

SRpL .
weiter ist
3D cos i cos X, cosx 1 ( e ,
) =0 " = __(cosX,cosx —" cos X, cosx)+eb...,
o cos @ cos D \ 0 2 # +_ ;
3P  cosysin X+ siny cos X sinz
oy cos @
&) wsie] e - y? . .
= — A sin Y COSALSINE + 9" coSA sinw ——sin X, |- €~ .
= s o T Y 0 -y 0 5 0
A5 W : : : e alouy dlgm L
Beide Ausdriicke sind nur bis auf Glieder ¢* berechnet, da ja : und ;’ noch
’ o T oY

dlgm

0 enthalten, der seinerseits klein ist wie e2.

den Faktor
Die Differentialgleichung (13a) zeigt, daB bei Beschrinkung auf Glieder e°
algm ; 2lam

bis auf Glieder e®, dagegen 2 - nur bis auf Glieder e* gebraucht wird.
Yy Ea dx -

Unter Beriicksichtigung von (), (8), (0), (¢) und von Gleichung (9) erhilt man:

dlgm - s o' cos X, cosx i pﬂ, cos X,coszsin® B cos X, cosx 5
dw ; cos @ 2 cos® D ' oD e
lom sin X P y X sinz X fee 2910 nX,
dlgm [ g, sit ol 4 [y cos X, sina + (@ f [\ sin [y i
Y cos D cos @ J cos (1)7 2 sicos fl)
- 208 X, sin @ D= ,cos X, sinz ot
gy o g tg @)y - — (D Bte D
cos D 2 cos @ =
@3 1 0
- ‘[ Dy “}” + b ...
6 cos D
Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in die Differentialgleichung (13a) erhilt man:
a2y’ @ sinX,|  [d?y" g it sin X, sin P + & ,cos X, sinz
= | — y' -+ d = TR i
da? Y cos @ T dzx 2 ‘. 2 cos? @ Y os®
4+ @ dy' cos X, cosx & sin X, 0 iy + 3 -2y dy'\? " s Py
dx  cos®  cos D dx? ¥ o (.Za;') 7 dx?
@'s gin X, B2y ,cos X, sinzsin P P2 dy' (‘(}oA coszsin® 5 By sin X,
6 cos®@ 2 cos? P dx 2 cos? @ 0 souD
L @ dy"\? sinX, &'y cos X, sinz ,cos X sinx
o dx ) cos® ; cos @ cos D
Tar! coe X 0 ¥ + ! G
+ P dy' cos X cosz o P snuX,,im D T @ sin X,
dx  cos P cos® @ cos D
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N

Hierin sind noch ®, @'

i

@ und @' als Funktionen von z ausdriicken. Um den
Uberblick nicht durch allzu groBe Nebenrechnungen zu erschweren, sei wieder nur die
Ableitung bis zu den Gliedern ¢* ausfithrlich gegeben, wihrend die Glieder ¢® bloB im

Resultat angefithrt werden.

Nach den Gleichungen (7) und (14) folgt:

sin X
, . T S ; S :
P = — ¢*sin X, cos X sinz + €y sin? X, + ¢f
cos @ :
, Sin X sin @ et -
2 0 | = v 2 :
— P2 = 511“.\.,0033)&051113,7; + e ...
2cos? P 2 :
cos X, .st, ol :
Dy e efyicost X mindiy oS o
COS ¢
dy' cos X, cos x !
P s X, cosx dy' :
e O — g2 ppg? 2X,sinzcosz + ¢f . ..
dz cosP da
sin X, T
405 ® — _ ¢*sin X cos X sinz —f— (, *sin X cos® X, sin®z |- ef . . .
cos @ ; 9 .

Nach Einsetzen dieser Ausdriicke samt den analog berechneten Gliedern e® erhilt
man die Differentialgleichung in der Form:

Zg ‘ 2 a !’
o — (;fy& + (7/'~— ® sin2X qma:] —}-[ U — -}y —{ e*sin X, cos® X, sin®x

dy' | R
— e*sin X cos X sinz + y'e?sin? X, — ‘e?cos? X, sin?x — ul 5 e*cos? X sinz cosx
0 Y a7 0

s T Y —  e%in X cos® X sin®z -} 4 €Ssin X, c0s8 X s

aa’ < 5%

{'0’52:?/’“, A0

— 6%sin X cos X sinz i ('4?/'0034 Xosin*z — 5 ety'sin? X, cos® X sin’z

15 b) 5 5 (Z,y’

ety cos® X sin®x 4 ety'sin? X, 4 - et~ cos* X sin®z cosz
3 dx
dy' s s i dyNi= "= iy
— et d‘/ cos® X sinzcosx 4 4 e?y?sin X, cos X sinz — €2 (?Zx sin X, cos X sin &

e = - S5 : :
2 < 7 % FEATERC S | SO RN o S, rEr e
+ € :?/' (7 — 81N A() COSAO COSX —— €“yY " sin A(‘J ey cos ‘5\0 smex

ly" 5 dy'\? o A2y
e %;/ cos®* X sinz cos z — )y“’ - 2}//< _J) — 7/2----~f—/—~J.

@ 3
Dies ist die zu integrierende Differentialgleichung bis auf Glieder ¢® genau. Jede

der drei eckigen Klammern muB fiir sich verschwinden. Man hat also zuerst die erste
eckige Klammer = 0 zu setzen und daraus y' zu berechnen. Dies setzt man in die zweite

g
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Klammer ein und berechnet daraus #” usw. Die Differentialgleichune fiir jede unserer
L D D v

Korrektionen %', y*, y"' hat also die Form

§£+y=“@’

wobei @ (x) irgendeine bekannte Funktion von x bedeutet. Auch bei Beriicksichtigung
noch hoherer Glieder als ¢® kann die Differentialgleichung fiir diese hoheren Korrektionen
immer nur wieder die angegebene Form haben, wie man sich ohne weiteres aus dem
Vorhergehenden und aus Gleichung (13) tiberzeugt.

Geometrisch 1ikt sich die angewandte Methode zur Losung der Differential-
gleichung (13) so deuten: In der ersten Nidherung wird die Bildkurve P, P,
ersetzt durch den gréfiten Kreis P, P,. An Stelle von Vergrofierungsverhiltnis
und Azimut eines Punktes P auf der Bildkurve tritt Vergréferungsverhiltnis
und Azimut des korrespondierenden Puunktes F (mit gleichem z) auf dem
groBten Kreis. Abstand zwischen Bildkurve und gréfitem Kreis wird nur
in erster Potenz berticksichtigt. So erhilt man gerade die erste Niherungs-
differentialgleichung

72,
d U W ("2 sin2 X, sinx = 0.
dx? 2

Analog verfihrt man bei der zweiten Niherung: An Stelle von Ver-
groberungsverhidltnis und Azimut eines Punktes P auf der Bildkurve tritt
VergroBerungsverhdltnis und Azimut des korrespondierenden Punktes auf
der ersten Niherungskurve usw.

S
Losung der Differentialgleichung der Bildkurve. Azimutkorrektionen.

Die Differentialgleichung jeder beliebigen (auch noch so hohen) Korrektion ist nach
dem Vorhergehenden von der Form

15) : iy

c e e @ (x).

Wir haben also eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten vor uns. Sie kann als gelost betrachtet werden, sobald ein partikulires
Integral y gefunden ist; denn dann ist

y = C,sinz + C,cosz+y

das allgemeine Integral. In der Differentialgleichung fiir ¥' hat ¢ («) eine so einfache
Form, daf sich ein partikulires Integral sofort durch den hekannten Ansatz finden lifit:

y = a(a cosx | bsinz).




Man erhilt:

02

03—4 sin 2 X ; 0 — 0.

Ist aber ¢ (2) irgend eine kompliziertere Funktion, so kann man z. B. die Methode
der Variation der Konstanten auf die Gleichung (15) anwenden und erhilt nach lingerer
Rechnung folgendes Resultat, das hinterher leicht zu verifizieren ist.

Die Differentialgleichung (15) hat das partikulire Integral
16) y =sinz [ coszp(x) dr — cosx (sinz g (@) dz
und die vollstéindige Losung:
16a) y = C;sinz + C,cosz + sinz [ coszp(z)dz — cosx fsinzgp(r)dz.
Damit ist die Losung der Differentialgleichung auf Quadraturen zuriickgefiihrt.

N & 11O e !
1. Naherung: y=y'.

Die Differentialgleichung fiir

a2y’ maey
7 (R 9y = Z 2 X &in 1
17 T +y' = o sin 2 X, sin z
hat das allgemeine Integral
Q el ot s 2
18) e 1 Sin 2X,[a,sinz + a,cosx — xcosz].

Die Bildkurve (und auch die verschiedenen Niherungskurven) mufi aber durch die
2 Punkte P, und P, exakt hindurchgehen. Das heiBt aber: Fiir # =2, und fir z = z,
muf y'= 0 werden. Daraus berechnen sich die Konstanten zu:

(@,—x,)cosz, cosw,
;= .
sin (x, — 2,)

18a) ;
| -

&, €08, SIN T, — Z,SIn &, COS @,

sin(o,— 2,)
@, und @, sind symmetrisch in #, und #, Fiir zusammenfallende Punkte P, und P,
(@, = x, — ) wird:

@, = cos’x @, = & — SIN X COSZ.

Die Neigung ' unserer gendherten Bildkurve gegen die X-Achse ist in jedem Punkte
/ {
z, y' gegeben durch

: il et ;
19) tgy! = dg; = Z_ sin 2X, [(x —a,)sine — (1 — a,) cosz].

Setzen wir hierin z = x, resp. = x,, so erhalten wir die Azimutkorrektionen wj
resp. w3 (in 1. Néherung) im Punkte P, resp. P,. Bei unserer konformen Abbildung geht
ja jeder Meridian auf dem Ellipsoid in den entsprechenden Meridian auf der Kugel iiber
(cf. SchluB des § 1) und wegen der Konstanz der Winkel bei der konformen Abbildung

h
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hat jedes Element der geoditischen Linie auf dem Ellipsoid dieselbe Neigung gegen den
Meridian wie ihr entsprechendes Element der Bildkurve auf der Kugel. <Iv* ist also
gerade (in 1. Niherung) die Azimutkorrektion des betreffenden Elementes gegeniiber dem
grobten Kreis durch P, und P,. Es ist also:

2 o - 5
i el ik fen e
[tgqu o sin 2 X, [(z, —a,)sinz, — (1 —a L) cosz,] ::4 sin2 X, Lf; COST, €052 E
19 a) - - =
: \ Lg—
tgyﬁg: sin 2 X [(, —a,)sinz,—(1—a,)cosz,] = G COSZ, —COS, |.
4 s, ) |
Fiir kleine Entfernungen P, P, =z, — 2z, wird wi = —w}.!
wi und ) dndern sich nicht, wenn man z, mit — &, und x, mit —z, vertauscht;

sie dndern nur ihr Vorzeichen, aber nicht ihren absoluten Wert, wenn man z, mit 7= —z,

und @, mit 7 — x, vertauscht.

2. Ndherung: y =y’ + y".
‘

. iy :
Durch Einsetzen des in (18) und (19) erhaltenen Wertes fiir %' und (dz in Glei-

chung (13b) erhilt man die Differentialgleichung zur Bestimmung der 2. Korrektion #*:

@y (4 7t
+ y* sin2 X1 (2—ea,—(1—2a,)cos? X )sinx — 7 cos® X sin® r—a, sin? X cosx
’)0) (Z.I 4 2 by
- singl\voxcosx—l = k[ksinz + k,sin®zx 4 k,cosx + k,zcosz],
wob :
: 6 5 g : s : 7 - S
fi— 4 S 2 by=2—a,—(1—2a,)cos? X, iy = — 5 cos® X - dysin® X,
4 3
k,=sin? X,.

Nach (16) treten bei Losung dieser Differentialgleichung folgende Integrale auf:

; sin®z , g il : -
J,= |sinzcoszdzr =—; Jy= |sin’zdx = _(z—sinzcosx)
i sin*x . S 1 o
Jy= | sin*xcoswdz =- 1 = J,= | sin*zdxz :4(45111 zeosx + 34J,)
21)
2 1 ; 5 : :
Jy= | cos’zdzx = _ (2 +sinzcosx) J,= | sinzcosxda =2,
=
; 2 1.3 2220 : / ]
J,= | xcos®xdx =;UJ5—4(x“+sm z2) J,=|zsinzcosxdr=ad;—zd,.
Das allgemeine Integral von (20) kann also geschrieben werden:
3 =
22 v =5 [blsinx——bz cos® + sinx Y ks ke
1

Dabei muf b, und b, so bestimmt werden, daB y" =0 wird fiir =2, und fiir r=2,.
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Die Neigung y* eines Elements der Kurve (22) gegen die X-Achse ergibt sich zu:

dy"
2))) to ! — = Y
o
dx

/
i

= k[b, cosz -+ bysinz + cosx Zkid; + sinz Xk, Ji]-

"

Daraus eine Verbesserung v resp. y4 der bereits berechneten Azimutkorrektionen v

resp, Vi in D ivesps I

93 ) [ tgyi = k[cosz, (b, + Sky,) + sinz, (b, + Sky)]
Lbgawt = k[cosa, (b, + Zhdu)i+ sinuy(b, 4 SkT,)].

Dabei bedeutet z. B. 2'kd,,, dak iiberall in 2%J an Stelle von z %, gesetzt werden moge.

3. Naherung: y=y'+y"' + y'.

Ganz analog wird die Differentialgleichung fiir y* gefunden. Man setzt in (13 D)
die bereits gefundenen Werte
U

=5 dy
y dx

{

dy’ dy’
dax dat

ein. Die Abkiirzungen J und J kdnnen dabei natiirlich nicht beibehalten werden, da sie
Funktionen von # sind. Hauptsichlich dadurch kommt es, daf sich die Rechnung zwar
elementar, aber auferordentlich langwierig gestaltet. Die Funktion @(x) in der Gleichung

(zgy/u

i + " = p(x)

enthiilt anfinglich je nach Anordnung ca. 150 oder mehr Summanden, die sich aber dann
auf 15 zusammenfassen lassen. Man erhilt:

et 2o e 1 : s
d;g + 9" = 5 Sin 22X, [lsine + [ sin*x + l,sin®z + 1, cosz + lscos®a + [ asinz
24 e : : i e
) + li@cosz + lxsin®x + lyxcosPz + 1, 4?sinz + &% cosz - 1, 2% sindx
+ lgaPcos’x L 1, aPcosw -+ 2P cos’n].
Allgemeines Integral:
e8 15 15 5
25) y"' = - sin2 X, [¢,sine — ¢, cosx + sinae 3 L; — cosx 30 Lyl
o 1 1

¢, und ¢, sind so zu bestimmen, daB y"' = 0 wird fir z — z, und z =u,.
(z?/lll es

- sin2 X [¢, cosx + ¢,sinz - cos2 1L +sina S1L].
dz - :

25 a) tep!! =

Dabei bedeutet wieder ' die Neigung des Elements der Kurve (25) gegen die
X-Achse. Also ist z. B. die Azimutkorrektion v, in P, in 3. Niherung
=i+ ot 4wl

Ferner haben die !, L und L folgende Bedeutung:
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1 sin? X, (& cos® X, : : i e
B 2 (21 - 7)1> - 3 %(a, + b,) + sin? X, cos* X, (1(» —a, -+

3

> i
e C;‘ iy az) i :sﬂxrnr A

(18

4

9
@, a;

a oy i a : 2
e e Y iy L) e s v ala D 2
cos X (u i 4) Fleost X (1.) : ) sin? X icos2 X (48 3a, - o a;

4 4 3
Q
ht >
: 4
cost* X
40 ¢
SIS ) 7
sin® X e s S :
e (7 oy i sin? X, cos? X, (11— 9a, + 3 ai — a})

11 5 a;
el e 2XY il 2
-a,sin? X cos )&0( 4 5 ™ —+ ai 3

G i L
’ll sin* X, + 12 sin? X cos? X, (7 — 6 a,)

~-11a, + 3ai

e 2N N o,
Sl a sin- X, cost A (55
sin® X, (1 — 1) — = .0 “( -

; sin* X,

a :
e e
o sin? X, cos? X (5

4a,)

; ; s :
sin? X eos? X, | ——— _a, + & — a3
4 2

SinZ X cost XS sin* X,
—2 W7 —6ba,)——F"
8 8

5 S i
— 4 %Sin Xyeos® X

OTRE ¥85 - 2Y
sin? X cos? X,
__,.V,,,OLL 25 —4a)

SR e
bs=— a,sin® X cos® X,

l

14

15: 25

sin? X, cos? X,
4

sin? X cos? X,

3
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Liinge s der geodiitischen Linie auf dem Ellipsoid und ihres Abbilds 8/ auf der Kugel.
Linge § des grossten Kreises auf der Kugel und seines Abbilds s’ auf dem Ellipsoid.

Es 1st bis auf Glieder e:

A) S=R(ax;
ferner nach (11): .
42 , pi o
= o - dgN? e ERE dy\2 i dyl -
SHe— ILJ ]//(:()s“y —+ (d;) e — hJ l/ 1—y?2—2y'y" + <di) -+ 2 (l//(' d/L dx
B) x4 . v
&h 1 ea iy : Ly (l// , 1
—— ) £ R W iy e R ] iy (T (] | 2
L.j ‘1 : 2{(0.’;5) e dx de 7 }J i
.“1
Ty Z
Q) ‘,,:H‘J('JJ
m
g
i v‘f] T "21 f 1y 2
D) ZI)J V 2 YN~ ,)J e _J /2
- : my Sppt dz da e ot My 71 C 2N\ dx )
&g il
dy' dy"
2 = 'y | do.
o dz dz J Y H( .
Dabei bedeutet m, resp. m, das VergriBerungsverhiltnis lings des groften Kreises

/Al

¢y =0 resp. lings der Blldkmvo ?/—7/ i A S
ist als Funktion von @ durch Gleichung (10) gegeben. Hs ist jetzt noch als

Funktion von x, y und y, auszudriicken. Dies geschieht mittels Gleichung (14) und (14 a).

. e , il .
Zur Berechnung von ist dann y = y'+ "+ y'"' zu setzen, fir - dagegen 1ist
m m :
1 0
diy a?q =
= = — ‘£= 0. Nach elementarer Rechnung erhilt man:

a.x dzx =

1 @ &2 e g 13 ,
= —41—|—cos? X, sin?x + g sin2 X sine — — cos® X sin®x -1 ~—etcost X sin*x

s ki 2 2 2 24

(o]

e - e 13 i S
= {— yesmi X, e 5 — y'2cos? X sin?x + e?y" sin X cos X sinz — 6 e*y'sin X cos® X sin®x

|

e e ¢ Gl : S
+ e*y'sin X cos X singy — = cos? X sin r—}— e%os X,sin* e ebcosb X, sinx
d

(®)

1 @ e & 13
= — 1 —I—cos? X sin®x — ¢0s2 X sin’ Jc+ o, ¢ cos t Xsint x
s b 2 523 24 i
-+ [ cos? X sin*zx + - ebcost X sintx — al 8 cos® X, sinsz‘
2 PAB S I < 05 . 4 > iy 0" SO C SO 0 -
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Von hier ab wollen wir nur mit Gliedern bis zu ¢* rechnen, Die dadurch erreichte
Genauigkeit reicht, wie wir sehen werden, wohl fiir alle praktischen Zwecke aus und zudem
ist ja alles Material zusammengetragen, um die Rechnung ohne Schwierigkeit bis auf
Glieder ¢® zu erweitern.

Bis auf Glieder e* genau ist also:

J‘Q
o I a2
B) S=R |14 L)y dz
) / / + . : dx
. [ 21 \du i
Lq
.1‘2
i et 3
D) s'=a [ b— _cosf Xosin®p - 5 cos? X sin®x |- 54 etcost X sintz | dx
/ & | e __'i
x4
)
el 0 G et 13 e?
s — 0 ’ L co X minfa L ees Nl o4 ¢*cos* X sin*z + _ y'sin2 X sinx
=y [P L 2l a4 %
DY) oy
- : (dyl s dx
% i ) e 1/ .
2\dz 2

Es wird daher:

dzx

: a‘“
S — 8=
2

g

g
Wi (dx) — e®y'sin 21\0311136“

IS

. x
e w, i - :
= S'—8)—a , Sin2.X, J ysinzdr.
.V'1

Man sieht also: Der grofite Kreis S und sein Bild s einerseits und andererseits die
geodiitische Linie s und ihr Bild S’ unterscheiden sich ihrer Liinge nach nur um eine
Grofze von der Ordnung et.

Was jedoch an den Formeln sehr auffillig erscheint, ist folgendes: HEs hat den An-
schein, als ob sich auch die Differenzen S'— S und s'— s voneinander um eine Gréfe von
der Ordnung e* unterschieden, wie man auch den Radius & der abbildenden Kugel wihlen

mochte. Dies Krgebnis wire sehr merkwiirdig, und man kommt deshalb auf die Ver-

mutung, daB die Gleichung besteht:

Qg ibo
: g - e R L D
27) f{y — (2”) de= _ sin2X, J y'sinaxd.
&Ty @4

&

findet aber

Ist (27) richtig, so folgt nimlich fir R=a: s'—s=8—§8. Man

durch Einsetzen der Werte fiir ' und Z]—; (nach (18) und (19)) und durch Integrieren :

4%




e dN el Il
Toi = — _ sin?2X, |
Y ( ) 16{55 1650 \nlx(9

ff)rr/]) + 2a,sin?x(z — a,)

5 (,l.,f; (&
u) £ |
: 1 L 2\ ez
+ smxcosx(;) -+ a; | 20,0 r) !
~d J‘1
o Lo o i
L X (20 dnrotey) - deina (a2
}«.) 5 SN & 0 Yy smrax 39 sSIm® a A ( —+ Ju,l)kx sinz cosx) + 28’z (a, Ja) L
g

Xq

Indem man in (K) und (F) die Werte fiir a, und @, aus (18 a) einsetzt, findet man
nach lingerer Rechnung, daB die rechten Seiten von (H) und (F) tatséichlich einander
oy (27) zu Recht besteht. Da die rechte Seite von (F')
bequemer zu berechnen ist als die von (E), verwenden wir erstere und finden bis auf

leich werden, daf also die Gleichung

o
fw)

Groken e¢* genau:

i e : ) : e y %2
s'—s=—a 64 sm?2 X, |(1+4 2a,)(x —sinzcosz) + 2sin*z(a, — x)
)/ A )
P 0
el i e ; : [
28) St—8S=—R 6l sin?2 X, ’ (1+ 2a,)(z—sinzcosz) + 2sin?z (z, — )
04 . x4

s —s i SO
a R

Ferner ergibt sich unter Beniitzung von (27) durch Integration aus (D) die Lénge s
der geodiitischen Linie auf dem Ellipsoid (bis auf Grofen e* genau):

S oz !—/ ;7 e ("2 2 \' i n AN T e o = (:4 2 thvg E 2 %
e Sy SIS . » L COD L W 1 /S OB o
P 2 g 008" X | @ —sinwcosz , cos” X, (x — sinz cos x)
| 7 mEJT B
a o 9 L
e 13 By 3 3 sin® X ; S
29) -+ o gos X (sm" zeosx + sinzeosz — .L> = 0 {(J + 2a,)(z —sinzcosx)
— = - i
: %2
+ 2sin®z(a, —x)¢| .

_lxq

Dabei hat nach dem Vorhergehenden die letzte geschweifte Klammer mit ihren zu-
4 il
3 S

; , e S & , . ;
gehorigen Faktoren — also . sin? X cos? X {. ..} — die geometrische Bedeutung: —
; : 16 i : a

Natiirlich kann mittels Gleichung (29) auch ohne weiteres die Entfernung P, P oder
P, P berechnet werden, wobei P irgend ein Punkt auf der durch P, und P, bestimmten
geodiitischen Linie ist. Man hat einfach, ohne an den Konstanten a, und a, etwas zu
indern, das Integral zwischen den Grenzen z und %, resp. # und z, zu nehmen.

Bine gute Kontrolle fiir die Richtigkeit unserer Formeln ist es, dal bei allen folgenden
Beispielen s'—s sowie S‘— S positiv werden muk.

Die Abschiitzung der Grofe von s'—s ist auch fiir die Praxis recht interessant:
Fin Seefahrer, der seinen Kurs nach MafBgabe eines Globus bestimmt, wird seinen Weg
von einem Punkt P, zu einem anderen P, auf dem Globus gemessen lings eines groften
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Kreises wihlen. Wenn er die auf dem Globus vom gréften Kreis P, P, getroffenen Punkte
auf das Erdellipsoid iibertrigt und seinen Kurs (mittels astonomischer Beobachtungen ete.)
tiber diese Punkte hinwegfiihrt, so beschreibt er auf dem Erdellipsoid nicht eine kiirzeste
Linie, sondern das Abbild eines grofiten Kreises. Die Grofe s'—s gibt an, um wie viel
er dadurch unnétigerweise zu weit gefahren ist. Ngheres dariiber bei den Beispielen.

T

o

Beispiele.

[m folgenden seien einige numerische Beispiele ausgefiihrt, einerseits um die Anwen-
dung unsrer Formeln zu zeigen, andererseits um unsere Ergebnisse mit den Resultaten,
die man nach anderen Methoden erhilt, zu vergleichen und dadurch zu priifen. Auf diese
Weise kann aber nur eine Priifung der Formeln vorgenommen werden, die mit e* abbrechen,
da die bisherigen Methoden zur Bestimmung des Azimuts etc. nicht annihernd so genau
sind wie unsere Formeln unter Beriicksichtigung der Glieder ¢®. REinige Stichproben auf
die Richtigkeit unserer genauen Formeln werden in dem Paragraphen iiber Enveloppen
von geoditischen Linien (§ 12) gemacht werden.

Bei den folgenden numerischen Rechnungen ist zu beachten: Die sphiirische Rech-
nung hat mit 7 oder 8stelligen Logarithmen zu erfolgen, die Berechnung der ersten
Korrektion mit 5 (oder 6) stelligen Logarithmen, die der zweiten Korrektion mit Rechen-
schieber. Wollte man noch die dritte Korrektion berficksichtigen, was nur in ganz beson-
deren Fillen (vgl. § 8, Konvergenzuntersuchung) oder bei einer gewiinschten Genauigkeit
von ca. 070001 (vgl. § 9, Genauigkeitsabschiitzung) nétig ist, so wiire die shpirische Rech-
nung 10 stellig, die der ersten Korrektion 7 stellig, die der zweiten 5 stellig und die der
dritten Korrektion mit dem Rechenschieber durchzufithren. Die zweite Korrektion hat
eine fiir logarithmische Rechnung wenig geeignete Form, es wire also in diesem Falle
die Bentitzung einer Rechenmaschine von grofiem Vorteil.

I. Gegeben die geographische Lage zweier Punkte P, und P, gesucht das Azimut y, und g,
der geoditischen Linie P, P, in P, und P, sowie die Linge s von P, P,

1. Beispiel.

Bs seien auf der Kugel gegeben: P, auf dem Aquator, P, durch
L,— L, = 90° und @, = 45°.

Der grofite Kreis schneidet also den Aquator unter 45° (also
X, — 135% ance 'S won B P— 000 ey = 0 e 000 Nerininih
per B X — U0

(18) ergibt fiir die erste Korrektion:

@y = a, = 0

1

daher nach (19a) als erste Azimutkorrektion w':
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tg/r/,,-{ = (29) = (CIL e = 0,00667 43722 ]
Z )z : SR
. = d=— 6977397155, =)
AR I s
gy = d i == i D bh=— 63856 078963,
also
Wi o4 2 — 5 44 477 wh = — 5407624 = — 9’ 0624,
Ferner erhilt man nach (20) fiir die zweite Korrektion:
¢t = e .‘ 7 .

b= — N = —2'2972 /"?1 = 5 ]‘"2 S 6 7’;:3 =0 ky = 9

Nach (21) wird fiir:

w—a — 0 Ji— i) und g g
n [J,=0,5000 J,=02500 J,=—07854 J,=0,3668

g e 7 00506 T 0000 7 — 03007

3
also

S — kg — )
und
2k, = 0,7500 — 0,2917 4 0 4 0,1834 = 0,6417
2k — BTB1 - 016872 =01 (01963 — 06872
Daher ergeben sich nach (22) die Integrationskonstanten b, und 4, aus den Gleichungen :
a) 0= —#,
b) 0 =06, + 0,6417

folglich wird nach (23 a) die zweite Azimutkorrektion v*:

}, also b, =—0,6417 b, =0,

2

4

¢ : X )
tg i = -+ . - 0,6417 i = -+ 1473

£ S
tgwh = — . 0,6872 wy = — 1°577.

Als Azimut der geoditischen Linie P P, in P, resp. P, ergibt sich dann:
Azimut %, in P;: 3, = X, + wi+ yi = 185° b'45645
Azimut g, in P,: y,= X, + ywi+ w3 = 89°50'57/799.
Zur Kontrolle wurde das Azimut der geodétischen Linie P, P, nach einer von
Helmert?) angegebenen indirekten Methode berechnet und erhalten:
% = 135° 5'45/63 |
%, = 89°50'57°83 |
Die Differenz mit unseren vorherigen Resultaten ca. 0/01 bis 0703. Das ist die zu
erwartende Ungenauigkeit unserer Néherungsrechnung, wenn wir nur die Glieder bis ¢*

beriicksichtigen (vgl. § 9) und gleichzeitig die der Helmertschen. Uberdies hat man nach

1) Vgl. z. B. Jordan, Vermessungskunde. Stuttgart 1907, 3. Bd. S. 210.
2) Helmert, Math. u. physik. Theorien der hoheren Geodisie. Leipzig 1880, Bd. 1 S. 247 ff.
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der Helmertschen Methode mit den Winkeln selbst (nicht mit ihren Korrektionen) log:
rithmiseh zu rechnen, so daB ein Fehler von einigen Hundertstel-Sekunden allein dm(h

die Ungenauigkeit der 7 stelligen Logarithmentafeln verursacht sein kann.
Die Lénge s der geodiitischen Linie P, P, ergibt sich aus (29):

e 2 2 ( 3 l(
slaTol ol WPt :
‘ 98 ol
Mf(l = c*) = 7.0,999 1640.

2. Beispiel.

Als zweites Beispiel withlen wir eine Aufgabe, die schon mehrmals in der hoheren
Geodiisie berechnet wurde (nur sind bei uns bie Punkte P, und P, vertauscht gegeniiber
den Angaben z. B. bei Helmert)!). Zugleich soll fiir die Berechnung der Azimutkorrektionen
ein Rechenschema gegeben werden (abgesehen vom sphiirischen Teil der Rechnung).
Beriicksichtigt werden Glieder bis e*.

Gegeben auf dem Ellipsoid:

@, = — 33° 26/ @, = 55° 45° Ay— A, = 108° 13",
(BEs wird im folgenden noch die allgemein gebriiuchliche Abkiirzung 0" = 206 264:806
verwendet = Radius des Kreises in Sekunden und 19 eto" = 3829 gesetzt.)

Nach (8) folgt:

0,9 " 2

log & 25”1 = 2,83 780.5 Lo et 5— = 2,83 780.5
logsin 2, = 9,96 360,, | logsin2 @, — 9,96 868
log (— 1) = 2,80 140.5, | log (— @5) = 2,80 648.5
@i — 633007 ; @y = — 640450
— Il 35:’00/ | = —10°40/450
i = — 3,829 sin 2¢, sin® ¢, @ = — 3,829 sin 2 ¢, sin? ¢,
— 417067 | — — 91431
(1)1 = @, + @i + ¢{ = — 330 15 25926 ‘ (p2:([;2+qjé+q75: 550 34/ 17:4119
b= 1 =0 5 g

Falls die Buchwaldtsche Tafel?) zur Verfiigung steht, so ist vorstehende Rechnung
iiberfliissig, da @, und @, sofort aus der Tabelle entnommen werden kiénnen.

Unter Bentitzung dieser Werte @,, @, und L, — L, folgt jetzt eine sphirische Rech-
nung (7 stellige Logarithmen; 8. Stelle interpolieren und mit in die Rechnung nehmen!).
Man erhilt aus den Neperschen Gleichungen:

<L X, = 137°49' 33203 X X, — 96°46947:63 < X, = 145° 50’ 4420

Ty — &, = 126° 52 45776 = 2,214 4629.2 (fiir Rechnung von s so genau nétig!)

= —41°30 20,60 = — 0,724 41 x, = 85°22' 2516 = 1,49 005.

2y

') Helmert, loc. cit., S. 240 ff. u. S. 250 ff. ?) Vgl. Zitat auf S. 10.
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Nach (18) wird dann:

log (z,—2z,)= 0,34 526.8 logz;— | 9,85 996.5, loga — 017 6201
logecosz, = 9,87 441.9 lozeosw, — 9.87441.9 | logsinz,— 9,82 131.2,
logcosx,= 8,90 664.5 logsinz,= 9,99 858.3 | logecosz,— 8,90 664.5

—logsin (x,—x,) = 10,09 696.6 | — ]00 51[1({,5 —x,)=+0,09696.6 | —logsin(z,—x \4—1— 0,09 696.6

loga, = 9,22329.8 loga = 9,82 995.3, ogf=" 8998124,
de— 016700 ‘
a=— 0,67601

-8 = 0,09957

a, = — 0,567644
Nach (19 a):
log(z, —#,) = 0,34 526.8 | log(z, —z,) = 0,34 526.8
— log sin(z, — #,) = + 0,09 696.6 | — logsin(z, — z,) = 4 0,09 696.6
log cosz, = 8,90 664.5 | logcosz, = 9,87 441.9
logd, = 9,3¢887.9 | log A, ,31 665.3
= ),22 329.4 112 = .4,01 Dﬁo
— cosx; = — 0,74 889.0 — cosz, — — 0,08 066
B, — — 0,52 559.6 B 19959
(&) e®
log (@) — 2,53 677.6 — ) 2,53 677.6
4 T
logsin2X,= 9,96 810.7,, logsin 2 X, 9,96 810.7,,
logB, — 9,72 065.3, logB,= 0,29 941.8
logwi = 2,22 553.6 logyws = 2,80 430.1,
i = 16808 = 24808 |  ws=—637'23 = — 10' 37’23

Man beachte, dag sich in obenstehender Rechnung verschiedene Logarithmen mehrfach
wiederholen (also leichtere Rechnung!); ferner, daf die zuletzt vorgenommene Verwechslung

i3
¥ 3 (V2
von tgy’ mit ' einen Fehler von der Ordnung r/évmc“ hervorruft, also nur gestattet

ist, so lange die 3. Korrektion nicht angebracht wird.

Von hier ab Rechenschieber!
Nach (20):

k= —2'135 B — 1 87T ky = — 1,598 ke =—"0,1816 by — 05152
und nach (21):




fiir x = 2

1
B 0200 7 i Jy=—1061038 J = 02010
J=—101141 J — - 00311 Jy= 02196 J,——0,1020
B J, = 0,3024 by = — 0,1571
kyd, = — 0,0771 i =— 10,0497
kydy = — 01108 . — = 0.0309
iod, — 00631 kyJ, = — 0,0322
Sk = 01779 Sk, — — 0,0997
fir 4=z,
J, = 0,4966 Jo— 0.2165 J.— 0785 J, = 0,3665
J, = 0,705 J, = 0,509 J 04966 T 07,
ki = 10,6840 kidi— = 09705
by, = — 0,3941 kyd, = — 0,8135
ade=— ) 1 4or kedyi—= 10,0902
ki, =92 01154 M= 017290
Zkdy, = - 0,5478 2k, = -+ 0,3692
Nach (22):
a) 0 =—0,66275, — 0,7489 by — 0,1178 4 0,0747
B) )= 0,99675, — 0,0806 b, 4+ 0,5460 — 0,0298,
aus (a) und (8):
B— i b, = 4 0,377,

nach (23a):
bg vi=y{=—2/135[— 0,749 - 0,318 — 0,663 - 0,277] — -+ 089
tg i = yi = — 2"135 [ 0,0806 - 0,057 + 0,997 - 0,746] = — 1’60.

Also gesuchtes Azimut:
=X, + i 4 9i = 1379 52’ 22700 oy |+ - 22100 Tesp. 22701 )
statt ,
Ze=X, + yi+ wi= 96°36' 880 ... 8/82 resp. 880 |
wie Helmert angibt.

Lénge s von P, P, Nach (29) ist:

; = 2,214 4629.2 — 0,001 8714.2 - 1,637 783 — 0,000 007 627 [1,
+ 0,710 (— 2,1591) — 0,0788 (— 2,049)]

6378

(hier wurde das erste resp. zweite Glied mit 8 resp. 6 stelliger Logarithmentafel gerechnet
— es geniigt auch eine Stelle weniger).
Abh. d. math.-phys. K1. XX VII, 4. Abh. 5
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{: = 2904 4699 D 0,001 8714.2 — 0,000 0076.2 = 2,212 58338.8,
daraus in Metern:

log

gs = 7,149 54321.0.

Helmert gibt loc. cit. an:

log s = 7,149 5432.0
und S iy

Zugleich ersieht man, daB sich folgende Fehler fiir die aufeinanderfolgenden Nihe-
rungen ergeben (s = ca. 14000 km):
fiir die sphirische Rechnung ein Fehler von ca. 11930 m,
nach Hinzunahme der Glieder mit ¢? ein Fehler von ca. 48,6 m.
Nach Hinzunahme der Glieder mit ¢* ist dann ein Fehler von der GroGenordnung
48,6 ¢ = ca. 0,4 m zu erwarten. Man sieht schon an diesem Beispiel, daf eine Beriick-
sichtigung der Glieder e® (vgl. S. 26) tatsiichlich unnétig sein wird.

Il. Beispiele fiir die Differenz zwischen geoditischer Linie s und Bild des grossten Kreises s'.

A. P, liege auf dem Aquator; der griofite Kreis P, P, habe in P, das Azimut X, =135,
Hs soll s'—s (oder S'— 8) fiir verschiedene Entfernungen P, P, bestimmt werden.

a) @5 =302,
Nach (18) wird:
a, — 0,9069 i ==l
also nach (28):
g g ‘(‘: [2,8138(0,5286 — 0,4330) — 0,2618]
= —4,4390[0,2549 — 0,2618] Meter = -+ 0,0306 me
b) zo= GO0 a, = 0,6046 @ —0 s'—s=0,950 m
c) 27==90° a, =0 a; =0 §'—s=16,97m
d) o, =120 a —--1209 a,—0 §'—s5=294m
e) 2, =150 @, =—4,53 Gy = s'—s=115m
f) 2= 1702 a,=—1683 a,=10 §i—s =455 m.

B. Wir wollen jetzt s'—s fiir dieselben Entfernungen P, P, = x, — 2, berechnen
wie in A, wollen jedoch P, so wihlen, dak fiir jedes vorgegebene z, — 2, die Azimut-
korrektion in P, gerade ein Maximum wird. s ist dann zu erwarten, dak auch s'—s
fiir das vorgegebene zx,— x, niherungsweise seinen Maximalwert erreicht. Das exakte
Maximum s'—s fiir ein gegebenes x,— @, zu finden, wiirde immerhin wesentlich lang-
wieriger sein als das Aufsuchen des Maximums der Azimutkorrektion — man vergleiche
zu letzterem § 9. Da wir hier nur einen Uberblick iiber die Grofenordnung der Resultate
geben wollen, begniigen wir uns mit der Berechnung der gendherten Maxima von §'—s,




indem wir also die Werte von z, (auf 5° abgerundet) so wihlen, daB bei P, ein Maximum i
der Azimutkorrektion eintritt. (Dabei muB allerdings auf den erst folgenden 59 e~
wiesen werden.)

a) =o0 1 =—=80" 2 —110° o —- 006218 a,=1,7486 s'—s=10,452m
b) =60° #,=70° ,=130° qg,——0,2659 a,=1,952 s'— s=—38507 m
¢) #—x,=90° =z =060° z,=150° a, = 0,6802 @, =2,225 §&'—s5=1261m
d} 000 4 - e Z, = 165° a, =-—1,652 (g =2,718 s'—5=2378m |
) Z—x =150° z, =259 g —175° oy — — 4,728 ty=2,984 s'— 5=120,0m '
) &—a, = 170° o —10° 4,=—180° ¢ = _ (679 @y =3,142 §'—s=456m
: : > : As-s(in Metern

Bin Vergleich mit A. zeigt, ? (in Meters)
daB wir jetzt besonders bei klei- 500+
nen x, —z, verhiltnismiifig viel | 1
grofiere Werte fiir s'— s bekom- 400 1
men haben. Immerhin sind auch i ?
i3 2 T 300 - |
diese geniherten Maximalwerte von
s'—s noch so klein, daB sie fiir 200

- 4 i aUU T
Schiffahrtszwecke etc. nicht in Be-
tracht kommen. 700 1

Nebenstehend eine graphische
: 5 = Xy x
Darstellung des Zusammenhangs 6 T e S it e

: 90" 60 90 00 e 5D

zwischen #, — 2z, und s' —s. i !
—— genaherte Maximalwerte von s“s
= 3,=0 angenommen,

Fig. 4.

. a) Maximum der Abweichung ¢ des Bildes der geoditischen Linie vom grissten Kreise.
b) Abstand einer geoditischen Linie von ihrem Ausgangspunkt nach einem Umlauf um die Erde.

Ad a: Das Maximum?) der Abweichung y der Bildkurve vom groBten Kreis ergibt

1 ; : g
sich aus c(l;//: . Also in 1. Niherung (y = y') aus Gleichung (19):

(x — a,)sinz — (1 — a,) cosz —
oder

(30) 2 —(1—a)ctgr+a, =0 (Glieder e* vernachlissigt!).

Z. B. wird fiir das erste Beispiel dieses Paragraphen (#, = 0; z, — 90°; X5 =— 1359.
a, = a, = 0):
x = ctgw

z = 0,8604 = 49°17'5,

1) resp. die Extremwerte vgl. die Diskussion tiber die Formen der Bildkurve in § 11.
' ]
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gibt eingesetzt in (18):

9

L s 0 q1mtp
YMax = = ( - 0,8604 - cos49° 175
=i
= 596 lcni,
Ganz analog ldBt sich die Rechnung genauer durchfiihren, wenn man y =y’ - y”
oder ¥y =y' + y'' |+ y'*' setzt.
Ad b: Wir wollen wieder nur in 1. Ndherung (bis auf Glieder ¢2) rechnen und als
Beispiel unser voriges nehmen (z, = 0; Zy— 90%: Xi =— 135" =0 — )
Burop— 2o wirdémach (18):

2
A g2 E i
J= Zar— s642 — 66,74 km),
Ubrigens ist fiir #, = 0 a, immer auch = 0 (vgl. 18a). Der Abstand y der geodiiti-

schen Linie von ihrem Ausgangspunkt nach einem vollen Umlauf hiingt aber in 1. Néhe-

rung von @, gar nicht ab; wir erhalten also unabhiingig von z, immer denselben Wert
y = 36' 2", solange wir nur 2, = 0 und X, = 135° belassen.

Ferner lift sich unschwer beweisen, daf der eben berechnete Wert von 36'2% den
Maximalwert darstellt, den der verlangte Abstand annehmen kann.

Dies letzte Beispiel hingt eng zusammen mit den Ausfiihrungen iiber die Enveloppen

der geodiitischen Linien (vgl. § 12).

Konvergenzuntersuchung,
() =

In den folgenden Untersuchungen kann es sich nur darum handeln:

1. qualitativ die GroBken festzustellen, die die Konvergenz hauptsichlich gefihrden ;
2. quantitativ die GroBenordnung des Variabilititsbereichs fiir diese GréBen zu bestimmen.

Die Konvergenz der Reihenentwicklungen fiir ¢ und @ (vgl. Gleichung 7 und 8) ist
nicht zweifelhaft, da als Faktoren von e** nur Glieder von der Grokenordnung 1 auftreten.

] . dlem dlom . - : e ;
Dasselbe gilt fiir ; und —= Auch die Reihenentwicklungen fiir siny, cosy etec. in
3 x oY

der Differentialgleichung (13) sind fiir alle Werte y erlaubt.

Die Reihententwicklungen fiir die Losung y .der Differentialgleichung (13) braucht
jedoch nicht immer zu konvergieren. Zwei Umstinde konnen die Konvergenz gefihrden:
1. das Auftreten der Glieder mit x, «% 2% ... als Faktoren (wenn # sehr grof); 2. das
eventuelle starke Anwachsen der Integrationskonstanten a,,
Potenzen, sowie der Konstanten %, [, . ..

140,, 055 € ¢, elc und ihrer

Ad 1. Man sieht ohne weiteres, daf ein Glied mit ¢** sicher keine hohere Potenz

von # als #°"—1 als Faktor bei sich haben kann. In der Losung fiir y®+? — wobei y®+D
die (n -+ 1)t Korrektion bedeutet, ¥’ als erste geziihlt — kionnen ja keine anderen Integrale

auftreten als Integrale von der Form




Y™y da (@D g YDyt dr ete.
Yirydn,  fyr Vyide gy

d. h. die Summe der Striche, mit denen die y unter dem Integral versehen sind, darf hochstens
7+ 1 sein. Wenn die Behauptung also fiir die # ersten Korrektionen y', y*, . . ., Y™ gilt
und: iy ¥ wnd 9" gilh sle — 5o werden dicso Integrale in z und ¢ von der Form

‘j‘ e2n+2 x2n dz.

Jedenfalls treten keine héheren Potenzen von z auf. Die Korrektion y®+) hat also.
sowelt sie uns hier beschiiftigt, die Form

x?n—{—l

',,/[7'14—1) cv e2n+2 - ‘ :

2n +1

So lange also die tibrigen Faktoren von der GroBenordnung 1 bleiben, ist Konvergenz
zu erwarten, so lange

2042 2701 (O ,,
: el e ot (0] ) - 1 i
lim e o et d. h. BE<C — —Cca- 122
n—w et (2 1y e

Fiir 2212 (= ca. 76000 km) wiirde hiernach die Konvergenz zweifelhaft.
Tatstichlich ist aber dieser Konvergenzbereich zu eng. Um dies einzusehen, entwickeln
wir in der Differentialgleichung (13) sing, cosy etc. nach Potenzen von y und setzen fiir

lem 3lam dlgm dlgm
den Moment = 2y and =2y wm anzudeuten, dafB 2 und 2
oz Y : ox oY

zwar klein sind wie ¢, aber y nicht enthalten:
ORI ( R (M BE S
SR AT LI F AT

R S

Daraus ersiecht man, daf in der Differentialgleichung fiir y®+1 niemals ein Produkt

= (.

e = gyl = gy a?y’ : 2o & W
der Gréfen y™ oder mi- 9, - oder - g Vorkommen kann. Dies kdnnte nimlich
dx dx dax
] - : - : : e : dy
nur auftreten, wenn irgendwo in der Differentialgleichung ein Glied 2. Grades in Y, 7
: d

79
a2y 3z : : . : z : bools foe
/: vorkiime, das auBerdem in ¢® nur klein wire von derselben Ordnung wie #?: Rin

oder

lineares Glied in y und seinen Differentialquotienten, z. B. y selbst, gibt ja nach unserer
Substitution y =y’ + ¢ Y' 4+ -4 y™ 4 ... niemals ein Produkt dieser Substitutions-
grofen ', y" etc. Kin Glied von hoherer Ordnung als der zweiten dagegen, z. B. y3, gibt
aber, wenn wir bei Berechnung der Korrektion ¥+ nur Glieder bis zur Grofenordnung

Y"1 beriicksichtigen (wie wir es ja nach unserem Verfahren tun miissen):

!/3 = (‘3/1 + gy 4. -+ y(ﬂ) -b ?/('7&4—1))3
=Y+ By YD) | Byt e L
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Das Glied y™ ¢’ ist also weggefallen. Ganz analog bei noch hoheren Potenzen in y
oder seinen Differentialquotienten. In dem Glied — y?e?¢q, das in der letzten Klammer
von (18") auftritt, kommt das Produkt 24®y' wegen des Faktors ¢® ebenfalls erst fiir die
folgende Korrektion y®+2 in Betracht.

Die Korrektionen ¢, y*, y'*, . ..., y® haben also, soweit wir uns hier mit ihnen
beschiéftigen, folgende Form:

e

; J aus der Losung der Differentialgleichung entnommen.
i 2 4 =, s D
y'coxtet |

Daraus folgt dann:

_'1/‘”(\)5’]}’3([2%\):1;4(;“, aber nicht: y"'co (y"y'dz
YD oo fy"y®dx oder o0 fyrdzcox®e®, aber nicht: y®co [y 'y’ dzcozse®

YD oo (y"'y"de oder coxTel®
,?/1271 +1) a0 et” +2 gp3n-1
,,/‘In +2 o etn+4 pin+2,

Also ist Konvergenz zu erwarten, solange

i }/(‘31%{‘1) + /,/(2414-?1] I etn 23041 @l - ) o
1m - — < | =— |1im - | = (2o 7 pal
= & yL.’-ﬂ -1) _i_ ?j[‘hz) ey Cin—_xdn—“(\l + czx)

Man erhilt also als Konvergenzbedingung:

31) 2<28,2 = 180000 km = 4,45 volle Umliufe um die Hrde.

Ad 2. Hier wird die Gefihrdung der Konvergenz betrachtet, die durch die Integrations-
lansiaiten. @, @5 b, by ¢, 057 « - .y ferner durch die Konstanten %, {, ... hervorgerufen
wird. Sowohl a,, a,; by, by ¢, ¢ ... (wir wollen im folgenden Teil dieses Abschnitts
die Indizes weglassen und @, b, ¢, . . . dafiir schreiben!) wie auch %, I, . . . sind ganz

wesentlich von x, und 2, abhiingig, deshalb muf auch auf diese Grifen z, und x, geachtet
werden und zwar einerseits auf (#,—,) im Nenner (es kann sich der Null n#hern!),
andererseits auf x, oder #, im Zihler (es kann bei sehr grofien Entfernungen P, P, wesentlich
von 1 abweichen!).

Die Konstanten %, 7, . . . entstehen dadurch, daf in die Differentialgleichung (13)

dy'

(vgl. besonders (13b)) die Werte fiir die bereits berechneten 7', Z‘x ete. eingesetzt werden
£ Yy :

und die dadurch auftretenden Glieder mit anderen (die nur noch Funktionen von X,, Zahlen-
faktoren und e sind) geeignet zusammengefafit werden (vgl. § 4). Jedenfalls kommen

daher in k, [, ... die Integrationskonstanten a resp. & resp. ¢ etc. hochstens in derselben
i i lii
: : d Al i :
Potenz vor wie y' oder L resp. ¥ oder o resp. y'* oder —— in der Differential-
dx dx dx

1

: 2 5 5 - : d YN
gleichung fiir die entsprechende Korrektion. Einem Glied y'? oder (dé) oder auch

i

dq e ; o : - ) = :
' d.;;‘ entspricht das Auftreten eines Gliedes mit a® usw. Ahnlich entspricht z. B. einem

Glied »'“‘y'? das Auftreten der Kombination ca®



Die Integrationskonstante b, erhélt man aus (22) in folgender Form :

1
1
= lsnm cos&, 2k — sinx,cosx 12k ey — cosx, cosw, (Skd,, — It
1 3|
sm(mf z)

e

also ist im wesentlichen

]
b c0b. ¢ e = mie L) e
- 2 Sm(x i) ( 2 sm(%—xl)( Jay
o/ 1st dabei ein Integral, das nach der Integratian 2 hichstens in dersel lben Potenz
enthilt wie die entsprechende Korrektion y“. Wegen des ganz gleichen Baues der Diffe-
rentialgleichengen und Lssungen fiir alle beliebigen weiteren Korrektionen Y g
haben auch die weiteren Integrationskonstanten e, di velen ganz analogen Bau.

Unter Beriicksichtigung der Ubexleouan dak in der Differentialgleichung fiir y* 1)
dye dy d?

niemals ein Produkt der GriGen ¥ oder f‘f mit g, ; oder {——‘{j, vorkommen kann
i e id e

/

(vgl. 8. 87) wird daher im wesentlichen :

z, oder z,

QG0 :
sSi(x, = 2. )

Wir nehmen | #, | > | #, | und schreiben:

z
Ao ——2
sin (z, — z,)
Konstante von: Integrationskonstante von:
WLl Seus Tl e o Yo hieo oV :
: sin (z,— z,) sin (2, — ,) sin? ('r ——.’1:1)
e O e ay = Loy .0
s et ‘ Yihdicoo — 0V 20
fieel sin®(z,— x,) sin (w, — ,) sin*(z,—x,)
4
@ ;
o I 5 el m x, xz x)
Y m oo Z)a“ e yB: doo- QW
l sin* (z,— x,) sin (z, — ,) sin® (z,— x 3
7] ("\ [ xlzo (5) ‘@ ©) e @ ®) :(féo xg
y® oo T R e — OO
- l ™ sine (y— ) : sin (Jc‘ x]) sin(z,—z,)

s 8- W

Man sieht, daB besonders in den Integrationskonstanten die Potenz, in der @, vor-
kommt, sehr rasch steigt. Um einigermafen sicher mit Konvergenz unserer Lntmcklungen
rechnen zu diirfen, miissen wir %, in der Grofenordnung 1 annehmen. Wir wollen also

immer
32) P, P, <180° annehmen.

Diese Annahme bedeutet: Wir wollen unsere geoditischen Linien P, P, auch wirklich auf
kiirzeste Linien beschriinken.
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Sehen wir jetzt von z, und 2, ab, so bleibt als konvergenzgefihrdend im Nenner
der Integrationskonstanten noch sin”(z,—x,) stehen. Das Fortschreitungsgesetz der Po-
tenz » ist hiebei dasselbe wie vorhin (S. 38) das Fortschreitungsgesetz der Potenz von z.
Damit die Reihe der in der Losung unserer Differentialgleichung auftretenden Glieder

etasina, etbsinz, ebesinz,

konvergiert ist also notig

| et ‘
| — | <1 oder z,—x, < 178°.
| sin® (x,—x,) g
1 o 1
Fir z,— . nahe — 0 nehmen die Integrationskonstanten die Grofenordnung 1 an
2 1 to] te) 3

val. z. B. 5. 21)
Fine schirfere Konvergenzbedingung erhalten wir aber aus dem Umstand, dak die

Konstanten %, I, . . . in der Losung der Differentialgleichung noch multipliziert mit den
Integralen J, L, . . . auftreten. In diesen Integralen kommt 2 in einer Potenz vor, die
oben (S. 38) niher bestimmt wurde. Man erhélt:

(7

zu y" gehorig: e*hd OO (@, — )
sin (z, —

2 1

S

T - el L oo -
iy £ sin®(z,— ;)

- 1 eint2 fl)'{; n-41
y(J‘t—ﬂ— ) .
sin®” (2, — 2,)
dn-t+4 p3n+42
yent) . -

”

sin®*—1(x,—x,)’

Als Konvergenzbedingung ergibt sich

220 —+1) + 2n 4 2) | 4 3 |
5 () 1 | et |
1> lim | 'J:L?ii —1) | JL-_J n) et b
n=o | Y “*" Y ‘ Sin (CCQ* Jfl)
sin (@, — o o
33) ] 'J > 0,0354.
Daraus wiirde sich fiir 2 = =

Z,— 2y < 17375
ergeben.

s sei hier nochmals ausdriicklich betont, daB durch die vorhergehende Konvergenz-
untersuchung keineswegs ganz exakte Grenzen fiir die auftretenden GroBen gegeben werden
sollten oder gegeben werden konnten; es wurde jedoch einige Klarheit iber die Groken
gewonnen, die die Konvergenz am meisten gefihrden, und andrerseits wurden die Grenzen
der Konvergenz doch wenigstens der GroBenordnung nach festgestellt. — An einem Bei-
spiel, das nahe an der Grenze der Konvergenz liegt, soll das besprochene Anwachsen der
Integrationskonstanten etc. noch niher gezeigt werden.
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Vorher sei jedoch noch ein Umstand hervorgehoben:

Wihrend die Potenz von ¢® gleichmifig in den einzelnen Korrektionen steigt, springt

x

die Potenz, in der vorkommt, von der 2. zur 3. Korrektion, dann von der .‘

sin (z,— z,)
Z

4. zur 5. u.s.w. Dieser Faktor - gefihrdet aber ganz besonders die Konvergenz.
D D O

sin (z, —#,)

Die Anniherung an die Konvergenzgrenze wird sich also auch darin offenbaren, daf zwar
“die 2. Korrektion wesentlich kleiner ausfillt als die 1., dak dagegen die 3. Korrektion
der 2. an GroBe nicht viel nachsteht, oder sie sogar iibertrifft. — Dies war ein wesent-
licher Grund, der uns zur Beriicksichtigung der Glieder mit ¢, die im allgemeinen un-
notig ist, bewog.

Divergenz fiir x,— z, sehr nahe = 180° war von vorneherein zu erwarten Y): Denken
wir uns auf dem Aquator 2 um 180° von einander abstehende Punkte £ound T Die

kiirzeste Linie P, P, liuft natiirlich tiber den Pol. Lassen wir P, auf dem Aquator um

ein ganz kleines Stiick ndher an P, hinriicken, so wird die kiirzeste Linie P, P, immer |
noch in der Nihe des Pols vorbeilaufen: die von uns gemachte Annahme, daf (im Abbild
auf die Kugel) der gréfte Kreis P, P, eine gute Niherung fiir die kiirzeste Linie 2T,
sei, ist also nicht berechtigt.

Ein Beispiel in der Nihe der Konvergenzgrenze.
HEs sei:

z, =0 Ty = 175° 7o — 136%
Man erhilt:
@, — — 34,9111 dy— 0
Wi = 3%25 5959 wy = — 3° 26 4421,
Fiir die 2. Korrektion wird:
=15 B——t 0= e (F ;
fir x = x, = 0 wird:
JSy=dy=dy=d,=J =Jd,=J,—=dJ, =0
file @ i—"x, — 175
Je — 0038 J, = 0,0000 Sl dae g o — 2 10
Jy=1,5706  J,=1,1781  J,—0,0038  J,— —0,7737 ]
also T |
2hdpyy =2k, =0
und

2k = 0,0057 + 0+ 0 41,0988 = 1,1045

2k Sy = 2,3559 — 1,745 + 0 — 0,3868 — -+ 0,5946.
Daher wird

b, — =708k B

1) Vgl. auch Buchwaldt ,Sfaeroidens Regnelinje®. Kopenhagen 1911, S. 10.
Abh. d. math.-phys. K1, XXVII, 4. Abh. 6
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Fiir die 8. Korrektion wird

h=b=k=lL=1,=1,=0
l, = 2816 l, = —3946 =005 l,— —248.6 ly = -+ 327,2 lo,= —6,8

lhp=9,04 4, =006 I,=—0,

tie wi—iz, — 0 wird

Ly=006 L,=—002 L,=—05 L;=—025 L,=-—025 L,,=0,03
alle anderen I; und L; sind fiir # = 0 selbst = 0
fir v — o, — 1756° wird

L, = 0,00388 L, = 0,000014 L, = 0,000 L, = 2198 L,= 1,645

L,= —2427 L,= —0,925 L= Jo 20 0 o — 10044

L, = 1,570 + L, = 1,178 B —90982% oF (=5 = 00778 Tp=i <0480

Ly, = 4,368 Ly, = 38,142 L,,—=——644 L, = —4,12.

(Die L; und L; mit den Indices 4, 5, 6, 8, 11, 13 sind nicht angeschrieben, da sie
mit den entsprechenden /; multipliziert, doch wegfallen)

also wird
21 Ly, = 20,44 S — 0
und
2l Lyy = + 10,7 — 0,1 4 0,0 — 546,2 + 538,0 4 16,4 — 8,4 + 0,8 — 0,9 = 4 10,3
2L, — + 4420 — 4648 + 0,5 + 192,1 — 157,0 — 29,5 + 28,4 — 0,4 4+ 0,3 = —193.

Daher wird

02195 60
= —1'79 yy =+ 1'7)9.

Man sieht an diesem Beispiel das starke Anwachsen' verschiedener Konstanten. Be-
sonders bemerkenswert ist es, daf die 3. Azimutkorrektion griéBer geworden ist als die
zweite. Das kommt hauptséichlich davon her, daf fiir y, = 185° %, von @, unabhingig
wird, wihrend es sonst mit @, sehr grot werden wiirde. Aus diesem Grunde wurde das-
selbe Beispiel (z, == 0; x, = 175%) auch fiir y, = 150° resp. 120° gerechnet und erhalten :

A) y, = 1500

@,— — 34,9111 b= 481,177 ¢,—1527 wi—2058'23'72 wi=—1'2°08 i '——40"91
@y=0 b,=0 ¢ =0 wy=—2059'937 wh— 1 1'7"56 wyi'—-140'87

B) z, = 120°
@y= —84,9111 b ——84746 ¢ —1430 ] =2°58'23"72 wi=1'9"12 p.'—_38'5

ay=0 by=10 =20 ws=—2°59'2"37 w3=—1'10"46 y;'=- 38'6.
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Maximalwerte der Azimutkorrektionen und Genaunigkeitsabschitzungen.
]

Vaa

Wir wollen uns die Frage vorlegen: Unter welchen Umstinden wird bei vorgegebener
Entfernung P, P, = z,—ux, die Azimutkorrektion (z. B. an der Stelle P) am groBten und
wie grof ist dieses Maximum fiir verschiedene Werte von ZTy— 2, P

Um einen Uberblick zu gewinnen, ist eine Losung dieser Frage mit miBiger Ge-
nauigkeit vollig ausreichend, wir beschrinken uns daher auf die 1. Korrektion »’. Es

ist nach 19a):

i e2 . 5 : e
Wi = — sin 2 4 . COS Z, — COS X, | .
4 %0 | sin (xy— x,) 2 -
Es handelt sich um das Maximum des absoluten Betracs von yi; dieses wird erreicht fiir
] f
Sy ]
oder
" el 4 =0 1 (2 5-40) t —i DY L &
Yo = 49% 130% etc. =— (2w — 1) .

Weiter wird, wenn wir

(@)

Ty — @, —

setzen (C ist fest vorgegeben):

c T
e? C
oSt o = Sas 2 Vs :
W = sin 2 3 —— oS 2, — C xr, — g
7y 4 S 27 Liﬂ o 0 Ccosz, — Csinz, — cosx,
2 P Viowe il
= S sing, | — C'sin z, + cosx ot e (10
ae e s e ] e sin C
) e : O cosC—sin (']
':/ = smag, - Coove - sing —_—
dx, 4 sin
32 i «
a ,/f-’ = — ’l/)l 4
X
i %y

Aus = — vy folgt aber, daB

5. = 0 ergeben sich die Extremwerte von w{. Aus o
oL 3 Xy
1 1

diese Extremwerte von i immer Maximalwerte des absoluten Betrags von i sind.
Die Maximalwerte der Azimutkorrektion wi (absolut genommen) werden also bei
vorgegebenem x,—x, = C erhalten aus

: ('sin @
g Ly s 1
sinC— CcosC
34) ; :
o e C c e Ete
i | |4 g0 cos% — cosa,

Das Aufsuchen des Maximalwerts von w; (absolut genommen) wiirde natiirlich nichts
neues geben: es wiirde einfach P, mit P, vertauscht.
6*
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Die folgende Tabelle gibt fiir einige Werte 2,— 2z, das 2, an, welches den ordhten
D D é 2 i 1 L)
Betrag von v; hervorruft, sowie die Griote dieses Wertes | ;

Ty—z, = 1° z, = 890 40/ il = . 60
= 10° — 869 40" = 611=  1'11
= 200 — 83° 19’ — 120'9—  2'0'9
= 30° — 790 54/ = 1830 =" 390
— 60° = 69° 20" = 385’1 =  6'25"1
= 909 — 570 31" = 6407 =  10'40'7
= 120° = 430 28" — 1048" = . 17'28"
— 150° = 2519’ = 2107* = 35 7
= 170° = 9927 — 6225" — 10 43(45".

Genauigkeitsabschitzung.

Unsere Differentialgleichungen und ihre Lésungen sind fiir die einzelnen Korrektionen
ganz gleich gebaut: So lange wir uns nicht zu sehr den Grenzen des Konvergenzbereiches
nihern, unterscheiden sie sich abgesehen von Gliedern von der Grokenordnung 1 nur da-
durch von einander, daB zu jeder folgenden Korrektion ¢? als Faktor hinzutritt. Es ist

: . 1 .

- der ersten, die dritte 1502 der ersten u. s. f.
oU

In den Azimutkorrektionen wird also eine Genauigkeit bis auf ca. 001 selbst

: : ; e e : 1
also im wesentlichen die zweite Korrektion 150
<)

im ungiinstigsten Fall erreicht werden

durch die 1. Niherung bis zu einer Entfernung P, P, = ca. 0°15

e s ” Mmoo P, P, = ca. 37°
D b
”» » 3 2 2 » » 1 1 “[ 27

die ganz nahe bis an die Grenzen des Konvergenzbereichs herangeht.
Bis zu einer Entfernung P, P, = ca. 60° gibt die 3. Niherung die Azimutkorrektionen
noch bis auf ca. 0/0001 genau.
Bei der Berechnung der Linge s der geodiitischen Linie P, P, ist (vgl. 29) fiir
%o = 0 oder 180° der grofite Fehler zu erwarten. Der Fehler ist aufierdem (so lange wir
nicht zu nahe an die Grenzen des Konvergenzbereichs herangehen) zum wesentlichen Teil
proportional mit #, — 2, oder auch mit s. Fir z, — 2, = 160° = ca. 2,8 = ca. 18000 km
1st zu erwarten
,2
als Fehler der sphirischen Rechnung allein: 18-108- (4 m = ca. 30000 me
% % o 5 i unter Hinzunahme

3 3- 4.2 = ca. 200 m
der 1. Korrektlon} 5:10%- im Lo )0 me

5 i e = - unter Hinzunahme |

: ; 30 ot o oy
derl.und 2.K01‘rektlonf . o 1,5 m

Im Logarithmus von s wiirde sich dieser Fehler von 1,3 m erst in der 8. Dezimale
bemerkbar machen (3 Hinheiten der 8. Dezimale).

Bei Beriicksichtigung auch noch der 3. Korrektion (vgl. S. 26) konnte fiir
P, P, = 18000 km der Fehler in s hochstens noch ca. 1 em betragen.



§.10.
Gegeben die Linge s einer geoditischen Linie, die Lage eines der Endpunkte
und das Azimut in dxesem Endpunkt,

Gesucht Breite und Azimut im anderen Endpunkt.

Wir rechnen bis auf Glieder et
Gegeben sei: 5 0. 9. Gesucht: ¢,, 7, 4,—4,.
Nach 8) berechne man zuerst aus o, das entsprechende @ auf der Kugel.
1 1 &
Das Azimut X, auf der Kugel ist:

=0 v

daher
¢ tg D, tg @,
Gl = Lo
N e cos X, cos (y; — wi — i)
a
: o @ 2 e
e tg],+711511/]t : s QDP] Lisimdy, i .sm,QJ
COS ¥, cos? 2 cos® y, cos®y,

w1 und ) sind hierin noch unbek'nm’r. Im folgenden werden wir sehen, daf ) in Form
einer Potenzreihe nach steigenden Potenzen von e? erhalten wird (dasselbe wiirde fiir {
eintreten, doch enthélt dabei schon das 2. Glied ¢® als Faktor, wird also vernachliBigt),
deshalb miissen wir | trennen in

5) ‘?/,){ == ‘l/ri ~‘— 7/)1"

wobei vy die Glieder mit ¢?, v; die mit e* enthilt. Nach Potenzen von ef geordnet, wird
dann die Gleichung )

(94

L fog , sin / : w SNy, wi® ld-sin®y,
tgz, = [ COS/J = ‘ : tg‘ (I’1J =t !tg Dol & i PR i .

Setzen wir noch
— o &

so erhalten wir nach kurzer Rechnung

x1:§1+51'+51

3 tg D,
g~ cos 7,
V1
36)
E =g S?‘ tg @, cos? &,

‘g e 2
. sm/, il Fsin g sy i i
& = cos?& to D, | (w -+ v St =l S tgd, | sin& cosPé,.
1 °1 75 1 (1[ T ) 1 2 COS3AI t COSZ}V'I 8 1 1
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Durch 36) ist 2, als Funktion gegebener Grofien und der noch unbekannten Azimut-
korrektionen ausgedriickt. Dasselbe muB fir X, geschehen. Man erhilt nach ganz
analoger Rechnung

Xo=Xo T %o T %o
sin y, = cos D, siny,

Y1 €OS y, cos D,

=
T

L oS %,
kb Ser e - e te® 2
Lo = — S (w1 +wi)cosy, + 5 sin ¥, ’ 4 (y1cosy, cos D, )? 5 14+ - 5

(Es ist hiebei allerdings nicht gelungen, eine ganz konsequente Bezeichnungsweise durch-
zuftihren : y, ist nicht der Winkel unter dem die geoditische Linie den Aquator auf dem
Ellipsoid schneidet, sondern ein geometrisch nicht niiher definierter Hilfswinkel).

Auch fiir 2, muf die analoge Rechnung durchgefiihrt werden. Es ergibt sich durch
Einsetzen von

it e L Elae e
Ly =&y T S "l' So T 59
in unsere Gleichung 29) (natiirlich darf s nicht in Metern, sondern muB in Bogenmal

s Meter

d. hvals Mol

gerechnet werden!).

Ty=o; + s+ &+ &

9

. é e - s e o
e eoi () 2ol L L, R )b sina (64 4)]
38) . : 3
E,= ——2cosy,[1—cos2(sH-&)] + i cos? y, [(m——sumﬁ cosz) + a4 cos? y, (sin®*x cosw +
= b
S 3 sl guliiiin . e e
+ , sinzcosz — 5 x) i (14 20,)(x —sinz cosz) + 2sin’z (a,— x) =
2 2 A1y
In der letzten Gleichung 38) ist dabei statt z, und x, irgend einer ihrer Niherungs-
werte zu verwenden. @, und a, wird nach 18a) berechnet — wieder unter Verwendung

eines der bereis berechneten Niherungswerte fiir z, und z,.

Aus 19a) erhilt man dann schlieflich die noch notwendigen Gleichungen fiir die
Azimutkorrektionen ' nimlich:

COS Xy, — COS I,

2 |

g - el
E sin (2 x4+ 2 %) :

= :
; ; ; el iy
W= y1 + Y1 = 1 gin 2 X, \ Vo

cos(s+ &, + & _i*‘fz) —0cos(& -k 8, )1

Lsin (s+ &)
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Daraus durch Ordnen nach Potenzen von e?:

e? 5-cos(&, + )

ki Al S e
W = sIn & - SICOSIE
4 o sin s :
30) - e? i S C0s(L, k9 s&sin (&,+s) sé&, cos & = ol i
o) Wil ok Vol & T = — 2 - & sin &, cosé
4 s A sin s sin?s = e 1
. e? scos (&, + s) ol
Yo €OS 2 3 : - —cos & |.
40 %o sin s i

wa erhalt man sofort bis auf Glieder et genau als

Seic ; s e
o coslB b B e (il o=l
Sin (s &,) ]

2

2

10) Vg = =sind (5| 4

u

Die zweiten Azimutkorrektionen v} und w: werden dann genau so berechnet wie
frither (vgl. § 5); nur ist {iberall statt %, und #, einer ihrer Ni#herungswerte einzusetzen.
Damit ist die Aufgabe im wesentlichen erledigt. Die Rechnung gestaltet sich —

um nochmals einen Uberblick zu geben — folgendermafen :

Zuerst wird aus ¢, nach 8) @D, berechnet. Damit sind auch die ersten Niherungs-
werte fiir #,, z, und X, bekannt, niimlich &, &, und Zo- Mit diesen Niherungen kann
zuerst y; (sowie wi und w3) und dann &1y &, %o berechnet werden. Hiemit wieder oy

= (sowie w3) und damit &, i

Jetzt kann durch Rechnung auf der Kugel (aus rechtwinkligen Dreiecken) D,, L,— L,

und X, berechnet werden und es ist

ik, — L =
@y wird aus @D, nach 7) berechnet;

1= X, Wo — 5.

Beispiel
Wir wihlen das 2. Beispiel des § 7 (S. 31 f.), indem wir die dort erhaltenen Re-
sultate fiir Linge s der geoditischen Linie und Azimut 7, und y, wieder zuriickrechnen.
Gleichzeitig sei fiir den Hauptteil der Rechnung ein Rechenschema gegeben.

Gegeben :

@, = — 33° 26/ 2: — 1879 52! 22400 s = 2,21258388 = 126° 46' 18“19.
Wie auf S. 31 findet man
P, — — 33915 25'9351)
!) Dies wurde mit 6 stelliger Logarithmentafel gefunden — daher der Unterschied gegen-




Mit 7 oder 8 stelliger Tafel ergibt sich:')

logtg®, = 9,81677706, log cos @, = 9,922 31910
—logecosy, = —9,87020323, log sin y, = 9,826 5795
logtg(-&6)= 9,946 57383 log sin y, = 9,748 89860
g = —41°29'4'706 %o = 145° 52' 50;743.
detzt b stellig:
e log & — 7,92 235.0 | logyi= 6,90807.0 |  logyi— 6,90807.0
+log cos (§;,+)=-8,914 67.8 & logsing, = 9,82658.0 | Jogeosy, = 9,87 020.3,
—logsin s ——9,90364.7 1 logsin2y,= 9,96 789.5, logtg d, = 9,81 677.7, log cos®, = 9,92 231.9
i e -+ log b =g7178g5.: ‘logoosié =  OMAOIAF e 0 f T 0o
logd= 9,355 @ - 5 ——————| _logcos®y, = —9,74 040.6 | _ log o o= @.@W“\@ 0. \;
log wi = 6,90 807.0 = e o
A= 0,22695.0, Sl = Togliy )= Y Te b
0000 59 loo e — 560044,
5 e ol iy == OuOCC WOQNL o°1 Tl IO OOO @OOOH
— COS ﬂ~”|c.\ﬁw 133 [ , £ —_0.00036320 T y “
= — W — 2146914 ,. i ? Savd — = ot papig
B=-—0,52218.3] _ =—1'14/915

ll

£, & = —41°30 19:62( —83° 08924

| A\
P
Inda)
Uy

\fn‘

+
o Homo 46' 182 2(s+ &+ &) = 170°31'57
S+ ETE= 815580 tot 7= 1459501457706
2s = 4,4251678 | log € = 0,51 429.7 | log (s &)= 0,34 526.6 log E= 0,29 941.1
-} sin o?n JTML = —0,992 569.5 log e’ — 6.92132.0 ﬁ Hom.OOmmmurT.mbH 9,87 441.9 log M( = 7,22235.0
L 8 : |  —logsin(s+&)=-9,90 304.0
—sin 2 ,+; +f. = 0,164 487.1 | 3 e ) . “
i h : i Ll \,_om cOs*® «\o+ \sv 5@.@“ 0,31 664.5 Ww<ﬁ‘v‘u_suﬂ\o+\ev .
C= 3268111 | log &, — 2 07322 logys = 7,48 986.3,
£, =0 QS 8671 8%+:+:+:T 0,08 066 s =-0,003 08932
e
=6'25"133 | E— 199256 =-1037:219.

Damit sind die Glieder mit ¢? erledigt. Von jetzt ab Rechenschieber.

1) Bs wurde mit der 8stelligen Tafel von Bauschinger-Peters (Leipzig 1911) gerechnet.
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Praktischer Weise wird man sich eine kleine Tabelle anlegen fir den Sinus und
Cosinus der Winkel y,, @,, &, s, &+, %o (3 bis 4 stellig). Man erhilt aus 39y

wi = -+ 0,000 005662 — 1168
also
pi=2'46914 + 1’168 — 2'48082 statt 2'48°08) |
; wie auf S. 32.
W — 10's57819. . o aioa|

Um ] und wi zu erhalten, hat man mit
Z,=§&+&=—41°30'20" mz,=s-+& & & —285022 24 Xo= xo+ xo=145°5046"

zuerst @; und @, nach 18a) zu rechnen und dann in das Rechenschema auf S. 33 ein-
zugehen. Jede einzelne Zahl bleibt genau wie dort, so daB man erhilt
wi = 0/891 ws = —1'597.
Also gesamte Azimutkorrektion v, resp. 0.
= 2' 487973 248:97 :
- statt | wie auf S. 29 f.
w, = — 10’ 38°816 — 103883 |

Weiter ergibt sich

aus 38) &, = 11,830.10-¢= 2442
aus 36) & =—479 .10-6= _ 0989 | (Die Berechnung von & und z, wire nicht
1 ? o o - eyt .
e Y — 787 106 — _ 1roq (Unbedingt nétig; man hitte dann , und X,
aus B7) k= Wik 10— 15al I aus rechtwinkl. sph. Dreiecken zu berechnen)
so daB wir schlieflich erhalten:
oy =& +E+HE =— 41930'20"611 l ~41°80'20j‘60l
By =s+&+&+EFE+E = 85°22'25716 (statt  85022'25'16 | wie auf 8. 91
Xo= 1ot ro+zo= 145°50'44"182 I 145°50' 44720
Mittels zweier rechtwinkliger sphirischer Dreiecke findet
man dann
D, = 34° 25’ 4286 N —  96° 46 A6
I, = 81°47'58"406 [, = —26°25' 6’588

also schlieflich :
Ay—d=1,—1 = 108°12'59'994 l 108° 12 60:00

X = Xo4y, = 96°36‘ 8°818 ;statt 96° 36 8/80 bis 882
o, — 34° 14 5998 34° 14 60°00.

Abh. d. math.-phys. K1. XXVII, 4. Abh. 7
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Formen der Bildkurve.?!)

Im wesentlichen ist die Form der Bildkurve bestimmt durch die 1. Ndherung:
e :
A) y = 4 sin 2 X, (a,sinx + a, cosx — x cos )

denn so lange unsere Reihenentwicklungen gelten (vgl. § 8), geben die folgenden Korrek-

1
turen nur Verbesserungen von ca. 150 des Betrags von dem y der 1. Nidherung.
5
Fiir sin2 X, = 0 also fiir
n

L ﬁ._é,; =0 L2 =)

d. h. fiir Aquator und Meridiane (vgl. S.8) wird y immer gleich Null d. h. Bildkurve
und groBter Kreis fallen zusammen. Dieser Ausnahmefall sei im folgenden ausgeschlossen.
Wir wollen jetzt die Schnittpunkte der Bildkurve mit dem groBten Kreis betrachten.

Durch Differenzieren ergibt sich aus A)

; d? (1)2 3 T . P =
B) 7 -sin 2 X, [(a,—1) cosz — a, sinz + zsinx]
dx 4 : 2 -
¥ s o =
(1) Al = 74? sSin ZAO ]«—- (a,l sinz -+ a, cosx — & cos x) _!_ 9 sin x] -

Fir den Schnittpunkt der Bildkurve mit dem groften Kreis (also fiir y = 0) wird daher

so lange sinz =0 d. h.

,Dann und nur dann ist der Schnittpunkt der Bildkurve mit dem grofiten Kreis
ein Wendepunkt, wenn er auf den Aquator fallt.“?)
Die Abszissen der Schnittpunkte ergeben sich (da sin2 X, == 0 vorausgesetzt ist)
aus der Gleichung

D) a,sinz + a, cosx — xcosx = 0
oder
41) z—a, = a, tgx,

also ganz unabhingig von X, Bei dem Ubergang von D) zur Gleichung 41) wurde
jedoch durch cosx dividiert. Das ist nicht gestattet, wenn cosz = 0 eine Losung der
Gleichung D) ist.

1) Vgl. eine entsprechende Diskussion bei Kriiger ,Konforme Abbildangen des Erdellipsoids in
der Ebene“. Verdffentlichungen der K. PreuB. geod. Inst. Potsdam 1912, S. 126 ff.
2) Vgl. Kriiger 1. e. S. 128.
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Fiir cosxz = 0 also fiir
T
g o
z =4+ (2n—1) 5
folgt aber aus D)
a — 0

@, kann aber nach 18a) nur Null werden, wenn entweder cosz, = 0 oder coszy, = 0.
Wir wollen denjenigen Punkt als P, bezeichnen, dessen cosZ, = 0 wird, und haben also
fiir diesen Fall

x2:+(27'z,~1)2 a, =0 0y = -+ 2.

Daher folgt aus D)
(¢,—x)cosz = 0
also

e und x = +(2n»—1)g—:x2+nn d. b ¢

» Wenn bei beliebiger Lage von P, der Punkt P, lings des grobten Kreises e
um + 90° vom Aquator absteht, so stehen alle weiteren Schnittpunkte der Bildkurve mlt

dem grokten Kreis um 2 — +(9m~—1) - vom Aquator ab.“ (Dabei ist nur wegen 32)
T lem B Wmhlen)

Damit darf der Fall cosz = 0 und zugleich der Fall ¢, = 0 als erledigt gelten.
~ Wir diirfen also im folgenden mit Gleichung 41) rechnen und @, & 0 annehmen.

Wir setzen
a) y=2a—a, =@
£) Yy =a,tgz =f,(2)
und erhalten die Losung von 41)

als Abszissen der Schnittpunkte
der Kurven a) und p).

AY

Gleichung @) stellt ein System
von (teraden dar, die unter 45°
gegen die X-Achse geneigt sind.

Gleichung f) bildet ein System
von homogen deformiertenTangens-
Kurven (vgl. Fig. 6).

HEs ist geometrisch sofort ein-
leuchtend, daB jede beliebige Ge-
rade des Systems a) irgend eine

der homogen deformierten Tangens- -
Kurven innerhalb eines Quadran-

SRR RGO

ten hochstens zweimal schneiden
kann. Falls P, und P,, zwischen
denen die geoditische Linie ver- Fig. 6.
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lguft, in diesem Quadranten liegen, so miissen die erwéhnten zwei Schnittpunkte aber
gerade den Punkten P, und P, entsprechen. Wir haben also den

Satz: ,Wenn P, und P, in demselben Quadranten liegen, so kann die Bildkurve
den grofiten Kreis P, P, innerhalb P, und P, nicht schneiden. Auch ein Tangieren in
P, oder P, ist ausgeschlossen (so lange P, = P,).“ :

Fiir eine weitere Diskussion iiber die Gestalt der Bildkurve ziehen wir hauptsichlich
noch das Vorkommen von Wendepunkten in Betracht. Die Abszissen der Wendepunkte
erhalten wir nach C) aus der Gleichung:

1) 2sinx — (a,sinz + a@,cos 2 — xcosx) = 0
oder
42) r—a, = (a,— 2) tgz.

Analog wie vorher setzen wir wieder :

7) y=x—a, = ¢, (%)

9) y = (2,—2)tgz = @,(2)

und erhalten die Losung von 42) als Abszissen der Schnittpunkte der Kurven y) und §).
Das Kurvensystem y) ist identisch mit dem System «) (System von 45° Linien); das
System J) stellt gerade so wie ) homogen deformierte Tangens-Linien dar, doch sind die
Koeffizienten der Deformation in ) und 6) verschieden.

Wir setzen fiir das Folgende fest:
£ tesp. o, liepo im 1, Quadranten. P, - P,
Typus 1. Dann konnen folgende Fille eintreten:
8 By )y I) =z, liegt auch im 1. Quadranten:
\ % Die Bildkurve schneidet den grofiten Kreis innerhalb P, P,
H/ 2 nicht (nach obigem Satz). Ferner muk — damit tiberhaupt zwei
B Schnittpunkte P, und P, zwischen @) und ) im 1. Quadranten
\ entstehen konnen — fiir a, gelten:
i D=<a - I
pildkurve Also ist @, —2 <0 d. h. die Kurve 8) liuft durc'h de}l 2. und
B et —p 4. Quadranten, kann also von der Geraden a) nicht innerhalb
' Gr Kreis - , und x, getroffen werden. Iolglich hat die Bildkurve inner-
Fie. 7. halb P, P, keinen Wendepunkt.

Die Bildkurve hat somit nebenstehenden einfachsten Typus.

IT) =z, liegt im — 1. Quadranten:
Auch hier muf sein:
G, = 1 und @, — 2 <0,
Also gilt wieder im wesentlichen Fig. 7 fiir die Kurven a) y) ) 6). Zwischen P, und P,
tritt ein Wendepunkt auf. Fiir #, = 0 oder z, =0 fillt er nach P, oder P, selbst.
Weiter sieht man aus der Figur: Das Auftreten eines und nur eines Schuittpunktes P,
(von Bildkurve und grofitem Kreis) zwischen P, und P, ist moglich aber nicht notwendig.




Wir haben somit folgende Typen 2 und 3 fiir die Bildkurve:

Bei Typus 3 ist P, nur dann selbst ein Wende-

; Typus 2.
punkt, wenn P, und P, symmetrisch beziiglich des Null-
punkts sind. Allgemein liegt der Wendepunkt inner- ILE A sy
)
halb P, P,, wenn 4 &7 £

wie man sich aus Fig. 7 {iberzeugt.

P, kann auch nach P, oder P, fallen, so dag die
Bildkurve in P, oder P, tangiert (also die Azimut-
korrektion dort zu Null wird). Die geometrische Be-
dingung dafiir, daf P, nach P, fillt ist: die betreffende Typus 3.
45° Linie a) muB die deformierte Tangens-Kurve f)
in P, beriihren. Oder analytisch :

-
2 B~—"F

((ng e a 1 oL s
de ), o F@P P&P
1 7 2
und analog fiir z,. EF, S
1g.
Aus 18a) erhilt man dann :
ne l Bedingung, daB die Bildkurve in P, tangiert.
: sini(w, &,) cos,
43)
et e P
sin (x,— ;) cosz, = e 4 Ty <
Aus 43) ergibt sich neben- & PR 5'00 G 0 o

stehende Figur und es ist

ldngs OAC v, — 0

ge UBE oy — 0 -20

(wobei v, und vy, die Azimut-

korrektionen bei P, und P,
bedeuten).

Fir alle Punkte z,, z,
innerhalb OAC B schneidet die -50
Bildkurve den grofiten Kreis
innerhalb P, P,, fiir alle Punkte -60°
auBerhalb dagegen nicht.

Schnittpunikt P,
innerhald P, P,

il
Q

Die letzte Behauptung kann 7
folgendermaBen als richtig er- o
: 80
kannt werden :
Liegt P, und P, symme- 90° C

trisch zum Nullpunkt (z, = - 2,), ;
so fallt der Schnittpunkt P, auf ‘}
den Aquator (vgl. Fig. 10) also -ac
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innerhalb P, P,. Er bleibt auch immer innerhalb
P, Py, bis er eine der Kurven y, =0 oder w,=0
tiberschreitet (bei Verdnderung der Lage von P,
resp. P,).

III) =z, liegt im 2. Quadranten.

Es mut (vgl. Fig. 11) a,< 0 sein. Daher auch
a,— 2 <0 und zwar ist |a,—2 | > | @, | also sind
die Ordinaten der Wendepunktskurve 8) absolut ge-
nommen groker als die entsprechenden Ordinaten der
Kurve f). Also:

Kein Schnittpunkt P, innerhalb P, P,, auch kein
Tan gieren der Bildkurve in P, oder P,; kein Wende-
punkt innerhalb P, P,. Typus 1.

IV) =, im 3. Quadranten; jedoch z,— 2z, < 2R
(vgl. Konvergenzbedingung 32).

Wegen o, — 2, <2R muf (vgl. Fig. 12) a,<0
sein. Wir erhalten dieselben Resultate wie in III),
jedoch einen Wendepunkt zwischen P, und P,
Typus 2.

B

w_._,-__w,“\i___________

V) =z, im — 2. Quadranten; jedoch |z,—z,|<2R.

Wieder wegen | 2,— 2, <2R (vgl. Fig. 12) ¢,<0.

Ziwischen P, und P, tritt (und zwar im 1. Quadranten)
ein Wendepunkt auf; genau wie IV. Typus 2.

Fig. 12.

Damit sind alle Fille erschopft, bei demen unsere Konvergenzbedingung 32) erfiillt
ist, bei denen wir es also wirklich mit kiirzesten Linien zu tun haben. Das wichtigste
unserer Resultate wollen wir nochmals zusammenfassen :

,Ein Tangieren von Bildkurve und gréktem Kreis in einem der Punkte
P, und P, oder ein Schnittpunkt P, innerhalb P, P, sind nur mdglich, wenn
#, und z, resp. in zwei durch den Aquator getrennten Quadranten liegen.

Die Untersuchung der Formen der Bildkurve aus unserer Gleichung 41) unter Zu-
lassung von Werten «,— 2, |> 2F hat, so lange die Konvergenz der Reihenentwicklungen
fiir diesen Fall zum mindesten sehr fraglich ist, keinen groBen praktischen Wert. Man
wiirde dann noch all die Formen erhalten, die Herr Professor Kriiger in seiner zitierten
Untersuchung iiber die konforme Abbildung des Erdellipsoids auf die Ebene erhielt.?)
7. B. ergeben sich fiir #, im 1. 2, im — 3. Quadranten unter andern folgende Typen:

B T e I B e

Fig. 18.

1) Die Konvergenz der Entwicklungen ist aber hiebei nicht gepriift worden.




Eine Bemerkung sei noch angeschlossen: Wenn | 2,— 2, | um so viel <2R ist,
1A i . : :
daB - von der GroBenordnung 1 wird, dann beherrschen wir nach § 8 den
sin (@,— @)
Verlauf unserer Bildkurve bis auf mehrere volle Umldufe. Wir sehen dann aus Pig
dak die Abstinde der aufeinanderfolgenden Schnittpunkte mit dem gréften Kreis sich =

ndhern (im allgemeinen sehr rasch!).

g=(
Enveloppe der geoditischen Linien.

v. Braunmiihl?), Rohn?) u. a. haben die Enveloppe geoditischer Linien auf Rotations-
flichen mittels elliptischer Funktionen behandelt. Eine Anwendung auf das Krdellipsoid
haben ihre Untersuchungen wohl nie gefunden, was mit den schwer zu iiberblickenden
Resultaten zusammenhiingen mag sowie mit den umstiindlichen Rechnungen, die fiir jeden
Hinzelfall notwendig sind. So ist selbst tiber die Grékenordnung der auf dem Erdellipsoid
auftretenden Enveloppen meines Erachtens noch nichts bekannt.

Unsere Aufgabe soll es im folgenden sein, mittels unserer bisherigen Resultate be-
queme und doch bis auf ca. 3" genaue Niherungsformeln fiir die Enveloppen geoditischer
Linien auf dem Erdellipsoid aufzustellen. Zugleich haben wir Gelegenheit, durch Vergleich
mit einem Braunmiihlschen Resultat zwei Stichproben auf die Richtigkeit der Glieder
unserer 3. Korrektion anzustellen.

Die Fnveloppen auf dem abgeplatteten Rotationsellipsoid haben eine Gestalt, die
stark an eine Astroide erinnert. Fiir einen Punkt P mit der Breite ¢ liegen 2 Spitzen
auf dem Parallelkreis — ¢ (der Bequemlichkeit halber wollen wir sie im folgenden ,Spitzen
auf dem Parallelkreis® nennen), die zwei andern Spitzen liegen auf dem (iiher Nord- und
Siidpol fortgesetzten) Meridian durch P (,Spitzen auf dem Meridian®). [Niheres vgl. bei
v. Braunmiihl?).]

Fiir einen Punkt auf dem Aquator arten bei der Bestimmung der Spitzen auf dem
Parallelkreis (hier Aquator) die elliptischen Funktionen?) aus und es ergibt sich nach
kkurzer Rechnung das einfache Resultat:

Abstand d der niher gelegenen Spitze vom Punkte P

= f/n (b = kleine, @ = groBe Achse des Ellipsoids; Zahlenangaben und Zitat S. 30)

= 3,131 091 02214
236 6/11697.

= Jr

Der Abstand der zwei auf dem Aquator gelegenen Spitzen von einander ist daher
1912’ 12°23394.

1) v. Braunmiihl ,Uber Enveloppen geodiitischer Linien“. Math. Ann. 14, S. 557 ff.
5 »Die Enveloppen geodiitischer Linien auf das verl. und abgepl. Rotationsellipsoid®.
Abh. zu den math. Modellen angefertigt im math. Institut der K. Technischen Hoehschule in Miinchen.
Abh. XVIII.

2) Rohn ,Die geoditischen Linien auf dem Rotationsellipsoid“. Abh. zu d. math. Mod. ete. Abh. IV.
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Jetzt soll 1. der Abstand ¢ mit moglichster Schiirfe aus unseren Niherungsformeln
hergeleitet werden (zur Kontrolle der Formeln) und dann sollen 2. Niherungsformeln fiir
die Enveloppe eines Punktes mit beliebiger Breite ¢ berechnet werden.

I. Eine Spitze auf dem Aquator wird ausgeschnitten durch eine dem Aquator un-
endlich benachbarte geoditische Linie. Wir denken alles auf die Kugel tibertragen und
charakterisieren auf der Kugel das Abbild der geodiitischen
Linie durch 2 ihrer Punkte P, und P,: P, auf dem Aquator,

P
.
.

TT . : & ik
Agquator S P, um 5 von P, und um 6 vom Aquator entfernt. & ist in

Fig. 14. der Grenze gleich Null zu setzen. Wegen der Konstanz der
Léngen bei der Abbildung wird P, P = P. S — d.

Nach unserer gewohnten Bezeichnungsweise haben wir:

e ;’ +0; P,P=u=; y=f(2) Gl d. Bildkurve (§ 5); PS=dsinz.
S ist definiert durch

44) —y = dsinx.
Fiir die 1. Ndherung (y = ') findet sich nach 18a)

2
@ —ra,=—0 Yy = — —Z sin (180° - 29) z cosx

= -} g 0 xcosx
(wobei hohere Potenzen von J vernachldBigt wurden). Hs folgt also nach 44)
2 ;
452) g+ 57 =0

und daraus
x = m — 35' 5b'4 (Fehler: 10!7).

Fir die 2. Korrektion wird

o
k:——z-é 2 fo—0 ky —0 k=1,
ferner nach kurzer Rechnung (vgl. § 7):
b, == — 1,36 685 o — 0
daher
L Tl iteenane il wnme moosu]
Yo O ; 5 sin +451. Lo

und deshalb in 2. Niherung (y = v’ + %“):

2 4
45b) tgs + 5 @ + 5 [82 + tg (246 740 — a%)] = 0

und daraus
x = m — 36' 62066 (Fehler: 07051).
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3. Korrektion: Hs wird nach 26 a)

l, = 1,30 842 l; = 0,875 Jip— 0195

alle anderen / sind Null. Weiter gibt 26b) fiir
e — () Rl

1

i LT =L,= Ly = Lr T Lm =0

. i — 0.5 1 — 0,36 685 L., — 0,86 685

' 2 L —o078p40 £ 099270 L. - 103866

1 ;
aiso

(2l L)y =(21L),,=0 und 21 L)y, = 0,92934 (Berechnung von (‘V.‘f}',,]/'),(2 unnotig),
daher aus 25)
i = 99951 P

Weiter folgt aus 26 a) und 26 b) nach einiger Rechnung :
sine S1L — cosx 1L = 0,46 671 sinz + 0,18752% sinz — 0,46 671z cosz -+ 0,02 083 23 cosz
aus 25)

y"' = ¢°0 [0,46 671 x cosz — 0,02 083 23 cos z — sin 2 (0,46 263

0,1875 2?)]

also in 8. Ndherung (y = '+ y“+ y'):

2 o 7
l tgx 4 ( @ 0) [Bz + tgz (2,46 740 — 22)] +
45 ¢) : 2 ' 8

l +¢°[0,46 6712 — 0,02 083 4° — tg x (0,46 263 — 0,18752)] — 0

und daraus
r=xm—36'6'1172 (Fehler: 0/0002).

Der Fehler von 070002 entspricht der zu erwartenden Ungenauigkeit der 3. Niherung.
Die Probe auf die Richtigkeit ‘unserer Formeln stimmt also.

II. Gesucht die Enveloppe eines Punktes P, mit der Breite &,.

Die Enveloppe ist der Ort der Schnittpunkte unendlich benachbarter geoditischer
Linien, die durch einen Punkt P, gehen.

Wir kénnten das unter I) angewandte Verfahren fiir einen Punkt P, mit der Breite
D,, sowie fiir ein beliebiges Azimut X, der geodiitischen Linie verallgemeinern. Dement-
sprechend wiirden wir dann zwei unendlich benachbarte geoditische Linien durch 2,
durch zwei ihrer Punkte P, und P, resp. P, und P, charakterisieren, wobei P, P, (resp.
P, P)) = 90°, sowie das Azimut des grofiten Kreises P, P, (resp. P, P,) im Aquator = X,
(resp. X, + ) zu wiihlen wire. Man gelangt jedoch auf diese Weise zu einem recht
komplizierten Formelsystem fiir den Schnittpunkt der beiden unendlich benachbarten
geoddtischen Linien (transzendente Gleichungen; Genauigkeit der Resultate dieselbe wie
in I), so dak es besser erscheint, auf Kosten der Genauigkeit dadurch bequemere Formeln
zu erreichen, daf man die zwei unendlich benachbarten geodiitischen Linien durch B
folgendermafen festlegt:

Abh. d. math.-phys. K1. XX VII, 4, Abh. 8
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/ Die erste geoditische Linie & sei charakterisiert durch P, und P
p_§—~F , zweite . G 5 e P
P o]
: & wobei P Pj= P P’ = ¢ ist (6 in der Grenze = 0); die grifiten
—90° ’jjl : Kreise P* P, und P, P’ fallen zusammen (cf. Fig.)?), sie schneiden

den Aquator unter dem < X,—90°.

\
/{L;'ua tor

sin D,

cos X,

Fig. 15. SN — —

Nach unserer fritheren Bezeichnungsweise (vgl. § 5) gilt:

O S Ay e i
i G, — X, — W= 0
e Of s e o) o

Die Konstanten, die sich auf G* beziehen, wollen wir konsequenterweise mit a*, a*

bezeichnen. Analog y*, J* J*% L* L* Wir bekommen :

y 3 o A Sy St s S a1
@, = cos&, (cosx,— O sinz,) @, = X, — SINZ, o8&, + dsin’x,
o 9 1 A SRy (T iy irep 5
a* = a, 4 20sinz,cosz, a*f — a,—20sin’x,.

Fiir den Schnittpunkt der geoditischen Linien muf #*—y — 0 sein, also erhalten
. . o, A /
wir in 1. Nédherung: y* —y = 0
(@*—a )sine + (a*—a, ) cosz = 0
20 sin a4, coswysine — 20s8in? ¢, cosx — 0

sin &, sin (¢ — z,) = 0
d: ihy
x = x,-+ 180°

(da @, = 0 nur wieder den Punkt P, gibt).
2. Ndherung: ¢* — o'+ y*—y" = 0.

Zu bestimmen ist hierin noch

& -
Ay yH—y'= ; sin2 X, [ (05— b )sinx - (b;—b,) cos + sinz (X k*T*—ZkJ) — cosx (Zk*T*—ZkJ)]

also handelt es sich zuerst um die Berechnung von b*—0b, und 6% —b,  (sie werden klein
von der Ordnung 6 werden). %“ muf Null werden fir # =2, und z= 2, | 0.
Also gilt:

a) 0=0b,sinzy— b,cos x,~+ sinz, (Zkd )s,— cosz, (ZkJ )y,

B) 0=0,0cosxy+bydsinwy=- 0 cosay(Skd ey +sinay(Zh A )yy+ Ssinzy (Zkel )uy—cos By (Zh AT )y, .

1) Es ist einleuchtend, daf die Genauigkeit auf diese Weise eine geringere werden wird, als bei
der vorher angegebenen Methode: Die groBten Kreise, durch die wir die geoditischen Linien in
1. Niherung ersetzen konnen, schnitten sich bei der 1. Methode fiir # = 180°. Die Glieder mit e?
gaben also bereits eine Korrektion dieser 1800, Jetzt fallen aber beide grofite Kreise zusammen, so daB
offenbar ein Schritt verloren gegangen ist.
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Gleichung f) ist aus a) durch Differentiation nach 6 hervorgegangen; AJ und AJ

bedeuten
AR A ,
o) i 5

Ebenso muf ¢** Null werden fiir = %, und # = x,— §; also gilt:

7) 0=10sinz,—b% cosz, -} sinz, (Zk*J*),, — cos z, (Zh* J*),

&o

d) 0= "b7dcosz,+b%dsinx t+dcosxy( 2L ™), —sin z( Sk*AT*),,+Osin ) Sh*T*),+c os (2 kX AT*),,.

V)

ileichung d) ist aus y) durch Differentiation nach —J hervorgegangen; AJ* und AJ*
bedeuten

At A
——(—0) resp. —— (—94).
Az - Hjimep Az (=)

‘Wenn man noch beachtet, dak
)

(e, = o

xo

und () — ol =
also auch

AT =" (A - (AT, = (A ),
so erhilt man aus a) bis 9)
g 0= (b7—0b,)sinz,— (b;—0b,) cosxy+ sinz, (S E*—k)J ), — coszy (Z(k*—F&) )y
) 0= (b*—b,)dcosz,+ (bi—0b,) dsinx, | sinay (2 (B *—k) A )oy — cosao(EF*—E) A )zy+
—+ 0 cos (2 (*—F) S Yoy + Osina, (2 (k*—k) J )y,

und daraus:

S(r—k)dd) EFE kA )

bf—b — (S (*—%h) J )o,— sinzgeosa, — = L 1+ cos?x, =
bi—b, = — (Z(I*—F) J )uy + sinz, cos - s f";;{) A )y — sin?z, EE - 37‘7) Ad )z
3 & C

und daraus nach einer kurzen Nebenrechnung, die sofort nachgetragen werden wird :
b—b, = — 2 (Ft—k)J,
46) ’ 1)1 )1 »1( e ) 0
| 6=, = — S5 T,
Nebenrechnung: Nach 16) und 21) mubk 2k, rvesp. 2k*J,, die Form haben:
Sk = [ 5’c<)s,q;/“(g;) dx s, l I,}:k Al — - BCosE (1)
also auch ¢ _ ,_
ST [feosaf)ie, | | SF44 T, = — Scosof*()

wobel f(x) und [*(z) irgend zwei uns nicht weiter interessierende Funktionen von 2z sind.
Daher wird:

2lFd Jey— 2k Adyy = 2 (k¥ —k) A J g = — O cosx, [[*(x,) — [ (%)]
und ganz analog:

= S —h) A Tp = — 6 sin @, [[*(#) — F ()]
8*
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Unter Beriicksichtigung der letzten zwei Gleichungen erhilt man aber sofort:

kyd.J, 2 (k*—F) A

— sinx, cos &, 0 L cos?a, =)
0 o
>(k*—Fk)dJ > (k*—1Fk) A
ikt Sl '/ T SR e bl et -
S1n %o COS X, - 5 > — sin® z, s e e 0 g- e. d.
Aus 20) ergibt sich:
bk — —2dsinxgcosd,(1-2cos2X,); K-k, —=0; £ -k — 20sin?x,sin?X; K% =0
daher aus 21)
2(E*-Fk)J = —dsinx,coszy(1-2cos?X,)sin?z + dsin?x,sin? X, (z 4 sinzcosx)
2 —F)Jz=O0sin®a,(xysin® X, |- sinzgcoszgcos?Xy) = — (0 —b))
2 (k*=Fk)d = —0dsinx,cosz,(1—2cos?X,)(x—sinzcosz) + dsin®z,sin? X sin®x
2kt =k)d,— O [sin*z,sin? X —sinz,cosz,(1-—2 cos? X)) (x,—sinx,cosz,)] = —(b*—5,)

also (vgl. die Gleichung A) auf S. 58):

sinw 2 (k*— k) J—cosx 2 (E*— k) JJ=0[ sin x,cos Z4(1 -2 c0s?X,)) (sin z—2 cos x)—sin? x,sin® X, zsinz |.
> (k*—F)dJ- S(k*—E)J=4[ 5 o(1-2co0s2X, 3 p, sint X, ]

Damit wird schlieklich :

4
e S . S
M ) 1 sin2 X sina, [Asina + Beosz 4 Cxcosx + Dasinx]

wobei
A = — sin x, (2,s1n? X, + sin , cos &, cos? X)) — cos 2, (1 — 2 cos? X))
B = — cosx, (1 —2 cos? X)) (w, — sin z, cos 2y) + sin® z, sin? X,
Oi— cosa,(1— 2cos? X))
D= simnxjsinc X,
47)

Die Enveloppe ergibt sich aus y™—y'+ y*"—y" = 0 also:
0 = (asinz + beosx) + e (Asinx + Beosz + Cxcosz + Dxsinx)

wobeil noch

a4 — 2cosay b = —2sina,.
Die letzte Gleichung stellt das Abbild der Enveloppe auf der Kugel dar.
Bei der Ableitung von 47) wurde durch sinz,sin2 X, dividiert. Trotzdem gilt 47)
auch fiir #, = 0 (also fiir einen Punkt des Aquators) sowie fiir X, = 0° oder 180° (also
fiir die Spitzen auf dem Meridian), da bereits bekannt ist, daf die verschiedenen Enveloppen
kontinuierlich in einander iibergehen.

3 7 2 5 - 7T - aT
Die Spitzen auf dem Parallelkreis erhilt man aus 47) fiir: z,= ; X, = 5+ @,
= - 5 » Meridian - : . a0

1) D. h. als Schnittpunkt zweier geodiitischer Linien, die den Parallelkreis in P, beriihren,
vgl. v. Braunmiihl, Ann. 14.



61

Im folgenden soll noch die Lage der Spitzen der Enveloppe fiir Punkte P, mit
verschiedener Breite @, untersucht werden.

A) Spitzen auf dem Parallelkreis.

= I o 7T ;
Fir ¢g=_; X,=_ + @, wird:
& ~
@ — 0 =i g A= —=cos? Dy; B — 0o D, ; C=d0;: D=— cosi®,

L

Also erhalten wir aus 47) die Gleichung fiir die Spitzen auf dem Parallelkreis in

S . -
o Z ) SIinE — Cos% |.

Diese Gleichung #ndert sich nicht, wenn man z mit 180°—z vertauscht, d. h. aber:
die beiden Spitzen liegen ftir jedes @, nach beiden Seiten gleichweit vom Punkte P, ab.
Aus 48) ergibt sich z (fiir @, =F 90° 270° etc.) als etwas kleiner wie 270°. Wiichst

der Form:
e?

48) 0 = cosx -} d cos? D,

Dy von 0° bis 90°% so muk sich offenbar # immer mehr 270° niihern, d. h. aber geometrisch :
die Spitzen riicken immer mehr zusammen, bis sie fiir @, = 90° zusammenfallen (in den
1 "

Gregenpol).

Quantitativ sieht man aus 48), daB die Entfernung p der Spitzen voneinander
proportional mit cos®®@, abnimmt (bis auf Glieder hoherer Ordnung d. h. so lange

- p p ,
COSZ = COS (210 —7]) = — J‘) gesetzt werden darf).
“d ol

Beispiele: Man erhilt aus 48) fiir

o — 0 . . s i "y ) el
@D, =0 die halbe HEntfernung f‘) der Spitzen voneinander = 36’ 2’5 Fehler ca. 376
@l o i 5 5 ; 27°1'9 ey
D, — 450 : - ; . 1818 5o l8
(Z)() == 6OU ’” ” ” ”n ” ” 9‘ O:’B 9 ') 0:’9
G . 5 ’ 0’070 v U0

und zwar ist immer der Abstand der Spitze von P,: 2 R ———«5

B) Spitzen auf dem Meridian.

By @, — @, X, — 7 cchily tian o A7y
@ — Zecos D b= —2sm @,
A —vcest @ = B — cos D (P,—sin@ cos @iy Ui—— Co=D 7 ) =)

und die Gleichung fiir die Spitzen auf dem Meridian wird : %)

2
. e = > s
i e ; 0.2 . . TEa ;
49) 0 = sinz—tg Dycosx +  [cos® Pysinz + (P, —sin B, cos By) cosz—zcos z].
1) Dies alles gilt fir das Abbild der Enveloppe auf die Kugel. Ein Zuriickfilhren der Resultate
auf das Ellipsoid hitte mit den in § 2 und 8 angegebenen Ubertragungsformeln zu geschehen.

= 2 3 e S - T = o .
2) In 49) ist durch cos @y dividiert worden. Dies ist fiir @y = obe riickgingig zu machen.
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Diese Gleichung &ndert sich sehr wohl, falls man & mit 2 &,— z vertauscht d. h. die
Spitzen stehen nach beiden Seiten nicht gleichweit vom Punkte P, ab (ausgenommen

Jt
s ote.)
wenn P, = 0, _ etc.).

Beispiele: Man erhilt aus 49) folgende Abstéinde der Spitzen von P, (wobei der
eine Abstand Ay tiber den Nordpol, der andre Ay iiber den Siidpol gemessen ist):

D, =0 Ay —180986' 2°4 Ag = 180° 36" 2'4
Dy = 450 Ay = 180°17' 55°7 Ay = 180° 18' 67
B, = 90° Ay — 1807 Ag = 180°.

Anmerkung. v. Braunmiihl hat den Satz aufgestellt,!) daf sich auf dem abge-
o 5 <]
platteten Rotationsellipsoid zwei unendlich benachbarte geoditische Linien erst nach Vol-
lendung ,ihrer halben Periode“ schneiden. Dieser Satz scheint zwar mit unseren Resultaten
D »
unter B), nicht aber mit denen unter A) zu stimmen. Die Unstimmigkeit ist jedoch bloB
scheinbar: Der Braunmiihlsche Satz behauptet nur, daf sich zwei benachbarte geodiitische

Linien, die von einem Punkt P, des Kreises @, = const. ausgehen erst schneiden nachdem
sie den Kreis —®D,= const. getroffen haben.?) Dies widerspricht aber unsern Resultaten
keineswegs.

Enveloppen héherer Ordnung.

Die Gleichungen 48) und 49) haben natiirlich unendlich viele Losungen z. Je zwei
aufeinanderfolgende Werte dieser x unterscheiden sich ungefiihr um z voneinander. Setzen
wir deshalb in 48) resp. 49)

#=@n+1)5—0 resp. z=mnz+ G+ &

(wobei n =1,2 ...), so wird 6 und ¢’ klein wie ¢ und wir erhalten nach kurzer Rech-
nung unter VernachldBigung hoherer Glieder in e?
: e? e
aus 48) 0 = - nx cos’ D,
-l
(32
aus 49) 0' = — nxcos? D, .
9
2
Wenn wir in 49)
= —(ma— D, 4 0")
setzen (also im Sinne fallender # fortschreiten) so wird
(,9
o8 — 0 = SNt D,

Daraus sehen wir: 1. Die Abstinde der Spitzen der Enveloppen #. Ordnung sind
(bis auf Glieder hoherer Ordnung) # mal so grof als die betreffenden Abstéinde der
Enveloppen 1. Ordnung. 2. Die Spitzen beider Art riicken proportional mit cos®®@, zu-
sammen, wenn @, vom Aquator zum Pol fortschreitet. 3. Die Abstinde der Spitzen auf
dem Parallelkreis (= 20) sind gleich den Abstinden der Spitzen auf dem Meridian
(= 0'+ 0") bis auf Glieder hoherer Ordnung.

1) Math. Ann. 14 (1879) S. b63.
%) Und zwar auf dem Weg: Py auf Kreis @y = const. — Grenzkreis (d. h. Kreis, dem das grofste @
zukommt, das von der geod. Linie erreicht wird) — Kreis @y = const. — Kreis (— ®;) = const. (vgl. L. ¢.S.558).
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Kine zweite Probe auf die Richtigkeit unsrer Formeln 24) bis 26) fir
die 3. Korrektion.

Die bisher angegebenen Formeln fir die Enveloppe geoditischer Linien lassen sich
ohne Schwierigkeit durch Beriicksichtigung der 8. Korrektion y‘ auf Glieder mit ¢* er-
weitern. Die Rechnungen sind ganz analog den auf S. 58 . bereits ausgefiihrten ; die
dann noch auftretenden Fehler sind von der Grifenordnung 0°01.

Zur Kontrolle der Formeln 24) bis 26) wurden fiir P, = 0 die Abstinde der Spitzen
der Enveloppe, die auf dem Aquator liegen, bestimmt.

Ganz analog wie frither wurde nach einiger Rechnung folgende Gleichung fiir das x
der Spitzen gefunden :

ety : | et (= : o 2 l
0 = cosz + S tls ) ST cost e g |lg —@)sinz — ri—qwx 1t 7 ) eos?|
k. -l =) -l c !

daraus berechnet sich ein z zu:
2700 — 36' 67144 (Fehler: 0/027).
Der Fehler von 0,027 entspricht der zu erwartenden Ungenauigkeit der 3. Korrektion.
Die Probe auf die Richtigkeit unserer Formeln stimmt also.

848

Nomographische Darstellung der Azimutkorrektionen.

Die Azimutkorrektionen v wurden, wie sie sich in 1. Niherung ergeben, nomo-
graphisch dargestellt. Hs wurde also gesetzt (cf. 19a)

e
B e N
gy, — 4 sin 2 X

= 344/172sin2 X, - f(w,, 2,).

S oSt cosy
=)

Hierin ist zur Abkiirzung
i |
----- cosw, cosxl} = (2, z,)

e
Ly G

o 1
gesetzt. 1)

Es wurde nun zuerst f als Funktion von #, und #, nomographisch dargestellt. Zu
diesem Zwecke wurden fiir ca. 120 zusammengehérige Werte von #;, und 2, — wobei

z, < angenommen wurde — die zugehérigen Werte von /' be-

0=z = ;C und | z, -
2
stimmt. Diese 120 Punkte z,, #, wurden so ausgewiihlt, daB sie den in Betracht kom-
menden Bereich ungefihr gleichméBig iiberdeckten. Jedem dieser Punkte ist dann ein
Zahlwert f zugeordnet; durch Interpolation konnen die Kurven f= 4 (wo 1 ein variabler
Parameter) gefunden werden. Die Interpolation geschah im allgemeinen linear unter
Bentitzung je zweier benachbarter Punkte oder gelegentlich auch (besonders zu Kontroll-
zwecken) unter Beniitzung dreier Punkte nach der Newtonschen oder Lagrangeschen

1) #; und x, sind dabei in Teilen des Radius auszudriicken.
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Interpolationsformel. f &ndert sich nicht, wenn man #, mit —®, und z, mit —2z, ver-
tauscht, ferner dndert es nur sein Vorzeichen aber nicht seinen absoluten Wert bei Ver-
tauschung von #z; mit @ — 2, und 2, mit #—,. Daher konnte ohne weitere Berechnung
von Punkten @,, #, allein durch Drehung der Figur der ganze Bereich xz,—z, |<2R
mit Kurven f= 1 iiberdeckt werden. (Vgl. Tafel 1.)

Man konnte jetzt die Azimutkorrektion i, ganz analog

va aus zusammengehorigen Werten X, und f interpolieren. Dies
o s e wurde auch tatsichlich ausgefiihrt, und es ergaben sich Kurven
/////"’ von nebengezeichnetem Typus. Dieser Typus gibt also fiir
( kleine f sowie fiir X, nahe 0° oder 90° etc. auBerordentlich
\ \ schlechte Schnitte (also gerade fiir die Werte, die kleinen
\\S::— Azimutkorrektionen entsprechen, die daher Fehlern gegeniiber
? F verhiltnismiBig sehr empfindlich sind). Um diesem Ubel-
O 16 stande abzuhelfen, haben wir logarithmiert, so daB wir
: haben :
] a) . log "‘):1:;{ = logf + logsin 2 X, oder aber:
50) =
5
1 T 34/3—,17 sEL sin 2 X, .
Das Nomogramm von 50a) besteht aus drei logarithmischen, parallelen und #qui-
distanten MakBstiben. Die beiden HuBeren (f zur Rechten und X, zur Linken) haben

gleichgrofie Teilung; die des mittleren (fiir v) ist nur halb so groB.?) Ganz analog wird
50b) dargestellt, nur kommt hier f mit halbem MafBstab in die Mitte.

Das gesuchte 3 wird dadurch gefunden, dat man das gegebene X; und das aus
Tafel 1 gefundene f miteinander durch eine Gerade verbindet: diese Gerade schneidet v aus.

50 a) egibt gute Schnitte fiir kleine v, bei kleinem | sin 2 X, |
i s : ol | vgl. Tafel 2a) und 2b).

BObY - » 5 » groBe w, sin 2 X, J

Wie die Bestimmung der beiden Azimutkorrektionen w, und w, vor sich geht, sei

an einem Beispiel gezeigt.

Es sei gegeben: e ; X jape
Um zuerst v, zu finden, geht man mit 2, = 0; =z, = g— in Tafel 1 und findet
(ev. durch lineare Interpolation)
f=—10.
Da ferner sin2X,= —sin 2-45° findet man in Tafel 2a) oder 2b) fiir X, = 45%; f=1,0:
w, | = 3442,
Wegen der 2 Minuszeichen (f = — und sin2 X, = —) ist daher

w, = -+ 344’2,
1) Vgl. z. B. Enzykloptdie d. math. Wiss. Franzos. Ausg. ,Calculs numeriques® Mehmke-d’Ocagne,
Paris 1909, S. 385.



Um %, zu finden, hat man z, mit #, zu vertauschen und findet fiir 2y = _; Zy=0:
= -+ 1,57.
Damit aus Tafel 2a) oder 2b) fiir X, = 45°:
yy | == 541"
(Ich fand aus Tafel 2a) |vy,| = 542" und aus 2b y,| = 540“). Da f positiv und
sin 2 X, negativ ist, so haben wir
0 e} ’
P, = — H41%,

Abschidtzung der Genauigkeit.

Mit welcher Genauigkeit wird das v, in unserem letzten Beispiel versehen sein ?

Jede der beiden Kurven [ = 1 in Tafel 1, zwischen denen interpoliert wird, sei
unabhingig von der anderen mit einem mittleren Zeichenfehler von 0,1 mm behaftet, ferner
werde bei der EHintragung und Ablesung des Punktes #,, #, zwischen den Kurven im
Mittel ein Fehler von 0,1 mm gemacht. Das gibt zusammen einen mittleren Fehler von
10,03 = 0,17 mm. In unserer Figur 1 machen aber in der Nahe des Puanktes z, = 90°,
z, =0, 20 mm eine Differenz von 0,7011 im Werte von f aus, 0,17 mm machen daher
-0,006 im Werte von [ aus.

In der Tafel 2a wird deshalb statt log 1,571 etwa log 1,577 abgelesen, d. h. ein
Wert, der um 0,00165 falsch ist. Die Einheit wurde gleich 200 mm gewiihlt, deshalb
macht dieser Fehler in mm aus: 0,33 mm. Dazu kommt der Fehler wegen der ungenauen
Auftragung des interpolierten f (in Tafel 2a) und der benachbarten zwei Werte f mit

ca. 0,17 mm. Also zusammen }/0,33% 4+ 0,172 = 0,37 mm. Ubertmgen auf die Gerade

fiir ¢ ergibt sich der halbe Fehler davon also 0,185 mm (da v in der Mitte von X, und f

aufgetragen ist). AuBerdem hat der interpolierte Wert von' X, einen mittleren Fehler

i . e 0,17 :
von ca. 0,17 mm (Annahmen wie oben bei f), daber treffen auf wy: ‘2 = 0,085 mm.
Zusammengenommen ist fiir v ein mittlerer Fehler von }/0,1852 + 0,085% = 0,204 mm

zu erwarten. Zwischen 500" und 600“ machen aber 7,8 mm 100" aus, daher ist der
mittlere Fehler von vy, = 2/6 also ca. !/»°o der Korrektion.

Verschiedene Fehlerquellen (z. B. Papiereingang, ungenaues Lineal, nicht genaue
.:».'\quidistanz der Geraden fiir X;, v und f) wurden unberiticksichtigt gelassen, da es sich
ja nur um einen Uberblick handelt. Sie konnen die Genauigkeit wesentlich herunter-
driicken. Dazu kommt noch der Fehler infolge der Vernachlidssigung hoherer Potenzen

von €2 in der Rechnung. (Er betriigh fiir unser Beispiel nach § 7 1/6). Alles in allem ist

ein Fehler von ca. 1°, bis 1,5%, der Korrektion zu erwarten.

Abh. d. math.-phys. K1. XXVII, 4. Abh. 9
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§ 14.

Anhang: Notwendige und hinreichende Bedingungen, fiir die Moglichkeit,
eine Funktion F(x,) = f(x,, x,, x,) nomographisch in der Ebene darzustellen.!)

Wir haben in Tafel 1 und 2 die Azimutkorrektionen als Funktionen von z,, z, und
X, dargestellt. Hs wire zweifellos wesentlich angenehmer sie als Funktionen der Lingen-
differenz 4,—4, und der geographischen Breiten ¢, und ¢, der Punkte P, und P, dar-
gestellt zu haben. Hier treten jedoch grofe Schwierigkeiten auf.

Der eine Weg wire natiirlich sofort gangbar, dag man z. B. 1,— 1, feste etwa von
5% zu 5° fortschreitende Werte gibe, fiir jeden solchen Wert von A,— 4, ein besonderes
Nomogramm fiir den Zusammenhang zwischen Azimutkorrektion und den zwei Breiten
aufstellte und schlieflich fiir die gegebene Lingendifferenz zwischen 2 oder 3 Nomo-
grammen interpolierte. Die Griinde, die gegen ein solches Verfahren sprechen, liegen
auf der Hand.

Soll jedoch eine Funktion F'(z,) = f(x,, z, 2,) durch ein?) Nomogramm mit stetiger
Aufeinanderfolge der Funktionswerte dargestellt werden, so hat die Funktion f eine Be-
dingung zu erfiillen :

Die 4 Variablen z,, z,, x,, z, miissen sich nimlich irgendwie zu je dreien zusammen-
fassen lassen, damit eine Darstellung in der Ebene (durch bezifferte Kurven) moglich wird.
Wir konnen sagen, es mull sich F'(z,) in der Form schreiben lassen:

A) o) — e, o, oy
und es ist unsere Aufgabe, eine analytische Bedingung fiir die Moglichkeit dieser Schreib-
weise aufzustellen.

Durch partielles Differenzieren folgt aus A):

af of g :
st s fo=fo®s
X, dp dx, ! s
: - oder in oft gebrauchter Abkiirzung:
i 920 / /
dug dp Iz, s P
und daraus durch Division: e,
15 P
oder durch Logarithmieren :
B) lgf,—lgf, = 1g 2.
; : Py

Die rechte Seite von B) héngt aber nur von x, und x, ab, man erhiilt also durch
part. Differenzieren nach x,:
121 = fsvx_
b
< e o aly af *f of
51) e (a ): ( )ar

X,9%,) 0%, 90X, 0%,

oder:

1) Eine #hnliche Untersuchung findet sich bei: Paul de Saint-Robert, Memorie della R. Academia
di Torino, 2e serie, t. XXV p. 53, 1871; (auch abgedruckt in: d’Ocagne, Traité de Nomographie, Paris
1899, S. 418 ff.). 2) Oder durch zwei (kein prinzipieller Unterschied !).
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Diese Bedingung ist jedenfalls notwendig, sie ist aber auch hinreichend. Denn wenn
irgend ein f(#,, z,, #;) gegeben ist, das die partielle Differentialgleichung 51) erfiillt, so
folgt aus dieser durch Integrieren:

Igf, = lgf; +1gv (2, %)

oder
) sl
E o &, ox,
worin v irgend eine von x; unabhingige Funktion bedeutet.
: of ol
In C) ist aber . und /

o x
2 3
C) das v (x,, ;) bestimmt werden.

Wi s —

bekannt, da ja f(z,, z, #,) gegeben ist. Also kann aus

Da aber weiter
of . 21 dp g
Ry B, ew. S
gilt (cf. oben), so hat man fiir das gesuchte ¢ die partielle lineare, homogene Differential-
gleichung :

< @ (%yy X4 Q2 (%, X : -
59 P ( 91777‘3) o 0P ( o %) v (&, 2,) = 0
: dz, Az, St
und diese Gleichung hat immer eine Losung — eben die gesuchte Beziehung ¢ (z,, ;)

zwischen z, und #,. Also ist die Bedingung 51) auch hinreichend.

2 : ol % ; o

Fiir unsere Zwecke folgt aus der Bedingung 51), daB schon der Ausdruck —-2 —
: sini(@,—%,)-

der in unserer ersten Azimutkorrektion vorkommt, nicht als Funktion von ¢,, ¢, und 2

(wobei A= 1,— 4,) nomographisch dargestellt werden kann. Denn aus

cos (z,— @,) = sin D, sin D, -} cos P, cos D, cos A (da L =2)
=P, P,)
= (4 @1, @2)
folgt nach kurzer Rechnung, falls man den Ansatz versucht
12 @ (1 @] = £ 4 @4, 92)
e

343, 3y,

o0, 39,

i oy P,
31 39, 39,39y’

3287)1 d @,

= sin/ sin (@, + @,) sin (g, — @,)

ebenso folgt fiir den Ansatz

= B R = . 0D oD,

% (2 5 & / L) / 2 g " e Pra " Th " 5 L " /L e ot =
f(, Py Wz) = [ [ ¢ (4, ¢,)] 39,9 2, 3q, 90, 34 COS” @, Sin 3¢, 30,
Ff of | Bf of 8, 39,

= cos?p,sind —
@, 29,
also ist die Gleichung 51) in keinem der drei moglichen Fille erfiillt, d. h. cos(z,— z,)
ist als Funktion von 4, ¢,, @, nicht nomographisch darstellbar. Dies gilt dann sofort auch
Ty— T,
sin (2,

G 1 @5) = [ Lo 2 (2, 2,)] 3p 24 3p, 3P, 8¢, 0]

fiir jede andere Funktion von (#,— z,) allein, z. B. fiir

) £,

1) Kin analytischer Beweis fiir diese an sich schon einleuchtende Behauptung wiire etwa:
9*
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2
S i 2 i o
Die Azimutkorrektion y, = L Sin 22X, [
4

= e | b allerdings
sin (z,~—x,) : 11 %
nicht in dieser Weise auf die Moglichkeit ihrer nomographischen Darstellung als Funktion
von 1, @, @, untersucht. Der Grund dafiir liegt nur zum kleinen Teil in der auBer-
ordentlichen Langwierigkeit der auftretenden Differentiationen, grofitenteils aber darin,

daf schon die Anschauung eine solche Méglichkeit auszuschlieBen scheint.

Zusammenfassung.

Die vorliegende Arbeit beschiiftigt sich mit der konformen Abbildung des ganzen
Erdellipsoids und seiner geoditischen Linien auf die Kugel; die Resultate gelten fiir Strecken
von beliebiger Linge (Einschriinkungen vgl. § 8).

In § 1 wurden Untersuchungen von Gauf, die sich auf unsere konforme Abbildung
beziehen, in Kiirze wiederholt.

In § 2 ergibt sich unter anderem das Resultat, daf die maximale Lii,ngonverzerrung

bei unserer Abbildung bei giinstigster Wahl des Kugelradius R ca. der Liinge betriigt,

600
fir B = grofie oder kleine Achse des Krdellipsoids ca. 300"

In § 8 werden verschiedene Niherungsformeln nach steigenden Potenzen von €® an-
gegeben (e == Exzentrizitit).

In § 4 wurde die Differentialgleichung des Abbilds der geoditischen Linie auf die
Kugel in zwei Formen aufgestellt: 1. exakt in geschlossener Form, 2. als unendliches
System: Die 1. Differentialgleichung enthilt nur Glieder mit ¢2, die 2. mit ¢* usw. Bs
wurden nur (lieder bis €® beriicksichtigt, doch wurde die Moglichkeit zur Hinhaltung jeder
gewlinschten Genauigkeit gezeigt.

§ 5 bringt die Losung der Differentialgleichung der Bildkurve. Die angegebene
: ¢ z & =} DD
Losung erscheint als Summe von (im allgemeinen) sehr rasch abnehmenden Korrektionen
und kann als exakte Losung der Differentialgleichung in Form einer unendlichen Reihe
(e o (e
betrachtet werden. Angegeben sind nur Glieder bis e; es ist jedoch gezeigt, dak auch
die Beriicksichtigung hoherer Glieder immer wieder auf ein und dieselbe Differential-
] te)
gleichung zuriickfithrt, deren Losung bereits bewerlstelligt ist. Durch die Losung der
Differentialgleichung sind alle Aufgaben, die sich auf geoditische Linien des Sphiroids
beziehen, zuriickgefiihrt auf rein sphirische Aufgaben und damit theoretisch geldst.

Wenn' tir y =@y, 2, )
2ty Jy 2y d Y

) 0ty Oy ' 00 Dy

=0
igt, so wird fiir eine Funktion v (y) nach ganz kurzer Rechnung erhalten :

321," '(31/: 92 y ai/l ; (/3 77} ) 2 ( 2y a_i/ o2 Yy y !

01 duy dy  Oxy dwg g \Oy /) \0x 02, g dxy Dy Dy

\

und die rechte Seite hievon ist nach Bed. == 0, so lange v (y) von ¥ abhiingt.

”
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In § 6 wird die Lidnge einer geodiitischen Linie aus der geographischen Lage ihrer
Endpunkte abgeleitet, ferner die Liinge ihres Abbilds auf die Kugel und die Linge des
Abbilds eines groBten Kugelkreises auf das Ellipsoid. Praktisch interessant ist besonders
die Differenz der Lingen von geodiitischer Linie und Abbild des grofiten Kreises.

Dat diese Lingendifferenz zu gering ist, um z. B. in der Schiffahrt aus Hrsparnis-
griinden beriicksichtigt werden zu miissen, zeigt § 7. Dieser Paragraph bringt auch Bei-
spiele fiir die Aufgabe: Aus der geographischen Lage der Endpunkte P, und P, die
Azimutkorrektionen bei P, und P, und die Lénge s der geoditischen Linie P, P, au hes
rechnen. (iegeniiber den bisherigen Methoden, die fiir die ganze Rechnung die Beniitzung
7 stelliger Tafeln voraussetzen, bedeutet unsere Lisung insofern praktisch einen Vorteil,
als nur die sphiirische Rechnung 7 stellig, die 1. Korrektion 5 stellig und die 2. Korrektion
mit Rechenschieber auszufiihren ist. Rein theoretisch gesprochen ist in unserer Methode
darin ein gewisser Vorzug zu erblicken, daf sie direkt i1st, wihrend die bisherigen Me-
thoden fiir grofe Entfernungen P, P, nur indirekte Losungen dieser Aufgabe geben.

Die Konvergenzuntersuchung in § 8 bringt den Nachweis, daB unsere Losung inner-
halb sehr weiter Grenzen konvergiert (und zwar sehr rasch). Sie weist aber auch auf die
GroBen hin, deren rasches Anwachsen (besonders wenn sich P, P, 180° nihert) die Kon-
vergenz gefiihrdet. Hine ungefiilhre Abschiitzung der Konvergenzgrenzen ist moglich
infolge des im § 5 hervorgehobenen gleichmiifigen Baus der Differentialgleichung fiir jede
einzelne Korrektion.

In § 9 wird unter anderem gezeigt, daf die Azimutkorrektion fiir Py — 100 i
schon 6" betragen kann. Ferner, daf unsere 1. Korrektion bei Strecken bis zu 100 km im
Azimut hochstens noch einen Fehler von 0/04 besitzt, die 2. Korrektion bei Strecken bis
zu ca. 4000 km einen solchen von 001, wihrend bei Berticksichtigung auch der 3. Kor-
rektion eine Genauigkeit auf 00001 selbst noch bei Strecken bis zu ca. 6500 km gewihr-
leistet ist.

3 10 bringt die Losung der Aufgabe: Gegeben Linge s einer geodiitischen Linie,
Lage des einen Endpunkts und Azimut in demselben. Gesucht Breite und Azimut im
anderen Endpunkt.

In §11 sind die Formen der Bildkurve (d. h. des Abbilds der geoditischen Linie
auf die Kugel) diskutiert unter starker Beniitzung der geometrischen Anschauung. (Rein
analytische Beweise wurden zwar teilweise ausgefiihrt, aber im Text nicht angegeben.)

§ 12 beschiftigt sich mit Enveloppen geoditischer Linien auf dem Sphiroid. Fiir
das Abbild der Enveloppen auf die Kugel konnte eine ziemlich iibersichtliche Niherungs-
gleichung (maximaler Fehler der Punktbestimmung 8!6) aufgestellt werden. Zugleich
werden zwei Proben auf die Richtigkeit unserer Formeln fiir die 3. Korrektion angestellt.

13 bringt die nomographische Darstellung der Azimutkorrektionen. Der Fehler
des nomographisch erhaltenen Resultats wird auf ca. 1°f¢ bis 1,5°/¢ der Korrektion
geschitzt.

In § 14 (Anhang) wird die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Mog-
lichkeit F'(z,) = f(#,, %y, #,) in der Ebene nomographisch darzustellen aufgestellt.
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Zusammenstellung der Bezeichnungen.
Hier seien die Bezeichnungen und Abkiirzungen zusammengestellt, die sich durch
einen groBeren Teil der Arbeit ziehen.
Grofie Buchstaben beziehen sich auf die Kugel, kleine auf das Ellipsoid. So
bedeutet :
Kugel Bllipsoid
L Linge, . Lénge,
@ Breite, ¢ geogr. Breite,
S Liénge des grofiten Kreises, s Lénge der geod. Linie,
S' Linge des Bildes der geod. Linie, s' Lénge des Bildes des grofiten Kreises,
X siidostl. Azimut, y stidostl. Azimut,
X, Azimut des gr. Kreises im Aquator, %o Vgl. S. 46 (sonst nicht verwendet),
£ Radius der Kugel a grofe : . :
. e Halbachse des Sphiroids.
b kleine
Ferner:
m. VergroBerungsverhiltnis, @y, Oy; by, by ¢y, ¢y5 Integrationskonstante,
e Exzentrizitit, 2= 0,006 674 372 231 315
¢ = 6 377 397,15500 m, b = 6356 078,96325 m,
v Azimutkorrektion, >
Z, Ty, %y, y Definition in § 4,
by g hon ke : ; ; vgl. S. 22,
;P e T8 M L gewisse von # unabhiingige GroGen S e
[1, ZQ Siedie l].") i A . 24.
ol a st Ul S e T : vgl. S. 22,
Lt hvie b | gewisse Integrale | %8 e
8 L T S. 25.

Striche bedeuten nie Differentialquotienten, sondern im allgemeinen Korrektionen. Die
Anzahl der Striche deutet die Potenz an, in der ¢ vorkommt, z. B.

y", 9", @ Korrektionen von der Groenordnung e* (wir nennen sie ,2. Korrektionen®).
Weiter ist noch gesetzt:

=D+ D | " 4 @' vgl. S.10 u. 11,
b — @ —l—- (p‘ + q)“ + (7}“/ » S 12.
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§ 6. Linge s der geoditischen Linie auf dem Erdellipsoid und ihres Abbilds S° auf der Kugel.
Lange S des groBten Kreises auf der Kugel und seines Abbilds s’ auf dem Erdellipsoid

§ 7. Beispiele

§ 8. Konvergenzuntersuchung

§ 9. Maximalwerte der Azimutkorrektionen und Genauigkeitsabschitzungen

§ 10. Gegeben die Linge s einer geoddtischen Linie, die Lage eines der Endpunkte und das
Azimut in ihm. Gesucht Breite und Azimut im anderen Endpunkt. — Beispiel

§ 11. Formen der Bildkurve

§ 12. Enveloppen der geoditischen Linien auf dem Sphiroid

§ 13. Nomographische Darstellung der Azimutkorrektionen . 3 ; : 2 . 5

§ 14. Anhang: Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Méoglichkeit, eine Funktion

i) — X .7/'(,/17-) nomographisch in der Ebene da ZY]Stel]eh
4 JaiDsiel S
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Zusammenstellung der Bezeichnungen : : : : : :
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