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Einleitung.

Die folgenden Betrachtungen beschiftigen sich mit dem Verhalten der
Integralkurven einer Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei
Variabeln

B,y y) = 0
in der Umgebung einer singuliren Lésung im allgemeinen und dann im
besonderen fiir den Fall, daB die singulare Losung zugleich
partikuldres Integral der Differentialgleichung ist.

Dabei kniipft die Darlegung einmal an die obige Differentialgleichung
als Ausgangspunkt an (§ 1—3), dann an die Gleichung der einfach unend-
lichen Kurvenschar

B, Y, 0] =0
(§ 4, 5) und es handelt sich neben einer genauen analytischen Formulierung,
die zur Erganzung der bisherigen Untersuchungen notwendig ist, vornehmlich
um die gestaltliche Diskussion im reellen Gebiet.

Trotz der umfangreichen Literatur, welche iiber die Frage der singuldren
Losungen seit Clairaut und Euler entstanden 1st, scheint mir eine ausfithrliche
Darlegung der Geometrie der singuliren Losungen noch immer nicht unan-
gebracht. Ks finden sich Unklarheiten und Ungenauigkeiten auch in der all-
gemeinen Theorie noch in neueren Abhandlungen wie in Lehrbiichern iiber
diesen Gegenstand; besonders aber ist jener Fall der zugleich singuldren und
partikuldren Losungen seinem eigentlichen geometrischen Charakter nach noch
nicht klargelegt worden, obwohl die analytischen Grundlagen der ganzen Frage
seit Darbouxs Betrachtungen und besonders seit den Untersuchungen von
Fuchs und Hamburger vollstandig gegeben sind.

Das Interesse hat sich aber in neuerer Zeit mehr der Theorie der durch eine
Differentialgleichung (oder ein System von solchen) definierten analytischen

Funktionen und ihrer festen und beweglichen singularen Stellen zu-
1*
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gewendet, fir welche nach den Cauchyschen Existenzbeweisen der Aufsatz
von Briot und Bouquet vom Jahre 1856 ,Sur les propriétes des fonctions
définies par des équations différentielles® ) und dann der Aufsatz von Fuchs
,Uber die Differentialgleichungen, deren Integrale feste Verzweigungspunkte
besitzen“?2) die Grundlage bilden und an welche dann die neueren Arbeiten
von Poincaré und Picard, weiterhin von Painlevé, Bendixson, Horn u. a.
anschlie@en®). Den hier entstandenen, fir die Funktionentheorie prinzipiell
wichtigen Arbeiten gegeniiber ist die Frage der singularen Losungen, die wir
in den gegenwirtigen Untersuchungen besonders nach der geometrischen Seite
weiterfihren wollen, zuriickgetreten.
Auf Grund der nachfolgenden Betrachtungen lassen sich die Hauptsitze
iiber die singuliren Losungen folgendermafien aussprechen:
Als singulare Losung der Differentialgleichung £ (x, y, yil=—0 "soll
jede die Differentialgleichung befriedigende Gleichung in x und y be-
zeichnet werden, welche ohne Bildung des allgemeinen Integrals der-

selben als Teilfaktor der Diskriminante D von F = 0 und Zr: 0
Y

gewonnen werden kann®).

I. Der allgemeine Typus der singularen Losungen einer Differential-
gleichung erster Ordnung, der Fall der gemeinsamen Beriihrungs-
kurve einer Schar von Zweigen von partikuldren Integralkurven, in
welchem die eigentlichen Umbhiillungskurven (Enveloppen) enthalten sind,
sei als Typus I der singuliren Loésungen bezeichnet.

1) Journal de 1'école polyt. cah. 36.

2) Sitzungsberichte der Berliner Akademie, Bd. 32, vom Jahre 1884.

3) Man vergleiche fir eine rusammenhingende Darstellung etwa Picards ,Traité d'analyse®,
tom. I1I (Paris 1896), sowie (von weiteren Handbiichern, wie denen von Schlesinger und Forsyth
abgesehen) besonders Painlevés ,Lecons sur la théorie analytique des équations differentielles (pro-
fessées & Stockholm 1895, Paris 1897), endlich fiir die weitere Literatur das Referat von Painlevé tiber
,Gewdshnliche Differentialgleichungen® in der Enzyklopiidie der mathematischen Wissenschaften, Bd. II,
Q. 915 ff. (franzosische Ausgabe, tome LI, vol. 8, fasc. 1).

Es sei gestattet, hier anzufiigen, dafl ein Teil der Darlegungen, die A. Wahlgren im AnschluB
an Bendixson in der Abhandlung ,Sur les points singuliers des équations différentielles du premier
ordre et du second degré in den Abhandlungen der schwedischen Akademie der Wiss. (Bd. 28, 1902)
gegeben hat, sich schon in meiner Arbeit ,Uber die gestaltlichen Verhiltnisse der durch eine Differential-
gleichung erster Ordnung zwischen swei Variabeln definierten Kurvensysteme® (in den Sitzungsberichten
der Miinchner Akademie der Wissenschaften v.J. 1891 und 1892) findet und dort fiir eine Charakteristik
des Gesamtverlaufes des Systems der Integralkurven im Sinne der Analysis situs verwertet ist.

4) Vergleiche hiezu im folgenden die Ausfithrungen des § 7. Boole spricht in seinem ,Treatise
on differential equations‘ in konsequenter Weise von ,Singular solutions® und von ,Particular in-
tegrals®, eine richtige Unterscheidung, die spiter zumeist auker acht gelassen worden ist.
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II. Diesen Bertihrungskurven treten die Grenzkurven an die Seite,
welchen sich eine Schar von Zweigen der partikuliren Integralkurven von
einer oder von zwei Seiten annihert, ohne sie (singulire Stellen aus-
genommen) zu berithren oder zu durchsetzen — TypusIl der singu-
laren Losungen. Es ist dies, wie wir zeigen werden, der allgemeine
Fall der zugleich singularen und partikuldren Losungen der
Differentialgleichung.

Diese Grenzkurven kénnen einfach oder mehrfach zihlend im System
der partikularen Integralkurven auftreten.

HL Der in der Literatur in der Regel als Beispiel fiir die zugleich
singuldren und partikularen Losungen einer Differentialgleichung angefiihrte
Fall, in welchem eine partikulire Integralkurve von einer Gruppe von
Zweigen weiterer partikulirer Integralkurven beriihrt wird, ist ein ganz
spezieller Iall solcher Losungen.

IV. Der Ort singuléarer Punkte von partikuliren Integral-
kurven ist im allgemeinen weder partikulire noch singulire Losung,
kann aber im besonderen das eine oder andere oder auch beides sein.

Die analytische Unterscheidung der beiden Typen I und II liegt in
der bekannten Arbeit von Hamburger ,Uber die singuliren Lésungen der
algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung“?) vollstindig vor, aber
der geometrische Charakter des allgemeinen Falles IT als einer singuléren
Losung wird nicht erortert, vielmehr nur seine Eigenschaft als partikuliares
Integral hervorgehoben.

Als Typus der zugleich singuliren und partikuldren Integrale wird dort
nur der. obige besondere Fall III betrachtet?). Fir ihn gibt es ein klassisches
Beispiel, das auf Cauchy?) zurickgeht, die Differentialgleichung

yf = dmy iyl LByt

1) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 112, 1893.

2) Vgl. die Zusammenfassung auf S. 218 der ebengenannten Abhandlung von Hamburger. Ebenso
die Darstellung der Hamburgerschen Untersuchungen in Forsyths ,Theory of differential equations®,
part II (Cambridge 1900), chap. VIII, No. 108 und in Schlesingers ,Einfiihrang in die Theorie der
Differentialgleichungen® (Leipzig 1900), Kap. VIII, Nr. 63— 66.

3) Cauchy, ,Legons sur le caleul différentiel et le caleul intégral“. Herausg. von Moigno, Paris
1844, Bd. 2, S. 877. Fur die historische Entwickelung der Theorie der singuléiren Lisungen wie fiir die
Literatur vergleiche man Painlevés schon genanntes Referat in der Enzyklopidie der mathematischen
Wissenschaften, sowie eine von Braunmiihl veranlafite Dissertation von Rothenberg (Miinchen 1908),
abgedruckt in den Abhandlungen zur Geschichte der math. Wiss., Bd. XX.
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mit dem allgemeinen Integral
y=C@— 0)%

welches fir O = 0 die zugleich singulire und partikulire Losung y = 0
ergibt?). Dieses Beispiel ist weiter in dem mit einer groBen Zahl instruktiver
Beispiele ausgestatteten ,Treatise on differential equations® von Boole vom
Jahre 1859 ausfiihrlich besprochen und findet sich dann mit gleichartigen
Beispielen in der gro@eren Zahl der Lehrbiicher tiber Differentialgleichungen 2).

Booles Treatise enthilt aber auch?®) eine Differentialgleichung, welche
eine zugleich singuldre und partikulire Losung von dem obenbezeichneten
allgemeinen Typus II der Grenzkurve besitzt, freilich ohne daB sie
diesem Charakter nach erkannt wire. Es ist einfach die Differentialgleichung

[ M=

Boole hebt hervor, dal die Losung = = 0 fir positive Zahlen » kleiner als 1
ein ,singular solution® darstellt (Typus I), fir Zahlen n groBer als 1 aber ein
»particular integral“. Es ist hier der Fall » — 4 das einfachste Beispiel
des Typus I der zugleich singuliren und partikularen Losung, der im ibrigen
fur jeden rationalen gebrochenen Exponenten » = 1 vorliegt. Auch Ham-
burger kommt auf dieselbe Gleichung am Schlusse der Erérterungen zu
seinem dritten Beispiel %)

Yy X —¥F =0

X=@—a)t—a) ... x—a

m/l

L 00l e .. )

Hier findet sich die Bemerkung, daB, wenn ¢, eine p-fache Wurzel von ¥ = 0
18t (Wo p > 2), y = ¢, ein ,partikulires Integral“ darstellt, der Entwicke-
lung von y' in der Form
»
v TUHUE S

entsprechend. Auch in Painlevés schon erwahntem Referat in der Enzy-
klopiddie der mathematischen Wissenschaften ist bei Anfithrung dieses Bei-
spiels nur von einer ,vielfachen gewdhnlichen Losung¢ die Rede.

1) Wir kommen auf dieses Beispiel noch in den Bemerkungen des § 7 zuriick.
2) Wir erwithnen Serrets Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. 3. deutsche Bearbeitung,
herausgegeben von Scheffers. Bd. 117, Leipzig 1909.

3) Vgl 8. 167 der 3. Ausgabe des Treatise vom Jahre 1872.

%) a.a. 0. S 243,




Die elementaren Darstellungen des Gegenstandes beschranken sich zu-
meist und vielfach ohne die notigen Vorsichtsmaliregeln auf die Betrachtung
des Falles der Umbhiillungskurven. Ganz exakt habe ich hier nur in Picards
,Traité d’analyse“?!) die Bedingung hervorgehoben gefunden, welche alle
weiteren Falle ausschlieBt. Bei weiterem Eingehen wird die Unterscheidung
der Umbhiillungskurven (Typus I der obigen Formulierung) und des Ortes von
singularen Punkten (IV. Fall) getroffen — so etwa im ,Cours d’analyse mathé-
matique“ von Goursat? —, eine Unterscheidung, die ohne einschriankende
Zusiatze jedenfalls unvollstandig ist.

Peano geht in seinen ,Applicazioni geometriche del calcolo infinitesi-
male“3) von der einfach unendlichen Kurvenschar aus und charakterisiert die
Bedingung fiir das Auftreten einer gewdhnlichen Umhiillungskurve durch das
Nichtverschwinden einer gewissen Funktionaldeterminante*). Von den Fallen,
in denen diese verschwindet, wird gleichfalls nicht der allgemeine Typus II
hervorgehoben, sondern nur das Eintreten von Berithrungen hoherer Ordnung
(des Typus I) und das Auftreten von singuliren Punkten der Kurvenschar.
Auch die an Peano ankniipfenden, etwas allgemeineren Formulierungen von
Lilienthal in seinen ,Vorlesungen iiber Differentialgeometrie® ®) gehen hier
iiber die Erorterung der Beriihrungen verschiedener Ordnung nicht hinaus. Im
,Cours d’analyse infinitésimale“ von Boussinesq®) findet sich eine Erérterung
iiber asymptotische Anndherung der allgemeinen Integralkurven
an eine Grenzkurve, in welcher (neben nicht hierhergehérigen) auch
einige Beispiele des obigen Typus II angefthrt sind. Aber die allgemeinen
Betrachtungen sind mit der Frage nach der Dichtigkeitsverteilung der Integral-
kurven (nach dem sogenannten ,Grat“ und ,Thalweg“ im Beispiel der Fall-
linien einer Flache) verquickt, welche wesentlich von der Art, wie die
Integrationskonstante im allgemeinen Integral eingefithrt ist, abhéngt. Da-
durch wird die Exaktheit der Darstellung erschwert, welche auch mit
den angewandten, mehr risonierenden als rechnerischen Mitteln nicht zu

erreichen ist.

1) Paris 1896, tom. III, chap. ILI, S. 49, 50.

2) Paris 1902, tom. I, chap. X ,Courbes enveloppes®.

3) Torino 1887, cap. VII, p. 2. Inviluppi di curve nel piano.

4) Vgl. die Darstellung in § 4 der gegenwiirtigen Abhandlung.

%) Leipzig 1908, erster Teil, Kap. 2 ,Einfach unendliche Schar ebener Kurven®.

6) Tome I, fasc. II (Compléments), Paris 1887; § 137*—143* und Tome II, fasc. II (Compléments),

Paris 1890 § 362" 369
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Im folgenden habe ich nun versucht, die Frage im besonderen des Auf-
tretens zugleich singulirer und partikularer Losungen nach der analytischen
wie der geometrischen Seite vollig klarzulegen (§ 1—6). Eine gewisse Aus-
fithrlichkeit der Darstellung, bei welcher auch der allgemeine Fall der singuliren
Losung mit einbezogen ist, mag dabei gerechtfertigt erscheinen. Es lag mir
daran, die auftretenden Moglichkeiten an einer grofleren Zahl charakteristischer
Beispiele anschaulich zu machen und sie durch graphische Darstellungen zu
erganzen. Dabei erscheint es von Interesse, nicht irgendwelche Beispiele
heranzuziehen, sondern dieselben systematisch und jeweils so einfach als
moglich auszuwihlen. Dazu dienen aber die bei den allgemeinen Erérterungen
zu Grunde gelegten Reih enentwickelungen (Gleichung 9 in § 1. und
Gleichung 56 und 69 in § 4), die sich einmal auf die aus der Differential-
gleichung F = 0 herausgehobenen Zweige, das andere Mal auf die fiir die
Gleichung & = 0 der Schar der Integralkurven aufzustellenden Entwickelungen
beziehen. Uber die so gebildeten einfachsten Beispiele hinaus ist dann noch
in § 8 die Clairautsche Gleichung behandelt, fiir welche Jede Wendetangente
der Umhiillungskurve eine zugleich singuldre und partikuldre Loésung ist und
in § 9 die Schar der Krimmungskreise einer ebenen Kurve, in welcher
die vierpunktig berithrenden Kreise eben diese Eigenschaft besitzen. In § 10
endlich sind die einfachsten festen singuliren Stellen, welche auf den singuléren
Kurven auftreten kénnen, gekennzeichnet.

Fir die Herstellung der genauen Zeichnungen bin ich den Herren
Assistenten Weigel und Deimler des mathematischen Institutes der hiesigen
Technischen Hochschule zu besonderem Danke verpflichtet.
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Darstellung der singuldren Losungen aus den Teilfaktoren der Dis.
kriminante 0 der Differentialgleichung. Die beiden Haupttypen der
singuliren Integrale.

Wir gehen aus von der schon genannten Arbeit von Hamburger im
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 112 und legen die
dort gegebene Reihenentwickelung fiir die partikulidren Integrale in der Nihe
einer singuldren Losung, die sich aus der Zerlegung der Diskriminante der
Differentialgleichung in ihre linearen Teiler ergibt, zu Grunde. Die hier in
Frage kommenden Satze und Bezeichnungen seien in Kiirze vorausgeschickt:

Wir setzen die Differentialgleichung voraus in der Form einer irreduziblen
Gleichung »*" Grades in y':

1) Fayy)=dy" 4+ 4,y "'+ ... 4+ 4, = 0,
in welcher die Koeffizienten 4,, A,, ... als ganze rationale Funktionen von

o und y ohne gemeinsamen Teiler angenommen sind.
2) D) — 0
sel die Diskriminantengleichung, als Resultat der Elimination von y' zwischen

= : I\ i afW (.’L’. ?/‘ yl)
3) s gy ==10 und S e 0.
Ferner sei:

4) e = i) — ()
ein Zweig der Diskriminantenkurve, fir welchen wir 7 (x) innerhalb eines Kon-
vergenzbezirkes um einen Punkt @ = @ der z-Ebene durch eine nach positiven
ganzen Potenzen von (z —a) fortschreitende Reihe darstellbar voraussetzen. Wir
schlieBen dabei hier, wie auch in der Folge bei allen allgemeinen Formulie-
rungen, den leicht zu erginzenden, nur durch die besondere Lage des Koordi-
natensystems ausgezeichneten Fall aus, dal fiir diesen Zweig unendlich groBe
Wurzeln y' auftreten.

Nehmen wir an, daB lings des Zweiges y—1(x) = 0 der Diskriminanten-
kurve eine Gruppe von « Zweigen der Funktion y' zusammenhingen, so gilt

Abh. d. math.-phys. K1. XXV, 4. Abh. 2
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fir diese fiir die Umgebung des Punktes z = a der Diskriminantenkurve eine

Entwickelung:
; # 21
i " E d (.]/ PEr 7]) s (/ T/ - 2\ & ‘ i,
) i 5) s T st ’/_ b =il !f’z;f-T il

a8 in welcher dz die Richtung der Diskriminantenkurve, { die Richtung jener

untereinander zusammenhangenden Zweige der Integralkurven bedeutet und

die Koeffizienten g, g.., . .. nach ganzen positiven Potenzen von (z— a) fort-
. schreitende Reihen sind und ¢, nicht identisch verschwindet.
: 2 : dn i :
~ Im allgemeinen® ist dann bekanntlich —-* von £ verschieden
‘ 2 dx 7 !

der Zweig y—mn(x) der Diskriminantenkurve nicht auch zugleich

eine Liosung der Differentialgleichung 1), vielmehr nur ausgezeichnet

: als Ort von singuliren Punkten der Integralkurven. (Vgl. den bekannten

" | Aufsatz von Darboux ,Sur les solutions singuliéres des équations aux déri-
i vées ordinaires du premier ordre*?).)

Fir jene « Zweige der Integralfunktion aber, welche in einem Punkte

& = x, der Diskriminantenkurve zusammenhingen, 4Bt sich in diesem all-

gemeinen Kalle eine Reihenentwickelung herstellen von der Form:

: ¥ a1 a+4-2
" : A 7 (i Ui ; o a B 3 a
e 6) y—1@ = (E— 71 C—m) + run 6 — %) * +rep@—2) " + ...
ﬁ Ist dagegen jener Zweig y—7n(x) = 0 der Diskriminanten-

kurve zugleich Losung der Differentialgleichung, so bezeichnen
wir ihn nach der in der Einleitung, S. 4 gegebenen Definition
als eine singuldre Losung. Es besteht fiir ihn neben den Gleichungen 3)
i noch die Gleichung:

aF,/,,t‘ "‘,‘/
= )

L) ox Ay’

dn
dx’

|

| - |

! : und in der obigen Reihenentwickelung 5) wird lings dieses Zweiges
r

so daB die Entwickelung 5) tibergeht in die Gleichung:

# x-1
a (y —: - :
2 BUED gy ) e

1) Bulletin des sciences math., Bd. IV, 1873.
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Diese Gleichung bildet den Ausgangspunkt fiir unsere Be-
trachtungen.

Vor allem sind die beiden von Hamburger aufgestellten Hauptfille zu
unterscheiden:

I Typus I: SEEeTE
10)
[ Typus II: o —x < 1.
Typus L.
Fihren wir im ersten Falle durch die Substitution

11) ¥ =0 —
die Differentialgleichung 9) auf die Gleichung

de (6 ) ol o
12) du g, + Gt W+ oot 4 . .

o o o

zuriick, in welcher also der Exponent a—x—1 eine positive ganze Zahl oder
Null ist, so laBt sich deren Integral in Gestalt einer Potenzreihe nach
steigenden Potenzen von u:

) - g—pTw- B L
o

(r5

5 a A
/')(4‘;{ e :“ e ?
= L 9= =
a

und g, in unserem Bereich nicht identisch verschwindet. Es folgt also fiir

a

darstellen, wo

die Umgebung einer allgemeinen Stelle z, der Kurve Yo==7ix) = 0 das
Integral der Gleichung 9) in Form der Reihenentwickelung
(o a—x—+1
14) Gy = Py — ).+ /?r’;:;:?ﬂLI Uil s s
oder ihrer Umkehrung: :
G el
15) Yy — 1 (x) = ()\;ﬁ, (@ i) e Oy @t E L

a—x o
in welcher letzteren der Exponent der niedrigsten Potenz von
(@

%) groBer als Eins ist.

Typusldersingularen Lésungen ist also dadurch charak-
terisiert, dall der Zweig y—#(x) = 0 der Diskriminantenkurve
eine gemeinsame Berilhrungskurve fiir die durch Gleichung 15)

gegebene Schar von partikulédren Integralkurven darstellt.
2*
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Fir den
Typus 1I: o — 1<
ergibt die Substitution
11) y—n@) = o
in die Gleichung 9) eine Differentialgleichung

du ol

adx a

n—(a—1 / 2 )
Dm0 U e
L a

a

16)

in welcher jetzt x — (¢ — 1) eine von Null verschiedene, positive, ganze Zahl ist.

Diese Differentialgleichung aber besitzt nach einem bekannten, auf Briot-
Bouquet zuriickgehenden Satz auller » = 0 kein fiir einen willkiirlichen Wert
x = x, verschwindendes Integral.

y —n(x) = 0, die singuldre Lésung, ist also zugleich das einzige, durch
diesen Punkt der Diskriminantenkurve gehende Integral der Differential-
gleichung 1). Es ist also

Typus ll dadurch gekennzeichnet, daB der Zweig y —n(x) =0
der Diskriminantenkurve zugleich singulire Lésung und partikuldres
Integral ist.

Nehmen wir zunichst nur das Auftreten von Doppelwurzeln y' lings
des Zweiges y — 7 (x) = 0. der Diskriminantenkurve an, so ist der einfachste
Fall von Typus I charakterisiert durch ¢« = 2, #x = 1, also durch die fiir
die partikuliren Integralkurven giiltice Entwickelung:

17) d Yy —1 (@)

T - @) b el @b T,

wo ¢, nicht identisch verschwindet.

Dagegen liegt der einfachste Fall von Typus II vor fir « = 2,
# = 2, also in der Entwickelung:
d(y—n(x ; 5l
18) Y d{;;“ ) e (y—n(x) 4 Y5 -y

Der Vergleich dieser beiden Gleichungen, von denen die erste mit der 1%,
die zweite mit der 3" Potenz von y-— 7(x) beginnt, rechtfertigt es, den
Typus I einer eigentlichen Umbhiillungskurve der einfach beriihrenden Integral-
kurven (17) als den allgemeinen Fall des Auftretens von singuldren

Losungen zu bezeichnen.
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g2
Die singuliren Losungen vom Typus I (Bertihrungskurven).
Zunichst einige Bemerkungen fiber den Typus der Berihrungskurve,

die wir einer zusammenhéngenden Darstellung des Ganzen wegen hier ein-
schalten. Die Gleichung 15) fiir die partikularen Integralkurven

o (/,J,j

15) Y g0 (gyilog yEeal dofi @t )t
der Differentialgleichung

d(y—n(x) 2 s

/,,—'\(/‘\ N\ P
9) (Z;;,/?i“{_ S .(/V. (!/ T ’/) + (/:'ji—l (.)/ e r/) +
laBt uns zunichst den Fall
19) o — 2 — 1

herausheben.

Die singulare Lésung y— 1 (x) = 0 wird von den Zweigen der partikuliren
Integralkurven in der Ordnung «— 1 beriihrt.

Wenn « eine gerade Zahl ist, so wird nur die eine Seite der singu-
laren Kurve von den Zweigen der Integralkurven iiberdeckt und zwar
doppelt, und jene bildet eine eigentliche Umhiillungskurve fiir die Zweige
der partikularen Integrale. Ist dagegen o eine ungerade Zahl, so wird
das Gebiet der zy-Ebene zu beiden Seiten der singuldaren Kurve je einfach
iberdeckt von den Zweigen der partikuliren Integralkurven, welche jene be-
rithrend durchsetzen.

Die Figur 26 des folgenden § 9, welche die Kriimmungskreise einer
Parabel darstellt, mag diesen Fall der Beriihrung mit Durchsetzung veran-
schaulichen.

Ist
20) o —x>1,

so haben die Integralkurven auf der Diskriminantenkurve singulare Punkte
(Ordnungssingularitéiten).
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Bezeichnet man, wie iiblich, als Ordnung 4 der Berithrung zweier’
Kurven die Anzahl der fiir beide an der Beriihrungsstelle iibereinstimmenden
Differentialquotienten, hier also der fir das partikuldre Integral und die singu-

lire Losung fir # = x, sich ergebenden gemeinsamen Werte von s
. - . . e . a
so st sie definiert als die groBte in - enthaltene ganze Zahl und falls
a—
5 . e i o L s
selbst ganzzahlig ist, als die Zahl — —1. (Hamburger, a.4.0, 8,217)
o — X% a—x

Der Unterschied der Uberdeckung nur einer oder der beiden Seiten der
singuliren Kurve durch die berithrenden Kurvenzweige, also die Unterscheidung
umhiillend berithrender und durchsetzend beriithrender singuldrer Kurven hingt
Jetzt nicht mehr von der ungeraden oder geraden Ordnung 4 ab, ergibt sich
aber in einfachster Weise aus den bekannten Formen der singuldren Punkte,
wenn man in Gleichung 15) noch die Abbildung

Y =9y—n{m, X-—u

auf eine Ebene X, ¥ einfiigt, in welcher die singulare Kurve durch die Gerade
Y = 0 gebildet wird.

Um nur die einfachsten Fille zu charakterisieren, seien hier die Figuren
eingeschaltet, welche den Anfangswerten
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entsprechen, also den Entwickelungen:

L e

22) Yy — n(x) dy (@ — x> + ‘)\;_-;, (x — )t + -
y—nl) =9d,0—a) +

y— 1) =9, (@

I

Die im allgemeinen irreduzible Gleichung

23) Y—n@) =a@—a)+a@—z) + ...

endlich kennzeichne den einfachsten Fall einer Selbstberithrung je zweier
Zweige der partikularen Integrale langs der singuliren Kurve y = » (). Den
beiden Zweigen entsprechen langs y — 5 (x) = 0 die beiden Entwickelungen :
24) y—n@ =+ Va, (x— Bl %5 (— o )iainty

d 2a,

Ist @, eine negative Zahl, so verlauft die singulare Linie y = 7 () isoliert?),

1) In der von Scheffers bearbeiteten neuen dritten Auflage des Serretschen Lehrbuches der
Differential- und Integralrechnung findet sich auf Seite 109 fiir eine isoliert verlaufende singuliire
Lésung einer Differentialgleichung das Beispiel

y2+yie® =0

angefithrt. Hier handelt es sich aber nicht um eine singulire Losung, sondern die einzige der
Differentialgleichung geniigende reelle Kurve y = 0 ist ein partikuléres Integral derselben. Die
Differentialgleichung ist nimlich reduzibel und zerfillt in die beiden konjugierten Gleichungen

&€

Y +ity-e2 =0 und Yy — L'y&2 =0,

welche beide y = 0 als partikulire Losung besitzen. Dieser Fall LBt sich natiirlich auch allgemein
auf die einfachste Weise herstellen. Wir setzen

@9 y)+iw(zyy) =0,

wo ¢ und w reelle Funktionen von #, y, y' bedeuten. Dann hat diese Ditferentialgleichung isolierte
reelle partikuldre Infegrale, wenn die Differentialgleichungen

?@y,9)=0 und yxyy)=0

gemeinsame Integrale besitzen. Statt des Differentialausdruckes w (2,9, ¥) mag man auch ein partiku-
lires Integral der Differentialgleichung @ = 0 setzen. Einfachstes Beispiel ist also etwa:

y' + 1y = 0.
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e
§ 3.

Das Verhalten der Integralkurven in der Umgebung einer singulidren
Losung vom Typus II (Grenzkurven).

Wir gehen aus von Gleichung 16)

ke -
.) ails s H’/_f(u—l) = l) (.,):: U);

au 1

i a eyl Wt ol g saE 5’/+ w4 ..

7]

wo, wie erwahnt, x—(¢— 1) > 1 ist und die g, Potenzreihen nach Potenzen

yon (z— a) bezeichnen. Die Doppelreihe P (v, u) konvergiere innerhalb eines
vierfach ausgedehnten Gebietes, welches durch einen Kreis vom Radius » um
den Punkt z — @ in der Ebene der komplexen Zahlen z und durch einen
Kreis vom Radius B um den Punkt % = 0 in der Ebene der komplexen
Zahlen u gegeben ist.

(—a) und u des Bereiches

Ist nun weiter P (x, ) so beschaffen, dafl fiir alle

|l —a | <r—e¢

[\
en
S

und || SR —¢

wie klein auch die positive Zahl ¢ genommen werde, der absolute Betrag von
P (z, w) unter einer endlichen (von & abhiingigen) Schranke bleibt, also

26) Fedi¥l, a0)sleed G

ist, so folgt aus bekannten Sitzen der Reihenlehre (vgl. einen Aufsatz von
P. Stackel ,Uber Potenzreihen von mehreren Verinderlichen® D), daB die
Reihe P (x, u) als Doppelreihe absolut konvergiert und somit kon-
vergent bleibt, wenn man in den g, alle Koeffizienten durch ihre Absolut-
werte und ebenso (z — @) und » durch ihre absoluten Betrage ersetzt. Er-
sotzen wir aber in den ¢, alle Koeffizienten durch ihre absoluten Betrage

und weiter noch den Wert (x — @) iiberall durch (r —¢ — es mogen die 80
aus den ¢, resultierenden Werte mit g, bezeichnet werden: Dann ist durch-

weg fiir alle » des Bereiches [s—a| < r—¢

27) 9.1 <g,

1) Jahresberichte der deutschen Mathematikervereinigung, Bd. 15 (1906), S. 585.




und die Reihe
28) Pow—yg, i 0 cet |l

absolut konvergent fur » < R —-=.
Jetzt vergleichen wir, und zwar mit Riicksicht auf unsere geometrische
Frage im Gebiet der reellen Variabeln x und w, die Differentialgleichung 16)

fir positive reelle Werte von » mit der Diffcrentialgleichung

\‘)‘9) E{jf = 1 . .Zl,}’f‘i("él)
adz a

! (f// = }/%*,l U ’//|3 T

fir negative reelle Werte von «# mit der Differentialgleichung
ad(—u 1 : - 2
J, ) B (_ﬂ u)/.—(a—l) \[(// — o U + Goin 8 — . . )

der 0 s

o o o

30)

Diese Gleichungen definieren, in der Ebene der reellen Zahlen (x, ) ge-
deutet, an jeder Stelle z = z,, v = w, einen Richtungswinkel gegen die z-Achse,
welcher, wenn % von 0 bis |R—¢| zunimmt, stetig von 0 bis zu einem
Hochstwerte ansteigt bzw. wenn « von 0 bis — | R — ¢| abnimmt, stetig von
0 bis zu einem Minimalwert abfallt. Die durch die Gleichung 30) gegebenen,
fir negative u geltenden Richtungen sind dabei mit Bezug auf die z-Achse
symmetrisch zu den durch die Gleichung 29) gegebenen Richtungen. Weiter
aber sind diese Neigungen gegen die x-Achse an jeder Stelle gréBer, hochstens
gleich den durch die Gleichung 16) gegebenen. Folgen wir also vom Punkte
% = x,, u = u, aus der durch diesen Punkt hindurchlaufenden Integralkurve
von 16) mit wachsendem x, so liegt dieselbe von da ab innerhalb des Giiltig-
keitsbereiches dieser Gleichung stets der z-Achse nidher als die durch eben
diesen Punkt z,, %, gehende Integralkurve der Gleichung 29) bzw. 30).

Um nun noch zu zeigen, dafl die zueinander symmetrischen Integral-
kurven der Gleichungen 29) und 30) sich der Integralkurve # — 0 in unserem
Bereich flacher und flacher werdend unbegrenzt annahern, wenn wir den Aus-
gangspunkt & = z,, v = wu, mit abnehmendem ¥, an die z-Achse heranriicken,
ziehen wir zwel weitere, aus 29) und 30) zu gewinnende, einfachste Differential-
gleichungen zum Vergleiche heran, die gleichfalls wieder fiir positive und
negative Werte von « je zur z-Achse symmetrische Richtungen definieren.

Wir 4dndern zunachst den Ma@stab in der Richtung « so, daB der neue
Konvergenzradius gleich 1 wird (eine Transformation, die natiirlich nur
notig ist, falls nicht von vornherein (B—¢) = 1 ist), und setzen zu dem Ende

31) u=v-(BR—g¢, (B—s&<l1.
Abh. d. math.-phys. K1. XXV, 4. Abh.

V)
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Dann geht (29) tber in

1v 1 : 3 i e
32) :Z 71 — == (R—ey - V.(g, + g (BR—&)-v+ g, o (B—ef 0"+ ..),

a 7} a

wo die Reihe rechts konvergiert von v gleich Null bis Eins einschlieB3lich.
Die GroBlen g, - (R — ¢)” missen daher siamtlich kleiner, hochstens gleich einem
endlichen Werte m sein. FErsetzen wir sie simtlich durch ebendiesen Wert,
so ergibt sich eine neue Differentialgleichung:
g0 b B e 0
R \ s

dx o Il
die wir an Stelle von Gleichung 29) treten lassen, und ebenso folgt die (sym-
metrische) Gleichung

34) el o e

dx a 14+

i,

an Stelle von Gleichung 30).
Fiir die Vergleichung dieser beiden Differentialgleichungen mit der aus

der urspriinglichen Gleichung 16) gewonnenen Gleichung
S F ((!’U 1 ) \7% — ot w—(a—1) r ya) o ( R N2 |
35) = — - (R —¢) ) g g ) v Jte (R—&)-v"—+...)

dx a

7} o

gilt dann ebenso wie oben fir die Gleichungen 16), 29) und 30), dall die

von einem Punkte x,, , mit wachsenden x auslaufende Integralkurve der

0?
Gleichung 35) in unserem Konvergenzgebiete durchweg der z-Achse nidher liegt
als die von ebendiesem Punkte ausgehende, der Gleichung 33) bzw. 34) ge-
nigende Integralkurve.

Diese letzteren ergeben sich aber direkt durch Integration. Beschrianken
wir uns auf positive Werte von « bzw. von v, so ergibt die Integration der
Gleichung 33), wenn wir zur Abkiirzung

36) . (B—ey-m= M
setzen :
a) wenn x — « = ( ist, aus
dv v
37 s M
) dx i

das Integral:

38) M= (9= C)r="Tog ¥ -~ ¥,
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b) wenn % — a = 1 ist, aus

39) (/ v a -L’][ L 22

dx [—w
das Integral:

40) : Mz + C)= — logw
und endlich,

c) wenn x—a > 1 ist, aus

dw Sy
. e ]l { farary
i dx - 1—w
das Integral:
; : 1 1 L 1
I 2 W - (1 ! (/ Jii— : . PR . 3
- ) M - ) w—a-—1  pro=l N P

Diese Integrale stellen im Intervall 0 < » < 1 obere Grenzen fiir den
Verlauf der durch die Differentialgleichung 35) bestimmten Integrale dar und
charakterisieren zugleich die stetige Annidherung der Integralkurven an die

z-Achse als Grenze: Dadurch namlich, dal wir » = », geniigend klein wéhlen,
kénnen wir an jeder Stelle z = x, erreichen, dafl sich die Vergleichskurve

und damit auch innerhalb des endlichen Giiltigkeitsbereiches unserer Niherung
die durch ), v, laufende Integralkurve der Gleichung 35) vorgeschrieben nahe
an der z-Achse hin erstreckt. Fiir das Intervall 0 > v > — 1 tritt analog die
Gleichung 34) ein, welche die zu den eben betrachteten symmetrischen Kurven
in der (xv)-Ebene gibt.

In der nebenstehenden Figur 4 ist der Verlauf der drei den Fillen a,
b und c¢ entsprechenden Vergleichskurven, die durch die Gleichungen 38),
40) und 42) gegeben sind, dargestellt. Es ist dabei M = 1 angenommen und
die Gleichung 42) fir den Fall x— o« = 2 aufgetragen. Die Konstante (' ist
dabei jeweils so bestimmt, daBl die drei Vergleichskurven durch den Punkt
z, = 0, v, = 0,1 hindurchgehen.

15) i DA
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i8 L b 5 snd: dio durch die Punkteig == @ 9 =— 04 und £/ — 0,
v, = — 0,1 laufenden Integralkurven
| 13) s — @, = (log v — log v,) — (log (1 4v) — log (1 + v,)
' der Differentialgleichung
dv T
/ - o ‘/7 v
44) o i
i dargestellt und daneben, um das Verhalten der Naherung an einem einfachsten
Beispiel zu zeigen, die entsprechenden Vergleichskurven (Fall a, x — « = 0)
| 38a) T z, = (logv — legv,)) — (v — v,)
(durch z, = 0, v, = -+ 0,1) bezw.
L , 38b) x — 6, = (logv — logv,) + (v — v,)
(durch &, = 0, v, = — 0,1), die den Differentialgleichungen
d v v
B
S7a ==
i | s dx 1—w
i und
8 Sk dv v
o b =
) (i 1+w

entsprechen und fur jene beiden eine obere bzw. untere Grenze bilden.

In Figur 6 endlich ist das charakteristische Bild far die Anndherung
& i der Gesamtheit der einer Differentialgleichung 32) (und allgemeiner 35)) ent-
‘[ i sprechenden Integralkurven an die x-Achse durch die Darstellung einer Serie
l 41 von Integralen der Gleichung 44) gegeben.
if
|
i
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Die gleiche Art der Annidherung der Integralkurven an die z-Achse gilt
nunmehr auch, wenn wir durch die Substitution

31) U= 7v-(HL—¢
von 35) auf die durch die Differentialgleichung 16)

. d fe ; :
16) e e e

de 0

a o

in der (zu)-Ebene definierten Kurven zuriickgehen. Von diesen aber kommen
wir zu dem System der durch die urspriingliche Differentialgleichung 9)

-1 22

diy— ; ' . — a
) Jd z D — 29— g8 B LG9 .

a (73

gegebenen Kurven in der (x y)-Ebene durch die Abbildung der (z u)-Ebene in
die (x y)-Ebene, welche durch die Gleichung

11) Y =

vermittelt wird. Fiir diese Abbildung haben wir die beiden Fille « gerade
und ¢ ungerade zu unterscheiden:

Im ersteren Falle erscheinen fiir den Giiltigkeitsbereich unserer Ent-
wickelungen die beiden Teile der (xw)-Ebene lings der z-Achse fiir positive
und negative Werte von # auf die eine Seite y—y () > 0 der Kurve
y—1(®) = 0 in der (x y)-Ebene abgebildet und ist dieses Gebiet von den
Bildkurven von 16) doppelt iiberdeckt; wie umgekehrt den positiven reellen
Werten der Funktion y — # (#) zwei reelle Wurzeln # der Gleichung 11) ent-
sprechen. '

Im zweiten Falle wird fir den Giiltigkeitsbereich die positive Halbebene
(%, w) (fur w > 0) auf das Gebiet y —7 (z) > 0, die negative Halbebene u < 0
auf das Gebiet y — 7 (z) < 0 abgebildet und beide Gebiete je von den Bild-
kurven von 16) einfach uberdeckt, wie umgekehrt die Gleichung 11) fiir
jeden reellen Wert der Funktion y —# (#) eine und nur eine reelle Wurzel «
besitzt.

Im Falle eines geraden o erscheint also die Kurve y — 1 (%)
= 0 als zugleich singuldre Losung und partikulares Integral
unserer Differentialgleichung als Grenzkurve im eigentlichen
Sinne, bis zu welcher hin die Kurven des allgemeinen Integrals
sich in doppelter Uberdeckung des Gebietes y—7n(#) > 0 und
mit asymptotischer Annaherung an die Grenzkurve (wenn es ge-
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ol

stattet 1ist, diesen Ausdruck den obigen Erlsuterungen entsprechend zu ge-
brauchen) erstrecken.
Im Falle eines ungeraden o bildet die Kurve y—u(z) = 0
nicht eigentlich eine Grenzkurve im gewohnlichen Sinne des
; ; Wortes, hat aber gleichwohl wegen des Zusammenriickens
imaginédrer Gebiete der Integralkurven die Bedeutung einer

i | zugleich singuldren und partikuldren Lésung.

Die beiden Falle mogen als Grenzkurven erster Art (eigentliche
Grenzkurven) und Grenzkurven zweiter Art unterschieden sein.

Beispiele.

Wir fiigen zur Veranschaulichung noch einige graphische Darstellungen
an, fiir welche wir die moglichst einfachen Fille wahlen.

» Setzen wir in Gleichung 44) (fiir v = w)
dw :
44 = U u
) dx e

elnerseits

L ; 1

4 45) o2

SR andererseits

’ _;} ‘
[ ‘ ; 1
aa 46) W=

so ergeben sich in den Differentialgleichungen

w0 47) j dy¥‘)’ _1.0;2
o W (mn
beziehungsweise

drg/ 7

48) = 8y -+ 3y

dx
i 0 die einfachsten Beispiele von Differentialgleichungen vom
] | Typus II, fir welche langs der x-Achse zwel beziehungsweise drei Zweige der
B Funktion

zusammenhangen, also von Grenzkurven erster und zweiter Art.

» Die Figuren 7 und 8, welche durch Vermittelung der in den Gleichungen 45)
I und 46) vorliegenden Abbildung der (z «)-Ebene auf die (z y)-Ebene aus
. Figur 6 erhalten sind, stellen diese beiden Fille dar.




Wahlt man aber statt dieser Abbildungen die niichst einfachen

49) = (y — :1.3"3)%

beziehungsweise

50) e e

8o ergeben sich ans Fig. 6 die gestaltlich allgemeineren Figuren Fig. 9 und 10,
mit y —a° = 0 als zugleich singulidrer und partikulirer Loésung.

Fig.

2
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Die Figuren 11 und 12 endlich beziehen sich auf die Differentialgleichungen

51 g e 2 ] . 3
bl) g i und =y

als einfachste Fille unserer Differentialgleichungen, fiir welche die Integrale
algebraische Kurven sind.

Ubrigens sehe man hiezu noch das Beispiel der Kurven zweiten
Grades in § 6, S. 32.




§ 4.

Darstellung der singuliren Lésungen fiir eine Kurvenschar
P (x4, 2) =0

aus den Teilfaktoren der Diskriminante «4 dieser Gleichung.

Kniipfen wir nunmehr die Darstellung der singuliren Losungen an die

Darstellung der Kurvenschar durch eine Gleichung

D (x, Y, 2) = 0,
welche einen Parameter s algebraisch im #'" Grade enthalt, also an eine
Gleichung:
52) D (1, 9,8) = 2* + B, ! b, L LR
in welcher die Koeffizienten B B.i. B hach ganzen, positiven Potenzen
von (x—a) und (y — b) fortschreitende, in der Umgebung des Wertepaares
T = a, ¥y = b konvergente Reihen bezeichnen.

Hamburger hat a. a. O, (8. 227 u. ff) gezeigt, daB sich in dieser Form
mit 2 als Integrationskonstante das allgemeine Integral unserer Differential-
gleichung 1) fir die Umgebung eines Punktes (a, b) darstellen laBt.

Sel nun
53) Yy—1n®x =0

ein Zweig der Diskriminantenkurve

54) A=19,
welche wir durch Elimination von £ aus den beiden Gleichungen

- . 2D
55) P@ya) =0, - =9

(ol

erhalten und in welchem » Werte von ¢z den Wert 5 — € (x) annehmen mogen,
so gilt, wenn wir die Funktion & nach Potenzen von Y —1n(x), e —C (z) ent-
wickeln, die Gleichung:

66) Py ) =(y—n) - Bly—mns— GGy — g8l g
in welcher P und & Potenzreihen nach ganzen Potenzen von Y—1, 2—C be-

=

zeichnen, deren Koeffizienten noch von @ abhingen und wobei Q
#—C nicht verschwindet,
Abh. d. math.-phys. K1, XX V, 4. Abh.




SchlieBen wir zundchst den Fall aus, daB sich die Funktion { (v) langs
ibt sich (vgl. Hamburger, a. a. 0.

n (x) auf eine Konstante reduziert, so ergl
artikuliren Integralkurven (o < p) eine Entwickelung

y— 7 (x) in der Form

y =
fir je « Zweige der P
von #— C (%) nach Potenzen von

“ 41
57) ns s BOR L e e
Ist dann

»®
H8) Tl

a
e, b der Zweiz y=—a2) der Diskriminantenkurve kein Integral der
Differentialgleichung, sondern Ort von singularen Punkten der partikuldren

i oD oD . : :
Integralkurven (fiir welche — - und 7 verschwinden), deren einzelne Zweige

die Kurve y = 7 () n icht berithren.

Typus | der singuldren Ldsungen.

Far
\ 7
59) @ 31
a
berithren die Zweige der partikuléren Integralkurven den Zweig der Dis-

daher eine singulare Losung vom Typus L

Fall der hervor, daB in Gleichung 56)
nicht zugleich verschwindet. Es

kriminantenkurve und dieser 1st

Dabei tritt als einfachster
fe = e G (x) die Potenzreihe ‘B
haben dann die partikulédren Integrale & = 0 im allgemeinen ldngs jenes
der Diskriminantenkurve keine singuliren Punkte, ihre Zweige
eine Berithrung von der Ordnung p-—1 ein.
iminanten-

Zweiges
gehen vielmehr mit ibr

Dabei verschwinden léngs jenes Zweiges der Diskr

kurve mit @ = 0 einmal die Ableitungen

; b 2P 1P

60) ol
2z 22’ 92—

and fermner die samtlichen Unterdeterminanten der p—1-Teihi-

gen Matrix:

aq‘) 3‘3 (]) ai} (1) ap——l (j)
3z dm 0z 9m-9sd redRiersit
) A 2D FO Y A

@
=S
|
0

9y dy-9s ay-92® = 8y




()
~1

ay % an 3P oy 3P oy or—2p |
=l — ¢ = SedREa s = e
69) oz 2z 3z om o2 SErA L ot R
) ‘ ! i |
' ‘l‘ 2B 2P ar—2 |
& 222 Sel=¢

reduziert,

Die erste nicht verschwindende Determinante

3D PP

ax ox-dzr-1 |

63) Ii'p — f
: | 0D 22 P

ay a:;/“ 8137]17—} ‘J
erhalt dabei den Wert

; =i -~ S
sl I G i p! Al
: - dx @ Do 2w 3 =
P & y ‘ Rersail
/ ar "l\ |
T |
5 algp-—l

Der Fall der Umhiillungskurve mit einfacher Beriihrung ergibt
sich.iflir p.= 9., Hier.ist

65) B = ) B e B D0
wo P und O fir y =1, 2 =17, nicht verschwinden. Es gelten daher in diesem

Falle, wie bekannt, langs des Zweiges der Diskriminantenkurve die Beziehungen ):

2P 2o
dx 9z-3z

EX) _ ‘ Seis T
66) o S | =P - R 100
2z 4 2D 32 P dx
| 3y ay-de |

Im Falle einer singuliaren Kurve mit Berihrung zweiter Ordnung
ist » = 3 und es bestehen lings y = 7 (2). 2 — { (x) die Gleichungen:

2D D
2P 2z dz-3z |
67) — —0iund® H, — b
e 2D 3D

| Yy dy:3z
1) Vgl. Peano in den schon genannten »Applicazioni geometfriche del calcolo infinitesimale®,
cap VIS 2,
4:‘7‘
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Ist dagegen der Zweig ¥
der Ort singuldrer Punkte der
Entwickelung 56) langs y = 7 (%), #

der Diskriminantenkurve

1) ()

{urvenschar, so verschwindet in der

() die Potenzreihe 3 und man hat

!
|
i
[
|

e —

x|

damit zugleich auch
2 23D

: ey
68) - und =

b

wo dann die Untersuchung der héheren Differentialquotienten die singularen

Vorkommnisse im einzelnen ergibt.

Typus Il der singuliren Ldsungen.

Ist langs des Zweiges y = 7 (x) der Diskriminantenkurve z = C (x) kon-
stant gleich z,, so ist y = 7% (2) zugleich partikuldares Integral der

Differentialgleichung und es liegt Typus [I einer singularen
Losung vor.
Fiir die Entwickelung von & gilt jetzt die der Gleichung 56) analoge

Gleichung
69) B(a, s = —n) - Py—n2—2z)+ E—2)" - Qy—mns—2) =0,

welche die der singuliren Losung z = 2, benachbarten Kurven darstellt und
wobei (wie oben) jedenfalls O fir y =7, 2 = 4, n icht verschwindet. Dabei
verschwinden analog wie im allgemeinen Fall auch hier die Ab-

o# D

et
22

(5]
e

bis zur (p—1)*" und erweitert sich wegen ]

leitungen
¥

')

die in 61) gegebene Matrix der verschwindenden Determinanten
noch um eine Vertikale.
Die erste im allgemeinen nicht verschwindende Determinante ist

2P T D

. : dx  dx-d3zP
70) e
9y 9dy-dz*
Sie erhalt langs y — y (%), 2 = 7, den Wert
! o 918 (55 + 32 35).
Im einfachsten Falle von Typus Il fir p = 2
b B (20,0 = —1 B+ E—2n 0=0




ergeben sichalsoldngs y =1, 2 = 2, die Bedingungsgleichungen:

} 5D . %p

= 2P j ox  dwoe | ,
73) " —'0 H, — = 0.
25 i 20 3P
| 9y dyose
i ) : . e oD ..
Im allgemeinen verschwinden dabei auch hier o und - langs unserer
X Y

singuliren Kurve nicht. Dies ftritt vielmehr wieder nur ein, wenn dort
noch P (y — n, 2 — 2,) verschwindet. Dabei handelt es sich aber nicht um
einen Ort singularer Punkte wie im Falle des Typus I, sondern die Losung
y == n(w) tritt in diesem Falle nur, wie sogleich noch ndher gezeigt werden
soll, im gewissen Sinne mehrfach zéhlend als zugleich singulare und partikulire
Losung auf.

=5,

(Gteometrische Deutung auf der Fliche & (x,y,2) = 0.

Die verschiedenen Fille der singuliren Losungen von Typus [ und II
(wie auch das Auftreten eines Ortes singulirer Punkte im Kurvensystem)
lassen sich besonders anschaulich iiberblicken, wenn wir in der bekannten
Weise die Gleichung

Dz, y.8) =0
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem x, y, 2 als Flache tiber der (z y)-
Ebene deuten. Die Kurvenschar (der partikuliaren Integrale) wird von der
Projektion der Horizontalschnitte z = const. dieser Flache auf die (z y)-
Ebene gebildet.
Die Diskriminantengleichung
bezeichnet dann ,im allgemeinen® einen Zylinder, welcher die Fliche & = 0
laings des in der Richtung der z-Achse genommenen ,Umrisses® beriihrt. Die
0 wird von den Horizontalschnitten ¢z = const. in den

UmriBkurve auf &

Punkten y = 7 (), 2 = { () geschnitten, in der Projektion einfach oder von
hoherer Ordnung berithrt (Typus I der singuléren Losung). Ist aber lings
eines Zweiges y =1 (®) der UmriBkurve iberall 2=z, so bildet
dieser Zweig eine zugleich partikulare und singulére Losung (Typus II).
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Weiter liegen auf 4 = 0 alle singuldren Linien der Flache, langs welcher
zugleich die Gleichungen
: oD : oD oP
71) P = O7 SO S 3 i ] : — 0
o Y 97

erfilllt sind. Nach unseren Voraussetzungen iiber & erscheint hier als die
sunichst sich darbietende Singularitat die Doppelkurve, dann die Rickkehr-

kurve. Solange langs eines solchen Zweiges y = 7] (r) der Diskriminanten-
kurve, der im allgemeinen keine singulare Losung ist, sich 2= € () nicht

auf eine Konstante reduziert, besitzen die Horizontalschnitte der Fliche, also
die partikuldren Integrale, Doppel- bzw. Riickkehrpunkte. Dabei ist far den
Vergleich des allgemeinen I ntegrals & = 0 und der Differentialgleichung £ = 0
noch zu beachten, daB diese Doppelpunkte der partikularen Integralkurven
orst bei Betrachtung des Gesamtverlaufes der einzelnen Kurven in die Er-
scheinung treten, also wohl aus der Diskriminante 4 = 0 von &, nicht aber
aus der Diskriminante D = 0 von F erhalten werden. Dagegen bezieht sich
das Auftreten von Riickkehrpunkten nicht blo8 auf den Gesamtverlauf der
einzelnen Integralkurven, sondern bildet eine differentielle Eigenschaft der-
selben, so daB die Kurve der Riickkehrpunkte sowohl aus 4 = 0 wie auch
aus D — 0 erhalten wird?).

Wir betrachten in unserer riumlichen Deutung noch den vorhin erwahnten
einfachsten Fall von Typus II (fur p = 2), also die Gleichung:

72) Dy, )= @y—n P+ E—2 9

o $— pot bl =@ b (@ ——2) + -
gt miy= 1) e 2l 1
und die yp, q Potenzreihen nach (v — x,) bedeuten.

1) Auch umgekehrt konnen bekanntlich Eigenschaften des durch I" = 0 gegebenen Feldes von
Richtungen, welche im Verschwinden der zugehorigen Diskriminante D ihren Ausdruck finden, verloren
oehen bei Betrachtung des Verlaufes der einzelnen partikuliren Integralkurven in @.=0.. 50 ver-
schwindet, wenn sich lings einer Kurve y =7 (2) getrennte Zweige der Integralkurven @ = 0 beriihren,
wohl die Diskriminante D, nicht aber auch die Diskriminante 4. Darboux ist am Schlusse seiner Ab-
handlung von 1878 nur auf den ,allgemeinen® Fall der ! Jeziehung der Determinanten D) und A zu einander
eingegangen, wihrend Cayley (insbesondere in den Arbeiten ,On the theory of the singular solutions
of differential equations® im Messenger of Mathem. vom Jahre 1872 und 77) und Casorati (vgl. die in
Darbouxs Bulletin des sciences math. vom Jahre 1879 und 81 ahgedruckten Aufsitze Casoratis aus den
Jahren 1874—81) im besonderen die Bedeutung der einzelnen in verschiedener Multiplizitit auftretenden
Faktoren der Diskriminanten D und 4 untersucht bhaben. Fiir die umfangreiche anschlieGende Literatur
vergleiche man den schon genannten Aufsatz von Rothen berg. s erscheinen bei diesen Formulierungen
neben den eigentlichen Enveloppen auch die zugleich singuliren und partikuliiren Losungen als gemein-
| A, ohne daB auf sie genauer eingegangen wiirde. Vielmehr ist das Haupt-

same Faktoren von D und
interesse aller dieser speziellen Untersuchungen auf die Charakterisierung der Orter singulérer Punkte
(Doppelpunkte, Spitzen, Bertthrungspunkte getrennter Tntegralkurven u. s. f.) gerichtet.
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Ist p, langs y = 7 (z) von Null verschieden, so liegt der allgemeine
Typus II der zugleich singularen und partikuldren Losungen vor. Ist dagegen
langs y = 7 (x), # = 2, fur alle Werte x, die Reihe

75) p, = 0,

so bildet diese Kurve eine horizontale Doppelkurve, ist noch iberall
76) p;— 49,00 =0,

eine horizontale Riickkehrkurve der Fliche & = 0.

Beim allgemeinen‘ Typus II ndhert sich, in der % y-Ebene betrachtet, ein
Zweig eines partikularen Integrals von einer Seite her der singuldren Kurve,
mit welcher er fiir z = 2z, zusammenfillt, um dann sich nach derselben
Seite hin von ihm wieder loszuldsen, so daf die singulire Linie als Grenz-
lage eines Zweiges der partikuldren Integrale erscheint. Im Falle der
Doppelkurve und der Riickkehrkurve dagegen erscheint die singulére
Linie als Grenzlage zweier Zweige der partikuldren Integrale. Im Falle
der Doppelkurve riicken, wenn wir den Ubergang auf der Flache & = 0 ver-
folgen, zwei (auf den beiden in der Doppelkurve sich durchsetzenden Flachen-
ménteln verlaufende) zusammengehorige Kurvenzweige in jenen singulédren
Zweig zusammen, um sich nachher wieder zu trennen. Es ist also in der
zy-Ebene das Gebiet langs der singuléren Linie zu beiden Seiten doppelt

von den Nachbarkurven tberdeckt. (Einer isolierten Doppelkurve y = 7 ()
2=z, von ¢ =0 entspricht natiirlich eine isolierte singulére Losung.) Im

Falle der Riickkehrkurve niahern sich mit anderndem Parameter z zwel
Zweige eines partikuliren Integrals von derselben Seite her der singuléren
Kurve. um dort mit ihr zusammenzufallen und dann imaginar zu werden.
Das Bild in der zy-Ebene ist also in diesem letzteren Falle nicht wesentlich
von dem des allgemeinen Falles verschieden. Die folgenden Figuren 13,
14 und 15 zeigen schematisch den Ubergang in den drei Fallen auf der
Fliche & = 0. Die anschlieBenden drei Beispiele geben genauer die Uber-
ginge fiir die Kurvensysteme in der wy-Ebene.

Fig. 13. Fig. 14. Fig. 15.
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§ 6.
Beispiele.
1. Beispiel fiir den allgemeinen Typus IL

Im AnschluB an die in § 3 gegebene Reihenentwickelung fiir die Differential-
gleichung F = 0 ergeben sich unmittelbar Beispiele fiir den Typus II, fir
welche die zugehorige Differentialgleichung moglichst einfach gestaltet
ist — so die dort besprochenen Gleichungen 47), 49) und 51). Fur die ein-
fachsten Falle der Gleichung <& = 0, welche diesen Typus darstellen, greifen
wir auf die Gleichung 72) zuriick:

72) &P (‘/I L) = (’/ e ;/) 3 \)}: + (’z"’“-”’u) -0 =0.

Wir setzen zunichst 7 (#) — 0, so daf3 also die wx-Achse zugleich singulére
und partikulire Losung wird. Ferner setzen wir z, = 0. Wihlen wir nun
weiter die Funktionen §§ und O auf die einfachste Weise so, daB sie fir y = 0,
2 2,==0 nicht verschwinden, also etwa
77) P=mz-+ns Q=17",

so ergibt sich als einfachstes Beispiel fir eine Kurvenschar, welche den
allgemeinen Typus Il darstellt, die Gleichung

78) D=y (mx+nz) -+ =0.
Die zugehorige Differentialgleichung lautet:
79) F=ma-y*+y2mz—niy) -y +my = 0.

Die Diskriminanten sind (wir sehen hier wie in den folgenden Beispielen von

Zahlenfaktoren ab):
80) A=y - (dmzx —nY)

und
D=y (dmz—n'y)

Die Fliche @ = 0 ist ein Kegel zweiten Grades, dessen Horizontalschnitte

die Integralkurven bilden. Die UmriBlinie 4 m 2 — n® y = 0 ist singulare Liosung
1) Fiir die umgekehrte Wahl P =1, O = ma+n2z, die auf eine Clairautsche Gleichung fiihrt,
vel. § 8, Formel 104.
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vom Typus I (Enveloppe), dagegen die UmriBlinie y = 0 (fiir 2z = 0) zugleich
singulire und partikulsre Losung vom allgemeinen Typus II. (Vgl. Fig. 16.)

Fig. 16.

Man erkennt an diesem Beispiel am einfachsten, dal es nicht richtig
ist, von einer solchen allgemeinen zugleich singuliren und partikuliren Losung
als von einem ,mehrfach ziahlenden“ partikuliren Integral zu sprechen.
Die Achse y = 0 erscheint als Grenzlage der Integralkurven, zihlt aber
Jedenfalls nur einfach in der Kurvenschar (der Schnitt 2 = 0 des Kegels
st das Geradenpaar z -y = 0). Davon ist aber zu unterscheiden, daf in 9 == )
Jedesmal zwei durch die Differentialgleichung gegebene Rich-
tungen zusammenfallen.

Die Reihenentwickelung fiir die Differentialgleichung in der Umgebung

eines Punktes y = 0, © =, der singularen Linie ergibt sich in der Form
8) = It e[ e
({ T -7/'0 =) flfg RS V‘l/"“né ( xo); s e bt

entsprechend der in Gleichung 18) allgemein aufgestellten Formel.

2. Beispiel fiir den Typus II mit horizontaler Doppelkurve
it = 0

Hier ist fiir y = (x) =0, 2 =24,= 0 die Gleichung 74) p, = 0 zu er-
fallen. Wir wiahlen
82) P=my-Lnr-2, D=1
und erhalten die Gleichung:

D=y -(my 4+ nx-2) + &7 =0,
Abh. d. math.-phys. KI. XXV, 4. Abh. i)
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und als zugehorige Differentialgleichung

84) (0’ x°

4m)y”?— n*y* = 0.

Ferner ist (bis auf Zahlenfaktoren)

85) A= D=y (W2’ —4m).

Fig. 17 stellt das den Gleichungen entsprechende Hyperbelsystem dar.
Die Achse y = 0 ist doppelt zidhlend singulire Lésung und zugleich partikulires
Integral.

Fiir die der Gleichung 18) entsprechende Reihenentwickelung von y' er-
gibt sich hier einfach:

86) y' = Y = g1 Y

%

wobei sich g,, den beiden Blittern y' entsprechend an jeder Stelle = z,

(ausgenommen bei ¢ = + = 1/yp;) nach ganzen positiven Potenzen von = — 1z,
e Y

entwickeln laBt.

Diesem Falle einer doppelt zahlenden singuliren Loésung entspricht auch
das kompliziertere Beispiel 5 in der Hamburgerschen Abhandlung (8. 246).

3. Beispiel fiir den Typus II mit horizontaler Ruckkehrkurve

gt dy-— 08
Hiér sind langs y = 7 (z) = 0, 2 = 5,=— 0 die Gleichungen 75) p,= 0
und 76) pi—4p, q,= 0 zu erfilllen. Wir setzen:
87) P=2a-y—2x.-2—y’; Q=1

und erhalten die Gleichung:

88) b= (z—axy’—y* = 0.
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Sie entspricht der Differentialgleichung

89) (39_932);1/‘3—2.@3/——%:0
und es 1st
90) A=) =— i

Fig. 18 gibt das der Gleichung entsprechende System von Kurven vierter

Ordnung. Das fir z 0 sich einstellende partikuldre Integral

91) Y@ —y) =0

zerfillt in die doppelt zihlende') Gerade y = 0, die zugleich singu-
laire Losung vom Typus II ist, und in die Parabel 2> —y = 0. Der Uber-
gang zu dieser Grenzlage sei noch durch Fig. 19 n#éher erliautert, welche drei
beénachbarte Kurven, fiir 2z — 4C, 2 — 0 und 2 =— — A4 C darstellt. Man
vergleiche damit den Grenzibergang in dem in § 10 gegebenen Beispiel
Figur 30 und 31 (Seite 48, 49).

Hig 19,

z:——.d(){ 2 )7 = ,,,,,\\”’:

1) Bs sei hierbei erwithnt, daf das Zusammenfallen mehrerer Zweige einer Integralkurve zu einem

einzigen — wie es in den eben betrachteten Fillen des Auftretens von horizontalen Doppel- bzw. Riick-
kehrkurven der Fliche @ = 0 auftritt — keineswegs notwendig einer zugleich singuldren und partiku-

liren Losung, wie dort, entspricht. Es kann sich auch lediglich um eine mehrfach zihlende partikulire
Integralkurve handeln. So ist fiir die Differentialgleichung

yi—1xy —0
mit dem Integral

15 2,
2% ’“23'(11/4‘%"’:3)"{"(7/ = )2 =0




Anschliessende Bemerkungen.

1. In der rdumlichen Darstellung der Gleichung @ (z, 4, 2) = 0 lassen
sich nun auch am besten jene besonderen Beispiele zugleich partikuldrer und
singularer Losungen kennzeichnen, bei welchen eine partikulére Integralkurve
von einer Gruppe von Zweigen anderer partikulirer Integralkurven beriihrt
wird: Die Projektion eines Zweiges y =7 &), 5= Gl der Umrili-

kurve der Flache =0 auf die xy-Ebene fallt zusammen mit
der Projektion eines Horizontalschnittes s — G

Damit ist auch unmittelbar ersichtlich, daB jene Kurve y = 7 (z) fiir das
Gebiet der Horizontalschnitte lings der UmriBkurve ge=aqla) & — G oy
singuldre Losung, dagegen fir das Gebiet y — 7 (1), z = %, langs des einen

Horizontalschnittes als partikulires Integral anzusehen ist. Die Bemerkung
in der Scheffersschen Bearbeitung des Serretschen Lehrbuches 1), wonach
eine solche Losung nur als singulare Losung (Grenzlage), nicht auch als
partikuliares Integral bezeichnet werden diirfe, 148t sich nicht aufrechterhalten.
Wir setzen das Cauchysche Beispiel der Parabelschar

O\

92) Yy==z -(x—2z)
hierher, die der Differentialgleichung
93) yi—dagy' +84 =10

entspricht. (Fig. 21). Die von den Parabeln einfach bzw. dreifach bedeckten Ge-
biete sind dann, wenn wir jedesmal den Zusammenhang der einzelnen Blitter

Fig. 20.

die Kurve

1o
@0
die sich fiir # = 0 ergibt, in dem System der Kurven 6ter Ordnung,
welches die Gesamtheit darstellt, eine doppelt zu zihlende parti-
kuléive Integralkurve. Es fallen in ihr, wie Fig. 20 zeigt, je zwei
Zweige der Nachbarkurven (fiir 2= -+ 4 C oberhalb, firz= —AC
unterhalb der #-Achse) zusammen. Dagegen ergibt sich fiir die
Diskriminanten lediglich:
Di— oy,

A4 =ad.y.

Die r-Achse ist singulire Losung (Enveloppe), withrend die y-Achse
einen Ort von Riickkehrpunkten darstellt.
LsiBand DL 972




langs der beiden Umrilkurven y = 0 und y = ¢

B
s @

Fig. 21

3%

beachten, in der aus
Figur 22 a, b, ¢, d unmittelbar ersichtlichen Reihenfolge aneinanderzuschlieBen.
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Fiir die in a) dargestellten Zweige der Integralkurven ist dann y =0, 2 > 0
partikuléres Integral, y = 0, # < 0 dagegen singulére Losung, umgekehrt fiir
das Blatt c.

Wir fiigen als ein unmittelbar hier anschlieBendes Beispiel noch das
Kurvensystem
9 4) 3/3 e R (m ) j)j
hier an, welches der Differentialgleichung
95) 2Ty 120y — 5y — 10
entspricht. Hier ist die Gerade y = 0 keine singulire Losung, sondern
Spitzenort und zugleich partikuléres Integral. Der Ubergang der ein-
zelnen Zweige der Integralkurve lings y = 0 und langs der Einhiillenden
y—L+V4.2=0 ist im ibrigen derselbe wie im vorigen Beispiel. (Vgl.
Fig. 23.)

2. Noch folgende Bemerkung sei hier eingeschaltet: Die Integralfliche
& — 0 laBt sich durch Einfithrung von anderen Integrationskonstanten ¢ an
Stelle von z noch auf die mannigfaltigste Weise umgestalten. Wenn dann die

Konstante # in der Gleichung @ (z, y, 2) = 0 nur in der Verbindung
96) i = ()

auftritt, es sich also um ein Kurvensystem

97) D, y,2) = P, 9,0) =Py ¢() =0

handelt, so wird hier die Bedingung

i e

98) 90 o de
yr dt

?aj'f[' = 0, dann fiir — = 0.

erfilllt einmal fir o

:
|
!
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Die letztere Bedingung liefert aber offenbar keine singuliren Kurven.
Sie besagt nur, da@ das Kurvensystem @ = 0 mit anderndem 2z in einzelnen
Abschnitten mehrfach durchlaufen wird und also die Fliche & (x, g, 2) = 0
abschnittweise aus den gleichen Horizontalschnitten aufgebaut ist, wie
¥, y,t) = 0, wobei dann die einzelnen Abschnitte lings UmriBkurven in
einander ibergehen, die fiir das ganze Kurvensystem lediglich die Rolle von
partikularen Integralkurven spielen. Auch Doppelkurven, Riickkehrkurven
u. 8. w. konnen dann in einer solchen Fliche & = 0 auftreten, die doch fiir
die Schar der Integralkurven als unwesentliche (hebbare) singu-
lare Linien zu gelten haben. So beachte man, um nur das einfachste
Beispiel anzufithren, dafl die Schar der konzentrischen Kreise

Ly —i=10

auf jeder beliebigen Rotationsfliche um die z Achse

) 2 A

% 4 g — p(2) = 0
sich anordnen 1aBt, bei welcher je nach der Wahl des Meridians beliebige
der Kreise als Umrilkurven, mehrfachzihlende Kurven wu.s. w. auftreten kénnen.

§ 8.

Die Clairautsche Gleichung.

Legen wir die Clairautsche Gleichung in der Form

- . y—ay' +fly)=0

zu Grunde, so ist das allgemeine Integral durch die Geradenschar
100) y—xz—+ () =0

gegeben. Die Kurve

(2=F()
ly=2-F0)—7@

ist die Umhiillungskurve der Geradenschar, also singulire Losung vom Typus L.
Man hebt sie in der Regel als die einzige singulére Loésung hervor!) und
ich habe in der Literatur nirgends eine Bemerkung fiber das Auftreten
anderer singulidrer Losungen der Clairautschen Gleichung finden kénnen.
Sie sind wohl deshalb unbeachtet geblieben, weil man aufler Acht lieB, daf

101)

1) So z. B. in Serrets Lehrbuch, 3. Aufl., Band 3, Nr. 720.
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die in der Form 97) vorliegende Gleichung nach y — xy' aufgeldst ist,
[(y') also im allgemeinen keineswegs vom Charakter einer rationalen ganzen
Funktion in y' angenommen werden darf, auch wenn man die allgemeinere
Form

102) Ly —=zy', y) =0
der Gleichung als ganze Funktion in y —zy’' und y' voraussetzt.

Es gilt aber der Satz:

Jede Wendetangente der Umhiillungskurve 99) — wenn wir
von hdheren Klassensingularitidten absehen — stellt eine zu-

gleich singulare und partikulire Lésung der Clairautschen
Gleichung dar.

Die Bedingung fiir das Auftreten eines Wendepunktes in der Umhiillunos-
gung i€ g

kurve ist f''(¢) = oc. Legen wir den Wendepunkt nach # =0, y = 0 und
machen die Gerade y = 0 zur Wendetangente, so 1aBt sich fiir die Umgebung

dieser Wendetangente die Funktion f(y') in eine nach positiven Potenzen von
Y
Anndherung wird also das Verhalten der Integralkurven in der Umgebung
der Wendetangente bezeichnet durch die Differentialgleichung

1
12

fortschreitende Reihe entwickeln, deren erstes Glied - y'* ist. In erster

5

103) o e g — ()
oder, in rationaler Form geschrieben, durch
(y —zy) —a’y”® = 0.

Die Umhillungskurve

1 () el e
104) Y e =— 0
und die zugleich singuliare und partikulire Losung y = 0 teilen die Ebene

(vgl. Fig. 24) in vier Gebiete, die dreifach, bzw. einfach von den Geraden der
Schar bedeckt werden.
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Setzen wir fir das Integral y' = 2 und schreiben dasselbe analog der
Gleichung 72 — wobei 7(z) = 0 und Z,=10 ist — so kommt:
| e # = #t "!\2 42 2 TN
105) PEy)=yly—2x-2)+ 27 (v a: - z) = 0,
wo & = 2 —a’-z lings der singuliren Geraden Yy=0, 2 = 0 nicht ver-
schwindet.

Man bemerkt, daBl bei der vorliegenden Einfiihrung der Integrations-
konstanten 2 die Fliche & (z,y, 2) = 0 in der singularen Geraden eine hori-
zontale Riickkehrkante besitzt, also scheinbar eine Singularitat hoherer Art
in dieser zugleich singuliren und partikuliren Losung vorliegt. Indes ist
diese Riickkehrkante eine ,hebbare® Unstetigkeit fiir unser Integralsystem
im Sinne der Bemerkung 2 des vorigen Paragraphen (vgl. 8. 39). In der Tat,
ersetzt man die Integrationskonstante 2 durch eine neue ¢ fir welche

3
e

so ergibt sich das Integral in der einfacheren Form

106) lfr(iﬁa Y If) ==l £ - (‘E “}" “i) R 0:

welche zeigt, daB in der singuliren Geraden Yy=20, ¢{= 0 der einfachste

Fall des Typus II einer zugleich singuliren und partikuldren Losung vorliegt.l)
Ubersichtlicher wird die geometrische Darstellung noch, wenn wir den

Wendepunkt der Umhiillungskurve ins Unendliche legen. Es kommt dann
die untenstehende Fig. 25, welche die Integrale der Differentialgleichung

107) y—zy —ayi=0
1t
mi . B
Th vl
als Umbhillungskurve und y = 0 als zugleich singuldarer und partikulirer

Lésung darstellt.

rieii

o s
b 7
/s / J
- /, /
/ e
/
/

1) Vgl. oben § 6, S. 32 Anmerkung.
Abh. d. math.-phys. K1. XXV, 4. Abh.
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§ 9.

Die Kriimmungskreise einer ebenen Kurve.

Es gilt der Satz:

In der Gesamtheit der Krimmungskreise einer ebenen Kurve
bilden die vierpunktig berithrenden Krimmungskreise zugleich
singulidre und partikuldre Lésungen vom allgemeinen Typus IL

Es sei
108) = 7(X)
die Gleichung der gegebenen Kurve, ferner bezeichne x, y die Koordinaten
eines Punktes auf einem beliebigen Kriimmungskreis. Fihren wir dann die
X-Koordinate des Beriithrungspunktes von Kurve und Krimmungskreis als
Parameter X = 2z ein, so ist
109) D (x, 9, 2) =

— @ @— 2+ (12 @F +

[ @) - (g — FE) — (1 FEEPF —[1+ 2@ = 0
die Gleichung fiir das System der Krummungskreise. Ist X, =z, ¥, = /()
ein Punkt mit vierpunktig bertihrenden Kriimmungskreise, so ist bekanntlich
(fir 2 = &)
110) 3f]_fﬂi2 3 (l——'i'_/..‘i))'f”]l: 0.

Entwickeln wir nun fir die Umgebung eines beliebigen auf diesem vier-
punktig berithrenden Kreis gelegenen Punktes ,, y,, 2, die Flache & (z,y,2) =0,
so ergeben sich zufolge der Bedingung 110) sofort die Beziehungen

- 5p
£l — 2 (N G
P fi- @
3O — 3®
111 e Sy e
) ! QX-0% ’ o
£ o el 2%
Qy-92 QY
so daB also langs des vierpunktig beriihrenden Kriimmungskreises 2z = 2,

die Gleichungen
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oD P
& | 22 dxdz
119) D=0 22 0 und iy
dy oyoz |

gelten, in Ubereinstimmung mit den in Gleichung (73) gegebenen Bedingungen.
Da keine weiteren Ableitungen von @ nach z und keine weiteren Deter-
minanten der Matrix 61 verschwinden, ergibt sich der Kreis als zugleich
singuldre und partikulire Losung vom allgemeinen Typus II.

Wir legen, um noch fiir & (x,y, 2) die Reihenentwickelung in einfachster
Form aufzustellen, fir die gegebene Kurve die Gleichung:

113) Yzﬂm:éww+iﬁf+.”
zu Grunde (wo die vierpunktige Berithrung in X, = 0, ¥, = 0 statthat und
die Bedingung 110) sich auf a, = 0 reduziert). Dann ist

2 _| 2iEie ‘“ e

T

0]

der vierpunktig berithrende Kriimmungskreis, oder ein Zweig desselben

1 e
as

114) y—nx) =y — =

Dann wird lings y —#(x) = 0 der Parameter z, = 0 und man findet, in
Ubereinstimmung mit Formel 72:

115)

wo B und O fiir y = 7(z), 2 = 0 nicht verschwinden.

Figur 26 gibt die Darstellung der Kriimmungskreise fiir die Parabel
Y?=1a, X? welche von hoheren Singularititen abgesehen, auch den all-

gemeinen Fall fir die Umgebung des Scheitels einer beliebigen Kurve kenn-
zeichnet. Man ersieht aus der Figur, wie aus einfacher Rechnung, daB der
ausgezeichnete Kriimmungskreis die benachbarten Kriimmungskreise in zwei
in erster Annaherung symmetrisch liegende Reihen von Kreisen K' und K
trennt, deren eine auf der einen Seite des Scheitelpunktes, deren andere auf
der anderen Seite die Kurve oskulieren. Jeder Kreis K’ wird von einer Teil-
reihe von Kreisen K'' geschnitten, die zwischen zwei den Kreis X* beriithrenden
Kreisen liegen und umgekehrt. So entsteht langs des Gebietes des ausge-

zeichneten Kriimmungskreises die doppelte Uberdeckung der Ebene durch
6%
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Kreise der beiden Reihen (und zwar auBerhalb bzw. innerhalb jenes Grenz-
kreises, je nachdem dieser ein kleinster bzw. grofiter Krimmungskreis ist).
Der Grenzkreis selbst trigt keinen singuliren Punkt, weil er von keinem
benachbarten Kriitmmungskreis geschnitten wird.

Fig. 26.

@
\\

\ Tl

\\ \ l\\
ot Nontly

\ =N

An diesem Beispiel tritt besonders anschaulich ein Unterschied her vor,
welcher das Zustandekommen der singularen L osung als einer
Grenzkurve jeweils im allgemeinen Falle des Typus I bzw. des
Typus II einer singuliren Loésung kennzeichnet.

Bei Typus I werden die beiden lings der singuliren Kurve aneinander-
stolenden Blatter von den Integralkurven derart tiberdeckt, dafl jede Integral-
kurve an der Beriihrungsstelle mit der singuliren Kurve von dem einen Blatt
in das andere iibertritt. KEs schneiden sich also in kontinuierlicher
Aufeinanderfolge je zwei verschiedene Zweige der einzelnen
Integralkurven.

Bei Typus Il trennt die singulire Loésung die Integralkurven in zwei
Gruppen, deren eine das eine, deren andere das andere Blatt bedeckt. Der
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kontinuierliche Ubergang von der einen Gruppe zur anderen findet nur statt
durch die singulire Kurve selbst als partikulirem Integral. Zwischen
einer Integralkurve des einen Blattes und einer sie schneiden-
den des anderen Blattes liegen stets unendlich viele Integral-
kurven, welche die erstere gar nicht schneiden (wie im vorliegen-
den Beispiel) oder nur in einzelnen, allen diesen Integralkurven
gemeinsamen, singularen Punkten auf der singuldren Kurve.

Die einfachsten Typen der auf der singuliren Kurve moglichen singuldren
Stellen seien noch hier anschlieBend besprochen.

§ 10.
Singuldare Stellen.

In den schon Eingangs erwihnten beiden Aufsitzen!) habe ich die i
allgemeinen“ auftretenden singuliren Stellen einer Differentialgleichung
Fz,y,y') = 0 gestaltlich auf Grund der Briot-Bouquetschen Reihen-
entwickelung untersucht. Sie liegen auf der Diskriminantenkurve D) — 0, die
hier als Spitzenort der Integralkurven erscheint. Man kann sich nun
fragen, welcher Art jene singularen Stellen werden, wenn sie im besonderen
auf einem Zweig von D = 0 auftreten, welcher eine singuldre Losung
der Differentialgleichung bildet.

Wir betrachten die einfachsten Falle: Der Zweig der Diskriminantenkurve
sei y = 0 selbst, eine Vereinfachung, die innerhalb unseres Gebietes einer
eindeutigen Transformation gleichkommt.

Fir Typus I der singuliren Loésung sei o« = 2, » =— 1 also die Reihen-
entwickelung 17):

d i 8
17a) =0V taytoy +. ..

zu Grunde gelegt; fiur Typus II sei ¢ =2, =2, gelte also die Reihen-
entwickelung 18)

(,Z? 3
18a) e e

1) ,Uber die gestaltlichen Verhiltnisse der durch eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen
zwei Variabeln definierten Kurvensysteme®; Sitzungsberichte der Miinchener Akademie der Wissen-
schaften von 1891 und 1892.
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oder, indem wir

setzen:
i du 5 |
Lk17) 7w 29, 19w+ 29, v 4+ ... fir Typusl,
beziehungsweise
du 9 7
118) e Tan —sg.w ... fur Typus IL

Bei der quadratischen Abbildung 116) gehen nun die wesentlich singu-
liren Stellen des Integralsystems der z y Ebene in solche der z # Ebene tiber.
Fiir diese hort dann die Giltigkeit der Entwickelungen 117) bzw. 118) auf.

Sei v = 0, w = 0 eine solche singulére Stelle, so nehmen wir an, dal an
dieser Stelle eine Entwickelung von der Form

du i)

i G 0 (2, u)

gilt, in welcher P und @ konvergente Potenzreihen bezeichnen, die fiir x = 0,
# =0 den Wert Null annehmen. Setzen wir im einfachsten Fall

120) du __ 2,2+ byu

de ~ a,xz+ bu’

Es handelt sich dann um die bekannten drei Formen singularer Punkte, die
nach dem Charakter der Wurzeln i der Determinante

Ly — @y |
121) : | =0
e

als Spiralpunkte, Sattelpunkte und Knotenpunkte zu unterscheiden sind. Fihren

wir in 120) die Transformation z =, w = y! aus und entwickeln fir die
Umgebung einer allgemeinen Stelle # =, (z, ¥ 0), y = 0 auf der singulidren
Geraden #' nach Potenzen von z, so folgt:

3 i

a’

e 2a”2 gt 1 2(a,6,—a,b,) E] bt 2(a,6,—a,b,) - b, V‘;J i

2
; sy

wobei die Koeffizienten an jeder Stelle z, + 0 als Potenzreihen von (z — )
darstellbar sind.
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Im ,allgemeinen“ ist hiedurch die Gerade y=—0 als singulére
Lésung vom Typus I charakterisiert (Gleichung 17a), wahrend
fir a,=0 (Gleichung 18a) eine singulare Loésung vom Typus II
vorliegt.

Um im ersteren Falle das Verhalten der Integralkurven fiir die Um-
gebung des singuliaren Punktes » = 0 zu charakterisieren, kann man an die
analoge quadratische Transformation der in der Ebene (z, u) liegenden singu-
laren Punkte ankniipfen, die ich in der obengenannten Abhandlung?) ausge-
fubrt habe. Dort handelte es sich darum, die Gleichung 120) durch z = g,

@ % + b,u = y? zu transformieren, wo also langs a,z —+ bu =0 gj: = o 181,
Dadurch ergeben sich, entsprechend den Durchschnittsstellen der Integral-
kurven mit dieser Geraden @,z - b,% = 0, in der Abbildung Spitzen lings
Yo=— 0.

Im vorliegenden Falle der Abbildung = = z, u — y* tritt dies ein fir
a; == 0, wo dann die an Stelle von 122) tretende Gleichung

‘ 26y 1
123) y =20y 4 2%,
)l bl

die singulare Gerade y = 0 als Spitzenort charakterisiert. Hier gelten also
die in jener Abhandlung hergeleiteten Figuren (Tafel I—III) fiir den Verlauf
der Integralkurven in der Umgebung der singuliren Stelle. Fiir kleine Werte
von @, édndern sich diese Figuren dahin ab, daB an Stelle der Spitzen auf
y = 0 Beriithrungen der Integralkurven mit der singuliren Linie treten,
ohne dall der Gesamtverlauf des Kurvensystems im iibrigen eine wesentliche
Veranderung erfahrt. Wir verzichten daher hier auf eine graphische Dar-

stellung.
Dagegen sei noch der Verlauf des Integralsystems fiir den Fall
a, = 0 dargestellt, in welchem die singulére Linie y = 0 eine zugleich singu-

lare und partikulare Lésung (vom Typus II) darstellt.

Der Fall ist dadurch gekennzeichnet, daB in der Ebene ( ) die eine
der beiden durch den singuliren Punkt hindurchgehenden Geraden mit « = 0
selbst zusammenfallt. Dadurch scheidet der ,Spiralpunkt“, in welchem jene
beiden Geraden imaginar sind, aus. Die Differentialgleichung

du byu
1 o i

1) Sitzungsberichte der Miinchener Akademie vom Jahre 1891, S. 85, In jenen Tafeln [—TIT ist
der Spitzenort durch eine Parabel gebildet, was hier durch die Annahme 5 () = 0 vermieden ist,
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hat als Integral

125) w' - (b, — a) x — byw)y ™=

Der singuléare Punkt ist ein Sattelpunkt, wenn @, und b, gleiches Vorzeichen
haben; dagegen ein Knotenpunkt fir ungleiche Vorzeichen. Vergleiche die
nebenstehenden Figuren 27, 28 und 29.

Fig. 27 Fig. 28. Fig. 29.

Fir die Transformation # = y* tritt dann in letzterem Falle noch der

Unterschied |a, 2|0b,| hervor, fir welchen einerseits die Achse u = 0, anderer-
seits die Gerade (b,— a,) 2— b, u = 0 die gemeinsame Tangente der Kurven

des Integralsystems bildet. So entstehen durch die quadratische Transformation
D )

aus den obigen drei Figuren die drei Formen solcher singuldrer Punkte,

welche die Figuren 30, 32 und 33 kennzeichnen.

Es sind speziell die Beispiele

o =1 0 =2 0 = —1 (Sattelpunkt) (Fig. 30)
Gp==:2, b —:la b — 1 (Knotenpunkt erster Art). (Fig. 32)
=1, bi=1._10 — 9 (Knotenpunkt zweiter Art) (Fig. 33)

gewahlt. In Ubereinstimmung mit Gleichung 72) in der Form
q’:y'i\\.‘{-rz?“":\. === O

geschrieben lauten die Gleichungen der zugehorigen Integralkurven:

ke y-(@—y+ 28 —2 =10
127) Y g L Dty g

9

128) y-(14+4x2) — &

@ — P = 0.
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Abh. d. math.-phys. Kl. XXV, 4. Abh.

~1




Zum ersten dieser Falle mag noch auf das in den Gleichungen 88, 89

gegebene Beispiel hingewiesen sein, welches (Fig. 18) einen ganz

Verlauf des Systems der Integralkurven ergibt. Indes ist dort die

Linie ¥ = 0 Riickkehrkurve der Fliche @& (z, im vorliegenden

Falle aber einfache singuliare Linie auf & = 0. Dies spricht sich
(=] 15

charakteristisch in dem Ubergang der Integralkurven durch 2= 0 aus, wie

9=

ihn dort Fig. 19, hier Fig. 31 bezeichnet und bei welchen sich die singulé
O 4 o L)

Linie y = 0 dort zweifach, hier einfach zihlend abspaltet.

Was nun noch weitere singuliare Stellen

Z

entialgleichungen

; RSeS| T S
Abhandlungen') Unter-

anbetrifft, so enthilt die zweite der oben erw

suchungen iiber Scharen von Differentialgleichungen, aus welchen

lgleichung erster

e

sich das Verhalten des Integralsystems einer
Ordnung an solchen Stellen ergibt, in welchen sich zweili Zweige
der Diskriminantenkurve durchsetzen. Dabei sind jene beiden Zweige
im allgemeinen Spitzenorte. Man kann nun als ndchst héhere Singu-
laritaten diejenigen betrachten, bei welchen jene beiden Zweige, oder einer
derselben singulare Lésungen der Differentialgleichung sind. Die Unter-

suchung der hier moglichen einfachsten Féalle, von denen einige in den

Figuren 16, 20, 21, 23 und 24 der gegenwirtigen Abhandlung vorliegen,

bietet keine Schwierigkeit.

1) Sitzungsberichte der Miinchener Akademie vom Jahre 1892, S. 101.
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