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Die Theorie der Krystallstructur hat u. A. folgende rein geometrische Aufgabe
aufgestellt:

Den unbegrenzt gedachten Raum in congruent resp. symmetrisch gleiche
continuirliche Raumfiguren gesetzmissig zu theilen.

Unter gesetzmissigen Theilungen werden hier solche® verstauden, fiir welche
simmtlich dieselben Deckoperationen giltig sind. Wenn wir also auf der Oberfliche einer
einzigen Raumeinheit auf irgend welche Weise die Deckoperationen mit den anliegenden
angeben wiirden, so werden dadurch die Gesetze der Deckoperationen fiir die Einheiten des
ganzen Systems eindeutig bestimms.

Da aber die Losung dieser Aufgabe in ihrer Allgemeinheit mit einer ansehnlichen
Anstrengung der geometrischen Einbildungskraft verbunden ist, so erlaube ich mir, wegen der
Erleichterung der Auffassung des Untersuchungsganges, zuerst die einfachere, aber ganz
analoge Aufgabe der reguliren Plantheilung in ihrer Allgemeinheit zu behandeln. Somit
zerfillt diese Abhandlung in zwei Theile.

I. Theil. Regulidre Plantheilung.

1. Es steht uns zuerst die Aufgabe bevor, simmtliche Typen der reguliren Theilung
der unbegrenzten Ebene aufzusuchen.

In dieser Hinsicht sind nur zwei Arten solcher Theilung denkbar: entweder a) simmt-
liche ebene Figuren sind parallel orientirt oder b) dies ist nicht der Fall.

Systeme, welche der ersten Voraussetzung entsprechen, wollen wir die Systeme
I. Ordnung bezeichnen, und zuerst nur solche der Untersuchung unterziehen.

2. Denken wir heliebige hierzu gehorende Figuren herausgenommen. Sie sind unter-
einander durch einfache Translation verbunden, welche zugleich die Decktranslation fiir
saimmtliche andere Figuren ist. Fiir diese Translation erhalten wir eine bestimmte Richtung
und eine bestimmte Strecke. Die Deckung kann in dieser Richtung und um diese Strecke
beliebige Male wiederholt werden, und jedes Mal kommt das ganze System mit sich selbst
zur Deckung. Jede einzelne Einheit bestimmt somit eine congruente Reihe der Figuren.
Nehmen wir beliebig einen Punkt in einer Einheit und die analogen Punkte in simmtlichen
anderen Figuren, so bildet die Gesammtheit dieser Punkte ein ebenes Netz (analytisch
ausgedriickt quadratische Form II. Grades).

60*




468

3. Nehmen wir aber nur zwei anliegende (also eine Grenzlinie gemeinsam besitzende)
Binheiten in Betracht, so erbalten wir eine Reihe besonderer Art, in welcher jede zwel
nichststehende Einheiten anliegende sind, Wir wollen solche Reihen als Colonnen
I. Ordnung bezeichnen.

Hiermit kann das ganze System I Ordnung als das System der anliegenden parallelen

Colonnen I. Ordnung aufgefasst werden.

4. Jede Einheit kann als eine gemeinsame Figur von wenigstens zwei verschiedenen
Colonnen I. Ordnung aber verschiedener Richtung aufgefasst werden.

Nun ist es klar, dass irgend welche zwei durch die gegebene Einheit hindurchgehende
Colonnen eindeutig das ganze System bestimmen.

Der Deutlichkeit wegen nehmen wir zwei solche Colonnen in Betracht. In der
1. Colonne bezeichnen wir die als Ausgangspunkt der Betrachtung dienende Einheit durch
die Zahl 0, die anliegende in bestimmter Richtung durch 1, die weitere durch 2 u. s. f., und
in entgegengesetzter Richtung die anliegende durch 1, die ni#ichstfolgende durch Bk 6 f
Die betreffenden Zahlen fiir die Einheiten der 2. Colonne wollen wir an zweiter Stelle placiren,
and wieder in einer bestiminten Richtung durch 1,2 u. s. f. und in entgegengesetzter Richtung
durch 1, 2 u. s. f. bezeichnen.

Es ist dann einleuchtend, dass nach dem Princip der Coordinatenaxen wir jetzt jede
cestellte

beliebige Hinheit des Systems genau und eindeutig durch zwei nebeneinander g

Zahlen bezeichnen konnen. Somit bedeuten zwei solche Zahlen z. B. mn eine ganz bestimmte
Einheit des Systems.

% Denken wir durch einen Punkt der fiir zwei anliegende Hinheiten gemeinsamen
Grenzlinie in der Richtung der betreffenden Colonne eine Gerade gezogen, so schneidet diese
Gerade sammtliche analoge Grenzlinien dieser Colonne in analogen Punkfen; diese Punkte
bilden somit eine congruente Punktreihe, und der gemeinsame Abstand der Punkte dieser
Reihe ist michts Anderes als die der Colonne zugeordnete Deckstrecke .

Also die Planeinheiten I. Ordnung sind von einander durch analoge, gleiche
und parallele Grenzlinien getrennt, deren Abstand gleich 1 ist (wo A die der
Colonne zugeordnete Deckstrecke bezeichnet).

Die Anzahl der Grenzlinien einer Finheit kann also nur gerade sein.

Solche ebene Figuren wollen wir als Parallelogone bezeichnen.?)

1) Die Definition des Parallelogons wurde in der Arbeit ,,Elemente der Gestaltenlehre (russisch)
§ 56 gegeben. Da hier ganz besonders diese und zwei andere Grundwerke beriicksichtigt werden, so
wollen wir dieselben im Weiteren in verkiirzter Form citiren. Dieses Werk wurde im Jahre 1881 fertig
und im Manuscripte Herrn Tschebyschew vorgelegt (vgl. Einleitung zu demselben, Anmerkung 8. V).
Dieser berithmbe Mathematiker hat aber die Vermittelung der Erleichterung der Publication dieses um-
fagsenden Werkes (in gedruckter Form 277 Seiten und 18 grosse Tafeln) abgelehnt und sogar die Meinung
oefiussert, ohne dasselbe in die Hinde zu nehmen, sondern ausschliesslich von principiellem Standpunkte,
dass solche Werke gegenwiirtig die Mathematiker nicht interessiren kénnen. Die daraus entstandene
Verlegenheit hat das BErscheinen des Werkes im Drucke sehr verzogert und wurde erst 1883 durch den
bedeutenden Krystallographen Gadolin beseitigh, nachdem derselbe in einer Reihe von Vortrigen des

Verfassers mit der Theorie der Krystallstructur desselben bekannt geworden war. Da aber diese Theorie
durch einen Theil der Sitze dieses Werkes ihre Stitze fand und dabei durch zahlreiche specielle Beob-

achtungen experimentell nachgewiesen wurde, so hat Derselbe der k. mineralogischen Gesellschaft zu
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6. Jetzt stellen wir uns die Frage, wie viele Paare Grenzlinien ein Parallelogon besitzen
kann, oder, was dasselbe ist, fiir wie viel Colonnen es die gemeinsame Figur bildet.

Der gegebenen Einheit 0 sind jedenfalls die Figuren 10, 10, 01, 01 anliegend und durch
besondere Grenzlinien davon getrennt. In der anliegenden Colonne sind der Einheit 01 die
Einheiten 11 und 11 anliegend; diese beiden Einheiten sind von 01 durch zwei analoge
gleiche und parallele Grenzlinien getrennt, und der Abstand zwischen den analogen Punkten
dieser Grenzlinien ist in der Richtung der Colonne wieder 2,

Es ist also ganz unmdglich, dass ausser 01 noch zugleich die beiden Binheiten 11
und 11 von der Einheit 0 durch Grenzlinien getrennt wiren. Hs kann also hochstens
ausser 01 nur eine von beiden, entweder 11 oder 11 von 0 durch Grenzlinien begrenzt
werden.

Es giebt also lediglich durch zwei und durch drei Paar Grenzlinien umschriebene
Parallelogone. Wir wollen dieselben resp. Diparallelogone und Triparallelogone
bezeichnen.

Dass die Grenzlinien auch Gerade sein konnen, wurde schon lingst frither be-
wiesen.!) Nun ist es klar, dass die Parallelogone, welche durch Grenzlinien anderer Art
und nicht durch Gerade begrenzt sind, als Varietiditen der geradlinigen Parallelogone auf-
gefasst werden konnen, indem die parallelen Grenzgeraden durch irgend welche andere,
mehr oder weniger beliebige Linien ersetzt werden. Diese Varietiten sind in unbegrenzter

St. Petersburg vorgeschlagen, fiir die Publication dieses Werkes Sorge zu tragen (vgl. Verhandlungen
der k. Mineralogischen Gesellschaft Bd. XX 8. 834). Im Folgenden wird das Werk einfach E. G. L. citirt.

Das zweite in mancher Hinsicht auch der jetzigen Arbeit zu Grunde liegende Werk sind die
»Analytisch-krystallographischen Studien®, welche als vier besonders zur Publication gelangten Studien
im Jahre 1885—1887 erschienen. Im Folgenden werden sie kurz A. K. S. citirt.

Das dritte hier zu Grunde liegende Werk, in welchem schon das meiste davon enthalten ist, was
hier dargelegt worden ist, ist die Symmetrielehre, welche ebenfalls in vier verschiedenen Theilen wiihrend
d. Z. 1888—1891 zur Publication gelangte. Der erste ist ,,Grundformeln der analytischen Geometrie*, wo
das neue iberzihlige Coordinatensystem ausfiihrlich entwickelt wurde. In weiteren Arbeiten wurde gezeigt,
dass die Anwendung desselben fast in allen Fillen die Losung der Aufgaben der elementaren analytischen
Geometrie erleichtert und vereinfacht, indem bei dem neuen Coordinatensystem der Unterschied der Lésung
in orthogonalen und schiefwinkeligen Coordinaten ganz verschwindet, und alle Grundaufgaben durch die
Formeln aufgelést werden, welche denjenigen fiir orthogonales Coordinatensystem gehérenden ganz analog
und von demselben Grade der Einfachheit sind. Der zweite Theil ist unter dem Titel ,,Die Symmetrie
der endlichen Figuren®, der dritte ,,Die Symmetrie der unendlichen regelmiigsicen Systeme der Figuren®
und der vierte ,,Die Symmetrie auf der Ebene erschienen. In Weiterem werden diese Theile einfach
S. L. I, resp. II, III oder IV citirt.

Die einfachen geradlinigen Parallelogone wurden in E. G. L. § 57 ausgefiihrt. Dabei wurde gezeigt,
dass ausser zwei convexen Formen noch eine concave Form des einfachen Triparallelogons vorhanden ist.

Wenn die Ebene nicht durch Formen einer und derselben Art, sondern von verschiedenen
in der Anzahl m vorhandenen, ebenen Figuren regelmissig ausgefiillt ist, so werden solche Figuren
Parallelogone mter Ordnung genannt. Die erschopfende Darstellung convexer Parallelogone II. Ordnung
wurde daselbst in § 60 ausgefithrt und in der Tafel X bildlich reproducirt. Diese Darstellung hat die
Bedeutung, dass die Schnittfiguren der Paralleloédersysteme durch besondere § 81 und 82 niher bestimmte
Ebenen convexe Parallelogone II. Ordnung sind. Andere ebene Schnittfiguren sind Parallelogone
hoherer Ordnung.

) Die vollstindige Darstellung dieser Systeme ist in E. G. L. § 57 ausgefiihrt.




470

Anzahl zu denken, aber natiirlich kommt ihnen keine besondere Bedeutung zu, und wir
kénnen die Gesammtheit aller Parallelogone einer Art in einem Typus vereinigen, und die
geradlinigen als die einfachsten fiir die typischen betrachten, welche als die priméren
bezeichnet wurden, da simmtliche anderen, die secundéren, von ihnen durch eine unend-
liche Anzahl verschiedener Operationen abgeleitet gedacht werden kdnnen.?)

7. Nun ist aber die Moglichkeit dieser Operationen durch die aufgestellte Bedingung
der Continuitit wesentlich beschrinkt. Hs ist also unmdglich, die geraden Grenzlinien durch
solche andere zu ersetzen, welche einander schneiden wiirden.

Tine weitere Beschrinkung dieser Operationen bringt die Symmetrie mit.

s war schon lingst bewiesen worden, dass das Vorhandensein einer zur Ebene senk-
rechten zweizihligen Symmetrieaxe allein geniigt, um die krummlinigen Grenzlinien unmoglich
zu machen.?)

8. Die Symmetrie einer Planeinheit kann aber viel hoher sein. Um die moglichen
Symmetrieclemente aufzusuchen, miissen wir die mogliche Vertheilung der Colonne resp. der
Grenzlinien in Betracht ziehen.

Dass zur Ebene senkrechte Symmetriesbenen moglich sind, bedarf keines speciellen
Beweises.

Unter den zur Ebene senkrechten Symmetriaxen ist fiir das Diparallelogon die hochst
mbgliche vierzihlige und fiir das Triparallelogon die sechszithlige Symmetriaxe denkbar.

Diesen Symmetrieaxen entspricht unter den geradlinigen, also priméren Parallelogonen
das reguliire Viereck (Quadrat) resp. das regulire Sechseck.

Die hochst moglichen Symmetriearten der Parallelogone, folglich auch der Systeme
I. Ordnung fiberhaupt, sind diejenigen, welche durch eine vierzihlige Symmetrieaxe und vier
verticale Symmetrieebenen (ditetragonal-pyramidale Symmetrieart) resp. durch eine sechs-
zahlige Symmetrieaxe und sechs verticale Symmetrieebenen bedingt werden (dihexagonal-
pyramidale Symmetrieart).

Die erste entspricht dem Quadrat (Fig. 1), die zweite dem reguliiren Sechseck (Fig. 2).

1) Die Definition und nihere Untersuchung der secundiren Parallelogonsysteme ist in E. G by
§ 58 enthalten. Hierselbst wurde auch gezeigt, dass durch die zur Darstellung der secundiren Parallelo-
gone dienende Construction sich nicht nur die krummlinigen und sonst complicirten Formen erhalten
lassen, sondern auch die Verwandlung der Diparallelogone in Triparallelogone und umgekehrt zu Stande
kommen kann. Diese specielle Construction ist in der Fig. 89 veranschaulicht.

2) Dieser Beweis in E. G. I.. § 57 wurde dadurch erbracht, dass in die Definition des priméren
Parallelogons das Vorhandensein dieses Symmetrieelementes eingefihrt wurde (Definition 6), und dann
der Beweis geliefert wurde, dass solche einfache Figuren nur convexe sein kénnen (Zusatz S. 173).

e
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HEs ergiebt sich weiter von selbst, dass auch simmtliche andere, in Bezug auf diese
beiden untergeordnete, Symmetriearten (man pflegt zuweilen dieselben als Untergruppen zu
bezeichnen) ebenfalls fiir die betreffenden Parellelogone zuldssig sind.

9. Die Aufgabe der Aufsuchung simmtlicher hierzu gehdrender Symmetriearten gehort
der reinen Symmetrielehre an und ist schon lingst erschdpfend geldst.?)

Hier kinnen wir uns also mit den Resultaten begniigen.

Wollen wir simmtliche durch die Symmetrieebenen getrennten Theile abzihlen, so
finden wir fir jeden Typus der Parallelogone, dass jede bestimmte Nummer in Bezug
auf jede andere ein bestimmtes Symmetrieelement ausdriickt. Beziehen wir alle diese
Nummern auf die Nr. 1, so finden wir:

fiir das Quadrat: 2, 4, 6 und 8 driicken verticale Symmetrieebenen von entsprechender

bestimmter Lage aus, 3 und 7 gehdren zur verticalen vierzihligen Symmetrieaxe
und sind untrennbar verbunden, 5 gehtrt zur verticalen zweizihligen Symmetrie-
axe, welche der vierzahligen untergeordnet ist, aber auch als selbstindige Axe
auftreten kann;
fiir das regulire Sechseck: 2, 4, 6, 8, 10 und 12 driicken ebenfalls 6 verticale Sym-
metrieebenen von ganz bestimmter Lage aus, 3 und 11 beziehen sich speciell auf
die sechszihlige, 5 und 9 auf die dreizéihlige Symmetrieaxe; beide letzte Zahlenpaare
sind unter sich untrennbar, aber die letzte kann auch selbstdndig auftreten, ebenso
wie die zweiziihlige Symmetrieaxe, welche hier durch 7 ausgedriickt wird.

Berticksichtigen wir die vorangehenden Resultate, so erhalten wir folgende Tabelle der

Symmetriearten der ebenen Systeme.

Nr. Symmetrie- 5 . Charakteristische Zahlencomplexe (.ﬂei‘c%hungen der
grosse fiir Diparallelogone fur Triparallelogone Symmetrie

1 1 1 1 2=c; v=d

) 9 b5 1527 z=mnkc; m=nktd
3 2 12 152 Z —mkics Wie=d

4 4 1222506 1.2 78 & =mkc; w=nid
5 4 158 57 — U — T);; Yy = ];-’-1-1
6 8 12 8 456 78 %o :b:; Y= ?134+“k
7 3 = 1,559 T = b.:; Yy = 1;;_]_1
8 6 - 152-5:6.9.10, Yo zbz; Yi = b:+n"
9 6 s 1357911 Yo =bs;  yy = bsga
10 12 = 1234567891011 12 o == bay = Yi== Dot

1) Die vollstindige Auffindung der Symmetriearten auf der Ebene tiberhaupt und speciell diejenige
der regularen Plantheilungen wurde S.L. IV I Theil ausgefiihrt.

Dabei wurde gezeigt, dass eine unendliche Reihe geometrischer Symmetriesysteme vorhanden ist,
und in jedem System vier verschiedene Symmetriearten enthalten sind.

Zuerst wurde der analytische Ausdruck durch Symmetriegleichungen in dem neu eingefiihrten
geradlinigen Coordinatenaxensystem gegeben und dann auf Grund der Transformationsformel dieselben
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Hier sind die algebraischen Gleichungen simmtlicher Symmetriearten angegeben, da
durchaus nicht alle Zahlencomplexe fiir eine gegebene Symmetrieart eindeutig sind. Die
dritte Symmetrieart bedeutet z. B. das Vorhandensein einer einzigen verticalen Symmetrie-
ebene. Dieselbe kann aber in verschiedener Weise orientirt und in verschiedenen Fillen
durch verschiedene Zahlencomplexe ausgedriickt werden. Die Symmetriegleichungen sind
aber von mehr abstracter Natur, indem die Coordinatenaxen verschiedenartig vorgestellt
werden konnen.

({leichungen im polaren Coordinatensystem ausgedriickt. Auch von der Lehre der Radien-Vectoren
wurde Anwendung gemacht.
Auf diese Weise liess sich folgende Tabelle der Symmetricarten auf der Ebene herstellen:

2p-gonales Symmetriesystem.

Sym- Geradliniges Polares Analytischer Ausdruck
metrieart Coordinatengystem Coordinatensystem durch Vectoren
2p 2p 7 Ep = =
I Yo = bs o1 = bstnk o=r p=mnkg+ts- . V=1 a+nkbs=nlT a+nkb-t
P 4 : : 7T
oder o =mlbs vy = nlbstnk =7r-e {nkg+ s- =
2p 2p s 22 s iy i
II Yo = bs o —bs+11 e=7r gy :_{/»]—s-p V=T a+b'-i=nl|a+be
P 2 : 7\
oder Yo=mbs yy =nlbsy1 =r.eif{gts . )
Lorl
4 P b2 4 A
111 Yo="0bs 4= bstnk e=1r y=mnkg-}s. = V=1 atnkb-s=r-¢ (n’v‘g-—}—s f}
. : \ P
P r 27 P [ 2\
7 = bs W = ==y —— g —eigte = S 1 = r.et +-s.
1] Yo=0bs  y1="bs+1 0O—17 J—gs o V=1 atbi=r-e (.(] i )

Fiir die Systeme, in welchen p eine gerade Zahl ist, bleiben nur die beiden ersten Symmetrie-
arten tibrig. Fiir das System, fiir welches p — 1, also das digomnale, ist das geradlinige Coordinaten-
system schon ungeniigend, und fiir dasselbe gelten folgende specielle und einfachere Symmetrie-
gleichungen:

Digongles System.

Sym- Geradliniges Polares Analytischer Ausdruck
metrieart Coordinatensystem Coordinatensystem durch Vectoren

9

L &z = mke v =mnld o=r ypy=mnkg+ts-m V=1 a' ~+nkdi=nlla-+nkb 1)
2

17 2 =mnke v = nkd o=7"r y=g-+s'=m V=1Wa—+0'1=nl(a+0bi)

[1T 2z =mnke v=d o=1r y=nkgts:2% V=a-+nkbi

v Z2=c v=d o=17r y=g-+s-2x V=a-+b1

Natiirlich weisen die Gleichungen der letzten Zeile auf das vollstindige Fehlen der Symmetrie hin.

In derselben Arbeit wurden ebenfalls die allgemeinsten Ausdriicke fiir die jeder Symmetrieart
angehorenden Curven angegeben, und die einfachsten Reihen ausfiihrlicher besprochen. Die einfachste
unendliche Reihe der symmetrischen Curven wurde mit besonderem Namen ,Die Actinoiden* belegt.
Auch wurde hierselbst auf die Rolle der von Cauchy als ,symmetrische’ bezeichneten Functionen in
der Symmetrielehre hingewiesen.

Natiirlich lassen sich dieselben Principien auch zur Behandlung der symmetrischen Raumgebilde
ganz analog anwenden.
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Die Bedeutung der Parameter dieser Gleichungen ebenso wie die richtige Vereinigung
S g S
dieser zehn S

ymmetriearten in Gruppen wird aus dem Folgenden ersichtlich.

10. Fir jede Symmetrieart und eine gegebene Richtung von allgemeiner Lage (d. h.
eine Gerade, welche weder in der Symmetrieebene liegt noch zu ihr senkrecht steht) erhalten
wir eine Anzahl gleichwerthiger Richtungen, welche der Symmetriegrosse gleich ist. Fiir
die particuldren Richtungen ist die Anzahl gleicher Richtungen eine geringere und es
kann sogar der Fall vorkommen, dass diese Anzahl sich zu einer Hinheit reducirt. Solche
Richtungen wollen wir als singuldre bezeichnen.?)

Die angegebenen Symmetriearten konnen in dieser Hinsicht in folgende Gruppen getheilt
werden, welche wir als die Arten der Syngonie bezeichnen wollen.

I. Simmtliche Richtungen sind singulére. Dazu gehbren die beiden ersten
Symmetriearten. Diese Syngonie bezeichnen wir als die monokline.

II. Es giebt nur zwei untereinander senkrechte singulire Richtungen,
und zwar diejenigen, welche mit der Trace der Symmetricebenen auf der Ebene oder mit
dem Perpendikel zusammenfallen. Hierzu gehdren die dritte und die vierte Symmetrieart.

Diese Syngonie soll die rhombische heissen.

III. Es giebt keine singuldren Richtungen. Die gleichen oder speciell die parti-
culdren Richtungen, wenn vorhanden, sind in der Anzahl 2 da. Hierzu gehoren die fiinfte
und die sechste Symmetrieart.

Diese Syngonie werde als die fetragonale bezeichnet.

1V. Ebenfalls keine singuliren Richtungen, aber die Anzahl der gleichen oder speciell
der particuliren Richtungen, wenn solche iiberhaupt vorhanden sind, ist gleich 3. Hierzu
gehoren die Symmetriearten sieben, acht, neun und zehn.

Diese Syngonie werde als die hexagonale bezeichnet.

Fir die Coordinatenaxe der Symmetriegleichungen werden entweder die singuléiren
(fiir die ersten vier Symmetriearten) oder die particuldren gleichen Richtungen, oder endlich
(fiir die Symmetriearten finf, sieben und neun) beliebige gleiche Richtungen genommen. Die
singuldren Richtungen bezeichnen wir durch verschiedene Buchstaben 2 und o, die gleichen
aber durch dieselben Buchstaben 7, wo s die Ordnungszahl ist, und zwar besitzt diese Zahl
vier Bedeutungen fiir die 5. und 6. Symmetrieart, drei Bedeutungen fiir die 7. und 8. Symmetrie-
art, sechs Bedeutungen ftir die 9. und 10. Symmetrieart.

Die Coordinatengrisse eines Punktes wird stets durch die durch diesen Punkt gezogenen
Perpendikel auf die Coordinatenaxen bestimmt.

Das Coordinatensystem lisst sich auf diese Weise fiir tetragonale und hexagonale
Syngoniearten als eine iiberziihlige characterisiren. Somit miissen unter den Coordinaten-

grossen specielle Relationen vorhanden sein. Dieselben sind némlich?)
Ys 8in (Yo Yy) = Yo Sin (Ysy,) + ¥y sin (Yo Ys).

1) Diese Begriffe wurden in der Zeitschrift fiir Krystallographie Bd. XXXI, S. 21 ff. eingefiihrt.
2) Diese, ebenso wie simmtliche andere Grundformeln der analytischen Geometrie auf der Hbene
in neuem Coordinatensystem ausgedriickt, sind in dem IL Kapitel S.L.IV. enthalten.
Wie oben erwithnt, lassen sich die Aufgaben der elementaren analytischen Geometrie durch das
Abh. d.I1. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XX. Bd. II. Abth. 61
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In allen in der angegebenen Tabelle enthaltenen Gleichungen bedeutet n die negative
Einheit (—1), die Parameter % und [ sind zweiziihlig und bedeuten eine der zwei Zahlen
0 oder 1. Der Parameter s ist aber mehrzithlig und periodisch. Seine Zahligkeit ist die-
jenige der durch denselben auszudriickenden Symmetrieaxe, wie eben erwihnt wurde. Der
Deutlichkeit wegen ist die Periode jedes Mal durch eine obenstehende Zahl angezeigt.

11. Die Darstellung der Systeme I. Ordnung wird dadurch erschopft, dass man alle
diesen Systemen zukommenden Symmetriearten in Betracht zieht. Dabei kann aber vor-
kommen, dass man fiir einen und denselben Parallelogontypus und eine und dieselbe
Symmetrieart verschiedene Systeme erhilt, indem die Symmetrieelemente in Bezug auf die
Colonnen resp. Grenzlinien verschieden orientirt sind.

Unter den vier Symmetrieebenen, welche z. B. in dem Quadrate auftreten, kommt den
verschiedenen auch eine verschiedene Bedeutung zu, aber nicht alle vier sind in Bezug
auf ihre Lage in dem System verschieden.

Die Lisung der Fragen dieser Art gehort einer besonderen Abzweigung der Sym-
metrielehre — der Lehre iiber scheinbare Symmetrie (I'aspect nach C. Jordan) oder Symmetrie
der Lage an.

Die beiden Lehren, die Symmetrielehre und die Lehre iiber die scheinbare Symmetrie,
stehen untereinander im Besonderen in demselben Verhiltniss, in welchem im Allgemeinen
die metrische Geometrie und die Geometrie der Lage untereinander stehen. Die Grundziige
der Lehre von der scheinbaren Symmetrie wurden schon frither ziemlich ausfiihrlich behandelt.?)
Das Resultat dieser Lehre ist, dass die Arten der scheinbaren Symmetrie zu denjenigen der
wirklichen Symmetrie in so naher Beziehung stehen, dass sie analog von derselben Anzahl
sind und durch dieselben Bezeichnungen angemerkt werden kdnnen, z. B. von der Sym-

Tinfithren des neuen Coordinatensystems einfacher auflosen. Als Beispiel kann die Auffindung einer
merkwiirdigen (iibrigens schon lingst bekannten, aber speciell fir rechtwinkliche Coordinaten hervor-
gehobenen) Figenschaft des Kreises dienen, welche von selbst bei der Darstelling der Kreisgleichung in
neuen Coordinaten

Y2 — 2Yoyq cos a 1] = 72 gin 2a

ersichtlich wird. Diese Eigenschaft hat bei den Ausfiihrungen der Constructionen in stereographischen
Projectionen im Gebiete der Krystallographie Anwendung gefunden (vgl. Universalmethode in der Minera-
logie und Petrographie, Zeitschrift fiir Krystallographie XXI, 8. 620).

1) Diese Frage ist in der Abhandlung ,Grundziige der Morphologie und Systematik der Poly-
gder (1893) besprochen. Die Aufgabe der Abhandlung selbst ist aus deren Titel direct ersichtlich. Der-
gelben ist eine historische Einleitung beigegeben und speciell die Abhandlung von Eberhardt ur
Morphologie der Polyé&der* besprochen. In dieser Arbeit wird die Methode gegeben, siimmtliche Polyéder-
arten einer Ordnung aus denen der vorigen erschopfend abzuleiten. Withrend H. Eberhardt diese
Ableitung mit der IV. Ordnung (,Heptaéder von ihm bezeichnet) abgeschlossen hat, ist in dieser Arbeit
die vollstindige Ableitung nicht nur der 7-Flichner, sondern auch der 8-Flachner und 9-Flichner gegeben.
Jede Polyéderart wird durch ein besonderes systematisches Symbol bezeichnet, in welchem diese einen
anschaulichen Ausdruck findet. Dabei wurde hervorgehoben, dass selbst fiir die 7-Fldchner H. Eberhardt
einen Fehler begangen und zwar einen Typus weniger dargestellt hat. (Bei ihm sind 5 Typen und in

der Wirklichkeit deren 6 vorhanden.)

Ausser den allgemeinen Polyédern (d. h. Polysder mit lauter dreiflichigen Ecken; solche Polyéder

wurden in B. G. L. als trigonoédrische resp. theoretische bezeichnet) wurde in derselben Arbeit auch die
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metrie des Quadrates konnen wir sagen, dass dieselbe ditetragonal (Nr. 6 der Tabelle)?)
sei, ebenso wie von der scheinbaren Symmetrie eines beliebigen Parallelogramms.

In Anbetracht des von der Lehre der scheinbaren Symmetrie begriindeten Standpunktes
miissen wir also die beiden Symmetrieebenen, deren Tracen den Seiten des Quadrates parallel
sind, als gleichwerthige betrachten, wenn auch in der Wirklichkeit keine vierzihlige
Symmetrieaxe vorhanden wire. Dasselbe gilt aunch fiir beide diagonale Symmetrieebenen.
Die ersten und die letzten Symmetrieebenen sind aber, auf demselben Princip der schein-
baren Symmetrie fussend, keineswegs untereinander gleichwerthig.

Bei der Erschopfung der moglichen Félle miissen wir also nothwendig diesen Stand-
punkt beriicksichtigen und erhalten dann als allein mogliche, und dabei simmtlich unter-
einander verschiedene, folgende Systeme:

12. 1) 11I und 2) 1III hezeichnet zwei Systeme, in welchen Symmetrie vollstindig
fehlt. Die Zahl 1 soll die Lagerung der Symmetrieelemente in der Ehene ausdriicken,
welche aber gerade in diesem Fall gar nicht vorhanden sind; Il und III bezeichnen das
Di- resp. Triparallelogon.

3) 21II und 4) 2 IIT bedeuten zwel Systeme, in welchen nur zweizihlige, in die Centra
der Einheiten fallende Symmetrieaxen vorhanden sind (s. Tafel I fiir diese und andere
Systeme).

5) 8 1II, wenn Symmetrieebenen allein vorhanden sind, welche einem Paar Seiten
parallel sind (allgemeiner ausgedriickt der Richtung einer der beiden Colonnen parallel sind).

6) 411, 7) 41III und 8) 4 III', wenn ebenfalls eine Symmetrieebene allein vorhanden
ist; in den beiden ersten Fillen besitzt dieselbe die diagonale Lage, im dritten steht sie
zum einen Seitenpaar senkrecht.

9) 511, wenn zwel Symmetrieebenen vorhanden sind, welche beide zur Seite senk-
recht stehen.

10) 611, 11) 6 IIT. Dieselben senkrechten Symmetrieebenen vorhanden. In dem Di-
parallelogon besitzen beide die diagonale Lage; in dem Triparallelogon steht nur eine der-
selben diagonal, die andere aber senkrecht zu einem Seitenpaar.

Methode gegeben, die particuliren erschopfend darzustellen. Dadurch erwirbt die Ableitung der Poly-
éderarten ihre héchste Allgemeinheit. Das Resultat ist in folgender Tabelle enthalten:

Allgemeine Particulidre Poly&derarten Zusammen
I. Ordnung (Vierflichner) 1 — 1
Htezan 1 1 2
Hias 9 g 8
[Nt 6 40 46
Vi, 17 o ot
VI 75 = —

In derselben Arbeit ist ausserdem die vollstidndige Ableitung der Paarflichner V., VII. und IX. Ord-
nungen ausgefiihrt und dabei der Dualismus beriicksichtigt. Dadurch wird die Anzahl der erschopfend
dargestellten Typen verdoppelt. Alles das blieb der Arbeit von H. Eberhardt fremd.

1) Die Bezeichnung der Symmetrieart wird von der allgemeinen Figur entnommen. Unter allge-
meiner Figur wird eine solche verstanden, welche dadurch entsteht, dass man eine Grenzgerade allge-
meiner Lage nimmt und auf Grund aller vorhandenen Symmetrieelemente daraus alle anderen Grenz-
geraden ermittelt. Fiir den betrachteten Fall ist diese Figur ein Ditetragon.

i
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12) 711. Es giebt nur eine einzige in das Centrum fallende vierzéhlige Symmetrieaxe.

13) 8 II. Zu derselben kommen noch vier Symmetrieebenen hinzu.

14) 9 IMl. Es giebt nur eine einzige in das Centrum fallende dreiziihlige Symmetrieaxe.

15) 101IIT und 16) 11 III. Zu derselben kommen noch Symmetrieebenen hinzu. Im
ersten Fall stehen dieselben senkrecht zu Seitenpaaren; im zweiten stehen dieselben diagonal.

17) 12 III. Es giebt eine einzige sechszihlige

o in

in das Centrum fallende Symmetrieaxe.

18) 13 IIl. Zu derselben kommen noch Symmetrieebenen hinzu.

13. Nehmen wir innerhalb einer Kinheit beliebig einen Punkt, so bedingen die Sym-
D 7 '] J
metrieelemente der Hinheit ebenso wie die Translationsdeckbewegungen eine unbegrenzte
Gesammtheit analoger Punkte, welche als ein regelméssiges Punktsystem be-
D :/ [oo) D o
zeichnet wird.
Die erschopfende Darstellune solcher ebener Punkfsysteme war schon ldngst frither
D w (]
ausoefiihrt.l) und ist in der Tafel I anschaulich auf graphischem Wege reproducirt, sowie
te) bl ) te ) b,
am Sechlusse dieses ersten Theiles tabellarisch durch analytische Gleichungen zusammen-
gefasst.
Jedes dieser Systeme ist durch die Art und Lage der Symmetrieelemente charakterisirt.
y g Y
Jetzt kommen wir zur Losung derselben Frage auf ganz anderem Wege, indem durch
die Symmetrie einer einzelnen Planeinheit und durch die Decktranslationsbewegungen wieder
dieselben Systeme reproducirt werden, obgleich es nicht von vornherein ersichtlich ist, ob
auch jetzt wir zur erschopfenden Darstellung derselben Systeme kommen.
Zu dem Zwecke, fir simmtliche Fille die Lagerung der Symmetrieelemente erschopfend
9 = o) J -

lingst bewiesene Siitze berticksichtigen:?)

D

darzustellen, miissen wir folgende,

oo oot
1. Satz. Existirt eine p-ziithlige Symmetrieaxe 0 und eine Deckschiebung 7, so existirt

auch eine resultirende zu 0 parallele p-zihlige Axe 0° von solcher Lage, dass sie gleichen
Abstand hat von der Axe 0 in der primitiven Lage und in der anderen Lage 1, welche
letztere nach der erfolgten Schiebung erhiilt; dabei bilden die durch die Axe 0° und die

die Axen 0 und 1 gehenden Ebenen einen inneren Winkel 2 —.

P

1) Diese Aufsabe wurde in dem II. Theile des S. . IV behandelt. Da dieser Theil der Zeit
nach der Arbeit S. L. III folgte, wo die regelmiissigen Punktsysteme im Raume vollstindig ausgefiihrt
und durch algebraische Gleichungen ausgedriickt wurden, so liess sich diese Aufgabe ausserordentlich ein-

fach dadurch auflosen, dass in diesen Gleichungen die erste Coordinatengrisse gleich Null wt wurde,

is]

Da aber diese Frage schon frither durch zwei Autoren behandelt wurde, so wurden die Resulfate
vergleichungsweise in folgender Tabelle dargestellt. Diese Autoren sind C. Jordan (,Memoires sur
Ser. II T.II und
> Borechardt,

e

les groupes de mouvements” in Brioschi e Cremona Annali di matematica.

L. Sohneke (,,Die regelmiissicen ebenen Punktsysteme von unbegrenzter Ausdehnun
i t=) D v ks
Journ. fiir die reine und ang. Mathematik Bd. 77.)

Ebene Punktsysteme 1 2 £

3 4 5 6 7 B9 10011 - 12 ¢ 18 - 14015 =16 = 17
C. Jordan (1869) 2 20 2> 52 .86 .87 b3 115 B0 =297 — 46 107 30 9088 - 123
L. Sohneke (1879) nicht angezeigt XI = XS VD TV VIR R T e VR e SN ] Y

2) Die betreffenden Sdtze (in der Anzahl 8), sind in S.L.III enthalten. Hier wurde die ana-
lytische Methode angewandt. Spiter wurde dieselbe durch die einfachere Methode der Construction
ersetzt (Cursus der Krystallographie 1897, §§ 2 und 3).
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Zusatz. Speciell fiir die zweizihlige Symmetrieaxe haben wir den Fall, dass die
resultirende Axe 0 in der Mitte zwischen 0 und 1 steht, also in der Translationsrichtung
um eine Hilfte der Decktranslationsstrecke, also j, von derselben entfernt ist.

2

2. Satz. Existirt eine Symmetrieebene und eine zu ihr senkrechte Deckschiebung 4,
so existirt auch eine resultirende parallele Symmetrieebene, die von derselben den Abstand
A
2
nichsten Symmetrieecbenen eine resultirende Gleitebene; die Richtung und die Grisse der
thr zugehdrenden Deckschiebung sind die Richtung der Trace dieser Ebene und resp. die
Hiilfte der Deckschiebung der T

Auf Grund dieser beiden Sitze sind simmtliche den aufgefundenen Systemen ent-

hat. Ist die Deckschiebung nicht die senkrechte, so existirt in der Mitte zwischen zweien

ranslation in dieser Richtung.

sprechende Punktsysteme bestimmt und durch die Nummer angezeigt. Man sieht, dass aus der
Anzahl 17 der frither dargestellten Punktsysteme jetz

sind, als diejenigen, welche den Systemen I. Ordnung zu Grunde liegen.

+
U

13 derselben reproducirt worden

14. Wir haben simmtliche Systeme I. Ordnung aus zwei Grundsystemen 8II und
13 III dadurch abgeleitet, dass wir die ihnen zukommeuden Symmetriearten durch die unter-
geordneten ersetzt hatten. Dabei verschwinden einige Symmetrieelemente; die Form der
Binheiten und die Lage der Reihen und Colonnen wird aber dadurch nicht beriihrt.

Nun ist zu beriicksichtigen, dass es schon lingst bewiesen worden, dass die Systeme,
je nach ihrer Syngonie, durch homogene Deformationen transformirt werden kénnen, ohne
die denselben innewohnende Kigenschaft der reguliren Plantheilungen zu verlieren.?)

1) Dieser Frage tiber die homogenen Deformationen und der Aufstellung der Sitze iiber die
homogenen Transformationen des Parallelogonsystems wurde in den Arbeiten des Verfassers viele
Beachtung geschenkt. Zuerst in E.G.L. wurden denselben die §§ 61, 62 und 63 gewidmet, und die Sache
auf einfachste Weise in constructionellem Wege behandelt. Die allgemeinsten hier bewiesenen Sitze
sind die folgenden: Ein Parallelogon, welches einer beliebigen Gesammtheit von Dilatationen und Ver-

bleibt als ein solches bestehen (§ 62). Jedes gegebene Parallelo-

schiebungen unterworfen worden ish,
gramm kann durch Dilatationen und Verschiebungen in jedes andere verwandelt werden (Satz 15); Bei

dieser Gelegenheit liess sich ein neuer Flichensatz aufstellen: Die Flichengrosse eines Parallelogramms
ist gleich dem Producte der Liinge des von zwel parallelen Seiten des Parallelogramms abgeschnittenen
Theiles einer heliebigen Geraden durch die Projectionsgrosse einer zu einem anderen Paar gehérenden
Seite auf die zu der Geraden senkrechte Richtung.

Spéter wurde dieselbe Frage in A.K.S8.T und ITT ausfithrlich auf analytischem Wege behandelt,
und zwar als eine Frage der Projectivitiitslehre. Der Grund der amalytischen Behandlung entfliesst aus
ellten Zwecke — das einfachste System der krystallographischen Berechnungen
die Aufgabe scheinbar die des dreimensionalen

dem der Arbeit vorges
auszuarbeiten. Obgleich dem vorgestellten Zwecke gem
Raumes war, reducirt sich aber in der That dieselbe auf eine zweidimensionale und zwar in Folge davon,
dass die der Berechnung unterliegenden Raumgebilde eigentlich Ebenen- resp. Geradenbiischel dar-
stellen, so dass dieselben mitbelst Linearprojection sich eindeutig als zweidimensionale Gebilde bestimmen
lassen. In Folge dessen wurde gerade die Aufgabe der allgemeinsten Projectivitit auf der Ebene mit

ganz besonderer Ausfiihrlichkeit behandelt.

Der Zweck war in vollkommenster Weise dadurch erreicht, dass man sich zwei Krystallflichen-
complexe vorgestellt hatte, einen allgemeiner Art, und den anderen der kubischen Syngonie gehorig,
fiir welchen die einfachsten Berechnungsformeln giltig sind. Der eine Complex wurde durch Linear-
und der andere durch gnomonische Projection (also die Linearprojection des polaren Geradenbiischels)
dargestellt, und dann die allgemeinsten (linearen) Gleichungen der eindeutigen Projectivitiit zwischen




BEs ist namlich der Beweis dafiir erbracht worden, dass solche Systeme zweierlei Art
von Deformationen unterzogen werden konnen: a) Dilatationen und b) Verschiebungen.
Die Deformationen beider Art fihren uns aber zu Systemen, deren einzelne Figuren in
Bezug auf die Figuren der Grundsysteme wie unter einander iiberhaupt in derjenigen
Beziehung stehen, welche von Mobius als Affinitdt bezeichnet wurde.

Die Moglichkeit solcher Deformationen ist, wie erwihnt, durch die Syngonieart bedingt
und zwar kann durch folgende Sitze ausgedriickt werden:

1. Satz. In jeder singuliren Richtung kann positive oder negative Dilatation hervor-
gebracht werden.

Werden z. B. in einem Quadrat die Diagonalen desselben die singuléiren Richtungen
(also im Falle der rhombischen Syngonie), so kann dasselbe in einen beliebigen Rhombus ver-
wandelt werden, ohne die Grundeigenschaft, reguléire Plantheilung zu sein, zu verlieren.
Sind die Richtungen seiner Seiten singulire, so verwandelt es sich daher in ein beliebiges
Rechteck.

9. Satz. Sind alle Richtungen singulir (also der Fall der monoklinen Syngonie), so
kann jede derselben als eine Axe der Verschiebung angenommen werden.

Dadurch kann 2z B. ein Quadrat in ein Parallelogramm verwandelt werden mit
beliebigen inneren Winkeln ebenso wie mit beliebiger Relation seiner Seiten. Auf Grund
dieses Satzes verliert es dabei keineswegs die ihm zukommende Grundeigenschaft, eine
regulire Plantheilung zu bilden.

3. Satz. Giebt es keine singulire Richtungen, so sind Deformationen unmdglich.

Durch diese Sitze erwirbt die oben ausgefithrte Ableitung der reguldren Plantheilungen
I. Ordnung die erwiinschte Allgemeinheit.

15. Jetzt gehen wir einen Schritt weiter und unterziehen unserer Untersuchung die
Frage, ob Systeme moglich sind, in welchen die Einheiten verschiedenartig orientirt sind?
Ist dies der Fall, so stellt sich die weitere Aufgabe bevor, solche Systeme erschopfend
darzustellen.

Fiir solche Systeme, falls sie iiberhaupt vorhanden sind, kann die Deckoperation als
aus den zwei folgenden zusammengesetzt aufgefasst werden: 1. eine Drehung um eine zur
Ebene senkrechte (verticale) Axe und um einen bestimmten Winkel a, und 2. eine einfache
Translation.

Dazu kann noch eine Spiegelung in einer verticalen Symmetrieebene kommen.

diesen als einem Geraden- und einem Punktsystem auf der Ebene aufgestellt. Daraus liessen sich auf
die einfachste Weise die Formeln zur Berechnung der Krystalle fiir alle Fiille aufstellen; dadurch wurde
das System der krystallographischen Berechnung entwickelt, welches durch die Einfachheit der fiir die
Augfithrung der Berechnung néthigen Operationen alle bisher vorgeschlagenen Systeme weit hinter sich
liess. Dieses System der Berechnungen wurde mit bestem Erfolge sogar bei elementaren Vortrigen
der Krystallographie im Berginstitut in St. Petersburg angewendet und in dem elementaren ,,Cursus
der Krystallographie® (Cap. XI) eingefiihrt.

Als Nebenresultat dieser ausfiihrlichen Behandlung sei erwidhnt, dass in den Féllen, in welchen
die Projectivititscurve (eines Punktsystems und eines Geradensystems auf der Ebene) eine Ellipse (reelle
oder imaginire) oder eine Hyperbel ist, sich die beiden correlativen Systeme in polarer Lage (im Sinne
Schroter’s) aufstellen lassen. In dem Falle der Parabel scheitert aber die Richtigkeit dieses Satzes,
und die beiden correlativen Systeme (mit Ausnahme eines ganz speciellen Falles) lassen sich nicht in
polare Lage bringen.




Betrachten wir zuerst den Fall ohne hinzukommende Spiegelung.

Dem bekannten elementaren Satze der Kinematik zufolge kann eine Combination von
einer Drehung und einer (senkrechten) Translation als eine einzige Drehung aufgefasst
werden, wobei die resultirende Drehaxe eine bestimmte Lage erhiilt. Somit kann das ganze
System als um diese Axe gedreht gedacht werden, und kommt dabei wieder zur Deckung
mit seiner primitiven Lage. Ist aber die Coincidenz erfolgt, so kann dieselbe Drehung
d. h. die Drehung um dieselbe Axe und um denselben Winkel @ unbestimmte Male wieder-

holt werden mit demselben Resultate.

9
ol . . &It 3
Daraus ist zu schliessen, dass der Drehungswinkel durch den Ausdruck bestimmt
’ p

werden kann, wo p eine ganze Zahl ist; der Definition gemiss ist also diese Drehaxe nichts
anderes als die Symmetrieaxe. Dadurch kommen wir zum Schlasse, dass die allgemeinste
congruente Deckoperation eines ebenen Systems eine Drehung um eine Sym-
metrieaxe ist.

Der elementare Drehungswinkel o kann nicht unendlich klein sein, da wir sonst fiir
eine endliche Deckbewegung die resultirende Drehaxe unendlich weit entfernt gefunden
hétten, und dann wire diese Deckbewegung einfach als Decktranslation zu denten.

Es sind aber zwei wesentlich verschiedene Fille zu unterscheiden: entweder a) fill
die resultirende Symmetrieaxe in das Innere einer Hinheit, oder b) sie fillt in einen Punkt
der Peripherie derselben Kinheit.

Im ersten Falle ist die Einheit selbst eine symmetrische, und die Symmetrieaxe werden
wir als eine explicite bezeichnen. In dem zweiten Falle ist dieselbe als ein Element der
Symmetrie des Verbandes (einfacher Verbandssymmetrie) aufzufassen.

16. Wenn zu diesen Operationen noch die Spiegelung hinzukommt, so ist nur der
folgende Satz zu beriicksichtigen:!) Das aus einer p-ziihligen Symmetrieaxe und einer durch
dieselbe hindurchgehenden Symmetrieebene resultirende Symmetrieelement ist die Symmetrie-

-
ebene, welche mit der gegebenen einen inneren Winkel f;:; bildet.
af

Auf Grund dieses Satzes konnen wir schliessen, dass, wenn eine Spiegelung als Deck-
operation auftritt, allein die Lage der resultirenden Symmetrieebene in Beftracht zu ziehen
und auf den Satz 2 § 13 Riicksicht zu nehmen ist.

Auch jetzt kann die Symmetrieebene explicit auftreten, und dann ist die Einheit
selbst symmetrisch, oder dieselbe wird als solche oder als Gleitebene zum Element der
Verbandssymmetrie.

17. Da die Anzahl der moglichen Orientirungen der Einheiten eine endliche ist, so
miissen unter denselben auch gleichorientirte vorkommen.

Nehmen wir eine solche, z. B. die niichstliegende in Betracht, so finden wir, dass
dadurch schon eine unendliche congruente Reihe bestimmt wird mit bestimmter Richtung

1) Da in den hier in Betracht kommenden Systemen die Einheiten nicht gleich orientirt sind,
sind dieselben keine Parallelogone im strengen Sinne des Wortes. Als solche konnen nur deren zu-
sammenhiingende Gruppen betrachtet werden, in welchen jede Einheit von besonderer Orientirung ver-
treten ist. Solche durch Verbands-Symmetrieelemente die Parallelogone bestimmenden Figuren pflegh
man Planigone zu bezeichnen. FEin hierzu gehérendes Planigon entspricht dieser Form nach dem

einfachen Parallelogon der Systeme I. Ordnung.
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und Strecke, und dann folgt von selbst, dass die Gesammtheit gleich orientirter Kinheiten
ein Netz bildet; also konnen wir die fiir die Systeme I. Ordnung gefassten Schliisse daranf
anwenden und finden, dass solche Systeme nur mit denselben zehn Symmetriearten vertrig-
lich sind, welche sich ihrerseits in vier Syngoniearten gruppiren.

Wenn die gegebene Einheit nicht von vornherein ein Parallelogon (priméres oder
secundires) ist, so konnen wir wenigstens eine Anzahl derselben zu einem solchen sich grup-
piren lassen. Die Frage bhesteht eigentlich darin, ob in dem Innern der Hinheit ein Punkt
vorhanden ist, dessen analoge Punkte in ihrer Gesammtheit ein ebenes Netz bilden. Solche
Punkte werden Hauptpunkte genannt.

Ist ein solcher Punkt vorhanden, so wollen wir denselben fiir das Cenfrum eines
priméren Parallelogons annehmen, welches explicit mit allen Arten der Symmetrieelemente
versehen ist, die tiberhaupt in dem System auftreten. Dann werden alle Deckbewegungen
der gegebenen Einheit mit den anliegenden zu einfachen Decktranslationen, und das System
selbst zu solchem I. Ordnung. Bei dieser Transformation der Einheit wird in der Deck-
operation nichts geiindert; die transformirte Finheit bleibt mit der gegebenen gleichflichig
und ist also die gegebene ein secundires Parallelogon.

Giebt es keinen solchen Punkt in dem Inneren der Hinheit, so muss nothwendiger
Weise ein solcher an der Peripherie derselben vorhanden sein. Dies lisst sich einfach
dadurch beweisen, dass die Fusspunkte simmtlicher Symmetrieaxen nothwendig ein ebenes
Netz bilden.

s ist also nur der Fall zu besp

rechen, in welchem keine Symmetrieaxen vorhanden
sind. Dann fehlen die Symmetrieelemente iiberhaupt (das System ist nothwendiger Weise
I. Ordnung) oder es treten ausschliesslich parallele Symmetrie- resp. Gleitebenen auf.

Aber auch dieser Fall ist augenscheinlich kein Ausnahmefall, da auch jetzt Haupt-
punkte vorhanden sind, und zwar ist ein jeder Punkt, welcher in der Symmetrie- resp. in
der Gleitebene oder in der Mittellinie zwischen zwei néichsten Tracen solcher Ebenen liegt,
ein Hauptpunkt.

18. Das Resultat aller dieser Betrachtungen ist, dass man zu einer erschdpfenden
Darstellung aller typischen Systeme kommt, wenn man alle Symmetriearten eine nach der
anderen beriicksichtigt, und fiir jede derselben zum Ausgangspunkt die dazu gehorenden Typen
der Parallelogone I. Ordnung auswiiblt, aber denselben eine geringere explicite Symmetrie
zuerkennt, und zwar alle diejenigen Symmetriearten, welche der gegebenen untergeordnet
sind, und die frei bleibenden Symmetrieelemente als Elemente der Verbandssymmetrie auffasst.

Die Symmetriegrosse wird dann aus zwei Factoren zusammengesetzt: der Symmetrie-
grosse der expliciten und derjenigen der Verbandssymmetrie, und deren Product stellt also
die Symmetriegrosse des ganzen Systems dar.

Die Symmetriegrosse der Verbandssymmetrie ist dann der Anzahl der Orientirungen
der Einheiten des Systems gleich. Im besonderen Falle der asymmetrischen Einheiten ist
somit diese Anzahl die Symmetriegrosse des ganzen Systems.

19. Jedes System der Planeinheiten kann seiner Definition gemiss durch das Pa-
rallelogon und dessen Orientirungen in den anliegenden Einheiten eindeutig und streng bestimmt
werden. Ist das Parallelogon asymmetrisch, so kann die Orientirung der anliegenden Ein-
heiten durch eine einzige Operation bestimmt werden, und zwar entweder a) durch ein-
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fache Translation oder b) durch ein Element der Verbandssymmetrie. Die letzte Operation
kann durch eine einzige charakteristische Zahl angegeben werden, und zwar auf derjenigen
Grenzlinie, in Bezug auf welche die anliegende Raumeinheit die angezeigte Orientirung
besitzt. Die Angabe der einfachen Translation kann einfach durch die Abwesenheit einer
solchen charakteristischen Zahl angezeigt werden.

Sind die Einheiten symmetrisch und ist ihre explicite Symmetriegrosse s, so kann
dieselbe, wie auch simmtliche andere Einheiten des Systems, als solche angesehen werden,
welche zugleich s verschiedene Orientirungen besitzen. Somit sind auch die charalkteristischen
Zahlen fiir jede Grenzlinie in der Anzahl s vorhanden. Fiir die Translation bleibt natiirlich
die Abwesenheit dieser Zahlen bestehen.

Die Systeme wollen wir in solche von verschiedenen Ordnungen gruppiren, ]e nach
der Anzahl der verschiedenen Orientirungen der Einheiten, also nach der Symmetriegrisse
der Verbandssymmetrie, d. h. die Anzahl der Orientirungen und zugleich die Ordnung des
Systems durch die Division der Symmetriegriosse des ganzen Systems durch diejenige der
expliciten Symmetrie erhalten.

20. Bei der erschopfenden Darstelling der Systeme II. und hoherer Ordnung wollen
wir der Ordnung

rethe folgen und dabei zuerst die Diparallelogon- und dann die Tri-
parallelogonsysteme aufsuchen.

Jedes Mal beginnen wir mit der vollstindigen Darstellung der Ableitungsformen
rsteme d. h. den Formen der fiir jeden Fall moglichen Vertheilungen der gleich

der
orientirten Einheiten des Systems. Diese Darstellung wird erschopft, wenn man in der
Reihe der absoluten Entfernung verschiedene Einheiten als die nichstliegenden gleich
orientirten ansieht.

Jede solche Annahme giebt uns sofort eine bestimmte Reihe mit der ihr zugeordneten
Richtung und Strecke. Ist diese Richtung keine singuliire, so erhalten wir sofort wenigstens
zwel gleiche Reihen in verschiedenen Richtungen, und das Netz der gleich orientirten Raum-
einheiten, also auch die Ableitungsform, ist bestimmdt.

Ist diese Richtung singulir, so fithrt diese Annahme nur zur Bestimmung einer
einzigen Reihe, und dann steht noch bevor, eine andere Annahme beizufiigen. Die Anzahl
der zuldissigen Annahmen, folglich auch die Anzahl der zulissigen Ableitungsformen, wird
in diesem Falle grosser.

Daraus ist zu schliessen: a) dass die Aufsuchung der Ableitungsformen eine
Frage der Syngonie und nicht der Symmetrie ist, und b) dass die Ableitungs-
formen der hoberen Syngoniearten fiir jeden Parallelogontypus und jede
gegebene Ordnungszahl des Systems unter denjenigen der niederen Syngonie-
arten stehen.

Also die Ableitungsformen der rhombischen Syngonie sind in denen der monoklinen,
und die Ableitungsformen der tetragonalen und hexagonalen Syngonie in denen der rhom-
bischen Syngonie enthalten.

21. Ist eine Ableitungsform ermittelt worden, so werden dadurch bestimmte Relationen
in der Orientirung verschiedener HKinheiten bedingt. Dabei sind aber auch individuelle
Higenschaften der aufzutretenden Symmetricelemente in Betracht zu ziehen. Diese Eigen-
schaften lassen sich anf Grund der Sitze § 13 entwickeln.

Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XX. Bd. II. Abth. 62
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Auf dem Satze 1 fussend, kénnen wir in Bezug auf die sechszdhlige Symmetrieaxe
schliessen, dass dieselbe keineswegs als ein Element der Verbandssymmetrie auftreten kann.

Demselben Satze zu Folge ist dies aber keineswegs fiir vier-, drei- und zweiziihlige
Axen der Fall, indem die erste in den Eckpunkt des Quadrates, die zweite in den Eekpunkt
des reguliren Sechsecks, und die dritte in den Mittelpunkt jeder Grenzlinie iberhaupt
fallen kann.

Das Vorhandensein jeder dieser Axen als Elemente der Verbandssymmetrie giebt uns
die Orientirung zweier anliegenden (fiir vier- und dreizihlige Axen) oder nur einer einzigen
anliegenden Einheit (fiir zweiziihlige Axe) an, und keineswegs die Orientirung derjenigen,
welche durch parallele und entgegengesetzte Grenzlinien von der gegebenen Hinheit abgetrennt
sind. Sidmmtliche durch eine einzige Axe angegebenen Orientirungen sind dabei verschieden.

Solche Blemente der Verbandssymmetrie wollen wir speciell als peripherische
bezeichnen.

Dann lautet der Schluss dieser Betrachtungen:

Vier-, drei- und zweizihlige Symmetrieaxen, welche als Elemente der
Verbandssymmetrie auftreten, sind peripherische.

92, Sind fiir eine Symmetrieebene charakteristische Zahlen angegeben, so haben die-
selben verschiedene Bedeutung, je nach der relativen Lage des entsprechenden Symmetrie-
elementes.

Beziehen sich diese Zahlen auf Grenzgeraden, welche zu den Tracen der betreffenden
Symmetrieebene parallel sind, so driicken sie die Symmetrieebene selbst als ein peri-
pherisches Symmetricelement aus. Dies kann aber nur fir Diparallelogonsysteme der
Fall sein, da die peripherisch liegende Symmetrieebene der Triparallelogone zugleich die
explicite ist.

3eziehen sich diese Zahlen auf Grenzgeraden, welche zu den Tracen der betreffenden
Symmetrieebene senkrecht stehen, so driicken sie die Gleitebene als ein centrales Element
der Verbandssymmetrie aus. Dazu gehtrt eine Colonne II. Ordnung.

Beziehen sich endlich diese Zahlen auf die Tracen der Symmetrieebenen schief
stehender Grenzgeraden, so driicken sie die Gleitebene als ein schief schneidendes
Blement der Verbandssymmetrie aus.

93, Jetzt kionnen wir die Aufgabe der Aufsuchung der Systeme hoherer Ordnung
behandeln.

Ist die gegebene Hinheit mit einer anliegenden durch Translation verbunden, so
entsteht dadurch eine Colonne I. Ordnung, und das ganze System stellt dann eine Reihe
paralleler anliegender Colonnen I. Ordnung dar, deren Einheiten aber verschiedene Orientirung
besitzen. Die Richtungen solcher Colonnen konnen aber nur singulire sein. Solche
Colonnensysteme sind also nur bei monokliner und rhombischer Syngonie mdglich.

Dabei konnen die gleich orientirten Einheiten einer Colonne mit der gegebenen durch
peripherische oder durch schneidende Klemente der Verbandssymmetrie verbunden sein. Ist
dabei ein centrales Element der Verbandssymmetrie vorhanden, so kann das System nur
IT. Ordnung sein. Dasselbe ist der Fall iiberhaupt, wenn die durch die gegebene Hinheit
abgetrennten Einheiten einer Colonne gleich orientirt sind.
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Wir wollen die Systeme dieser Art durch Beigabe des Buchstaben ¢ besonders
anmerken.

24, Zwei Colonnen I. Ordnung aber verschiedener Richtung bedingen das ganze System
I. Ordnung.

Ks bleibt uns also den Fall zu besprechen, in welchem keine anliegende Einheit mit
der gegebenen durch Translation verbunden ist.

Nun unterscheiden wir folgende wichtigste Unterfalle:

a) Die entgegengesetzten parallelen Grenzlinien sind immer durch dieselben charak-
teristischen Zahlen besetzt. In den Systemen dieses Typus sind simmtliche Colonnen solche
II. Ordnung.

Als peripherische Symmetrieelemente kionnen zwei- und vierziihlige Symmetrieaxen
auftreten; fiir die letzteren werden alle vier Grenzlinien besetzt und das System eindeutig
bestimmt.

Die dreizihlige Symmetrieaxe kann aber als peripherische nicht auftreten, da fiir
diese Systeme das Vorhandensein einer solchen Axe schon geniigend zur Bestimmung des
Systems wire, welches dabei IIL. Ordnung sein miisste, wihrend solche Systeme nur II. oder
mehrfacher Ordnung sein kénnen.

Als centrale konnen hier Gleitebenen auftreten. Tritt aber eine Gleitebene schneidend
dazu, so lasst sich dadurch ein einziges System bestimmen.

Die Wichtigkeit der Abgliederung der Systeme dieser Art besteht darin, dass den-
selben eine einfachere Bestimmung durch charakteristische Zahlen zukommt, indem man nur
zwei Zahlen aufstellt und von den den entgegengesetzten Grenzlinien angehdrenden Zahlen
absieht.

Diese Systeme wollen wir als phanerotopische bezeichnen, in Anbetracht
dessen, dass fiir dieselben durch die charakteristischen Zahlen simmtliche Colonnen aus-
driicklich bestimmt werden, und dabei keine centralen Symmetrieelemente in versteckter
Form auftreten.

25. In dem Unterfalle b) sind die beiden charakteristischen Zahlen einer Colonne fiir
die durch gegebene abgetrennte Hinheiten nicht simmtlich dieselben. Nehmen wir eine
Colonne heraus, so finden wir, dass die gegebene Kinheit mit den anliegenden und nur mit
diesen ausdriicklich durch ein gewisses Ilement der Verbandssymmetrie verbunden ist; fiir
die folgenden Finheiten ist das entsprechende Element in versteckter Form enthalten
und ist erst auf Grund der speciellen Sitze zu ermitteln. In Folge dessen wollen wir die
Systeme dieser Art als kryptotopische bezeichnen.

Hierzu gehoren auch die Colonnensysteme von hoherer als II. Ordnung; ferner die
Systeme mit peripherischen dreizihligen Symmetrieaxen.

In diesen Systemen konnen auch centrale Gleitebenen in versteckter Form auf-
treten, und zwar dann, wenn unter zwel entgegengesetzten charakteristischen Zahlen eine
die zweizihlige Symmetrieaxe und die andere die Symmetrieebene ausdriickt.

Speciell fiir solche Systeme ist der folgende Satz giltig:

Ist in einer Colonne die gegebene Binheit mit der nicht anliegenden durch
eine centrale Gleitebene singulirer Richtung kryptotopisch verbunden, so
ist die zu ihr senkrechte Colonne hochstens II. Ordnung; ist eine solche

62*
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Colonne iiberhaupt nicht vorhanden, so sind die zu der gegebenen Colonne

senkrechten Reihen I. Ordnung.

Es sei die in der Fig. 8 punktirt angegebene centrale krypto-

fan] o] 2
topische Gleitebene @ b¢ vorhanden; da dieselbe singulir vorausgesetzt c
wird, so sind ebensolche centrale Gleitebenen in simmtlichen Einheiten w--—';-w
des Systems vorhanden. Ks sei d eine der gegebenen FKinheit a an- ; "f’
liegende Binheit. Nach der erfolgten Gleitung an der Ebene abc¢ wird e “:.__,
d in die Lage ¢ kommen, wobei ¢ die der ¢ anliegende Kinheit ist. el ‘:
Unterwerfen wir die Hinheit e der Gleibung in der entgegengesetzten o

indem wir dabei fiir die Gleitebene die Centrale in Bezug auf

Richtung,
sie selbst annehmen, so kommt dieselbe in die Lage f, wird also zugleich zur anliegenden
in Bezug auf @, gehort derselben Colonne daf wie d an, ist aber mit d gleich orientirt.
Folglich ist die Colonne dajf IL. Ordnung.

Falls aber die Hinheiten d und f nicht einer und derselben zu a@bc¢ senkrechten
Colonne angehdren, so bedingen sie doch die zu abe¢ senkrechte Reihe I. Ordnung.

Die Zugehorigkeit zu kryptotopischen Systemen wird durch die Beigabe zweier

charakteristischer Zahlen erwiesen.

26. In dem eben besprochenen Falle der kryptotopischen Colonne @ b¢ konnen die
zu d oder f zugehtrenden charakteristischen Zahlen keineswegs mit einer der beiden der
Colonne @be¢ zugehbrenden Zahlen identisch sein, da, auf diese Annahme fussend, wir zwei
Reihen I. Ordnung erhalten hitten, etwa die Reihen b6d und bf, und dann wire die Colonne
@ b ¢ T1. Ordnung gewesen. Sie konnen aber mit der der Hinheit ¢ entsprechenden Zahl
identisch sein.

In diesem besonderen Falle kann die Kinheit selbst kein Symmetrieelement explicit
enthalten. Auch die Auswahl der Elemente der Verbandssymmetrie fiir d und f ist in hohem
Grade beschrinkt.

27. Wenn die HKinheit die explicite Symmetrie enthilt, so sind zwei verschiedene
Falle zu unterscheiden.

Entweder a) ist diese Symmetrie der Verbandssymmetrie untergeordnet. Dies ist z. B.
der Fall, wenn die FKinheit zweiziihlige Symmetrieaxen besitzt, und dabei unter den
Blementen der Verbandssymmetrie vierzahlige Symmetrieaxen vorkommen.

Ist dies der Fall, so wird die Ordnung um so viele Male im Vergleiche mit den
analogen, deren Einheiten asymmetrisch sind, niedriger, als die Zahl der expliciten
Symmetriegrosse betrigt.

Oder b) sind die Elemente der expliciten Symmetrie von denjenigen der Verbands-
symmetrie unabhiingig. In diesem Falle bleibt die Ordnung dieselbe. Solche Systeme
lassen sich also aus den asymmetrischen darch einfache Hinschaltung der betreffenden
Symmetrieelemente ableiten.

Hs ist aber stets bei dieser Hinschaltung zu beriicksichtigen, ob die Lagerung der
Elemente der Verbandssymmetrie solche Kinschaltung zulisst.

28. Jetzt verfolgen wir den Gang der Darstellung der in der Tabelle I zusammen-
gestellten Systeme.

Diese Tabelle ist in acht Colonnen getheilt; in der 1. Colonne ist die Ableitungsform,
in der 2. die Symmetrieart durch Nummern ausgedriickt, in der 3. die Symmetriegrosse des
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ystems, in der 6. die charakteristischen Zablen der expliciten Symmetrie, in der 5. der zu
Grunde liegende Typus des Systems I. Ordnung, in der 4. die Nummerirung nach den
Symmetriearten, in der 7. die charakteristischen Zahlen, und endlich in der 8. wird die Be-
zeichnung des gefundenen Systems durch ein besonderes Symbol angegeben, dessen I. Theil
das entsprechende Punktsystern und der II. Theil die explicite Symmetrie der Hinheit aus-
driickt. Wenn fiir die gegebene Symmetrieart verschiedene Typen der Parallelogone
I. Ordnung untergeordnet sind, so wird der Bezeichnung des beziiglichen Parallelogons durch

die untere Zahl noch die Bezeichnung des entsprechenden Typus zugefiigt. Die Bezeich-

nungen fiir Colonnensysteme und kryptotopische Systeme sind schon oben erwiihnt.
Die Bedeutung der Buchstaben der I. Colonne wird fiir die entsprechenden Parallelo-
gone durch die Figuren 4 und 5 erlautert. Dann findet man sogleich auf Grund der

Zahlen der 7. Colonne die Lage der Hlemente der Verbandssymmetrie.

5 %
[ R o
| a/ -
af \ga, < \\/
e &
4 R

Fig. 4. Fig. 5.

29. Die allein moglichen Ableitungsformen fiir die Systeme der Diparallelogone
IL. Ordnung und monokliner Syngonie sind diejenigen, welche durch die Annahmen bedingt
worden sind, dass entweder a) eine der Colonnen derselben I. Ordnung ist, oder b) I{eir{e
derselben I. Ordnung ist. Fiir die erste Annahme erhalten wir die charakteristischen Zahlen
al oder 1a, wobei die Zahl 1 die einfache Translation ausdriickt. Fiir die zweite erhalten
wir die entsprechenden Zahlen aa.

Dieselben Ableitungsformen bleiben auch fiir die rhombische Syngonie giltig.

Fiir die tetragonale Syngonie bleibt allein die Form aa giltig.

30. Die Diparallelogonsysteme IV. Ordnung sind nur fiir die rhombische und tetra-
gonale Syngonie zulissig.
ige Ableitungsformen fiir rhombische Symmetrie, je nachdem, sind

Als allein zulfss
die Colonnen von singulirer Richtung; wenn nicht, erhalten wir die folgenden.

I. Die Richtungen der Colonnen sind singulire.

1) Als die n#chsten gleich orientirten Einheiten werden die Hinheiten 02 und 20
angenommen (Fig. 6). Man erhilt das phanerotopische System ab.

2) Als die nichsten gleich orientirten Einheiten werden die Einheiten 04 und 10
angenommen (Fig. 7). Man erhilt das kryptotopische Colonnensystem a', WO — zwei einer

b (b

= |
tlalr|alz T A e
il g ibe Weh gl a el a
7 a T, b 2| b & b
Tole 1 oT IR b . Lwa | e 25
7 a 7= lieer 7 i 7 7 7 7 7

Fig. 6. Fig, 7.
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Colonne angehdrende und zu zwei anliegenden Einheiten beziigliche charakteristische
Ziahlen sind.

3) Als die niichsten gleich orientirten Einheiten werden die Einheiten 04 und 12
angenommen (Fig. 8). Man erhilt das kryptotopische System :: b.

Weitere Annahmen sind ausgeschlossen.

II. Die Richtungen der Colonnen sind nicht singulire.

In diesem Falle sind die diagonalen Richtungen singulire.

Aus den eben ermittelten Ableitungsformen erscheint zwar die 1. d. h. 11 als die
zuliissige. In der Wirklichkeit kann dieselbe aber durch kein System vertreten werden, da
dazu gehorende Symmetrieelemente fehlen, weil das dazu gehtrende Symmetrieelement allein
die zweizihlige Symmetrieaxe ist und kein anderes.

Die beiden anderen angefiihrten Ableitungsformen sind unmoglich.

Gnlsaisl sl tisd
|

Fig. 9.

Die einzige dazu gehorende Ableitungsform ist die folgende: die nichsten gleich
R - : = : a0
orientirten Einheiten 04 und 13 (Fig. 9). Man erhilt das kryptotopische System G
g & (97

Fiir die tetragonale Syngonie bleibt allein die Ableitungsform a b zuldssig.

(53

31. Die Diparallelogone VIII. Ordnung sind nur fir tetragonale Syngonie und zwar
fiir die 6. Symmetrieart moglich. Dabei sind die Einheiten nothwendig asymmetrische.

Da jetzt keine singuliren Richtungen da sind, so kann es nur eine einzige Ableitungs-
form geben, und zwar diejenige, welche der Annahme entspricht, dass die nichste gleich
a b
a8
eme II. Ordnung ist so einfach und verstindlich, dass
schwerlich nahere Hinweise dazu erforderlich sind.

orientirte Hinheit 22 ist. Man erhilt das kryptotopische System

32. Der Ableitungsgang der Sys

Fir monokline Systeme steht ein einziges Element der Verbands
Y g

ymmetrie zur
Verfiigung.

Dasselbe gilt ftir die 3. Symmetrieart.

Fiir die vierte Symmetrieart sind zwei verschiedene zu Grunde liegende Typen
[. Ordnung zu beriicksichtigen. Fiir jeden Typus sind weiter die verschiedenen Arten der
expliciten Symmetrie in Betracht zu ziehen, und zwar 2. und 3.

Fiir die 5. Symmetricart steht allein die 2. Symmetrieart als untergeordnet zur Verfiigung.

Fiir die 6. Symmetrieart sind die 4. und die 5. als die untergeordneten Symmetrie-
arten zu berticksichtigen.
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Was die Systeme IV. Ordnung betrifft, so sind die der 4. und 5. Symmetrieart
zugehorenden Kinheiten asymmetrisch, und bei der Beriicksichtigung der moglichen Combi-
nationen der Klemente .der Verbandssymmetrie in erster Linie die leitenden Gesichtspunkte
der Lehre von der scheinbaren Symmetrie (§ 11) zu beriicksichtigen, damit ein und dasselbe
System nicht fiir verschiedene anzunehmen ist.

Derselbe Zweck kann aber dadurch erreicht werden, dass man sich direct von der
Verschiedenheit der durch dasselbe Symbol auszudriickenden Systeme wie 16 (11I;) und
16 (11I;) genaue Rechenschaft giebt. Fiir diese Systeme ist z. B. die Verschiedenheit
ganz augenscheinlich, indem fiir das erste eine zweiziihlige Symmetrieaxe und eine centrale
Gleitebene, fiir das zweite zwei centrale Gleitebenen als Elemente der Verbandssymmetrie
auftreten.

Was endlich die Systeme VIII. Ordnung betrifft, so ist das Vorhandensein der untrenn-
baren charakteristischen Zahlen 37 ganz augenscheinlich, und umgekehrt sind die charak-
teristischen Zahlen 4 und 8 ausgeschlossen, da deren Anwesenheit die Gleichheit einiger
Zahlen als nothwendige Folge gehabt haben wiirde, was auf Grund der Ableitungsform

al

unzuliissig ist. Somit lésst sich ein einziges hierzu gehdrendes System ableiten.

33. Fiir Triparallelogonsysteme II. Ordnung liegt nun eine einzige Ableitungsform

zu Grunde, da jetzt die Formen a@;1 und ;¢ nicht mehr verschieden sind. Diese Systeme
sind die Colonnensysteme. Solche Systeme sind aber fiir hexagonale Syngonie unmbglich
(& 23). Was aber die Systeme der monoklinen und rhombischen Syngonie betrifft, so
stehen dieselben den Systemen der Diparallelogone, und speciell die der rhombischen Syngonie
jenen der Typen 4 II und 6 II so nahe, dass die hierzu gehorende Ableitung fast als reine
Wiederholung desselben aufzufassen wire.

Ganz besondere Verhdltnisse treffen wir aber fiir die Systeme der hexagonalen Syngonie,
fiir welche allein die Systeme ILI. Ordnung moglich sind mit alleiniger Ableitungsform

K ’\,J/,\(“
| a. 7 a
’/7 u\Kn\' 7

a a

=0

(Fig. 10).
a @ c

Fig. 10,

Die allein noch zuldssige Ableitungsform ab (Fig. 11), welcher die phanerotopischen
Systeme IV. Ordnung entsprechen wiirden, wird aber in den wirklichen Systemen weder
fiir rhombische noch fiir hexagonale Syngonie vertreten, und zwar aus demselben Grunde,
wie die Systeme @ b der Diparallelogone, in welchen die singulidren Richtungen die diagonalen
sind (§ 30), d. h. dass die dazu néthigen Symmetrieelemente nicht zur Disposition stehen.

Dadurch ist die aufgestellte Aufgabe dieses L. Theiles in erschiopfender Weise geldst.
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Hs sei erlaubt hervorzuheben, dass je
zu Tage getreten sind (14, 15, 16 und 17

nicht vorkommen.

I. Regulire Plantheilungen II. und hoherer Ordnung.

tzt auch diejenigen regelmi
\
)

: igen Punktsysteme
, welche in reguliren Theilungen I. Ordnung

Ableitungs-

form

al
ada

al
o a
@&
al
aa
al
10
aa
aa
aa

aa
ada
aa
aca

ab
ab
adb

Symmetrie- | Symmetrie-

art

[l )

1 NN ST Nt S SV RCURCY

[

6
6

N Typus Explicite Verbands-
grosse S 1 1. Ordnung | Symmetrie Symmetrie
Diparallelogonsysteme II. Ordnung.

I. Monokline Syngonie.

2 T ) 2 1 d—5
2 2 2k i &b

II. Rhombische Syngonie.

2 1 541 1 g

2 2 a1l 1 =2

2 3 411 1 a 4

4 1 sl ‘ 5 a—26

4 2 5 11 | 15 a4— 26

4 3 511 | 12 a = 56

4 4 511 | 12 a = 5t

4 5 b1l I 12 a = bo

4 6 6 1l 1| 15 a= 48

4 7l 611 | 14 a = b8

III. Tetragonale Syngonie.

4 E=! 7 15 ‘ a =387

8 ke 3 8 II 1 1357 ‘ a = 2468
8 B 811 | 1256 g — 3478
8 3 81I | 458 o — 2367

Diparallelogonsysteme IV. Ordnung.

II. Rhombische Syngonie.

4 1 511 1 = s
4 2 b 1! 1 a = )
4 3 511 1 0 =2:0—=
4 4 51T 1 gi—6:b —
Ly
4 B Bl i 1 =
| a 5]
| ‘ a 2
4 6 511 1 —=—: b =
a 15}
& Tl o6 1 LEP
1 47 5]
4
8
8

des Systems

w00
5=

— et

—
DO OO @0 00 1O 1D 7 =

(=1
STHSSOTOTS O >

—

15 (1 11;)
16 (111;)
5 (111,
16 (111,)°
15 (11T5)55
6 (1115)2

16 (111)

6/45

7 (1 10)
S (411)
17 (4 1)
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Ableitungs- | Symmetrie- | Symmetrie- | N Typus Explicite | Verbands- ‘ Symbol
form art | grosse 1 * |L Ordnung | Symmetrie | Symmetrie des Systems

Diparallelogonsysteme VIII. Ordnung.

| | |
a b ‘ | L | a 2 h 6 =
: 6 ‘ ; g Sl D 7 e
- 6 | 8 B II | 1 @8y 7| 170
Triparallelogonsysteme II. Ordnung.
I. Monokline Syngonie.
s | ? \ i |
aa | 2 j 2 eaide 2 II1 i 1 | a="7 2 (1 IIL)¢
II. Rhombische Syngonie.
al 3 e 1 | a=2 14 (1 TIT)e
o e e e
@ i : 6 11T 5 i ‘ == 2 (¢
al " 4 4 los2 G 12 ‘ a="8 15 (4 ITT)e
al 4 4 3 6 111 18 ‘ a =27 1 15 (4 I11)e
Triparallelogonsysteme III. Ordnung.
IV. Hexagonale Syngonie.
i | 1 | = ‘
((([. ; : | 7 ‘ 3 ‘ 1 9 T11 1 | :/ — 3 i 9 (1 I1I)so
¢ ! | 45 1
e 8 B 11 11 1-12 ‘ s e e be a1
a7 = a i ‘ a 89
| I
Triparallelogonsysteme IV. Ordnung.
Soq 4 ‘ 4 ‘ 1 6 TII 1 s 16 (1 IT1);.
a [ | a 7 |

II. Die Gleichungen der regelmissigen Punktsysteme in der Ebene.!)
A. Symmorphe Systeme.

I. Monokline Syngonie.

Nr. Symmetrieart
1 1 e=c+ Ay; v =d-+ 4
2 2 2 =mnkc—+Ay; v=mkd- 1

') Wie die Symmetriearten selbst (S. 471 Anm.), so kénnen auch die regelmissicen ebenen Punkt-

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss, XX. Bd. II. Abth. 63
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d

Nr Symmetrie-
S art
1 1
) 9
3 3
4 3
5 4
6 4
7 5
8 6
9 7
10 8
11 9
12 9
13 10

II. Rhombische Syngonie.

v=d-+ 4
s e
2 d-+f 5

Nr. Symmetrieart
3 3 z2=mrFc+| Ay
el Ao
4 3 e el
5 4 72 =mke 4.4 ; y=mnld -+ 2y
A /
6 4 s:nkc—{——fz";

i
8

2 =c—+
2 =nkc—+tJy

& =mkc—= 4y

A
2 =nkc+f =
z

=nkc -+l

4
Yo ="b, + 4

St ”
Yo =0, + 4

Yo= 1’; + 2
Yo = by + o
Yo="b,+r g‘)
Yo = [—’; + %

Yo = h,;- +

0

0
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IV. Hexagonale Syngonie.

Nr. Symmetrieart
9 7 Yo = by =+ 1o Y1 = by 1+ o

10 8 Yo = 7‘:; =405 Y= Z’:;A[_“’L' + 4
S 2 - 50

11 8 Yo="0b,+f 5 : Y1="0s b+ F3
6 6

12 9 Yo = s+ 1o; Y1 =0b541 1+ 4o

13 10 Yo =by+1o; Y1 ="byp e+ o
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III. Zusammenstellung der regelmiissigen ebenen Punktsysteme und der ihnen
zugeordneten reguliren Plantheilungen.
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Hier bedeuten: Colomme 1: Nr. des regelmiissigen Punktsystems; Col. 2: Nr. der “\‘\'11'1111'{1'iuu't;
Col. 8: Diparallelogonsysteme I. Ordnung; Col. 4: IL. Ordnung; Col. 5: IV. Ordnung; Col. 6: VIIL Ord-
nung; Col. 7: Triparallelogonsysteme I. Ordnung; Col. 8: II. Ordnung; Col. 9: IIL. Unhmng; Col. 10:

[V. Ordnung; Col. 11: Anzahl der Diparallelogonsysteme; Col. 12: Anzahl der Triparallelogonsysteme;

Col. 18: Gesammtsumme der Diparallelogon- und Triparallelogonsysteme.

II. Theil. Regulére Raumtheilung.

Die uns jetzt bevorstehende Aufgabe ist durch so viele Analogien mit der eben
abgeschlossenen verbunden und durch deren Auflgsung in solchem Grade erleichtert, dass die
hierzu gehdrende Untersuchung fast als eine Wiederholung des I. Theiles anzusehen wiire.
Natiirlich compliciren sich ansebnlich die Theilaufgaben und wird die Anzahl der zu
erhaltenen Auflosungen in hohem Umfang grosser.

1. Auch hier sind in erster Linie zwei Hauptarten der regulidren Raumtheilung zu
unterscheiden : entweder a) sind sdmmtliche Raumfiguren parallel orientirt, oder b) ist dies
nicht der Fall.

Die Systeme, welche erster Voraussetzung entsprechen, werden auch jetzt als Systeme
[. Ordnung bezeichnet, und wir wollen unsere Untersuchung mit der erschopfenden Auf-
suchung dmmn Systeme l,;egimwu.

9

2. Denken wir zwei beliebige Systemfiguren herausgenommen. Sie sind untereinander
Denken wir zwei beliebige Sy g g
durch einfache Translation verbunden, welche zugleich die Decktranslation fiir simmtliche
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andere Raumeinheiten ist. Fir diese Translation erhalten wir eine bestimmte Richtung
und eine bestimmte Strecke. Die Deckung kann in dieser Richtung und um diese Strecke
beliebige Male wiederholt werden, und jedes Mal kommt das ganze System mit sich selbst
zur Deckung. Jede einzelne beliebig herausgenommene Raumeinheit zusammen mit der
gegebenen bestimmt eine congruente Reihe der Raumfiguren. Nehmen wir aus dem
System noch eine dritte inheit, welche dieser Reihe nicht angehort, so erhalten wir eine
andere congruente Reihe in anderer Richtung und mit anderer Deckstrecke. Die beiden
Reihen zusammen genommen bestimmen aber ein ebenes Netz. Ziehen wir noch irgend
eine dritte Hinheit in Betracht, welche diesem Netze nicht angehort, so erhalten wir
eine dritte congruente Reihe in neuer Richtung und mit der ihr speciell zukommenden
Strecke. Jede Einheit dieser letzten Reihe kann zum Ausgangspunkt fiir die Construction
eines dem eben erwihnten Netze parallelen Netzes dienen, und die Gesammtheit dieser
gleichen und parallelen Netze bildet ein Raumgitter (analytisch ansgedriickt: quadratische
form III. Grades).

3. Nehmen wir aber zwei anliegende (also eine Grenzfliiche gemeinsam besitzende) Ein-
heiten in Betracht, so erhalten wir eine Reihe besonderer Art, in welcher jede der zwei nichst-
stehenden Einheiten die anliegenden sind. Wir wollen solche Reihen als Colonnen 1. Qrd-
nung bezeichnen. Falls aber die Glieder einer Reihe nur einen einzigen Punkt gemein
haben, so wollen wir solche als Colonnenreihen bezeichnen.

Somit kann das ganze System als System anliegender gleicher und paralleler Colonnen
I. Ordnung aufgefasst werden.

Zwei Colonnen, welche eine Einheit gemeinsam haben (man wiirde es auch ausdriicken
konnen: welche in dieser Kinheit sich schneiden), bestimmen ein besonderes ebenes Netz,
und zwar ein solches, in welchem simmtliche Einheiten mit den nichstliegenden Grenz-
flichen gemeinsam haben. Wollen wir ein solches Netz als eine Schicht I. Ordnung
bezeichnen.

Das ganze System kann als eine Geesammtheit solcher paralleler gleicher und anliegender
Schichten aufgefasst werden.

Jeder Schicht ist eine Schichtebene zugeordnet, welche durch zwei den Colonnen
dieser Schicht zugeordnete Richtungen bestimmt wird.

Wenn zwei parallele Colonnenreihen eine Grenzfliche gemein haben, so sind simmtliche
Glieder dieser Reihen in Bezug auf die andere anliegend, und dann bildet sich ein besonderes
Netz, welches aus lauter parallelen Colonnen besteht, und jede dieser Colonnen besitzt mit
den beiden néchsten gemeinschaftliche Grenzlinien. Solche Netze wollen wir als Schicht-
netze bezeichnen.

Besondere Anmerkung. Unter Schichtebene diirfen wir keineswegs eine individuelle
Ebene verstehen, sondern den Complex paralleler Ebenen. Dieser Begriff ist demjenigen der
Richtungen in Bezug auf die Geraden analog.

Leider giebt die Geometrie keinen dafiir passenden Ausdruck, wohl aber die theoretische
Mechanik in ihrer Behandlung der Kriftepaare. Hin solches Paar, welches eigentlich auf
die Schichtebene Bezug hat, kann durch eine dazu senkrechte Gerade bestimmter Richtung
(und dabei von bestimmter Linge) dargestellt werden. Ebenso konnen wir jetzt unter dem
Worte Schichtebene eine zur bestimmten Richtung senkrechte Ebene verstehen.
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4. Jeder Colonne I. Ordnung ist eine Grenzfliche der Raumeinheit zugeordnet. Da
aber jede Einheit durch Translation in der dieser Colonne entsprechenden Richtung um die
ihr zukommende Strecke mit den anliegenden zur Deckung kommt, so muss dieselbe noth-
wendiger Weise in ihrer Begrenzung zwei solche gleiche und parallel gestellte Grenzflichen
besitzen, und dabei liegen je zwei zugeordnete Punkte dieser Grenzflichen auf den der
erwihnten Richtung parallelen Geraden und besitzen einen und denselben Abstand; dieser
Abstand ist der erwihnten Strecke gleich.

Daraus konnen wir schliessen, dass die Raumeinheiten I. Ordnung durch lauter
einander zugeordnete gleiche und parallele Grenzflichenpaare begrenzt werden.
Also ist die Anzahl der Grenzflichen einer Raumeinheit eine gerade. In Folge dessen
wollen wir solche Raumeinheiten als Paralleloéder bezeichnen.

5. Wie die Grenzflichenpaare jeder gegebenen Colonne zugeordnet sind, so sind die
Schnittlinien zweier solcher Flichen, die Kanten, den Schichtebenen zugeordnet, welche
durch entsprechende Richtungen bestimmt werden.

Diese Zunordnung fiihrt uns zu dem weiteren Schluss, dass simmtliche einer Schicht-
ebene zugeordnete Kanten einer Raumeinheit gleicher und paralleler Grenz-
linien sind. Auch die Punkte dieser Kanten sind einander zugeordnet, indem jedem
gegebenen Punkt einer Kante je ein zugeordneter Punkt in simmtlichen zugeordneten parallelen
Kanten einer Einheit entspricht. Diese Zuordnung wird durch die Richtungen der Colonnen
und die ihnen entsprechenden Strecken zum Ausdruck gebracht.

6. Die Gesammtheit der in gleichen und parallelen Kanten sich schneidenden Grenz-
fliichen wollen wir als eine priméire Zone bezeichnen.

Nun konnen wir sagen, dass, wenn zwei Grenzfliichen sich in einer Kante schneiden,
durch diese Flichen eine bestimmte primire Zone der Schichtebene zugeordnet ist,
welche ihrerseits durch die den gegebenen Grenzflichen zugeordneten Colonnenrichtungen
bestimmt wird.

Jede primire Zone wird durch die Schichtebene in zugeordneten Punkten geschnitten.
Das ganze System wird aber durch diese Ebene in einem Parallelogonsystem
I. Ordnung geschnitten.

Die den priméiren Zonen zugeordneten Schichtebenen wollen wir Hauptebenen des
Systems nennen.

Nun konnen wir sagen, dass die Paralleloédersysteme durch die Hauptebenen
(wenn dieselben durch Punkte der ihnen zugeordneten Kanten hindurchgehen) in Parallelo-
gonsystemen geschnitten werden.

Die primiren Zonen der Paralleloéder sind parallelogonale. Sie kdnnen
also entweder a) diparallelogonal oder b) triparallelogonal sein.?)

7. Falls aber zwei Grenzflichenpaare vorhanden sind, welche untereinander keine Schnitt-
kanten bilden, so sind dieselben doch zweien Colonnenrichtungen zugeordnet; die Gesammt-

1) Die Zonenlehre als ein Abschnitt der Geometrie der Lage wurde ziemlich ausfithrlich in E. G. L.
behandelt, wo derselben ein besonderes Capitel gewidmet wurde (Cap.12). Dabei wurden aber aus-
schliesslich durch Grenzebenen bestimmte Polyéder beriicksichtigt. Den Hauptgegenstand der Unter-
suchung bilden daselbst die durch lauter primire Zonen begrenzten Zomnoé&der.
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heit solcher Grenzflichen, welche wir als eine secundire Zone bezeichnen wollen, ist also
einer Schichtebene zugeordnet.

Nun ist leicht der Beweis zu erbringen, dass nicht simmtliche Zonen sechsflichig sein
konnen, dass also nothwendig auch vierflichige vorhanden sind.

Denken wir durch einen Punkt, als Centrum einer Sphire aufgefasst, Gerade in
allen Colonnenrichtungen gezogen. Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Sphire seien
als Bertiihrungspunkte der Grenzebenen eines typischen Polyéders angenommen.?)

Fiir dasselbe gilt die Relation
Ff—1)f=12:p, +2-3p, + ... + (n—1) np, A)
wo [ die Anzahl der (ebenen) Flichenpaare und p, die Anzahl der 2m-flichigen primiren
oder secunddren Zonen bezeichnet.

Jetzt denken wir uns ein diesem Polygderpolar zugeordnetes Zonodder in der Weise
construirt, dass man die zu seinen Flichen senkrechten Geraden als die Zonenaxen annimmt,
oder was dasselbe ist, die Flichenpole der ersten als die Pole der Grosskreise auf der
Sphére nimmt, und dann alle Schnittpunkte simmtlicher so gezogener Grosskreise auf der
Sphire als die Flichenpole eines neuen Poly&ders nimmb.

Dieses Zonoéder, d. b. ein von lauter priméren Zonen umgtirtetes Polyéder, ist mit
dem Paarflichner durch folgende Relationen verbunden: a) die Anzahl der primiren Zonen
des Zonoéders ist der Anzahl der Flichenpaare des Paarflichners gleich, b) die Zahligkeit
der Flichen der ersten ist der Zihligkeit der primiren und secundiren zugeordneten Zonen
der letzteren gleich,

Fiir jedes Zonoéder gilt aber die Relation

p—Dp=1-2-fL,+2:83-f;+...+F®w—Dnf, B)
wo p die Anzahl der priméren Zonen, und f, die Anzahl der 2 m-zihligen Flichen bedeutet.

Wiren in dem ersteren simmtliche Zonen G6-flichige gewesen, so wiirden in dem
letzteren simmtliche Flichen 6-flichig sein, was aber unmoglich ist.?)

1) Der Begriff des typischen Polyéders wurde ebenfalls in E. G. L. eingefiithrt und spielt daselbst,
wie in allen folgenden hierzu gehdrenden Arbeiten des Verfassers, die Rolle eines Grundbegriffs, auf
welchem die Theorie der Polyéder iiberhaupt und besonders deren Classification ihre Basis findet. Das-
selbe wird als ein besonderes typisches Glied einer unendlichen Gesammtheit der Polyéder aufgefasst,
welche das gemein haben, dass die ihnen zugehorenden Grenzebenen siimmtlich parallel sind (resp. parallel
aufgestellt werden konnen) und dabei natiirlich die Anzahl dieser Grenzebenen dieselbe ist. Diese
Gesammtheit wird als eine Polyéderspecies aufgefasst, also ein Grundglied der Classification, welche
daselbst und in anderen Arbeiten weiter entwickelt wurde. Ein dem typischen Polyéder polar zugeordnetes
wurde als subtypisches bezeichnet. Die betreffenden Relationen wurden ziemlich ausfiihrlich in E. G. L.
§ 20—22 besprochen (iibrigens findet man eine analoge Besprechung in manchen der neueren Geometrie
angehorenden Werken). In erster Linie war stets ein Polyéder aufgestellt, in dessen Eckpunkten immer
je drei Grenzebenen zusammentreffen. Solche Polyéder wurden als theoretische bezeichnet, und alle
anderen, die particuléren, als solche aufgefasst, von denen einige Kanten unendlich klein geworden
sind. (Dieselbe Auffassung finden wir viel spiter bei H. Eberhardt.)

2) Dieser Satz findet sich noch in Legendre, Klements de Geométrie (z. B. 15 éd., 1862, p. 307).
Spiter wurde er zu wiederholten Malen reproducirt (u. A. auch in E. G. L. § 24, wo auch geschichtliche
Angaben anzutreffen sind).




496

8. Nehmen wir ein Flachenpaar in Betracht. Jedes andere Paar bestimmt eine
primire oder secundire Zone. In der Anzahl f—1 ist jede 4-flichige Zone ein Mal,
jede 6-flichige Zone 2 Mal ..., jede 2 m-flichige Zone m-—1 Mal enthalten. Also

f—1=1-p, 4+ 2p, + ...+ (m— 1) p,.

Summiren wir diese Relation in Bezug auf simmtliche Flichen und beriicksichtigen,
dass in dieser Summe ein Glied (m—1) p, m Male wiederholt wird, so erhalten wir
endgiiltig

=L f=12p +23p +...-F w—-—Lap, C)

Der Form nach ist diese Relation mit der Relation A) identisch. Die Relation A)
wurde aber bis jetzt ausschliesslich fiir die Poly&der (als durch Ebenen begrenzte Korper)
bewiesen.. Jetzt gilt aber dieselbe Relation C) fiir beliebige Raumfiguren mit der einzigen
Beschrinkung, dass dieselben continuirliche Paarflichner sind, mit welchen wir es jetzt zu
thun haben.

9. Jetzt sind aber die Zonen hochstens 6-flichig (§ 6). Da aber auch 4-flichige

5 \J B
Zonen nothwendig vorhanden sind, so konnen wir eine Schichtebene auswihlen, welche
dieser Bedingung entspricht d. h. deren Colonnen zu zwei sich in einer Einheit schneiden.

Auf Grund dessen, dass eine Einheit in der Richtung einer Colonne nicht mehr als
1 ]
zwei anliegende Einheiten hat, sind nur folgende Annahmen zulissig:

1) Die gegebene Einheit hat mit den Einheiten der in Betracht gezogenen anliegenden
Schichteinheiten nur eine einzige zur anliegenden. Dann ist sie durch drei Flichenpaare
begrenzt, welche drei 4-flichige Zonen bilden (in der Relation C ist /= 3, p, = 3, p,==0).
Solche Raumeinheiten werden Triparalleloéder genannt.

2) Eine Colonne der anliegenden Schicht ist in Bezug auf die Colonnen der ersten
Schicht nur mit einer einzigen anliegend. Jede Einheit derselben ist aber zweien Hinheiten
anliegend. In diesem Falle ist nur eine einzige Zone 6-flichig. Also f=4, p,=3, p,=1.
Soleche Raumeinheiten werden Tetraparalleloéder genannt.

3) Es bleibt nur noch eine einzige Annahme iibrig; jede Colonne der anliegenden

Schicht ist in Bezug auf zwei anliegende Colonnen der gegebenen Schicht anliegend und
dabel besitzt jede HEinheit jeder Colonne zwei anliegende Einheiten in den anliegenden
Colonnen.

st nur in Bezug
auf ein Paar ihr paralleler Schichten anliegend, oder dies ist fiir zwei Paare der Fall.
Dies hiingt davon ab, ob Colonnen in einer Richtung vorhanden sind, deren einzelne
bl 3 > )
Einheiten zu anliecenden, in der Richtung der Colonne, je eine Kinheit erster und eine
5 3 ] T,
Einheit zweiter Schicht besitzen, oder dies nicht der Fall ist.

Hier sind aber zwei Fille zu unterscheiden: eine gegebene Schicht i

In dem ersten Falle haben wir f=86, p, = 3, p, = 4.

Solche Raumeinheiten werden Hexaparalleloéder genannt.

In ‘dem zweiten Falle haben wir f=17, p, = 3, p, = 6.

Solche Raumeinheiten werden Heptaparalleloéder genannt.
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Es ist schon lingst bewiesen worden, dass unter den hierzu gehdrenden Raumfiguren

auch solche mit Ebenen begrenzte vorkommen, welche, als die einfachsten, wir als Typen
auffassen konnen!). Diese Polyéder sind in den Figuren 12—15 abgebildet.

Fig. 12. Fig. 18. Fig. 14. Fig. 15.

Auch jetzt sind diese Paralleloédertypen als die prim#ren aufzufassen, da alle andern,
als Varietiten, von diesen dadurch secunddr gebildet gedacht werden koOnnen, dass man
die Grenzebenen durch beliebig andere Flichen ersetzt, mit der Beschrinkung, dass dabei
eichen und parallelen Flichen nicht einander schneiden diirfen, da

die neu construirten ¢
sonst keine continuirliche Raumfiguren entstiinden.

9. Weitere Beschrinkung fiithet die Symmetrie mit sich. Es geniigt das Vorhanden-

sein einer 2-zihligen Axe der zusammengesetzten Symmetrie (Inversionscentrum), um die

Mbglichkeit der krummen Flachen zu beseitigen?). Die Symmetrie kann aber viel hoher sein.

Die Moglichkeit der Symmetrieebenen ist augenscheinlich.

Die Moglichkeit gewisser Symmetrieaxen hingt aber von der Vertheilung der Colonnen,
respective von der Zihligkeit der Zonen ab. In dieser Beziehung sind die Paralleloéder in
zwei Gruppen zu sondern. Der ersten Gruppe gehoren das Tri-, Hexa- und Heptaparalleloéder
an, welche das Vorkommen der 4-zihligen und nicht mehrzihligen Symmetrieaxe zulassen.
Die hochste allen drei zukommende Symmetrieart ist die (hexakis-)oktaédrische mit der
Symmetriegrosse 48. Der zweiten Gruppe gehort allein das Tetraparalleloéder an, fiir
welche als hochste die 6-ziahlige Symmetrieaxe zulidssig ist. Die hochste thm zukommende
Symmetrieart ist die dihexagonal-bipyramidale mit der Symmetriegrosse 24.

Es versteht sich von selbst, dass den beziiglichen Paralleloédern auch simmtliche
andere Symmetriearten zukommen, welche in Bezug auf diese hochste untergeordnet sind.

10. Die Aufgabe der Aufsuchung simmtlicher hierzu gehtrender Symmetriearten
gehort der reinen Symmetrielehre an und ist schon lingst erschipfend aufgelost. Ks sind
dies die 82 Symmetriearten der Krystallographie®), welche jetzt auch in elementaren Lehr-
biichern dieser Wissenschaft dargestellt werden.

1) Diese Ableitung wurde vom Verfasser noch in dem Ende der siebziger Jahre ausgefithrt. Gerade
darauf fussend wurde die specielle Theorie der Krystallstructur des Verfassers entwickelt und auf dem
Wege der directen Erfahrung gepriift. Diese Entwicklung fand im Beginn der achtziger Jahre statt und
ist in einer Reihe von Vortriigen in der k. mineralogischen Gesellschaft zu St. Petersburg dargelegt
(Verhandlungen der k. mineralog. Gesellschaft zu St. Petersburg, Bd. 17 S. 881, Bd. 18 S. 281 und 282).

2) Der Beweis dieses Satzes war zuerst nicht explicit angegeben, sondern er steckt in den
Sitzen § 76 E. G. L.

3) Die vollstindige Aufstellung der Symmetrieelemente wurde in S. L. IT in der Einleitung und

Abh. d. IL. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XX. Bd. II. Abth. 64
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Hier konnen wir uns mit der Darstellung der Resultate begniigen.

Der Symmetriegrosse 48 entsprechend wird die Sphire in 48 sphirische Dreiecke
getheilt (Fig. 16). Wollen wir dieselbe simmtlich enumeriren, so wird jede solche Zabl
als eine charakteristische ein bestimmtes Symmetrieelement darstellen.

Der Tinfachheit wegen wollen wir zuerst von der Au-
wesenheit der 3-zihligen Symmetrieaxen absehen. Dann er-
halten wir als Symmetriegrosse 16, welche der ditetragonal-
bipyramidalen Symmetrieart entspricht. Die zur oberen Hilfte
beziiglichen Zahlen 1—8 behalten als Ausdriicke der Symmetrie-

elemente dieselbe Bedeutung, welche diese Zahlen fiir die ebenen
Figuren besassen; 1’/ wird jetzt horizontale Symmetrieebene aus-
driicken, 2/, 4/, 6/ und 8’ driicken horizontale 2-zéhlige Sym-

o]

metrieaxen verschiedener Lage, 3‘ und 7

Fig. 16.

driicken 4-zihlige
r nicht

A
zusammengesetzte Symmetrie aus und sind von einande
4

zu trennen, da sie einem und demselben Symmetricelement angehtren. FEndlich 5 driickt

das Inversionscentrum aus.

ize der Kinematik ausgefiihrt®). Dabei wurde aber die zusammengesetrte Sym-

zwar auf Grund der Si

metrie nicht umstéindlich genug besprochen, und jetzt soll diese Liicke ausgefiillt werden.

mmetrie-

Denken wir uns eine endliche Figur, die Symmetrieg » 4p und dabel die p-zihlige

axe besitzend, wo p eine sehr grosse ganze Zahl ist. Die Anzahl der gleichwerthigen Richtungen konnen

: : : : 128 ... (@p—1)2p
wir dann durch eine Zahlenreithe , ", , > Ak
e (G e (i)

Jede besondere Zahl dieser Reihe driickt ein besonde

darstellen.

s Symmetrieelement ans. Nun wollen wir

uns jetzt genaue Rechenschaft tiber die Bedeutung dieser siimmtlichen Zahlen geben.
Die Rethen 246 ...(2p—2)(2p) und 2'4'6' ... (2p—2)' (2p)' erhalten sehr einfache Deutung.

It

Jede Zahl, einzeln genommen, driickt eine bestimmte verticale Symmetrieebene resp. eine horizontale

aber eine p-ziihlige Symmetrieaxe aus und ist desshalb

2-zithlige Symmetrieaxe aus. Die Zahl 38 driickt

mit der Reihe 5 7... untrennbar verbunden. Ueberhaupt driicken die ungeraden Zahlen 835 7... Sym-

7
7
d

eln ist; z B. die Zahl 5 tritt als ein untrennbares Glied

eren Zihligkeit leicht zu ermit

metrieaxen aus,

3 : & ; : : 3 P 5 %
der Reihe 159 (18)... auf und driickt, wenn p eine gerade Zahl ist, eine i}-z:xhhg;‘xs Symmetrieaxe aus;

analog erhalten wir fir die Zahl 7 eine Reithe 17 (13) (19)..., und sie driickt, wenn die Zahl p durch 3
1 . i P . .
theilbar ist, die | -zihlige Symmetrieaxe aus.

)
Fiir die ungeraden Zahlen der Reihe 1, 3/, . erhalten wir eine andere Deutung.
7

Der Reihe nach bedingen die Zahlen 38, 5', 7"... folgende Zahlenreihen: a) 18'57... b) 15°9(13')...
Gl B Bl IR0 B SRR e
Nehmen wir, den Principien der Symmetrielehre folgend, fiir p eine gerade Zahl, so driickt die

Reihe a) die p-zihlige Axe der zusammengesetzten Symmetrie, welche zugleich | -zihlige Symmetrieaxe

ist, was daraus zu ersehen ist, dass dieser Reihe die Reihe 159 ... untergeordnet ist. Fiir die Reihe b)
ist dies nur dann der Fall, wenn p durch 4 theilbar ist, und dann driickt diese Reihe die 2»2;1&*.]1@3

Axe der zusammengesetzten Symmetrie aus und zugleich die ‘-z;lhhgu Symmetrieaxe. Fin ganz analoges

Resultat erhalten wir fiir die Reihe ¢), wenn p durch 6 theilbar ist u. s. f.

Wenn aber fiir die

ethe b) p durch 4, fiir die Reihe ¢) p durch 6 nicht theilbar ist, so nechmen
diese Reihen die Form 11‘ 3

]
55 .. an. Hier sind also solche Zahlen

ol

5 77'... oder sogar die Form 11’33

R )
5 5

*) Noch frither und zwar auf ganz elementarem Wege wurde die vollstindige Auffindung simmt-
licher Symmetriearten des dreidimensionalen Raumes in E. L. ausgefihrt. Diese Auffindung stiitzte
sich auf das vorliufige Auffinden simmtlicher typischer Isoéder, zu besondere Formeln gegeben
wurden (§ 25).
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Jetzt fiithren wir eine 3-zihlige Symmetrieaxe von bestimmter Lage ein, und diejenigen
Dreiecke, welche in Folge der Drehung um diese Axe in bestimmtem (direct aus der Figur
ersichtlichem) Sinne aus einem durch die Zahl ¢ bezeichnetem Dreiecke entstehen, wollen
wir der Reihe nach a, und @, bezeichnen (¢, = a).

Der Symmetriegrosse 24 des Tetraparalleloéders entsprechend wird die Sphére in 24
sphérische Dreiecke getheilt (Fig. 17). Die der oberen Hilfte der Sphire angehérenden
Dreiecke wollen wir einfach 1—12 enumeriren, wie dies fiir
das Hexagon in der Kbene der Fall war, und dann kommen
wir dazu, dass dieselben charakteristischen Zahlen dieselben
Symmetrieelemente ausdriicken.  Die Dreiecke der unteren
Hélfte wollen wir mit Apostroph unterscheiden. Jetzt bedeutet
1‘ die horizontale Symmetrieebene, 2¢ 4/, 6, 8/ 10’ und 12/
horizontale 2-zihlige Symmetrieaxen von verschiedener Lage, 3
and 11’ beziehen sich auf die 6-zihlige Axe I. Art der zusammen-
gesetzten Symmetrie und sind von einander untrennbar, 5¢ und

9' gehoren der 6-zihligen Axe II. Art der zusammengesetzten

Symmetrie an und sind ebenfalls nicht von einander zu trenmen;
endlich drtickt 7/ das Inversionscentrum aus.

m

11. Auf Grund der eben entwickelten Betrachtungen erhalten wir folgende Tabelle der

Symmetriearten der Raumsysteme?)

Charakteristische Zahlencomplexe fiir
Tri-, Hexa- und
Heptaparalleloéder

Ne Symmetrie-

¢ Gleichungen der Symmetrie
grosse i 7

Tetraparallelodder

f1 1 1 1 U 2= y=—d
12 ) 15 L7 y=mn"b g=mn"c¢c y=n"d
53 2 156 1.7 Y=0 2= c v=n"d
4 2 ol i Yy =n*b 2= V=
}{5 4 11056/ T L y=n b T —mc y=n"d

untrennbar, driicken also eine zusammengesetzte Symmetrie héherer Art aus, unter welchen auch 1’ auf-
tritt, welche, einzeln genommen, die horizontale Symmetrieebene ausdriickt.

Fiir jetzt gentigt es uns vollstiindig, den speciellen Fall » = 6 zu besprechen.

In diesem Falle erhalten wir also zwei und nur zwei Arten der zusammengesetzten Symmetrie
und zwar diejenigen, welche durch die Reihen a) 13'57°9(11) und h) 11°55'99’ angegeben werden.

Die erste Reihe (also auch die Zahl 8’ allein genommen) driickt die 6-zihlize Axe I. Art der
zusammengesetzten Symmetrie aus. Das der Reihe b) entsprechende Symmetrieelement (also die Zahl 5°
allein genommen) driickt die analoge Axe II. Art aus.

Hierzu gehort auch die Reihe 17, aber dieselbe driickt einfach das Inversionscentrum (resp. die
2-zihlige Axe der zusammengesetzten Symmetrie) aus.

4-zihlige Axen der zusammengesetzten Symmetrie giebt es nur eine einzige Arb, welche durch die
Reihe 13'5 7' bestimmt wird.

1) Der Anschaulichkeit wegen wird hier die graphische Darstellung simmtlicher Symmetriearten
der reguliven Raumtheilung beigegeben (Taf. IT). Solche Tafeln werden jetzt elementaren Lehrbiichern
der Krystallographie beigegeben, da die beziiglichen Symmetricarten mit den krystallographischen
identisch sind.

64*
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Charakteristische

Sym-

Zahlencomplexe fiir

In den letzten fiinf Zeilen haben wir der Kiirze wegen (¢ ...c)s anstatt a ay as....ccq ¢y gesetat.

9

e

1

Lage (d. h. eine Gerade oder eine Khbene, welche weder parallel noch senkrecht zu irgend

gegebene Richtung von allgemeiner

Fir jede gegebene Symmetrieart und eine geg

einem Symmetricelemente steht, sei eine Axe oder Khene) erhalten wir eine Anzahl

es

gleicher Richtungen, welche der Symmetriegrisse gleich sind. Fiir die particuliren

N1 it _ Tri-, Hexa- und e g Gleichungen der Symmetrie
grosEo Heptaparalleloéder St il e LR e
l g 1256’ 12'78 y=u"b z e v =p g
7 4 1256 278 y=2D> 2 =u"e¢ P ;g""'{"ﬁ d
l g 8 11°22'55'6 6 112977 88 y=mn'Trp 2 =n'c v =n"t"q
g 1857 y=1b Yo =10, i 7’:‘»1_1
J0 8 12845678 = y=25 = 71:, = 3i»|~n‘/*
i 1857 — y=n"b yo =D, 0 o
128 e S 2 Yo = , i ;,;_H
13 8 12'834'56'78' 2 e i 7’;+nh
14 8 12°3'456 7'8 — y=n"b Yo ="b.. Y= ﬁﬂ
15 16 11'22/33'44'55'66'77'88' - y = ntthp yg=b, Yy = b:ﬂ,l
16 3 11,1, 159 y=—D Yo = ?,T o — 1’/:_,_1
17 % 1:1; 1,88, 8, 12569-10 y=>b Yo=Db, Yy = ../
ne il aain 18R 11 y=n"b oo = n"b, ¥ =",y
19 6 11y g did 4 12'56' 910 y=n"b e b;‘*’ i = (}:"f-“h'
20 12 1141,4'4,"4,'5'5,'5,’88,8, 12'8'456'7'89-:10-11"12 y = n*T"p yo = n"b, Y = ne b:j,, 0
21 6 18579-11 y=10 Y b
22 12 - 123456789:10:11+12 y =10 i z,fq_"f,
a4 116599 y=n"b Yo = "D, i =n"bo
24 12 - 11'83'55'77'99-11-11' y =nkb Yo = b, yi=b,,,
6 (]
26 12 - 12'34'56°78 9-10-1112' y = "D yo =D, = Uik
26 12 11'22'55'66'99°10-10' y=n»n"tp o = 7: W= I;.‘;Iﬂh
28 12 11,152'2,'2,'55,546'6,'6,'=(12'56"% e 2o = 1" ag r— aZ‘H @ =n""a,,,
29 24 (11'22'55' 66, - to = A, it (,“}"I_' SRR
30 24 (12'3°456'7 8), s o= naq B n—aiT
31 24 (12'84'56'78'), zo Lo = w1 f’z Xy = "”Hw”;;+ml Xy = '”'LLHL‘}»" (ff;J‘—Za;'i
82 48 (11'22'88'44'55'66'77'88"); = 2y =ttty gy — Pt r/,:_%_“d iy =mi T (4':)_}_3“1‘:
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Richtungen ist aber die Anzahl der gleichen Richtungen eine geringere, und es kann
sogar der Fall vorkommen, dass diese Anzahl sich zu einer Einheit reducirt. Solche Rich-
tungen (Gebilde) wollen wir als singulire bezeichnen.

Die angegebenen Symmetriearten lassen sich in dieser Beziehung in folgende Gruppen
sondern, welche wir als die Arten der Syngonie auffassen wollen.

1. Sammtliche Richtungen sind singuldre. Dazu gehbren die beiden ersten
Symmetriearten. Diese Syngonie wird als die trikline bezeichnet.

II. Es giebt nur eine einzige Ebene, in welcher alle Richtungen singuliire
sind, und ausserdem ist die zu dieser Ebene senkrechte Richtung eine singulire.
Die Ebene selbst ist singulir, ebenso wie simmtliche zu derselben senkrechten Ebenen. Hierzu
gehoren die Symmetriearten 8, 4 und 5.

Diese Syngonieart wird als die monokline bezeichnet.

IlI." Es giebt nur drei unter einander senkrechte singulire Richtungen.
Auch die zu denselben senkrechten Ebenen sind singulire. Hierzu gehtren die Symmetrie-
arten 6, 7 und 8.

Diese Syngonieart wird als die rthombische bezeichnet.

IV.und V. Es giebt nur eine einzige singuliire Richtung (Hauptaxe); ebenso
ist eine einzige zu dieser Richtung seukrechte Ebene singuliir.

In diesem Falle unterscheiden wir diejenige Syngonie, in welcher die Anzahl der in
der singulidren Kbene vorkommenden gleichen Richtungen (der particuldren, falls solche
iiberhaupt vorhanden sind) gleich 2 oder 3 ist.

Die erste Syngonieart wird als die tetragonale, die letzte als die hexagonale
bezeichnet. Der ersten gehdren die 9.—15., der letzteren die 16.—27. Symmetrieart an?).

Endlich VI. Es sind keine singuldren Richtungen vorhanden.

In diesem Falle giebt es drei besondere, unter einander senkrechte Richtungen, welche
als die zn den Flichen eines Wiirfels senkrechten Geraden (kubische Axen), und noch vier
andere besondere Richtungen, welche als die Diagonalen des Wiirfels angesehen werden
konnen; den letzteren sind nothwendiger Weise vorkommende 3-zihlige Symmetrieaxen
parallel.

Diese Syngonieart wird als die kubische bezeichnet. Zu derselben gehoren die
Symmetriearten 28—32.

Fiir die in der Tabelle zusammengestellbten Symmetriegleichungen werden, je nach
der Symmetrieart, entweder drei singulire Richtungen als Coordinatenaxen angenommen
(dies fiir die Syngoniearten I, IT und III), oder eine einzige vorhandene singulire Richtung v,
und zwei resp. drei gleiche in der singuliren Ebene liegende Geraden (die particuliren
Richtungen, falls solche vorhanden sind). Es muss aber hervorgehoben werden, dass fiir

1) Unter den Symmetriearten der hexagonalen Syngonie lassen sich diejenigen Nr. 16—20 von denen
Nr. 21—27 dadurch unterscheiden, dass in den ersten stets moglich-ist, eine zur Hauptaxe schiefe
Richtung so auszuwiihlen, dass die gleichwerthigen Richtungen eine dreigliederige Gruppe, in den letzten
eine sechsgliederige Gruppe bilden. Dieser Unterschied kann dadurch ausdriicklich hervortreten, dass man
die ersten Symmetriearten in eine trigonale, die letzten sieben in eine hexagonale Hyposyngonie-
gruppe vereinigt. Diese beiden Gruppen sind in der Taf. II besonders dargestellt.
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die Symmetriearten 9—15 der elementare Axenwinkel ist, fiir 16—20 ist derselbe Winkel

2
27 : B A ; : & ShRd Dellonlop it i L
—, und endlich fiir die Symmetriearten 21—27 ist derselbe Winkel — = —. Die Coordinaten-
2] o 5]

axen werden der Reihe nach mit y,, v,, v, ... bezeichnet.

Endlich werden fiir die kubische Syngonie als Coordinatenaxen drei oben besonders
erwahnte besondere senkrechte Richtungen (kubische Axen) z,, x,, , angenommen.

Was endlich die Bezeichnung der Periode, die Bedeutung der eingefiihrten Symmetrie-
parameter und die Ueberzihligkeit der Coordinatenaxen betrifft, so sind auch hier die
Bemerkungen § 10, I. Theil geltend.

13. Die Darstellung der Systeme I. Ordnung wird auch jetzt dadurch erschopft, dass
man alle diesen Systemen zukommenden Symmetriearten beriicksichtigt. Dabei kann aber
vorkommen, dass man fir einen und denselben Paralleloédertypus eine und dieselbe Symmetrie-
art verschiedener Systeme erhdlt, indem die Colonnenrichtungen resp. Schichtebenen sich in
Bezug auf die Symmetrieelemente verschieden orientirt erweisen.

Auch jetzt giebt fiir die Losung derartiger Fragen die Lehre von der scheinbaren
Symmetrie die leitenden Aufschlisse. (Vergl. § 11, L Theil.) Da aber die Betrachtungen
dieser Art in ihren Anwendungen auf die Einzelheiten ziemlich viel Raum gefordert hitten,
das zu Grunde liegende Princip aber ausserordentlich einfach ist, so erlauben wir uns hier
wieder uns mit der Darlegung der Resultate zu begniigen, um so mehr, als die R
schon lédngst constatirt worden waren?).

sultate

14. Diese Systeme sind ganz anschaulich anf Taf, III dargestellt. Jetzt wollen wir
dieselben in kurzen Worten charakterisiren.

1) 1100, 2) 11V, 3) 1 VI und 4) 1 VII sind die Systeme, in welchen Symmetrie-
elemente vollstindig fehlen.

5) 1w I, 6) 1=z1V, 7) 1z VI und 8) 1z VII sind die Systeme, in welchen allein
das Inversionssystem anwesend ist.

9) 21III und 10) 21V sind zwei Systeme, in welchen allein 2-ziihlige Symmetrieaxen
einer einzigen (parallelen) Richtung vorhanden sind.

s 2 e ) QNG SV TRl S SIS 16 8 Vilund (7)) 3 VIt ieind
die Systeme, in welchen ausser 2-ziihlicgen Symmetrieaxen noch ebensolche Schraubenaxen
vorhanden sind, obgleich alle diese Symmetrieelemente parallel sind.

18) 14 III und 19) 14 IV sind zwei Systeme, in welchen allein lauter parallele
Symmetrieebenen vorhanden sind.

2u) el DEE g ) iy TV 28 e 1V, 20 o Vil e ! V- 25) 1y VII “und
26) 14' VII' sind die Systeme, in welchen ausser Symmetrieebenen noch ihnen parallele
Gleitebenen vorhanden sind.

3

1) Die Gesammtheit der Paralleloédersysteme I. Ordnung war zuerst in E. G. L. § 84, S. 238 ange-
deutet und in S. L. IIT Taf. IV schon ganz anschaulich und vollstiindig abgebildet. Die jetzige Abbildung
Taf. II unterscheidet sich von der vorigen dadurch, dass die Parallelogder in nicht deformirter Form

aufgezeichnet sind. Dadurch wird auf die Relationen unter Systemen verschiedener Symmetrie anschau-
licher und einfacher hingewiesen und besonders wird dadurch die Lage der Symmetrieelemente durch
entsprechende charakteristische Zahlen in Anschaulichkeit gewonnen.
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27) 2y III und 28) 2y 1V sind zwei Systeme, in welchen nur 2-zihlige Symmetrie-
axen und die zu ihnen senkrechten Symmetrieebenen vorhanden sind.

29) 3y 111, 30) 8% 1V, 81) 84 IV*, 32) 8y VI, 83) 8y VI, 34) 3% VII und 35) 35 VII'
sind die Systeme, in welchen ausser 2-zithligen Symmetrieaxen noch die denselben parallelen
Schraubenaxen und ausser Symmetrieebenen noch die denselben parallelen Gleitebenen vor-
handen sind. 5

36) 4111 ist ein System, in welchem allein 2-ziihlige Symmetrieaxen vorhanden sind,
welche gemeinsame Schnittpunkte besitzen.

37) 51II, 38) 51V sind zwei Systeme, in welchen ausser dem eben charakterisirten
System der Axen noch 2-zihlige sich schneidende Schraubenaxen anwesend sind, durch
deren Schnittpunkte diese beiden senkrechten 2-zibligen Symmetrieaxen hindurchgehen.

39) 6 VI, 40) 6 VII sind zwei Systeme, in welchen ausser dem Axensystem 4 IIT noch
ein durchdringendes System der gemeinsame Schnittpunkte besitzenden 2-zihligen Schrauben-
axen vorhanden ist.

41) 7 VI, 42) 7 VII sind zwei Systeme, in welchen in je einer Ebene eine 2-zahlige
Symmetrieaxe und eine Schraubenaxe in abwechselnder Reihe stehen.

43) 2¢ III ist ein System, in welchem parallele aber zu einander senkrecht stehende
Symmetrieebenen vorhanden sind (welche sich natiitlich zu je zwei in je einer 2-zihligen
Symmetrieaxe schneiden). Keine Schraubenaxen und keine Gleitebenen.

44) 2¢' I, 45) 2¢‘IV sind zwei Systeme, in welchen ausserdem zwei Systeme senlk-
rechter Gleitebenen vorhanden sind, aber keine Schraubenaxen,

46) 3 IIL, 47) 3@ IV, 48) 3@ IV’ sind drei Systeme, in welchen die 2-zihligen
Symmetrie- und Schraubenaxen einer einzigen Richtung sich in singuliren Ebenen abwechseln.
Durch die Schraubenaxen allein gehen die Gleitebenen hindurch.

49) 3¢’ VI, 50) 3¢’ VI', 51) 8¢’ VII sind drei Systeme, in welchen in je einer
singuliiren Ebene entweder lediglich Symmetrieaxen oder lediglich Schraubenaxen liegen.
Hier schneiden sich je zwei Gleitebenen in einer Schraubenaxe.

52) 3¢ VI, 53) 39" VIL, 54) 3¢ VII' sind drei Systeme, in welchen in singuléiren
Ebenen Symmetrie- und Schraubenaxen mit einander abwechseln. Hier schneiden sich Gleit-
ebenen in Symmetrieaxen.

55) 4y III ist ein System, in welchem nur Symmetrieebenen dreier verschiedener Lagen
vorhanden sind und natiirlich simmtlich sich in 2-zihligen Symmetricaxen schneiden; es
sind aber weder (tleitebenen noch Schraubenaxen vorhanden.

56) 5y III, 57) 5y IV sind die Systeme, deren Symmetricelemente sich aus System 5
ableiten lassen durch Hinzuftigen der durch die Schnittpunkte der Symmetrieaxen hindurch-
gehenden Symmetrieebenen.

58) 6 VI, 59) 64 VII sind die Systeme, deren Symmetrieelemente sich ebenso von
System 6 ableiten lassen wie 5y aus 5.

60) 7z VI, 61) 74 VII sind die Systeme, deren Symmetrieelemente sich ebenso von
System 7

62) 81IIL ist ein System, in welchem nur 4-ziihlige und die resultirenden 2-zihligen
Symmetrieaxen einer einzigen (singuliren) Richtung vorhanden sind.

ableiten lassen wie 5% aus 5 und 6y aus 6.
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63) 9 VI, 64) 9 VII sind zwei Systeme, in welchen neben 4-zihligen Symmetrieaxen

und resultirenden 4-zihligen Schraubenaxen mit der Deckschiebung - 2-zéhlige Schraubenaxen

2
vorhanden sind.

65) 8¢ IIl ist ein System, in welchem die Symmetrieelemente sich aus denen des
Systems 8 durch Hinzufiigung der verticalen Symmetrieebenen ableiten lassen.

66) 9 VI, 67) 9¢ VII sind zwei Systeme, deren Symmetrieelemente sich aus dem

Q

System 9 ebenso ableiten lassen wie 8¢ [II aus 8

68) 2 1L ist ein System, in welchem lediglich 4-zihlige Ax

der zusammengesetzten
Symmetrie und die resultirenden Axen vorhanden sind.

69) 8z VI, 70) 3z VII sind zwei Systeme, in welchen die resultirenden 4-zéhligen
Axen der zusammengesetzlen Symmetrie eine andere Lage der Ebene dieser Symmetrie
besitzen, als es fiir die als die primitiven Axen zu betrachtenden der Fall ist; ausserdem sind
die resultirenden 2-zihligen Schraubenaxen vorhanden.

71) 8y III ist .ein System, dessen Symmetrieelemente sich von denen des Systems 8
durch Vorhandensein horizontaler Symmetrieebenen unterscheiden.

72) 94 VI, 73) 9% VII sind zwei Systeme, deren Symmetrieelemente sich zu denen
des Systems 9 ganz analog verhalten wie 8y zu 8.

74) 10 III ist ein System, dessen Symmetrieelemente sich aus 8 ableiten lassen durch
Hinzufiigung einer horizontalen, die 4-ziihlige Symmetrieaxe schneidenden 2-z@hligen
Symmetrieaxe.

75) 11 VI, 76) 11 VII sind zwei S;
wie 10 aus 8 sich ableiten lassen.

e ~

77) 46 11L ist ein System, dessen Symmetrieelemente sich aus 4 ableiten las

steme, deren Symmetrieelemente aus dem System 9

en durch

Hinzuftigung einer diagonalen Symmetrieebene, welche durch Symmetrieaxen verlduft.
78) 50 III ist ein System, d

wie 40 aus 4.

essen Symmetrieelemente sich aus 5 ebenso ableiten lasse

79) 66 VI, 80) 66 VII sind zwei Systeme, deren Symmetrieelemente sich aus 6 ebenso
ableiten lassen wie 40 aus 4 und 54 aus 5.

81) 78 VI, 82) 74 VII sind zwei Systeme, deren Symmetrieelemente sich aus 7 ebenso
ableiten lassen wie 44 aus 4 u. s. w.

83) 10% IIl ist ein System, dessen Symmetrieelemente sich aus 10 ebenso ableiten
lassen wie 8y aus 8 u. s. w.

84) 11y VI, 85) 11y VII sind zwei Systeme, deren Symmetrieelemente sich aus 11
ebenso ableiten lassen wie 8y aus 8 u. s. w.

86) 121V ist ein System, dessen Symmetricelemente lauter 3-zihlige Symmetrieaxen
einer einzigen Richtung sind.

87) 13 1II, 88) 13 VI, 89) 13 VII sind drei Systeme, unter deren Symmetrieelementen
ausser 3-zihligen Symmetrieaxen noch rechte und linke Schraubenaxen von derselben einzigen
(singuliiren) Richtung vorhanden sind.

90) 12¢ IV ist ein System, dessen Symmetrieelemente sich aus 12 ableiten lassen
durch Hinzufiigung einer durch zwei niichste Symmetrieaxen hindurchgehenden verticalen
Symmetrieebene.
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91) 12¢’IV ist ein ganz analog abgeleitetes System, aber die beigefiigte Symmetrie-

ebene geht nicht durch zwei nichste Symmetrieaxen hindurch.

92) 13 III, 93) 13¢ VI, 94) 13¢ VII sind drei Systeme, deren Symmetrieelemente aus
13 ganz analog abgeleitet worden sind wie 12 @ aus 12.

95) 127 IV ist ein System, welches sich zu 12 ganz analog verhilt wie 8y zu 8 u. s. f.

96) 14 IV ist ein System, dessen Symmetrieelemente sich aus denen von 12 ableiten
lassen durch Um/uiwruw)‘ einer durch zwei nichste Symmetrieaxen nicht hindurchgebenden
horizontalen 2-zéihligen Symmetrieaxe.

97) 1-‘) IV ist ein dem vorigen ganz analog abgeleitetes System, welches sich aber
dadurch unterscheiden lisst, dass die beigefiigte 2-zithlige Symmetrieaxe durch zwei nichste
3-ziihlige Symmetrieaxen hindurchgeht.

98) 16 III, 99) 16 VI, 100) 16 VII sind drei Systeme, welche sich aus 13 ganz
analog ableiten lassen wie das vorige System aus 12.

101) 1471V ldsst sich aus 14 IV ganz analog ableiten wie 127 aus 12.

102) 157 1V lidsst sich analog aus 15 IV ableiten.

103) 17 IV ist ein System mit 6-zihligen und resultirenden S- und 2- zithligen Symmetrie-
axen einer einzigen (singuliren) Richtung.

104) 17¢ IV lisst sich aus dem vorigen ganz analog ableiten wie 8¢ IV aus 81V,

105) 12a IV ist ein System, dessen Symmetrieelemente 6-zihlige Axen der zusammen-
gesetzten Symmetrie und die resultirenden 3-zihligen Symmetrieaxen und Inversionscentren sind.

106) 13a 111, 107) 13a VI, 108) 18a VII sind drei Systeme, deren Symmetrieelemente
6-zéihlige Axen der zusammengesetzten Symmetrie sind mit drei verschiedenen Lagen der
Iibenen dieser Symumetrie; ausserdem sind die resultirenden rechten und linken 3- zéhligen
Schraubenaxen vorhanden, und die Inversionscentra von verschiedenen Lagen.

109) 17x IV lisst sich aus 17 IV ganz analog wie 127 aus 12 ableiten.

110) 181V ILisst sich aus 17 IV durch Hinzufigung einer durch die 6-zihlige Sym-
metrieaxe hindurchgehenden 2-zihligen horizontalen Symmetrieaxe ableiten.

111) 14a IV ldsst sich aus 14 IV durch Hinzuftigung der durch die nichsten 3-zihlicen
Symmetrieaxen hindurchgehenden verticalen Symmetrieebenen ableiten.

112) 15a IV ldsst sich aus 15 IV durch Hinzufiigung der durch die niichsten 3-zithligen
ﬁvmnmtn()(mvn nicht hindurchgehenden verticalen Symmetrieebenen ableiten.

113) 16a III, 114) 16a VI, 115) 16a VII sind drei Systeme, welche sich resp. aus

16 IIL, 16 VI und 16 VII ableiten lassen durch ]fIinzufﬁgung der durch die 3-zihlige
Symmetrieaxe hindurchgehenden Symmetrieebenen.

116) 18% IV ldsst sich aus 18 IV ganz analog ableiten wie 1771V aus 17 FVou. 3. €

Endlich lassen sich alle anderen der kubischen Syngonie angehdrenden Systeme aus den
vorigen durch Hinzufigung der oktaédrischen 3- -zihligen Symmetrieaxen ableiten und zwar:

117) 191II aus 4 IIL, 118) 20 VII aus 6 VII, 119) 21 VI aus 7 VI, 120) 194 III
aus 4y, 121) 20y VII aus 6 y VII, 122) 21y VI aus 7y VI, 123) 196 11 aus 40, 124) 206 VII
aus 60 VII, 125) 216 VI aus 76 VI, 126) 22 aus 10 III, 127) 23 VII aus 11 VII,
128) 24 VI aus 11 VI, 129) 224 III aus 10y 11T, 130) 234 VII aus 114 VIL und 131) 244 VI
aus 114 VI

Abh. d.IL. €. d. k. Ak. d. Wiss. XX.Bd. II. Abth. 65
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15. Um fiir alle Systeme die Symmetrieelemente iiberhaupt vollstiindig darzustellen,
miissen die Siatze § 13 (L. Theil) mit folgenden Erginzungen beriicksichtigt werden:

Erginzung des 1. Satzes § 13. Hat die gegebene Deckschiebung I in Bezug auf
die gegebene Symmetrieaxe eine schiefe Richtung, dessen Componente in der Richtung der

Axe gleich 1 ist, so ist die resultirende p-ziihlige Axe eine Schraubenaxe mit der Deck-

P

schiebung 1’; 1‘ muss dabei nothwendigerweise gleich 7 — sein, wo 1 die Deckschiebung

des Systems in der Richtung der Axe, und 7 eine ganze Zahl bedeutet. Ist die gegebene Axe
eine Schraubenaxe mit der Deckschiebung L, so ist die resultirende Axe eine Schraubenaxe
mit der Deckschiebung L - ‘. Ist dabei L + A= mn1, so ist diese Axe keine Schrauben-
axe mehr, sondern eine Symmetrieaxel).

Dabei muss in Riicksicht genommen werden, dass eine 4-zihlige Symmetrieaxe zugleich
2-zihlige, und eine 6-zidhlige Symmetrieaxe zugleich 2- und 3-zéhlige Symmetrieaxe ist. Das-
selbe gilt analog fir Schraubenaxen. Daraus geht hervor, dass die aus solchen Axen und
der gegebenen Translation entstehenden resultirenden Axen verschiedenartis sind und zu-
gleich verschiedene Lage erhalten.

Speciell fiir die Axen der zusammengesetzten Symmetrie erhalten wir, dass auch die
resultirenden Symmetrieelemente eben solche Axen sind. Ist dabei die Translation senk-

recht zur Axe, so behilt die Ebene der zusammengesetzten Symmetrie ihre Lage; ist aber

die Translationsrichtung in Bezug auf die Axe schief und besitzt in ihrer Richtung die

Componente I‘, so erhilt die resultirende Ebene der zusammengesetzten Symmetrie eine neue
74

: . G 4
Lage, und zwar wird sie nur um die Componente — - verschoben.

Sind zwei beliebige Symmetrieelemente in beliebiger relativer Lage gegeben, so ent-
steht ein resultirendes Symmetrieelement, welches wir dadurch stets ermitteln kdnnen, dass
wir zuerst die Symmetrieelemente sich in einem Punkt schneidend denken, das resultirende
Element bestimmen, und dann noch die nicht in Betracht gezogene Translation beriick-
sichtigen, welche auf Grund des eben angegebenen Satzes uns zu einem ganz bestimmten
Symmetrieelement von ganz bestimmter Lage fiihrt. Die Schraubenaxen und die Gleit-
ebenen sind dabei stets in ihre Componenten zerlegt zu denken, d. h. als Symmetrieaxen
resp. Symmetrieebenen und Translationsrichtungen mit ganz bestimmten Componenten.

Es wire sehr viel Raum dazu nothig, um diesen allgemeinen Satz fiir sé@mmtliche
vorkommende Fille besonders anzuwenden.

Vergleichen wir die bei der Darstellung der Systeme I. Ordnung gefundenen regel-
missigen Punktsysteme mit denjenigen 230 Systemen, welche frilher auf anderem Wege
erschopfend abgeleitet wurden, so finden wir, dass die jetzt gefundemen Systeme sich zwar
unter denselben befinden, aber von denselben hier nur durch 73 vertreten sind. Diese
Systeme wurden bei ihrer Ableitung unter dem Namen symmorphe abgesondert.

Die Vertheilung der Symmetrieelemente simmtlicher regelmiissiger Punktsysteme ist
ganz anschaulich in den Tafeln IV und V graphisch dargestellt. Die Symmetriegleichungen
dieser Systeme sind in der Tabelle V am Schlusse dieses Theiles zusammengestellt?).

1) Die betreffende Reihe von Sitzen ist in S. L. IIT S. 20 —29 enthalten. Vgl
2) Die anschaulichen graphischen Darstellungen der Lagerung der Symmetrieelemente der regel-
miissicen Punktsysteme sind zuerst in S. L. III Taf Il und III und spiter in der Einleitung zur

Anm. 9.
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16. Simmtliche Systeme I. Ordnung sind aus vier Grundsystemen 225 11, 234 VII,
24% VI und 18IV dadurch abgeleitet, dass die denselben zukommenden Symmetrieelemente
durch andere ersetzt sind, welche die ihnen untergeordneten Symmetriearten ausbilden.

Theorie der Krystallstructur (Groth’s Zeitschrift fir Kyystallographie Bd. 24, Taf. V und VI) erschienen.
Dem Wesen nach sind jetzt die Taf. IV und V als blosse Reproduction zu betrachten, aber dieselben
Bezug auf die doppelten Systeme (d. h. digjenigen mit Flementen der geraden Symmetrie) vielfach
vervollstindigt durch die Awn}__z'ube der Inve
Umgekehrt sind die Systeme der kubischen Syngonie in der Darstellung vereinfacht, indem viele der
Symmetrieelemente, welche frither angezeigt wurden, jetzt beseitigt worden sind. Es sind nur solche
zur Darstellung ausgewiihlt, welche diese Darstellung méglichst anschaulich machen. Dadurch werden
auch die Analogien dieser Systeme mit denen der rhombischen und tetragonalen Syngonie bei weitem

sind in |

sionscentra, der Axen der zusammengesetzten Symmetrie.

klarer hervortreten.

Iméassigen Punktsystem gehort in diesen Tafeln eine getrennte Zelle an. Die einfachen
Systeme, welche also ausschliesslich die Elemente der Decksymmetrie enthalten, werden durch einfache
Enumeration gekennzeichnet (zum Unterschiede der asymmorphen Systeme wird die betreffende Nummer
in Parenthesen eingeschlossen). Alle Systeme, welche von einem einfachen hergeleitet und durch die-
selben Elemente der Decksymmetrie gekennzeichnet sind, wurden nebeneinander so eingezeichnet, dass

Jedem re

die ibren Zellen angehérenden Conturen ihnen si@mmtlich gemeinsam sind und eine ununterbrochene
t=1 D

Kette bilden. Bei solcher Anordnung werden besondere Zeichnungen der fiir alle diese Systeme gemein-
schaftlichen Elemente der Decksymmetrie tberfliissig, weil die letzteren schon aus der Zeichnung des
zugehorigen einfachen Systems ersichtlich sind, in allen anderen wird ihre Anwesenheit von vornherein
vorausgesebzt.
Die Bedeutung der Bezeichnungen bleibt dieselbe, wie damals, und zwar:
@ verticale zweiziihlige Symmetrieaxe.
verticale zweiziithlige Schraubenaxe.
verticale dreizihlige Symmetrieaxe.
rechte verticale dreizéihlige Schraubenaxe.
linke verticale dreizéihlige Schraubenaxe.
verticale vierzihlige Symmetrieaxe.
verticale vierziihlige rechte Schraubenaxe. .
verticale vierziihlige linke Schraubenaxe.
nichtpolare verticale vierziihlige Schraubenaxe.

verticale sechsziihlige Symmetrieaxe.

”
s . . Ct > " e : A
verticale rechte sechszihlige Schraubenaxe mit Lingsschiebung 6
; . i i P : 4
verticale linke sechsziihlige Schraubenaxe mit Lingsschiebung e
0
verticale rechte sechsziihlige Schraubenaxe mit Lingsschiebung 3
: : o < el : A
verticale linke sechszéihlige Schraubenaxe mit Lingsschiebung 3

. o : 3 5 ! 4

verticale sechsziihlige (nicht polare) Schraubenaxe mit Lingsschiebung 5

Inversionscentrum (zweiziihlige Axe der zusammengesetzten Symmetrie).

verticale vierzihlige Axe der zusammengesetzten Symmetrie.

verticale sechszéthlige Axe I. Art der zusammengesetzten Symmetrie.

SRl B B N X R R F % N

verticale sechsziihlige Axe II. Art der zusammengesetzten Symmetrie.
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Dabei verschwinden einige Symmetrieelemente; die Form der Raumeinheiten, die Lage der
Colonnen und Schichten bleibt dabei aber unberiihrt.

Nun ist auch hier in Riicksicht zu nehmen, dass es schon lingst bewiesen worden,

dass die Systeme, je nach ihrer Syngonie, durch homogene Deformationen transformirt

werden konnen, ohne die denselben innewohnenden Eigenschaften der reguliren Raum-

theilungen zu verlieren?).

Hs ist namlich der Beweis dafiir erbracht worden, dass solche Systeme zweierlei Art

von Deformationen unterzogen werden konnen: a) Dilatationen und b) Verschiebungen.

unter einander
AR

Das sind gerade die Relationen, in welchen die krystallographischen Fig

4t bezeichnet
werden und deren nihere Untersuchung zu dem Schlusse gefithrt hat, dass dieselben identisch

stehen, und welche desshalb als die der krystallographischen Pro;

sind mit der Affinitit von M6bius.

Die Deformationen dieser Art stehen mit der

altniss und

Syngonie im nichsten Ver
sind durch folgende Sitze bestimmt:

1. Satz. In jeder singuliren Richtung kann positive oder negative Dilatation hervor-
gebracht werden.

Man unterscheidet dabei die orthogonale und die schiefe Dilatation, je nachdem die
feste Dilatationsebene zur Dilatationsrichtung senkrecht ist oder micht. Schiefe Dila-
tationen sind natiirlich nur dann zulissig, wenn beide, die Richtung und die Ebene,
singulir sind.

Die verticalen Symmetrieebenen werden direct durch ununterbrochene gerade Linien ersic
3 g
ebenso wie die horizontalen zweizihligen Symmetrieaxen.
Die hor

Linien angezeigt.
Tiir die letzteren wird die Richtung der Gleitschiebung dadurch angegeben, dass diejenigen mit
verticaler Gleitschiebung einfach durch punktirte Linien angezeigt

schiebung horizontal, so ist dies aus den beigegebenen Pfeilen ersichtlich; sind diese Ricl

werden; ist die Richtung der Gleit-

tungen schief,
so wird dies durch Querstriche angegeben und zwar bezeichnet ein einziger Querstrich die Componente
Ao M
200

; sonst werden zwei Querstriche beigegeben.

Weun eine horizontale Axe resp. Symmetrie- oder Gleitebene (Inversionscentrum u. A.) nicht mit

der Zeichnungsebene zusammentfillt, so wird die Entfernung, von oben nach unten gerechnet, durch eine

Ziffer angegeben, und zwar fiir simmtliche Syngoniearten ausser der hexagonalen wird als Einheit
und fir die letzte ¢ angenommen. Anstatt _ stellt man einfach einen Punkt auf. Fir horizontale
)]

Symmetrie- resp. Gleitebenen, deren Vorhandens

ein aus der Anwesenheit der dem Zellenrande angefiigten

Linien ersichtlich wird, ist die Entfernungsziffer in Klammer eingeschlossen.

Fiir die Systeme der kubischen Syngonie sind manche schief stehenden Symmetrieelemente durch
Buchstaben angezeigt, deren Bedeutung direct aus dem beigegebenen Diagramm ersichtlich ist. Schiefe
Symmetrie- resp. Gleitebenen sind tberhaupt nicht angezeigt worden; die Lagen der dreizidhligen
Symmetrieaxen, nmgekehrt, werden vollstindig angezeigt.

Dieselben Bezeichnungen gelten auch fiir die I. Tafel. Da aber hier nur verticale Symmetrie-

1

axen und verticale Symmetrieebenen resp. Gleitebenen mit horizontaler Gleitschiebung vorhanden sind,

so ist nur ein Theil dieser Bezeichnungen zu beriicksichtigen. Die Pfeile fiir horizontale Gleitschiebung
sind unterdriickt worden.

1) Die betreffenden Sitze sind in denselben Arbeiten aufgestellt, von welchen in der Anmerkung 1
S, 477 die Rede ist.




e

509

Besondere Anmerkung. Hier wird von der allseitigen Dilatation abgesehen, welche
ebenfalls als ein besonderer Fall der Affinitat auftritt und eigentlich den Fall der Aehn-
lichkeit darstellt.

2. Satz. Als Verschiebungsebenen und Verschiebungsrichtungen kénnen die singuldren
Ebenen resp. Richtungen nur dann auftreten, wenn in der zur Verschiebungsebene senk-
rechten und der Verschiebungsrichtung parallelen Ebene simmtliche Richtungen singulir sind.

Ausser trikliner Syngonie ist dieser Fall fiir monokline Syngonie zuliissig, wenn man
als Verschiebungsebene eine der besonderen singuléiren Richtung parallele Ebene und als
Verschiebungsrichtung die zu derselben Richtung senkrechte nimmt.

Durch diese Siitze erwirbt die ausgefiihrte Ableitung der reguliiren Raumtheilungen
I. Ordnung die erwiinschte Allgemeinheit.

17. Jetzt stellen wir die Frage auf, ob Systeme moglich sind, in welchen die Raum-
einheiten verschiedenartig orientirt sind?

Auch jetzt konnen wir in allgemeinster Weise die Deckoperation irgend zweier Ein-
heiten des Systems so auffassen, dass dieselbe aus 2 Theiloperationen besteht: 1. eine Drehung
um eine bestimmte Axe um den Winkel a und 2. eine einfache Translation.

Dazu kann noch eine Spiegelung kommen.

Ohne die Betrachtungen des § 15 I. Theil zu wiederholen, kdnnen wir jetzt direct
den Schluss angeben, dass die erste Theiloperation eine der Symmetrieaxe ent-
sprechende Drehung ist. Dieselbe mit Translation combinirt, giebt eine Schraubenaxe
als ein Symmetricelement ).

Auch jetzt sind Symmetrieelemente von verschiedener Bedeutung unterschieden, und
zu allererst diejenigen, welche in den Raumeinheiten explicit sind, von denjenigen, welche
als Elemente der Verbandsymmetrie auftreten.

Als explicite Symmetrieelemente kénnen Symmetrieaxen, Symmetrieebenen und Elemente
der zusammengesetzten Symmetrie auftreten, keineswegs aber Schraubenaxen und Gleitebenen.

Aber dieselben Symmetrieelemente, welche explicit vorkommen, konnen auch als
Elemente der Verbandsymmetrie auftreten. Solche Symmetrieelemente werden als peri-

pherische bezeichnet.

18. Da die Anzahl der moglichen Orientirungen der Raumeinheiten eine endliche ist,
so miissen unter denselben auch gleichorientirte vorkommen.

Nehmen wir eine solche z B. die nichstliegende in Betracht, so finden wir, dass
dadurch schon eine unendlich congruente Reihe mit bestimmter Richtung und Strecke
bestimmt wird; dann ergibt von sich selbst, dass die Gesammtheit gleichorientirter Raum-
einheiten ein Raumgitter bildet; somit konnen wir auch fir solche Systeme die fiir Systeme
I. Ordnung gefassten Schliisse anwenden; also finden wir, dass diese Systeme nur mit den
oben angegebenen 32 Symmetriearten vertriiglich sind, welche sich ihrerseits zu 6 Syngonie-
arten gruppiren.

1) Leider sind bis jetzt in der Symmetrielehre solche Schraubenaxen von den allgemeinen Schrauben-
axen micht durch ein besonderes Fachwort unterschieden. Dies ist nur desswegen zuldssig, weil in der
Symmetrielehre, ebenso wie in der Lehre von der reguléiren Raumtheilung nur solche besondere Schrauben-

axen zu berticksichtigen sind.
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19. Wihlen wir in einer Raumeinheit einen beliebigen, aber im Innern derselben
befindlichen Punkt aus, so erhalten wir zuerst bei der Annahme der expliciten Symmetrie-
grosse s eben diese Anzahl der im Innern enthaltenen Punkte. Simmtliche Deckbewegungen
des Systems, welche ausschliesslich durch Symmetrieelemente vertreten sind (§ 17), bedingen
eine unendliche Anzahl solcher Punktgruppen, welche, zusammengenommen, ein regelmissiges
Punktsystem bilden.

Wiren Punkte vorhanden, deren analoge Punkte in ihrer Gesammtheit ein Raum-
gitter gebildet hiitten (Hauptpunkte), so hiitten wir schliessen konnen, dass diese Punkte
fiir die Centra des Paralleloéders genommen werden konnten, und dann wire eine Raum-
einheit, einzeln genommen oder in einer bestimmten Gruppe, als ein (der Form nach) primires
oder secundires Paralleloéder aufzufassen. Wie aber dies zu beweisen fiir den allgemeinsten
Fall nicht gelungen ist, so ist auch die Moglichkeit der Annahme nicht ausgeschlossen,
dass dies auch nicht der Fall sein kann. Aber selbst dann kann das System so anfgefasst
werden, als ob es aus lauter Binheiten bestiinde, welche simmtlich parallel orientirt sind, wobei

aber iede einzelne Raumeinheit nicht mit einem einfachen Paralleloéder identisch ist, sondern
k)

eine vereinicte Anzahl derselben darstellt d. h. ein zusammengesetztes Paralleloéder ist.
o o)

20. Die aufgestellte Frage kann dadurch gelost werden, dass

D

man eine erschopfende
Darstellung der Systeme ausfiihrt, deren Einheiten einfache Paralleloéder sind, und auf diese
Weise eine Anzahl regelmiissiger Punktsysteme reproducirt, und dann das gefundene Resultat
mit der auf anderem Wege ausgefiihrten erschopfenden Darstellung der regelmiissigen Punkt-
systeme vergleicht. Wiirden die beiden Resultate zusammenfallen, so sollte es heissen, dass
auch die reguliren Raunmtheilungen erschipfend dargestellt worden sind; damit wird aber
sugleich der Beweis geliefert, dass simmtliche regelmissigen Punktsysteme auch als parti-
culirer Fall die Hauptpunktsysteme enthalten. Sonst sind die Systeme vorhanden, ohmne in
sich Hauptpunkte zu enthalten.

Besondere Anmerkung. Der Bestimmtheit wegen sind folgende Betrachtungen zu
beriicksichtigen.

Da in jedem jetzt in Betracht kommenden System die (der Form nach) einfachen
Paralleloéder verschieden orientirt sind, so sind dieselben streng genommen lkeine Paralleloéder
mehr. Nur eine Gruppe derselben, in welcher je ein Parallelogder jeder Orientirnng ver-
treten ist, kann in strengem Sinne des Wortes als solches betrachtet werden. Die einzelnen
Raumeinheiten sind nur als die integrirenden Theile eines Paralleloéders anzusehen, und
solche, durch Symmetrieelemente unter einander verbundenen Raumfiguren pflegt man als
Stereoéder zu bezeichnen. Wenn dabei dieselben explicite Symmetrie besitzen, so kbnnen
sie in noch kleinere Figuren getheilt werden. Nennen wir die letzteren die einfachen
Stereoéder, so sind die elementaren Raumeinheiten des Systems die zusammengesetzten
Stereoéder.

Fiir die die Hauptpunkte enthaltenden Systeme sind also die zusammengesetzten
Stereoéder der Form nach auch die Paralleloéder, und die eigentlichen Paralleloéder sind der
Form nach die zusammengesetzten Paralleloéder.

Fiir die die Hauptpunkte nicht enthaltenden Systeme, wenn solche iiberhaupt vor-
handen sind, sind sogar die eigentlichen Stereoéder der Form nach die zusammengesetzten
Paralleloéder.
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21. Das Resultat aller dieser Betrachtungen ist, dass man za einer erschopfenden
Darstellung aller typischen Systeme mit Hauptpunkten kommt, wenn man alle Symmetrie-
arten, eine nach der anderen, berticksichtigt und fiir jede derselben zum Ausgangspunkt
die dazu gehbrenden Typen des Paralleloéders I. Ordnung herauswiihlt, aber denselben eine
geringere explicite Symmetrie zuerkennt, und zwar alle diejenigen Symmetriearten, welche
derjenigen der I. Ordnung untergeordnet sind, und die frei bleibenden Symuetricelemente
als Klemente der Verbandsymmetrie auffasst.

Auch jetzt wird die Symmetriegrosse in zwei Factoren zerlegt: die der expliciten und
die der Verbandsymmetrie, deren Product gleich ist der Symmetriegrosse des Systems.

Die Symmetriegrosse der Verbandsymmetrie ist zugleich der Anzahl der Orientirungen
der Einheiten des Systems gleich. Im besonderen Falle der asymmetrischen Einheiten ist

diese Anzahl zugleich die Symmetriegrosse des Systems.

in den anliegenden Raumeinheiten eindeutig und streng bestimmt werden. Ist das Parallelodder
asymmetrisch, so kann die Orientirung der anliegenden Einheiten durch eine einzige Operation
bestimmt werden, und zwar entweder a) durch einfache Translation oder b) durch ein
Element der Verbandssymmetrie. Die letzte Operation wird durch eine einzige charakteri-
stische Zahl angegeben, und zwar eine Zahl, welche der beziiglichen Grenzfliche angehort.
Die Angabe der einfachen Translation kann einfach durch die Abwesenheit einer solchen

22. Jedes solche System kann also durch das Parallelodder und dessen Orientirungen

charakteristischen Zahl geschehen.

Die Systeme wollen wir in solche von verschiedenen Ordnungen gruppiren, je nach
der Anzahl der verschiedenen Orientirungen der Hinheiten, also nach der Symmetriegriosse
der Verbandsymmetrie.

23. Die Darstellung der Systeme wollen wir in der Reihenfolge der Ordnungen aus-
fithren, aber zugleich in der Ordnung der Paralleloéder, und zwar zuerst die Triparalleloéder,
dann die Hexa- und Heptaparalleloéder und zuletzt die Tetraparalleloéder beriicksichtigen.

Jedesmal ist dem Untersuchungsgang die Auffindung der Ableitu ngsformen voraus-
zuschicken. Diese Auffindung wird auch hier erschiopfend ausgefilhrt, wenn man in der
Reihe der absoluten Entfernung verschiedene Einheiten als die néchstliegenden gleich
orienfirten annimmt.

Jede solche Annahme giebt uns sofort eine bestimmte Reihe mit der ihr zugeordneten
Richtung und Strecke. Ist diese Richtung keine singulire, so erhalten wir wenigstens zwei
gleiche Reihen, und hiermit ein ebenes Netz gleich orientirter Raumeinheiten. Ist die
Anzahl gleicher Richtungen grisser als zwei, so erhalten wir wenigstens drei bestimmte
Reihen und somit wird uns ein gewisses Raumgitter bestimmt.

Fir zwei gleiche Richtungen ist aber eine andere Annahme nothig, um das Raum-
gitter zu bestimmen. Die Anzahl der zulidssigen Ableitungsformen wird dadurch vergrossert.

Sind die angenommenen Richtungen singulire, so stellt sich den zuldssigen An-
nahmen noch ein viel weiteres Gebiet, indem die Anzahl bis auf drei steigt.

Jedenfalls sind auch hier die beiden folgenden Sitze giltiz: a) die Aufsuchung der
Ableitungsformen ist eine Syngonie- und nicht eine Symmetriefrage?), und b) die

1) Speciell fiir hexagonale Syngonie sind auch Hyposyngoniegruppen zu beriicksichtigen.

a




Ableitungsformen der hoheren Syngoniearten fiir jeden Paralleloédertypus und
jede gegebene Ordnungszahl des Systems stehen unter denjenigen der niederen
Syngoniearten.

Die Ableitungsformen der monoklinen Syngonie stehen unter denen der triklinen, der
rhombischen Syngonie unter denen der monoklinen, der tetragonalen und hexagonalen unter

r«

denen der rhombischen, und der kubischen Syngonie denen der tetragonalen und

hexagonalen Syngonie.

24, Ist eine Ableitungsform ermittelt worden, so werden dadurch bestimmte Relationen
in der Orientirung verschiedener HKinheiten bedingt. Dabei sind aber auch individuelle
Bigenschaften der auftretenden Symmetricelemente in Betracht zu ziehen. Diese Higen-

schaften las
II. Theil entwickeln.

. i 1 3 % Qe l Q 3 n P 3 4 >
sen sich auf Grund der Sitze § 13 1. Theil und deren KErgénzungen § 15

Ausserdem ist zu beriicksichtigen, dass alle Systeme tiberhaupt als solche I. Ordnung,

aber durch Symmetrieelemente ungesittigte aufgefasst werden konnen. Theoretisch genommen

liegt stets die Moglichkeit vor, diese Sittigung zu vollbringen, d. h. den Einheiten die Sym-
metrieelemente des Systems explicit beizufiigen, und dann kommt das System I. Ordnung
zu Stande; in Folge dessen pflegt man solche Systeme auch als symmorp he zu bezeichnen.
Auf Grund des

sittigten System

en konnen wir aber schliessen, dass in jedem hierzu gehorenden, also unge-

simmtliche Arten der Symmetrieelemente nur dieselbe relative Lage
annehmen konnen, welche ihnen in den Systemen I. Ordnung zukommt. Also z. B. eine
6-ziihlige Schraubenaxe kann nur cent rale Lage .besitzen, und dabei ausschliesslich beim
Tetraparalleloéder, da dieselbe als eine 6-zihlige Symmetrieaxe aufzufassen sei (verbunden
mit der Translation), und solcher kommt eine bestimmte Lage zu; 6-ziihlige Schraubenaxen
in den symmorpben Systemen fehlen vollstindig.

Auch 4- und 3-zihlige Symmetrieaxen ausser expliciter Form konnen auch als
peripherische auftreten, aber die erste nur im Tri-, die letzte im Tetraparalleloéder.

ok

Im Hexa- und Heptaparallelodder kann die erste Axe ausschliesslich in der Korm einer
2 7!

Schraubenaxe (mit der Deckschiebung —-, um so mehr mit der Deckschiebung

o
vor-
2 )

kommen; dasselbe gilt fiir die 3-zihlige Axe u.s. f-

Da aber die Aufzihlung der moglichen Lagen der einzelnen Symmetricelemente in
den Paralleloédern aller Art viel Raum gefordert hitte, so soll jetzt nur darauf aufmerksam
gemacht werden, in jedem besonderen Falle diesen Standpunkt nicht zu vernachlissigen, da.
die Lagen simmtlicher Symmetrieelemente in den symmorphen Systemen leicht zu beriick-
sichtigen 1st?).

Der besondere Fall ist, wenn wenigstens zwei Symmetrieelemente sich in einem Punkte,
Symmetriecentrum, schneiden. Das ist fiir simmtliche Symmetriearten ausser 1, 3, 4,
9,.10, 16, 17, 21 und 22 .der Fall. ' Die Symmetriecentra erweisen sich als peri-
pherische, wenn keine in ihnen sich schneidenden expliciten Symmetrieelemente in das
Innere einer Raumeinheit eindringen (und gehen dann nothwendig durch das Centrum des
primiiren Paralleloéders); ist aber dies fiir ein Element der Fall, so sind die Symmetriecentra
halbpenph erische.

1) Diese Frage wurde in dem I. Theile der Theorie der Krystallstructur ausfithrlich besprochen
(Groth’s Zeitschrift fir Krystallographie, Bd. 25, 5. 150 %)
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25. Unter den Elementen der Verbandsymmetrie sind ausser den peripherischen noch
die centralen und die schneidenden zu unterscheiden.

Die centralen Elemente der Verbandsymmetrie sind diejenigen, welche durch das
Centrum des primiiren Paralleloéders hindurchgehen. Dazu gehoren die Schraubenaxen
und die Gleitebenen.

Dieselben Symmetricelemente konnen aber auch als schneidende auftreten und zwar
wenn sie durch das Centrum nicht hindurchgehen, aber die ihnen entsprechenden charak-
teristischen Zahlen als solche auf den Grenzflichen auftreten.

Die Anwesenheit solcher Symmetrieelemente ist mit besonderen Relationen der Raum-
einheiten verbunden.

Ein centrales, durch zwei auf entgegengesetzt liegenden Flichen durch charakteristische
Zahlen bestimmtes Element der Verbandsymmetrie bedingt eindeutig eine Colonne
II. Ordnung. Diese Colonnen sind immer phanerotopische, da die entgegengesetzt
liegenden charakteristischen Zahlen dieselben sind. Dieselben Symmetrieelemente kbnnen
aber auch in den Colonnen kryptotopisch auftreten, indem die diesen Colonnen zuge-
ordneten charakteristischen Zahlen zwei verschiedene sind, also verschiedene Arten von
Symmetrieelementen ausdriicken, aber das resultirende Symmetrieelement ein centrales ist,
und durch die Zahlen nicht angezeigt wird.

Die schneidenden Symmetrieelemente bedingen direct und eindeutig eine Reihe
I. Ordnung, wenn die beziiglichen Grenzflichen nicht anliegende sind; sind dieselben
anliegende, so bestimmen solche Symmetrieelemente eine Colonne I. Ordnung, welche aber
der gegebenen Raumeinheit nicht angehort.

Die Moglichkeit des Vorkommens solcher Symmetrieelemente wird also durch die
gegebene Ableitungsform bedingt, und solche Symmetrieelemente sind in erster Linie zu
berticksichtigen. Diese Moglichkeit ist durch die Gleichheit zweier charakteristischer Zahlen
und durch relative Lage der beziiglichen Grenzflichen bedingt. Sind keine zwei “charakte-
vistischen Zahlen gleich, so sind alle betrachteten Symmetrieelemente ausgeschlossen, und
dann Dbleibt nur noch die Mbglichkeit des Auftretens der peripherischen Elemente zu
berticksichtigen.

26. Jetzt wenden wir uns zur Behandlung der Aufgabe der vollstindigen Aufsuchung
der Systeme héherer Ordnung.

Bin solches System wird eindeutigz und streng bestimmt, wenn ein Parallelodder
mit den allen seinen Grenzflichen zukommenden charakteristischen Zahlen auftritt. Nun
sind aber nicht diese simmtlichen Zahlen von einander unabhiingig, und zu allererst entsteht
die Frage, welche Zahlen zur Bestimmung des Systems nothwendig und hinreichend sind.

Denken wir uns das System in lanter parallele und anliegende ebene Netze getheilt.
Bs wird sofort ersichtlich, dass die Bestimmung der Orientirung der der gegebenen KEinheit
anliegenden und dabei den beiden anliegenden ebenen Netzen zugehdérenden Einheiten hin-
reichend ist.

In Folge der dreidimensionalen Eigenschaft des Raumes ist aber die Bestimmung
wenigstens dreier Colonnen nothwendig.

Daraus folgt, dass die aufgestellte Aufgabe dann aufgelost wird, wenn wir das System
in solche ebene Netze theilen wiirden, deren drei und drei Einheiten der gegebenen
anliegend sind.

Abh. d. II. C1. d. k. Ak. d. Wisg. XX. Bd. II. Abth. 66
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Diesen beiden aufgestellten Bedingungen entsprechen die in den Figuren 12—15 (8. 497)
durch die Buchstaben abc angezeigten Flichen; dabei werden auch die entgegengesetzt

i

liegenden a‘, &’ und ¢’ mit verstanden werden.

Es bleibt also tibrig, simmtliche Systeme dadurch zu charakterisiren, dass man ;%, Z” f[
bestimmten Symmetriezahlen gleich macht.

Es muss sogleich hervorgehoben werden, dass speciell fiir das Hexaparalleloéder ein
besonderer Fall vorkommt, in welchem die Angabe der Verbandsymmetrieclemente fiir a,
b und ¢ nicht gentigend ist zum eindeutigen Bestimmen des Systems. Das ist niimlich der
Fall, in welchem die Angabe zweier HElemente, z. B. & und ¢, iiberhaupt nicht geniigt
(Systeme IV. und VIIL Ordnung), aber dabei die Orientirung der Einheiten b und ¢ eine
solche ist, dass ihr gegenseitiges Verbandsymmetrieelement 5 ist, dessen Lage in Bezug
auf die Grenzfliche o peripherisch ist; folglich a =5, und das System bleibt unbestimmt.
Fiir diesen speciellen Fall konnen wir ausnahmsweise eine andere Grenzfliche, z. B. d,
auswihlen,

J

27. Es sind Systeme moglich, welche fiir simmtliche Colonnen phanerotopisch sind.
Solche Systeme wollen wir als phanerotopische bezeichnen, im Gegensatz zu denjenigen,
in welchen auch kryptotopische Colonnen vorkommen, und welche wir desswegen als krypto-
topische Systeme bezeichnen.

Nun ist es einleuchtend, dass fiir die Bestimmung der phanerotopischen Systeme hin-

7 ]
reichend ist, nur die Zahlen @, 6 und ¢ bestimmten Symmetriezahlen gleich zu setzen; fiir
: : . : e = Wi o I :
die kryptotopischen Systeme ist aber nothwendig, die Zahlenpaare —, -, simmtlich oder
N (l /)/ (:1

theilweise zu berticksichtigen. Dadurch wird zugleich ersichtlich gemacht, welche von den
drei das System bestimmenden Colonnen die phanerotopischen sind.

28. Ist ein Paar Grenzfliichen vorhanden, deren charakteristische Zahl gleich 1 ist
(welche nicht aufgestellt wird) d. h. die auf die Translation als Deckoperation hinweisen, so
ist hiermit eine Colonne I. Ordnung bestimmt und dann kann das ganze System als aus
lauter solchen parallelen Colonuen bestehend betrachtet werden. Solche Systeme wollen wir
Colonnensysteme nennen und ihr Symbol durch den Buchstaben ¢ anmerken. Natiirlich
sind solche Systeme nur dann moglich, wenn die Colonne die singuldre Richtung hat.

Sind wenigstens zwei Paar solcher Flichen vorhanden, so entstehen zwei Colonnen
I. Ordnung, aber verschiedener Richtung, und dieselben bestimmen eine Schicht I. Ordnung.
Dann ist das System als aus lauter parallelen Schichten I. Ordnung bestehend aufzufassen.
Solche Systeme wollen wir als Schichtsysteme bezeichnen und ihrem Symbol den Buch-
staben s beigeben. Dieselben sind nur dann moglich, wenn die Schichtebene singuldr ist.

Endlich kann der Fall vorkommen, bei welchem drei Paar solcher Flichen vorhanden
sind, und trotzdem das System noch nicht dasjenige I. Ordnung ist. Dieser Fall ist aber
ausschliesslich fiir Systeme der Heptaparalleloéder moglich, und zwar nur dann, wenn die
beziiglichen Flichen diejenigen sind, durch welche die gegebene Raumeinheit den Raum-
einheiten einer Schicht anliegend ist, welche selbst aber nicht die niichst anliegende ist. In
dem primiren Heptaparalleloéder sind diese Flichen die Vierecke. In diesem Falle stellt
das System zwel in einander gestellte Raumgitter dar, deren Raumeinheiten aber verschieden
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orientirt sind. Solche Systeme sind also nothwendig Systeme IL Ordnung. Wir wollen die-
selben als Gittersysteme bezeichnen und ihrem Symbol den Buchstaben g beigeben.

29. Hs ist selbstverstindlich, dass die Aufsuchung der phanerotopischen Systeme viel
einfacher vor sich geht, als die der kryptotopischen.

Fir die letzteren sind folgende Sitze zu berticksichtigen.

1. Satz. Tritt eine 2-ziihlige Schraubenaxe singulirer Richtung oder eine singulire
Gleitebene mit singulirer Gleitrichtung central als ein Element der Verbandsymmetrie auf,
so sind die senkrechten Colonnen hdchstens II. Ordnung und die senkrechten Reihen noth-
wendiger Weise I. Ordnung.

Der Satz ldsst sich ganz analog dem Satze § 25, L. Theil beweisen, indem man sich
eine der gegebenen anliegenden Raumeinheit A vorstellt und dieselbe der dem gegebenen
central liegenden Symmetrieelement entsprechenden Deckoperation unterwirft. Dann erhilt
man eine andere Hinheit B. Unterwirft man die letztere der analogen Operation, aber in
Bezug auf das in derselben central auftretende Symmetrieelement und dabei in entgegen-
gesetzter Richtung, so kommt man zu einer neuen Einheit C, welche mit 4 gleich orientirt
ist und mit derselben in einer und derselben Colonne resp. Reihe liegt. Die Colonne ist
also hochstens 1I. Ordnung, und die Reihe nothwendig I. Ordnung.

Der Satz gilt natiirlich da, wo das Symmetrieelement kryptotopisch ist, ebenso wie da,
wo dasselbe phanerotopisch auftritt (in letzterem Falle ist es also ein centrales Element der
Verbandsymmetrie). Da aber eine 2-zihlige Symmetrieaxe zugleich eine Schraubenaxe
ist, und eine Symmetrieebene zugleich eine Gleitebene ist, so ist derselbe Satz auch dann
giltig, wenn diese Symmetrieelemente explicit auftreten.

Derselbe Satz ist ebenfalls fiir die 4-zéihligen und 6-zéhligen Symmetrie- und Schrauben-
axen giltig, da dieselben auch zugleich 2-zihlige sind.

2. Satz. Tritt eine 4-ziihlige polare (d. h. rechte oder linke) Axe central Jauf, und
enthalten dabei alle Raumeinheiten Schraubenaxen von einem und demselben Windungssinn,
so sind die zu ihnen senkrechten Schichten hichstens II. Ordnung und die ebenen Netze noth-
wendig I. Ordnung.

Der Beweis dieses Satzes ist. dem des vorigen ganz analog.

Da aber die 4-zihlige Symmetrieaxe zugleich Schraubenaxe mit der Deckschiebung

ist, und die letzte zugleich als eine polare Axe mit der Deckschiebung ; anzusehen ist,

Dol &

so gilt der Satz auch fiir diese Axen.

sung fiir 4-zdhlige Symmetrieaxe die Decktranslation
in ihrer Richtung 4 Mal und fiir 4-z8hlige Schraubenaxe mit der Deckschiebung _ 2 Mal

&

Natiirlich ist aber bei dieser Auff

kiirzer als die Decktranslationsgrosse in der Richtung der polaren Schraubenaxe anzunehmen.

Ist der Windungssinn der der gegebenen Raumeinheit anliegenden Raumeinheit 4 der
direct entgegengesetzte, so erhalten wir nach dem Ausfithren der elementaren Deckoperation
um die centrale Schraubenaxe eine Hinheit B, welche mit A denselben Windungssinn, also
den der gegebenen entgegengesetaten besitzt, s folgt daraus, dass die Einheit €, welche
aus B durch die Deckoperation um die in B central auftretende Axe in entgegengesetzter
Richtung zu Stande kommt, nicht dieselbe Orientirung wie A besitzt, sondern sich aus
derselben durch Drehung um die 2-ziihlige Axe erhalten liisst.

66*




30. Speciell fiir die kryptotopischen Colonnen sind noch folgende Sitze giltig.

Tritt eine, einer kryptotopischen Colonue parallele, 2-zihlige Schraubenaxe singulirer
Richtung oder eine singulidre Gleitebene mit singuldarer Gleitrichtung central und krypto-
topisch auf, so kann keine der gegebenen anliegende Hinheit dieselbe Orientirung mit
den der Colonne angehiorenden anliegenden FEinheiten besitzen; ausgenommen wird der
Fall der monoklinen Syngonie mit kryptotopischer Gleitebene in Bezug auf die Hinheiten,
welche mit der gegebenen diese Ebene gemeinsam haben,

In dem letzten Ausnahmefalle allein erhalten wir auf Grund der enty

gegengesetzten
4
U

by
Annahme eine singulire Reihe I. Ordnung. TFir simmtliche tibrigen Fille ist diese Reihe
keine singuliire; also entsteht in allen diesen Fillen ein ebenes Netz I. Ordnung, und diesem

Netze wiirden auch die beiden der Colonne angehtérenden und der gegebenen Einheit an-

liegenden Kinheiten zukommen; die Colonne wiirde somit keineswegs kryptotopisch sein.

Fiir die der gegebenen anliegenden und dabei, zusammen mit der gegebenen, der zur
kryptotopischen Colonne senkrechten Colonne angehdrenden Raumeinheiten ist ganz zulissig,
ihnen die gleiche Orientirung mit derjenigen Hinheit zuzusprechen, welche der kryptotopischen
Colonne angehort, aber der gegebenen Hinheit nicht anliegend ist. Diese Orientirung
wiirde durch die Drehung um die 2-ziihlige Axe oder Spiegelung in der Symmetrieebene
bestimmt werden.

Ganz Analoges gilt fiir die kryptotopischen Colonnen, in welchen eine 4-zihlige polare
Axe (d. h. eine rechte oder eine linke) central und kryptotopisch auftritt. Die der gegebenen
Einheit anliegenden und den in Bezug auf die kryptotopische Colonne senkrechten Colonnen
angehtrenden Raumeinheiten kénnen nicht mit den der kryptotopischen Colonne angehirenden
Binheiten gleiche Orientirung besitzen, diejenigen ausgenommen, deren Orientirung durch
Drehung um eine 2-zéhlige Axe aus der gegebenen hervorgeht.

31. Wenn die Raumeinheiten explicit symmetrisch sind, so kommen folgende Fille
in Betracht.

Entweder a) ist die explicite Symmetrie der Verbandsymmetrie untergeordnet.

Ist dies der Fall, so wird die Ordnung im Vergleich mit der Ordnung der Systeme,
in welchen die Verbandsymmetrie dieselbe ist, aber die Einheiten asymmetrisch sind, um so
viele Male geringer, als Hinheiten in der Symmetriegrosse enthalten sind. Dadurch ist das
Auffinden solcher Systeme vereinfacht.

Oder b) die Elemente der expliciten Symmetrie sind von denjenigen der Verband-
symmetrie unabhiingig. In diesem Falle bleibt auch bei derselben Verbandsymmetrie die
Ordnung der Systeme dieselbe. Solche Systeme lassen sich auch aus den entsprechenden
asymmetrischen durch einfache Kinschaltung der betreffenden Symmetrieelemente ableiten.

Bei dieser Einschaltung ist aber stets zu berticksichtigen, ob die Lage der Elemente
der Verbandsymmetrie diese Operation zulisst.

32. Speciell fir die Systeme der hexagonalen Syngonie tritt als Element der Verband-
symmetrie in den zur Hauptaxe senkrechten Schichten allein die 3-zihlige Symmetrieaxe auf
und zwar ist dies lediglich fiir Tetraparalleloédersysteme der Fall. Wiirde es moglich sein,
ein 2-zahliges Symmetrieelement als ein Element der Verbandsymmetrie einzufiithren, so
wiren die Schichten II. Ordnung gewesen, was aber unmdglich ist (§ 33, I. Theil), da der
Ableitungsform geméss nur Schichten IIL. und IV. Ordnung mboglich sind. Wird der
3-zithligen peripherischen Symmetrieaxe die singulire Symmetrieebene hinzugefiigt, so wird
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dadurch dieselbe explicit eingefiihrt, und die Ableitungsform, folglich die Ordnung des
Systems bleibt dieselbe. Folglich kann die G-z#hlige Axe der zusammengesetzten Symmetrie
I. Art nicht als Element der Verbandsymmetrie der Schichten auftreten.

Da aber das Inversionscentrum der 3-zithligen Symmetrieaxe nicht hinzugefiigt werden
kann, so kann auch die 6-zihlige Axe der zusammengesetzten Symmetrie I. Art nicht als
eben solches Symmetrieelement auftreten.

Da auch die 6-zdihlige Symmetrieaxe ebenfalls als Element der Verbandsymmetrie
der Schichten nicht auftreten kann, so ist aus alledem der Schluss zu ziehen, dass simmt-
liche Systeme der Symmetriearten 18, 20, 21, 22, 24, 25 und 27 (d. h. Systeme,
in welchen G-zihlige Deckaxen oder 6-ziihlige Axen der zusammengesetzten Symmetrie 1. Art
auftreten) Schichtsysteme sind.

33. Jetzt verfolgen wir den Ableitungsgang der Systeme II. und hoherer Ordnung.

Diese Aufsuchung beginnt mit den Triparalleloédersystemen; ihnen folgen die Hexa-
und Heptaparalleloéder und zuletzt die Tetraparallelogéder. Dabei folgt diese Untersuchung
der Reihenfolge der Ordnungen, ftir jede Ordnung der Reihe der Symmetriearten, und fiir
Jede Symmetrieart der Reihe der entsprechenden Typen I. Ordnung.

Die Resultate sind in der Tabelle V zusammengestellt, welche 8 Columnen enthilt.
In der 1. Columne wird die Ableitungsform angegeben, in der 2. die Symmetrieart, in der
3. die Symmetriegrisse, in der 4. sind die Nummern der Systeme fiir jede Symmetrieart
besonders angezeigt, in der 5. ist der Typus des Systems 1. Ordnung angegeben, die Columnen
6 und 7 enthalten die charakteristischen Symmetriezahlen, die erstere fiir die explicite und die
letztere fiir die Verbandsymmetrie; endlich die 8. Columne enthilt das Symbol des ge-
fundenen Systems. -

34. Es ist ganz offenbar, dass fiir die Systeme der triklinen Syngonie nur drei Ab-
leitungsformen zuldssig sind, und zwar @11, laa und aaa, d. h. solche, in welchen zwei
resp. eine resp. keine von den Grenzflichenpaaren mit Decktranslation verbunden ist. Diesen
Ableitungsformen entspricht ein Schicht-, ein Colonnensystem und ein individuelles System.
Fiir die trikline Syngonie sind lediglich drei diesen Formen entsprechende Systeme mdoglich.

35. Fiir die monokline Syngonie sind dieselben Formen giltig. Auf Grund der Principien
der Lehre von der scheinbaren Symmetrie sind aber fiir die Typen 2 III, 14 ITI und 2y III
Jje zwei Varietiten der ersten und der zweiten Form zuldissig, also zusammen je fiinf Systemne,
wihrend fiir die Typen 3 III, 141l und 3% III nur je eine Variation von jeder Form
zuldissig ist, also nur je drei Systeme.

Fiir die 5. Symmetrieart sind aber noch die untergeofdncten Symmetriearten und zwar
die 2., 3. und 4. berticksichtigt. In Folge dessen erhalten wir fiir diese Symmetrieart

8 X 5+ 8 {3 =24 Systeme.

36. Fir die 6. und andere Symmetriearten der rhombischen Syngonie gelten dieselben
Ableitungsformen, aber fiir manche Typen wird vom Standpunkte der scheinbaren
Symmetrie die Anzahl der Varititen grosser angenommen werden miissen. Fiir den Typus
2@ LIl mit expliciter Symmetrie 12 sind jetzt 1al von 11a und aal von @le zu unter-
scheiden. Dadurch wird die Anzahl der Varietiten bis auf 7 vergrossert. Von demselben
Standpunkte aus kann ein und dasselbe explicite Symmetrieelement auf verschiedene Weise

Tt e %, o M5 008
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hinzugefiigt werden. Fiir den Typus 5 III sind die Symmetrieaxen 4‘ und 8’ der Lage
nach von 5 zu unterscheiden, wenn auch die Axen 4' und 8’ unter einander gleichwerthig
sind. Fir den Typus 3¢ IIl sind wieder die Symmetrieecbenen 1‘ und 4 ungleichwerthig.

Hier kommt ein besonderer Fall vor, indem einer und derselben Symmetrieart, einem
und demselben Grundtypus 4 III zwei verschiedene Systeme angehbren, welchen eigentlich
ein und dasselbe Symbol 5 (2 III,)° zukommt, da auch die beiden zu Grunde liegenden Punkt-
steme sich als identische erweisen und zwar als das Punktsystem 5 (Taf. IV). Die Systeme

miissen aber verschieden sein, da ihnen verschiedene Varietiten der Ableitungsformen und
zwar laa und aal entsprechen. Die Verschiedenheit dieser Varietiten ist aber aus der
Lage der expliciten Symmetrieaxe 5 ersichtlich. Die Verschiedenheit kommt dadurch zum
Ausdruck, dass in dem ersten die besondere Symmetrieaxe des Systems (welche sich mit den
anderen nicht schneidet) explicit vorkommt, -wihrend in dem zweiten dieselbe Axe eine
peripherische ist (der Grenzfliche & zugeordnet). Um diese Verschiedenheit zum Ausdruck
kommen zu lassen, ist dem Symbol des zweiten Systems ein Apostroph beigegeben.

37. Fiir die Systeme der tetragonalen Syngonie behalten dieselben drei Ableitungsformen
ithre Giltigkeit, welche aber in Folge der Anwesenheit der 4-zihligen Deckaxen nur in
drei typischen Varietiten vorkommen, und zwar ¢l1, laae und caa.

1

Fiir die vollstindige Darstellang der Systeme bleiben nur die Grundtvpen und unter-
tel D o/

ordnete Symmetriearten zu beriicksichtigen. Vom Standpunkte der Lehre iiber scheinbare

)

Symmetrie sind aber solche explicite Symmetriearten wie 1256 und 1458 u. dgl. von
einander zu unterscheiden.

38. Fiir die Systeme der hexagonalen Syngonie ist eine einzige Ableitungsform aaa giltig.

Hier werden auch nicht alle Symmetriearten vertreten und zwar a) weil nicht fiir
simmtliche Symmetriearten die Grundtypen iiberhaupt vorhanden sind, sondern lediglich fiir
Symmetriearten der trigonalen Hyposyngonie, b) speciell fiir die 16. Symmetrieart fehlen die
hierzu gehorenden Systeme einfach desswegen, weil unter den Symmetricelementen keine
2-zihligen vorkommen. Aus diesem Grunde muss die 3-zdhlige Symmetrieaxe explicit auf-
treten, Dadurch lassen sich die untergeordneten Symmetriearten bestimmen.

39. Auch fiir die Systeme der kabischen Syngonie ist allein die Ableitungsform aaa
giltig; auch hier muss die 3-zdhlige Symmetrieaxe explicit auftreten. In Folge dessen lassen
sich die charakteristischen Zahlen der Verbandsymmetrie (ebenso wie die expliciten) kiirzer
anzeigen, wie darauf im § 11 hingewiesen wurde.

40. Systeme III. Ordnung sind nur dann moglich, wenn 3-ziihlige Deckaxen vor-
handen sind. Da aber fiir Triparalleloéder 3-zihlice Symmetrieaxen keinenfalls als Ele-
t ) J
mente der Verbandsymmetrie auftreten konnen, so bleiben lediglich die polaren S-zihligen
Schraubenaxen zuldssig. In einem und demselben System konnen dann niemals polare

5 ) b
Axen von entgegengesetztem Sinne auftreten, da Kraft der Sitze § 15 die resultiren-

den Symmetrieelemente 3-zihlige Symmetrieaxen sein wiirden, welche aber hier aus-

iff.“f‘lli';-i‘tfl ind.

a o a

Die einzi hier zulissige Ableitungsform ist wo @ und ¢’ verschiedene
= { o)

alalo"
Zahlen sind. Die Zihler dieser Ausdriicke sind nothwendiger Weise die gleichen, gemiiss der
Annahme, dass 3-zihlige Deckaxen vorkommen. Solche Systeme kionnen also aus lauter
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parallelen ebenen Netzen I, Ordnung bestehen, welche zu den Deckaxen senkrecht sind.
Daraus folgt, dass solche Systeme fiir die kubische Syngonie unzuliissig sind.

Es bleibt also allein die hexagonale Syngonie zn beriicksichtigen, und zwar die
Symmetriearten der trigonalen Hyposyngonie.

Die 16. Symmetrieart ist offenbar zulissig, indem hier als Verbandsymmetrieelemente
rechte resp. linke 3-zihlige Axen auftreten. Die Lage dieser Axen kann leicht auf Grund
des Hrgéinzungssatzes § 15 ermittelt werden, indem man sich zuerst eine explicite 3-zahlige
Symmetrieaxe denkt, und dann dem Satze gemiss die resultirende Axe der ihr zukommenden
elementaren, rechten oder linken Drehung mit der Translation aufsucht. Fir die Axen
von entgegengesetztem Windungssinn werden auf diese Weise verschiedene Lagen gefunden.
Fiir die rechten Axen findet man den Schnittpunkt einer Axe mit den Flichen @ und ¢
(Fig. 18), indem man auf der 1e¢,ht0n Mittelkante der Fliche @ den Mittelpunkt ¢ durch Gerade
mit den Scheitelpunkten 4 verbindet, und dann bestimmen die Schnittpunkte d und @’ dieser
Geraden Ae mit den horizontalen Diagonalen der Flichen die Lage einer rechten 3-zihligen
Schraubenaxe. Fiir die linken Axen wird eine analoge Construction gelten mit dem einzigen
Unterschied, dass man dazu den Punkt ¢ auf der linken Mittelkante auswihlt (Fig. 19).

Fig. 18. Fig. 19.

Unter anderen Symmetriearten sind nur diejenigen zulissig, deren Systeme aus den
eben beschriebenen zwei Systemen sich durch Hinzuftigung der expliciten Symmetrieelemente
ableiten lassen (§ 31). Da aber in diesen Systemen lediglich die polaren Axen mit einem
Windungssinn auftreten, so ist die Hinzuftigung der Elemente der geraden Symmetrie
(Symmetrieebenen, Gleitebenen, zusammengesetzte Symmetrie) ausgeschlossen.

Es bleibt Ldlem die Hinzuftigung der 2-ziihligen Symmetrieaxen moglich, was der
19. Symmetrieart entspricht. Die Anwendung der Bettachtungen des § 31 kann den directen
Beweis fiir die Moglichkeit der betreffenden zwei Systeme beibringen. Siammtliche anderen
Annahmen sind unzulissig.

41. Die Systeme IV. Ordnung sind nur dann moglich, wenn die Symmetriegrosse durch
eine Zahl 47 ausgedriickt werden kann, wo # eine ganze Zahl, inclusive der Einheit, ist.
Die niedrigste hierzu gehorende Syngonie ist die monokline, und zwar die 5. Symmetrieart.

Dazu gehoren folgende Ableitungsformen : Fiir phanerotopische Systeme erhalten wir
1ab (resp. abl u. dgl), wo @ und b verschiedene Zahlen sind, abb (resp. aab u. dgl.) und
endlich abc, wo abe drei Zahlen bedeuten, welche zwar verschieden, aber nicht unabhiingig
sind, da sonst dieselben sich simmtlich auf 2-zil hlige Svmmotrleelenmnfe beziehen wiirden und
wir ein System VIII. Ordnung erhalten hiitten; fiir die Systeme 1V. Ordnung muss ein z B. «
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i |

A
Wi

e

T & B F, S M S . s, (R, S S




=

s

520

entsprechendes Symmetrieelement in Bezug auf die durch 6 und ¢ ausgedriickten Symmetrie-

elemente das resultirende Symmetrieelement sein.

e g0 aao
1, —; — 1, —; —;

: kg
Fiir kryptotopische Systeme erhalten wir —; 1 : —,
; s o

() e
3 /)7 11 d,; b; [)1

5 o a a' o a

s a; b, —; 3 b, wo stets zwischen 3 Zablen a, o' und 6 die eben angedeutete Relation
a ala :

besteht.

Hierzu gehbren nur zwei Grundtypen 2y IIT und 3y III.
Wenn man den Standpunkt der scheinbaren Symmetrie beriicksichtigt, so unterscheidet

b ;
: I, aibl von 1
a

: S
man fiir den ersten Typus lab von abl, abb von aab, a—»,]l von 1]4
0

) 2

b’

b a b : ; a a d e

und von a@—1, —bb von @ a; die Ableitungsformen — — 1 und — — b sind aber fiir den-
bl < cal b 2 a’ a' a'a’

selben unmoglich (1. Satz, § 29).

Fiir den zweiten Typus sind aber die Ableibungsformen lab, abe, c(f‘bl’ a 21(2 un-
moglich, da die Richtungen zweier Colonnen nicht die singuléiren sind, und speciell die zwel
letzten in Folge davon, dass unter drei zu Gebote stehenden Symmetrieelementen zwei der-
selben als schneidende Verbandsymmetrieelemente auftreten und desshalb die Gleichheit
zweler charakteristischer Zahlen bewirken.

Alles dies beriicksichtigt, wollen wir fiir jede Ableitungsform die entsprechenden
charakteristischen Zahlen einfiihren.

Das, was in den vorigen Systemen ganz ausnahmsweise auftrat, und zwar die Er-
scheinung der Systeme mit gleichen Symbolen, ist jetzt als ein gewohnlicher Fall zu
bezeichnen. Jedes Mal wird aber die Verschiedenheit der Systeme durch Verschiedenheit der
Varietiten der Ableitungsformen bewiesen.

42. Fir die Systeme der rhombischen Syngonie sind dieselben Ableitungsformen giltig,
so dass bei der Aufsuchung nur die beziiglichen Elemente der Verbandsymmetrie zu bertick-
sichtigen und das Princip der scheinbaren Symmetrie nicht ausser Acht zu lassen sind.

Speciell fiir die 8. Symmetrieart ist noch die explicite Symmetrie untergeordneter
Symmetriearten einzufithren. Mit der Einfithrung des Inversionscentrums fallen von selbst
kryptotopische Ableitungsformen weg.

43. Bei der Aufsuchung der Systeme der tetragonalen Syngonie sind zwar die Ableitungs-
formen dieselben, aber es kommt ein besonderer Umstand hinzu, indem die charakteristischen

ay

Zahlen 3 und 7, ebenso wie 3‘ und 7’

immer unter einander verbunden auftreten, da schon
eine dieser Zahlen die Lage des 4-zihligen Symmetrieelementes eindeutig bestimmt. Wenn

Qi

(=0 50 lssal =7 iwenn b ='3, so muss ¢=isein; wenn b— 3", so ist ¢= 7,

wenn a = 3‘, so miissen die Zahlen 3‘ und 7' vereinigt auftreten, und 5 tritt dann
explicit auf.

Nimmt man in Riicksicht, dass fir die Systeme IV. Ordnung simmitliche charak-
teristische Symmetriezahlen sich in 4 Gruppen sondern, von denen eine die explicite Symmetrie
ausdriickt, und nur drei andere Gruppen zu Gebote stehen, so findet man leicht, dass
nur dann zwei solche Gruppen, welche weder 3, 7 noch 3/, 7* enthalten, entstehen konnen,
wenn diese Zahlen vereinight in einer Gruppe enthalten sind. Das ist ja aber wieder nur
dann der Fall, wenn 5 explicit auftritt.

i
|
I
{




921

I

Von diesem Fall abgesehen, sind nur zwei Annahmen zulissig: a) entweder @ = 3
(oder 7), dann haben wir ein System mit lauter polaren Axen in centraler Lage und es sind
die- Sitze § 29 zu Hilfe zn nehmen, b) oder b =3, ¢ =7 (auch 6=—3% ¢ — 79+ ddon 5t
eine Schicht IV. Ordnung bestimm$, und nur ist die Auswahl der anderen Elemente der
Verbandsymmetrie dadurch beschriinkt, dass die ihnen entsprechenden Deckoperationen die
peripherischen 4-zihligen Symmetrieaxen zur Deckung bringen miissen.

Treten die beiden Zahlen vereinigt auf, so erhalten wir fiir die Systeme die analogen
Einschréinkungen, Treten endlich diese Zahlen gar nicht auf, so ist das der Fall der peri-

1
pherischen 4-zihligen Schraubenaxe mit der Deckschiebung ¥ und wir erhalten wieder die
d

analogen Beschriinkungen in der Auswahl der tibrigen Symmetrieelemente.

Fiir die hierzu gehdrenden Systeme ist die Annahme der der singuliren Ebene parallelen
kryptotopischen Colonnen ausgeschlossen, da wir derselben gemiiss Schichten von mindestens
VIIL. Ordnung erhalten hiitten, was fiir diese Systeme unzulissig ist.

44. Fir die Systeme der hexagonalen Syngonie ist unentbehrlich die 3-zithlige Symmetrie-
axe explicit anzunehmen. Die Symmetriegrosse wiirde dann wenigstens 12 enthalten, was
allein fiir die 20. Symmetrieart der Fall ist (unter den Systemen der trigonalen Hyposyngonie).

e o ; cad a0
Die einzige zulissige Ableitungsform ist — -

Demgemiss lisst sich ein einziges System
auffinden.

a’ala

Uebrigens kann sich dasselbe System aus dem monoklinen System (5. Symmetrieart)
3 x 1 (1 11L;)*,,; durch Einfiihrung der expliciten 3-zihligen Symmetrieaxe ableiten lassen.

45. Da auch in den Systemen der kubischen Syngonie die 3-zithlige Symmetrieaxe noth-
wendiger Weise explicit auftritt, so sind dieselben aus denjenigen abzuleiten, denen die einzige
hier zuldssige Ableitungsform @ @, ¢, (resp. @ b¢) angehdrt und deren Symmetrieart sich aus
dieser durch Verschwindenlassen der 3-ziibligen Symmetrieaxe ergiebt. Also sind fiir die
28. Bymmetrieart die Systeme 8, 9 und 10 der 6. Symmetrieart, fir die 29. Symmetrieart
die Systeme 8, 9, 10 der 8., fiir die 30. Symmetricart die Systeme 11 und 12 der 14.,
fir die 31. Symmetrieart die Systeme 15 und 16 der 13. und fiir die 82. Symmetrieart
die Systeme 9 und 10 der 15. Symmetrieart zu beriicksichtigen, und zwar der Priifung
zu unterziehen, ob die Kinfilhrung der 3-zihligen Symmetrieaxe explicit zuliissig ist.

Nun ist leicht zu constatiren, dass dies wirklich fiir die Systeme 6 (1 III,), 5 (1 IIT,),
6y (1w 1ll,), 3 (x3) (1w Ill,), 66 (1x/ III)Y, 11 (81II), 11yx1 (3yIII) der Fall ist. Auf
diese Weise erhalten wir die aufgestellten Systeme.

46. Hs ist offenbar, dass die Systeme VI. Ordnung nur dann moglich sind, wenn
die 8-zdhlige Deckaxe nicht explicit, sondern als ein Element der Verbandsymmetrie, also in
der Form polarer Schraubenaxen auftritt. Dabei ist aber die gerade Symmetrie ausge-
schlossen. Folglich sind solche Systeme fiir eine einzige Symmetrieart und zwar die 19.
zuldssig. Da aber fiir die hexagonale Syngonie tiberhaupt nur die Ableitungsform Z‘ i,%
) /]
zuléssig ist, so konnen die Schraubenaxen nicht in der der schneidenden Symmetrie-
elemente vorkommen, sondern nur in versteckter Form. Als Symmetrieelemente des Ver-
bandes treten jetzt die 2-zihligen Deckaxen, und zwar theils als peripherische, theils als
schneidende auf.

Auf Grund dieser Betrachtungen findet man die aufgestellten Systeme.

Abh. d. IT. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XX. Bd. II. Abth. 67
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47. Fir die Systeme VIII. Ordnung muss die Symmetriegrosse wenigstens 8 betragen,
oder eine vielfache Zahl davon sein. Die niedrigste hierzu gehorende Syngonie ist die
rhombische und zwar die 8. Symmetrieart.

Die einzige Ableitungsform der phanerotopischen Systeme ist abe, wo abe charak-
teristische Zahlen sind, welche simmtlich unabhéingige Symmetrieelemente ausdriicken, d. h.
kein von einem dieser Zahlen ausgedriicktes Symmetrieelement kann ein resultirendes der
beiden anderen sein. Von beiden hierzu gehorenden Grundtypen 4y III und 5% I1I kann dies
nur fiir den ersteren der Fall sein, da fiir den zweiten solche drei Symmetrieelemente fehlen,
welche zugleich verschieden sind und von welchen keines zugleich ein schneidendes ist; dies
ist ndmlich fiir die besondere Schicht der Fall, deren Colonnen nicht singulir sind; fir diese
Schichten als Hlemente der Verbandsymmetrie konnen nur 5’ und 5 als die peripherischen,
und 1‘ als das centrale dieser Bedingung gentigen. Die Annahme zweier von diesen
Elementen wiirde aber die Annahme eines jeden unabhingigen dritten Elementes der Verband-
symmetrie ausschliessen. Diesem Typus wiirden somit lediglich kryptotopische Systeme
entsprechen.

Fiir eine singulire kryptotopische Colonne, z. B. die Colonne i sind die Symmetrie-

elemente 5, 2 und 6, als centrale Verbandsymmetrieelemente, ausgeschlossen (diese Tle-
mente treten central nur in versteckter Form auf, d. h. kryptotopisch); es sind also nur

Ol E e S
zuldssig ;

die Combinationen 60 T a0 & g; in allen tritt central kryptotopisch ein Symmetrie-
) & &

element (Schraubenaxe resp. Gleitebene) auf, und dann sind Kraft des 1. Satz
tibrigen Colonnen phanerotopische.

, §29, die

Wenn aber eine nicht singulire Colonne kryptotopisch ist, so sind die beiden gleich-
werthigen Colonnen kryptotopisch, und dies ist speciell fiir den Typus 5y III der Fall. Da
aber hier nothwendiger Weise die schneidenden Elemente der Verbandsymmetrie auftreten,
so sind die zu entgegengesetzten Grenzflichen gehdrenden nothwendiger Weise die centralen,
d. h. 5/ oder 5.

e : ; a
Fiar die Systeme 1. Art erhalten wir als Ableitungsformen — %1, wo & von a und a’
a

s . a . ot e .
unabhiingig ist, oder — be¢, wo ¢ von @, ¢' und b nicht unabhingig zu sein braucht (was
a S

tibrigens unmdglich ist) und sogar mit b gleich sein kann, aber keineswegs mit @ oder a‘(§ 30).
biib
Vos . o 1 . . ; - 9 o 0
Fir die Systeme 2. Art erhalten wir die Ableitungsform @35 701
: i B

unabhéingig ist.

wo @ von O und b’

Bei der Anwendung der angegebenen Principien entsteht uns nimlich bei der Auf-
suchung der Systeme abc eine specielle Schwierigkeit in Anbetracht der von dem Stand-
punkte der scheinbaren Symmetrie aufgestellten Forderungen, da simmtliche drei Colonnen
in dieser Hinsicht gleichwerthig sind. Diese Schwierigkeiten werden durch die Anwendung
einer speciellen Anordnung der Aufsuchung beseitigh. Zuerst nimmt man als Elemente der
Verbandsymmetrie die Symmetrieebenen (1) simmtlich an, dann folgen Systeme mit nur
zwel peripherischen Symmetrieebenen (2, 3), weiter diejenigen mit einer einzigen Symmetrie-
ebene (4, 5, 6, 7, 8, 9), endlich die Systeme mit Inversionscentrum, aber ohne Symmetrie-
ebenen (10, 11, 12, 18). Nun werden auch die Gleitebenen eingefiithrt, und zwar zuerst




eine Symmetrieebene und zwei Gleitebenen (14), weiter eine Symmetrieebene und eine Gleit-
ebene (15, 16, 17) und endlich das Inversionscentrum mit einer Gleitebene @819 20, 2y
22, 23). Somit ist die Ableitung simmtlicher Systeme erschopft, in welchen Symmetrieebenen
und Inversionscentrum vorkommen. Nun bleiben die Systeme mit Deckaxen und Gleitebenen
allein aufzusuchen. Demgemiiss werden zuerst das System mit drei Gleitebenen (24), die
Systeme mit zwei Gleitebenen (25, 26, 27) und die mit einer einzigen (leitebene (28, 29,
30, 31, 32, 83) aufgesucht. Auf diese Weise kinnen wir uns vergewissern, dass dabei weder
ein System iibersehen ist, noch zwei der Systeme identisch seien.

48. Unter den Systemen der tetragonalen Syngonie giebt es auch phanerotopische
mit der Ableitungsform abc, aber hier kann a weder 3, 7 noch 8%, 7' in sich enthalten;
wire dies der Fall, so wiirde die Einfiihrung eines einzigen Elementes der Verbandsymmetrie
das ganze System eindeutig bestimmen, und dann das System IV. Ordnung zu Stande kommen.

Sind die Systeme kryptotopisch, so sind diejenigen mit der kryptotopischen Colonne
singuldrer Richtung von denjenigen mit kryptotopischen Schichten zu unterscheiden. Fiir

: ‘ i : a a . :

die ersteren gelten als die Ableitungsformen - ;bb und — be, wo natiirlich & nicht unab-
a a

héingig von ¢ ist, da schon allein zwei erste Glieder dieser Form das System vollstindig

: - , S : b
bestimmen. Fiir die letzteren gelten die Ableitungsformen o

¢
blecl’

wo b, ¢ die Zahlen 3,7
resp. 3, 7' in sich enthalten.
Hier treten aber zuerst die Colonnen VIIL. Ordnung auf. Dies ist nur moglich, wenn

die polaren 4-zihligen Schraubenaxen kryptotopisch auftreten. Fiir solche Systeme gelten

- : : a a : : :

die Ableitungsformen — 11 und »(,7)1), wo @, a' keine Elemente der geraden Symmetrie
- a a : .

sein konnen, also nur 2‘ 4‘, 6, 8 bezeichnen. Die erste von diesen Formen gehort den
Systemen mit Schraubenaxe eines und desselben Windungssinnes, die zweite den Systemen
mit Axen von verschiedenem Windungssinne an. Ueberhaupt ist dies nur fir die 13. Sym-
metrieart der Fall.

Die Systeme der 15. Symmetrieart lassen sich aus den vorigen ableiten durch einfaches
Einfiihren der Elemente der expliciten Symmetrie. Das ist aber fiir die Systeme nicht der
Fall, wo 5 explicit auftritt, da wir fiir dieselben eine explicite Symmetrie besitzen, welche
der Verbandsymmetrie untergeordnet ist. Diese Systeme konnen phanerotopische nicht
sein, da wir sonst die Systeme IV. Ordnung erhalten hitten; dem 1. Satze § 29 zu Folge
kbnnen aber die singuliren Schichten dieser Systeme keine kryptotopische Colonnen ent-

: : a a : P ool ko
halten. Es bleiben also die Formen — 65 oder — b¢ allein zulissig. Hier sind fiir ¢ und a'
7} a .

centrale Elemente der Verbandsymmetrie ausgeschlossen, also peripherische allein zuléssig.
Fir & wiren die centralen Symmetrieclemente singulirer Richtung ausgeschlossen, und zwar
auf Grund des 1. Satzes, § 29, aber fiir die Gleitebene 1/ ist dies nicht der Fall, da die
ihr zukommende Gleitrichtung keine singulire ist. Auch nicht singulire horizontale
Schraubenaxen sind nur dann zulissig, wenn sie fiir die Glieder der kryptotopischen Colonne

keine neue Verbandsymmetrieelemente mit sich einfiihren?).

1) Wag die Systeme (15) (1 lll)f, (17) (1 III), w. a. betrifft, in welchen mehr als zweiziihlige polare
Schraubenaxen kryptotopisch auftreten, so erleiden fiir dieselben die Siitze § 28 in ihrer Anwendung eine
Modification. Die Sache ist aber so einfach, dass es vielleicht ganz geniigend ist, darauf hinzuweisen.
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49. Was die Systeme der kubischen Syngonie betrifft, so sind die der 28. Symmetrieart
von vornherein ausgeschlossen, die der 29. aus den Systemen der 8., die der 30. aus denen
der 14., die der 31. aus denen der 13. und die der 32. aus denen der 15. Symmetrieart
auszuwihlen, und zwar unter denjenigen, welche die Einfiihrung der 3-zihligen Symmetrieaxe
zulassen, welche nothwendiger Weise explicit auftritt. Daraus folgt zuerst, dass krypto-
topische Systeme von vornherein auszuschliessen sind. Aus den Systemen der 8. Symmetrie-
art bleiben die Systeme 1 und 24 zu beriicksichtigen, da sich simmtliche tibrigen Systeme
durch verschiedenartige Elemente der Verbandsymmetrie auszeichnen. Aus den Systemen
der 14. Symmetrieart sind allein 1. und 2., aus den Systemen der 13. Symmetrieart 1.
und 2. zu berticksichtigen; endlich lassen sich die Systeme der 32. Symmetrieart aus den
vorigen durch Hinzuftigung der Symmetrieelemente 5%, 8 und 4‘ ableiten.

50. Die Moglichkeit des Auftretens der Systeme XVI. Ordnung ist von vornherein auf
die 15. und 32. Symmetrieart beschrinkt. Die Systeme der letzteren, wenn dieselben iiber-

haupt vorhanden sind, wiirden sich von den ersteren ableiten lassen.
Der Definition dieser Systeme zu Folge ist es unmdglich unter ihnen phanerotopische
zu treffen, da solche hochstens VIII. Ordnung wiren. Hier haben wir also wieder diejenigen

mit der kryptotopischen singuléiren Colonne und die mit der phanerotopischen Colonne zu
=, 7u Grunde. Dex
Z)/ Cl

Gang der Ableitung besteht darin, fiir @ und @’ die zulissigen charakteristischen Zahlen

; 5 ; ; : a
unterscheiden. Den ersteren liegen die Ableitungsformen — b¢ und

a b c
a o'
aufzufinden und dann eine zuldssige Zahl fiir & aufzustellen; simmtliche andere Zahlen
werden von selbst gefunden, da dieselben von den ersteren abhingig sind.

Die vier letzten sind diejenigen besonderen Systeme, in welchen in der Richtung der
singuldren Colonne polare 4-zihlige Schraubenaxen kryptotopisch auftreten, also VIIL Ord-
nung sind.

Aus der auf diese Weise dargestellten Liste der Systeme XVI. Ordnung ist leicht zu
ersehen, dass die 3-zéihlige Symmetrieaxe sich nicht explicit einschalten lisst. Daraus ist
zu folgern, dass die Systeme dieser Ordnung fiir die kubische Syngonie nicht existieren.

IV. Triparalleloédersysteme II, und héherer Ordnung.
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aaaq 15 16 =20 = [128°4'567'8" | 1924314 5/ 6°7-8 111 (56 I1I)
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V. Hexagonale Syngonie.
dras i sAT | 6 138218911l 11,1, i @8 8 an 131 (13 III)
awezl =18 | 6 di s = 18a 111 11,1, Q d—F5i5h 1.;0( 3 II1)
o e | a6 I Hemdelin s i Y 0 ! 16 (13 111)
aaa - b 19 1 ‘ 1601 |11,1,8 8,8, | a=4'4,"4,"5' 5,5, 160 (13¢ I10)
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VI. Kubische Syngonie.
aada | 29 24 1 19y 111 ‘ (1524516° )52 | | 2141 (191ID
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aaaq 31 24 1 22011 (1 2°56"); | (9) (19 IIT)
aca | 82 48 1 227 111  |(11'22'55'66')s] 7'88'); 2471 (19 11I)
aaa i 32 48 2 22y 111 }(12‘3‘45(5'7'8)3[ 678, 24 v (196 111)
aaa 32 48 3 227 III |(12'84'56'78",| 6 7' 8) 2471 (22 111)
Triparallelogdersysteme III, Ordnung.
V. Hexagonale Syngonie.
aaa | a 1, | -
2 > '_3 == F | (
8 ‘ 16 1 18 111 1 e | (10) (1 111,
aaa | @ 1 1
T 5 3 2 g g S )
a' a'a ’ o 13 1 ‘ o 5l ; (11) (1 11I);
a a o ) : ; | a 1o 45' |
e ¢ ¢ : — =2 ) (3 T1T)r
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Gt ( 3 - A L 11 4‘1‘ 2y (3T
a’ (,6/ {'L/ ] 19 6 ) IGIU 11 a‘ = 12 ‘12 ('13) (5‘1[”
Triparallelogdersysteme IV. Ordnung.
II. Monokline Syngonie.
lab i 5 ae s 2y T 5 1 | a=5 b=5 ' 2y 1 (1 11T,)e
s x| ' ; } a=5 b=—1 | 271( L)
1 g=5 T 1 , 27 1 (1 IIy)e’
. a=5 b=5 | 271 (1)
; a—=5b b —} [ 1(x2) (1 Iy)e
| G—6 0—375 1(z2) (1 IIIy):
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15 =26
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i e i ; Typus : Symbol
leitungs- | metrie- | metrie- | Nr. e T ‘ FIN0L
pas i s I. Ordnung Explicite (R e des Systems
form art grosse Symmetrie erbandsymmetrie
a g b ay ¢
b1 8 8 48 | 40 L—2 b=5 | 3(x 3) (1L,
¢ ‘ ‘
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(! e i w5 i . s
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| 14
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a . gl ey ; =
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2 1 :
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s ] Ly 5 4 5 — ) 3 (% I Qe
~bb 8 8 72 5y 111 S=s b=4 8 (x 4) (1 I1Tg).
i 5’ G
g, bb 8 8 78 ,, Z,:'_, b=4 14 (1) (1 11T




Ab- | Sym- ‘ Sym- i { o l Charakteristische Zahlen
leitungs- | metrie- | metrie- | Nr. |- Typus |— B i e
P ey s " | I.Ordnung | Explicite At s BEE
form [ art grisse 2o i Verbandsymmetrie
1 ‘ | i bl
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bb b 4 X

Ty 8 8 84 1 a=8 ;;, =7 14 (1 2) (1 T1Tg), 40
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IV. Tetragonale Syngonie.

abe 10 8 1 8¢ III g a =4 b — 8 8¢ 3 (1 III)

abe 10 8 a - 1 a=8 b=8 c¢c=7T 8¢ 1 (LILI)

“be 10 8 3 . 1 L R L
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S be 10 8 4 - 1 =L p—6 c=2 |17(p2 @l
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abe 12 8 2 5 1 a:5j [ 3[ 6:7/ 8;51(111[)’

abe 12 8 3 o 1 a = b= c—17 6(x 1)1 [H)’

abe 12 8 4 o 11 a =5’ "b=8t o= aG 2N (L I1T)
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Ab- Sym- Sym- ‘ e Charakteristische Zahlen S
leitungs- | metrie- | metrie- | Nr. | g | ; byﬁ‘mbvol
= ; 5 1. Ordnung | Explicite o ; . des Systems
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abe 15 16 24 | 104111 14 l@a=14 b=36' ¢=27 | 7(¢8) (411D

RO 1 16 25 i 14' =5 b= Si6G o =— 9T L (rc) (4 TETE)
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Triparalleloédersysteme XVI. Ordnung. |
Z’ be ; 15 ‘ 16 1 ? 10 ¢ 111 1 | V(—l—,*——'—l—; b=3 .c=17 : 7 (%.8) (1 I1I); 4.
0 @ 4 |
g,bc e 16 2 1 Zi i—j b=17 ¢=38 | 10710111,
;‘ b e 1 16 3 ‘ 1 Z i b2 b LN Tl \ |
%, be' | 15 16 4 . ‘ 1 Z - ; b=6 c¢=2 |18 (y3) (11,
%b ; 15 16 5 | 1 % = i b—=3 c¢=7 | 7(x4) (1IN, ‘
Yhe 15 16 5 | 1 2:3— b—7 ¢=3 | 107811, I
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£ z | 15 16 9 : ‘ 1 == i— g = 2 e Z 21 (7 1) (1 11,5 l{
% Z 21 1 e 10 ‘ 1 a=g ﬁ—;’ %:Z 1072 (1111), g
a Z i | 15 16 11 ; 1 a=1" %;:% Z :Z‘ 7 (13) (1 D)y :
sl 1 16 | 12 5 1 a=8 2:3’— f=L l1g9am,, H
a %l— 15 16 s . 1 a=1 51_—_3 : Z‘ 18 (1 1) (1 10}y 5
a 5’ 21 1 16 14 1 g2 2:3 g;:g—i 18 (7 2) (1 11D), 4
a j}’ " 15 16 15 1 G 5} - 3 z - % 18 (1 3) (1 ID)yq.
a [b L 150 e 16 < | 1 4=8 Zi = ‘j ;4 = ; 8 (1 4) (1 111)y.q, 1
Z be 15 16 17 @ 3 1 :’::Z bi==8 i sc =12 suon (A i) f J
; be 15 16 s | 1 i: = Z b=g - o=8 |31 GH01,
She 15 16 19 ; , 1 Z~i =8 c=2% |21 (1) il
Soe 15 16 20 ey i 3’—; Fia i o L

51. Hexa- und Heptaparalleloédersysteme haben unter einander so viele Analogien,
dass es sachgemiss erscheint, dieselben zusammen zu behandeln. Diese Analogien riihren
daher, dass ausser fiir die trikline Syngonie diese Raumfiguren stets Grenzflichen besitzen,
welche nicht singuliren Colonnen zugeordnet sind. Da aber dieser Umstand der wichtigste
ist bei der Auffindung der Ableitungsformen, so kommt es, dass in den iiberaus meisten
Fillen diesen Systemen dieselben Punktsysteme zu Grunde liegen. Daraus entsteht die auf- i
fallende Analogie auch in den Symbolen. Am schirfsten ist diese Analogie fiir die tetragonale =

e S & e 3, W 35 . - o, FI%. 5
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und die hexagonale Syngonieart ansgepriigt (fiir die letztere zeigen mit diesen Systemen auch
die Triparalleloédersysteme auffallende Analogie). Umgekehrt tritt am schirfsten der Unter-
schied fiir die kubische Syngonie zu Tage, da z. B. Systeme II. Ordnung nur unter den
Hepta- und nicht unter den Hexaparalleloédersystemen bestehen.

Was speciell die Systeme II. Ordnung betrifft, so ist offenbar, dass allein die Ableitungs-
formen all (resp. 1al, 11a), laa (resp. ala, aal) und aaa denkbar sind. Fir die trikline
Syngonie haben wir die Gleichwerthigkeit der Ableitungsformen @11 und aaa fir die Hexa-
paralleloéder und @11 und laa fir die Heptaparalleloéder, indem die ersten wie die letzten
sich auf triparallelogonale primiire Schichtensysteme, aaa fiir Heptaparallelodder auf Gitter-
systeme, laa fiir Hexaparalleloéder auf diparallelogonale Schichtensysteme beziehen. Da
aber die Schichten I. Ordnung der Schichtensysterme nur den singuléiren Flichen ent-
sprechen koénnen, welche fiir die kubische Syngonie unmoglich sind, so ergiebt sich daraus
von selbst, dass fiir dieselbe die Hexaparallelo&dersysteme unmdglich sind.

Sonst ist der Ableitungsgang der Systeme II. Ordnung so einfach, dass er schwerlich
aufklirender Bemerkungen bedarf?).

!) Bei dem Vergleich ganz verschiedener Paralleloédersysteme ersehen wir als einen recht allge-
meinen Fall, dass denselben ein und dasselbe regelmissige Punktsystem zu Grunde liegt, was iibrigens
aus den Symbolen direct einleuchtend ist. Da aber simmtliche re elmissigce Punktsysteme sich unter
einander durch das Gesetz der Vertheilung der Symmetrieelemente scharf unterscheiden, und auch uwm-
gekehrt diejenigen, welche dieselben Symmetrieelemente in derselben riumlichen Vertheilung enthalten,
als ein einziges aufgefasst werden, so zeigt dieser Umstand, dass die Verschiedenheit solcher Systeme
nicht in dem Gesetz dieser Vertheilung ihren Grund findet.

Von Anfang an wurde in dieser Arbeit hervorgehoben, dass jetzt nicht nur allein die Symmetrie-
elemente und deren Vertheilung im Raume, sondern auch die Vertheilung der Colonnen und Schichten
und deren Verhiltniss zu den Symmetrieelementen in Betracht zu ziehen sind. s wurde von Anfang an
festgestellt, dass diese letzte Vertheilung in den Systemen der Paralleloéder verschiedener Art verschieden
ist. Dabei bleibt es iiberhaupt gleichgiltig, ob wir mit primiren oder beliebig secundéren Parallelosdern
operiren, da diejenigen Constructionen, welche hierzu dienen, keinen Einfluss auf die Vertheilung der
Colonnen und Schichten im Raume besitzen.

Aber es ist am Platze, darauf hinzuweisen, dass es besondere Constructionen giebt, welche dazu
fithren, die Form der als primiir aufgefassten Parallelodder zu dndern, oder sogar die Paralleloéder einer
Art in eine andere zu tiberfithren.

Fig. 20. Fig. 21,

Um die Constructionen I. Art an einem Beispiel zu veranschaulichen, vergleiche man die in der
Fig. 20 dargestellte Construction. Man sieht, dass sie zu denjenigen gehort, welche ein primires
Paralleloéder in ein secundires verwandeln; wenn aber auch diese Construction keinen Einfluss auf

die Vertheilung der Schichten und Colonnen besitzt, so wird durch dieselbe doch die Form des Parallelo-
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52. Die Systeme III. Ordnung sind den Triparalleloédern so nahe analog, dass jetat
nur auf die Ausfithrungen des § 40 Bezug zu nehmen ist.
Was nun die Lage der polaren Schraubenaxen betrifft, so ist leicht zu beweisen,
dass ihre Schnittpunkte mit den Grenzebenen durch folgende Construction bestimmt werden.
Fir das Hexaparalleloéder (Fig. 22) ziehe man die lingere Rhombendiagonale ab, be
und ¢a und von Punkt 4 aus die Geraden Ae und Ae’, wo e und e’ die Mittelpunkte der
entsprechenden Kanten sind. Die Schnittpunkte » bestimmen die rechten, und die Schnitt-
punkte ! die linken Axen.

Fig. 22. Fig, 28,

Fiir das Heptaparalleloéder (Fig. 23) ziehe man die Diagonalen aa’, b6’ und c¢’, und man
verbinde die Eckpunkte 4, 4‘, B, B‘, C und C’ der zur Axe senkrechten Grenzebene resp.
mit den Mittelpunkten e, ¢, f, ', g und g’ der Kanten. Die Schnittpunkte » bestimmen
die Lage der rechten, die Schnittpunkte ! die der linken Axen.

gders wesentlich verdndert; es entsteht diejenige Form, welche vom Verfasser seit den 70er Jahren als
verlingertes Hexaparalleloéder bezeichnet wurde.

Noch tiefgreifender ist die in der Fig. 21 veranschaulichte Construction, welche, obgleich sie ebenfalls
zu denjenigen gehort, welche die priméren Paralleloéder in die secundéren verwandeln, aber jetzt, dem
Wesen nach, das Parallelodder einer Art, und zwar das Tetraparalleloéder, in ein Paralleloéder anderer
Art, in das Triparalleloéder, verwandelt, oder auch umgekehrt, das Triparalleloéder in das Tetraparalleloéder.
Als Resultat dieser Construction erhilt man eine ganz andere Vertheilung der Colonnen und Schichten. Man
sieht aber, dass man dieses Resultat nicht stufenweise, sondern nur aunf einmal, abrupt, erzielt; es giebt
keine Uebergiinge zwischen beiden extremen Fillen, und somit kann kein Zweifel entstehen, von welchem
Punkt an man anstatt des Tetraparalleloédersystems ein Triparalleloédersystem, oder umgekehrt, erhilt.
Derartige Constructionen lassen sich auch fiir andere Paralleloéderarten aufstellen. Auf diese Verhalt-
nisse wurde vom Verfasser seit der Aufstellung der Theorie der reguliren Plan- und Raumtheilung
hingewiesen (E. G. L. § 58).

Zum Schlusse sei noch erwihnt, dass unter den hier aufgestellten Systemen auch so nahestehende
vorkommen, dass es vielleicht in Frage gestellt werden kann, ob dieselben nicht als identische
aufzufassen wiren. Hierzu gehoren z. B. einerseits alle diejenigen Tri- und Tetraparalleloédersysteme,
in welchen die REinheiten asymmetrisch sind und zugleich Symmetrieebenen als die peripherischen
Elemente der Verbandsymmetrie auftreten, andererseits diejenigen, in welchen dieselben Symmetrie-
ebenen explicit auftreten, wenn dabei das zu Grunde liegende regelmiissige Punktsystem dasselbe bleibt.
Es giebt in dieser Hinsicht analoge Fille, in welchen die 2-ziihlige Symmetrieaxe einerseits peripherisch,
andererseits explicit auftritt. Analoges gilt fiir Triparalleloédersysteme mit asymmetrischen Einheiten
und peripherischen 4-zihligen Symmetrieaxen u. s. f. In allen derartigen Fillen sind die Systeme zwar
durch entsprechende Symbole von einander scharf zu unterscheiden (die Systeme erweisen sich noth-
wendiger Weise als zu verschiedenen Ordnungen zugehorig), aber denselben liegen nicht nur
identische regelmiissige Punktsysteme zu Grunde, sondern auch die Vertheilung der Schichten und
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53. Da die Auffindung der Systeme IV. Ordnung umstindlicher ist, wollen wir die-

selbe etwas ausfithrlicher angeben.

Drei Zahlen abe der Ableitungsform kbnnen keineswegs simmtlich von einander un-
abhiingig sein, da dies mindestens das System VIII. Orr‘hnn’;g{ bedeuten wiirde.

B

Keine von den Zahlen () und ¢ kann ¢

rachten wir zuerst die phanerotopischen Hexaparallelogders

1 sein. Wenn eine

er Richtung

o
5
1

eine andere

so wiirden wir eine Colonne I. Ordnung und nicht singul o

; <]
gleichwerthige Colonne I. Ordnung wiirde die FEntstehung einer Schicht I Ordnung

bedingen, und das System wire kryptotopisch. Auch keine von den Zahlen ¢ und & kann
und

gleich @ sein da wir sonst eine Cn}onne nicht singulérer Richtung erhalter

folglich das System ein kryptotopisches wire.

Fiir Heptaparalleloédersysteme haben wir, dass keine der

kann, und zwar aus demselben Grunde. Auch fiir sie kann a w

da h:-w Gleichheiten die Entstehung der Reihen I. Ordnung mzd

bedingt hitten, und zwei gleichwerthige Colonnen I. Ordnung wii eines

Schichtensystems bedingen.
a

5

54. Wenn eine Colonne hdherer Ordnung — vorhanden ist und eine andere durch
a

b : ! )
charakteristische Zahlen % bestimmt wird, so folgt, dass, wenn b=a, & nich
42

sein kann; wire dies der Fall, so wiirden wir ein Netz I. Ordnung haben, welchem auch
die Hinheit @’ angehtrt hitte, und dann wiirde auch o gleich @’ sein, was der Aunnahme
{ o) 1 ()
widerspricht.
y : ,_ @ : ;
Daraus folgh, dass wenn eine Colonne hdoherer Ordnung —, vorhanden ist,
: a

keine phanerotopische Colonne durch eine der Zahlen o oder o/ charakterisirt
werden kann.

Wenn a =250, so ist leicht einzusehen, dass auch a‘="5' sein muss. In der That
b’ gehiren aber einer

bestimmen die Hinheiten @ und b eine Reihe I. Ordnu
arallelen Reihe I. Ordnung an und sind folglich unter e},nu,ndcr gleich.

Colonnen darf als analog angesehen werden. Dem Wesen nach besteht hier der Unterschied darin, dass,
was in einem Fall fiir eine einzige mit expliciter Symmetrie begabte Einheit gilt, in anderem Fall fiir

eine Gesammtheit von 2, von 4 Einheiten angenommen wird, welche dabei ebenso viel in ihrer expliciten
Symmetrie verlieren.
Ich halte aber denjenigen Standpunkt in rein geometrischer wie in praktischer Hinsicht (in Bezug

auf die Anwendungen auf die Theorie der Krystallstructur) als allein richt von welchem aus solche

Systeme als verschiedene behandelt werden.

Vom rein geometrischen Standpunkte kénnen wir néimlich als Einheiten ebenso asymmetrische wie
durch verschiedene Symmetricelemente ausgezeichnete Finheiten annehmen, und dieser Umstand allein
ist hinreichend, um den Unterschied der Systeme festzustellen. Dabei aber ergiebt sich auch der Unter-
gchied in den gegenseitigen Verhiiltnissen der Symmetrieelemente und Colonnen resp. Schichten.

Vom Standpunkte der Anwendungen ist natiirlich die Frage, was eigentlich fir eine Einheit
der Krystallstructur anzunehmen wire, nicht einstimmig und unwidersprechlich aufeelgst, und es bleibt
noch viel Raum, diese Frage von verschiedensten Seiten zu behandeln und in erster Linie die physi-
kalischen Folgerungen von verschiedenen Ammahmen zu erschopfen. Hs wire also nicht zweckmissig,
von Anfang an Dinge zu identificiren, welche nach einem lingeren Ueberlegen und Experimentiven als
sehr verschiedene sich erweisen kénnen.
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hoherer Ordnung unméglich, da jetzt tiberhaupt nur drei verschiedene charaktenshsche
Zahlen zur Verfiigung stehen.

L . i ; : a
Fir Systeme IV. Ordnung ist die Annahme zweier verschiedener Colonnen - = und

55. Bei der Auswahl der charakteristischen Zahlen sind folgende Beschrinkungen zu
beriicksichtigen.

Fiir das Hexaparalleloéder sind die Annahmen a=38, a =7, a =23, a=7', a=4 aus-
geschlossen, da di

se Annahme das Auftreten der entsprechenden Symmetrieelemente in

expliciter Form zur Folge hitte, und dann wiirden sie iberhaupt kein Element der Verband-
7o |
symmetrie sein. Ist ¢ = 3’ =0 ist b =17’ a = 5.

Fir das Heptaparalleloéder ist nothwendig anzunehmen, dass bei ¢ =3, ¢ = 7 und
bel @ =3, b="17, und umgekehrt (bei ¢ =7, c=23 und bei b =17, g — 2

56. Fiir Systeme der monok

3 sind verschiedene Grundtypen zu beriick-
sichtigen, und zwar 3 VI und 3y VI’ fiir das Hexaparalleloéder, 3y VII und 3y VII' fiir
das Heptaparalleloéder.

Fir den Typus 3y VI mit Verbandsymmetrieelement 14 5 und 5 erhalten wir

direct simmtliche phanerotopische Systeme durch einfache Permutation der Zahl len, wobei
die Zahlen b und ¢ als gleichwerthige nicht permutirt werden. Dies hat darin seinen

Grund, dass man weder b==¢, noch @ =10 (resp. ¢) setzen kann.

=

e i i ; : 5

Fiir die kryptotopischen Systeme kann man @ nur gleich = setzen, da 1¢ central ist;
o - 54 y )

: 5 5 5 :

b kann ausser — noch -, aber nicht — gleich gesetzt werden.
D to]

51 'Rl g 1

=
1k

Fir den Typus 3y VI’ und phanerotopische Systeme ist ebenfalls weder & = ¢ noch
@ = b (resp. ¢) zu setzen erlaubt, und nun bleiben die Zahlen & und ¢ zu permutiren.

In den kryptotopischen Systemen kann die Colonne a iiberhaupt nicht kryptotopisch
. 4o
auftreten, da weder @ = 4 noch @ = 8’ zu setzen erlaubt ist. Fiir & ist das Setzen Y nicht

zuléissig (daraus wiirde nothwendig 5‘ explicit erscheinen). Hs bleiben also zwei zuliissige
_ el D! b 5’
und zwar e nd b L

Fiir den Typus 3y VII der dnptapamlleloéder haben wir mit dem Typus 8y VI so
auffallende Analogie, dass es nur der Wiederholung bedarf.

Annahmen iibrig,

Stimmtliche phanerotopische Heptaparallelogdersysteme IV. Ordnung sind iiberhaupt
Colonnensysteme, da dieser Raumfignr 7 Colonnen zugeordnet sind, wihrend die Anzahl
der Verbandsymmetrieelemente 8 ist, und keine von ihnen zu mehr als einer Colonne
gehoren kann. Nun existirt in dem Typus 3y VII* nur eine einzige (verticale) Colonne
singulirer Richtung; sie muss also nothwendig die Colonne I. Ordnung sein; daraus folgt
aber, dass 6=1¢' und ¢=1"% also b=10'—¢c—

¢’. Diese Bedingung fiihrt aber dazu,
dass allein die Ableitungsform abb zuldssig ist, und dass die vullstandme Darstellung der
Systeme auf die einfache und vollstindige Permutation der Zahlen 4, 5/ und 8¢ hinauskommt.

Fir kryptotopische Systeme ist die Annahme b= 4 iiberhaupt unzuliissig (da das

: - S g . i
Symmetrieelement central wiire); auch ist die Annahme Tries ausgeschlossen (dies wiirde
Q

o

| Rl
i s
L

ey
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zur expliciten Symmetrie fiihren). Es bleiben also die Annahmen bz‘é? und a = -
(&)
und Iz allein zuldssig.

57. Fir die rhombische Syngonie ist zuerst hervorzuheben, dass nicht bei allen Grund-
typen entsprechende phanerotopische Systeme vorhanden sind, und zwar diejenigen nicht, welche
Grenzflichen besitzen, deren zugeordnete Colonnen von ganz allgemeiner Lage sind, d. h.
zu allen drei singuliren Richtungen schief stehen. Solche Richtungen treten in der An-
zahl 4 gleichwerthig aunf. Sehen wir von der 8. Symmetrieart ab, so finden wir, dass
simmtliche Elemente der Verbandsymmetrie schneidende sind. Jedes derselben, einzeln
genommen, hestimmt eine Reihe resp. eine Colonne I. Ordnung; zwei derselben wiirden also
ein Schichtnetz resp. eine Schicht I. Ordnung bestimmen. Solche Systeme IV. Ordnung
konnen aber nicht phanerotopisch sein. Die Systeme der 8. Symmetrieart lassen sich aber
von den vorigen durch Einfithren der expliciten Symmetrie ableiten. Dabei bleibt aber die
Ableitungsform unberiihrt erhalten.

Somit sind die phanerotopischen Systeme nur fiir die Typen 7 VI, 7 VII, 3¢ VI,
3" VII, 3" VII, 7y VI und 7y VII zulis
die Ableitungsform abe, und fiir Heptaparallelodder abb. Fiir jede Symmetrieart sind

sig. Fir Hexaparallelogder gilt dabei allein
dann nur die charakteristischen Zahlen zu permutiren mit Riicksicht auf die scheinbare
Symmetrie.

Die kryptotopischen Systeme lassen sich als solche, welche aus lauter Schichten resp.
Schichtnetzen I. Ordnung bestehen, besonders einfach ableiten, in Anbetracht, dass die
Schichtebenen nur die singuliren sein kinnen.

58. Hiir die Systeme der tetragonalen Syngonie ist die Moglichkeit des Auftretens der
Symmetrieelemente als die des Verbandes in ansehnlichem Grade beschrinkt, und es erscheint
zweckmissig, die individuellen Eigenschaften dieser Elemente tabellarisch darzustellen. Die
peripherischen Symmetrieelemente stehen frei zur Verfiigung. Die wenigen Beschrinkungen
in dieser Verfiigung sind oben (§ 55) erwdhnt. Das Auftreten eines centralen Elementes
hat die Entstehung einer Colonne II. Ordnung zur directen Folge. Ist aber diese Colonne
von nicht singuléirer Richtung, so werden dadurch 4 Colonnen (in der Anzahl der gleich-
werthigen Richtungen) II. Ordnung bedingt; folglich kommt das phanerotopische System
zu Stande. Speciell fiir 1’ (@ des Hexaparallelodders) wird zuerst nur die singuliire phanero-
topische Schicht bedingt; fiir dieselbe gilt aber jetzt der 1. Satz, § 29; obgleich die Gleit-
richtung nicht die singulire ist, so folgt doch aus dem Vorhandensein der 4-zihligen
Deckaxen nothwendig, dass stets zugleich beide unter einander senkrechte Gleitrichtungen
vorhanden sind. Auf Grund dieses Satzes ist die Folgerung aufzustellen, dass auch in diesem
Falle das System phanerotopisch ist. Kurz ausgedriickt, tritt ein einziges centrales Element
der Verbandsymmetrie auf, so ist das System phanerotopisch. Tritt ein schneidendes Element
in singuldrer Richtung auf, so ist dadurch das Colonnensystem bedingt. Wenn aber die
Richtung nicht die singulire ist, so wird ein Schicht- resp. Schichtnetzsystem bedingt,
welches nicht das phanerotopische sein kann, sondern nur das kryptotopische. Wie aber jetzt
die Schichten nur singulir sein konnen, so muss die durch das gesagte Element bedingte
Colonne der singuliren Ebene parallel sein. Solche Systeme lassen sich aber besonders
einfach darstellen. '
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Nun lassen wir alle diese Eigenschaften der Symmetrieelemente tabellarisch zu-

sammenstellen.

1690816 OF Bl o8 At S0l 3L g0 s Tt e R

‘ a ph s 8 s 8 x ph — ph x x — — — —

Hexaparalleloéder 1 b s ph ¢ § — x x 8 § — — — — ¢ —

1 cliim e ph =y X AN e e

[ 0 e e S gi Rt pliae s SN e R s e et

Heptaparalleloéder { b s x x s 8 ph ¢ B e

i € i ex % nanephiiic S el e

In dieser Tabelle bedeutet ph phanerotopisches, ¢ Colonnen-, s Schicht- resp.
Schichtnetzsystem, — bedeutet ein peripherisches Symmetricelement und x ist ein un-
zuldssiges.

Die Aufsuchung der Systeme bezieht sich eigentlich auf die 9. und 11. Symmetrieart,
und auf diejenige der 10., 12., 13. und 14., welche explicit das HElement 5 enthalten; die
tbrigen lassen sich von den vorigen einfach durch Hinzuffigung der expliciten 2-zihligen
Symmetrieelemente ableiten. Die Systeme der 15. Symmetrieart lassen sich ebenfalls aus
den vorigen durch die Einschaltung der 2-zihligen Symmetriearten in expliciter Form dar-
stellen; man braucht aber dabei nicht alle vier (und zwar 10., 12., 13. und 14) zu beriick-
sichtigen. Hs sind nur die untergeordneten Symmetriegruppen auszubilden (5., 6., 7., 9.
und 11. Symmetrieart), und dann nur diejenigen zu beriicksichtigen, welche dazu ge-
eignet sind. Wie aber die einzuschaltenden Symmetriearten die Gruppen darstellen miissen,
welche nicht der Gruppe der Verbandsymmetrie untergeordnet sind, sondern davon unabhiingig
sein muss, so konnen wir z. B. simmtliche Systeme aus den Systemea der 12. Symmetrie-
art durch Einschaltung der Symmetrieelemente 2, 4, 6, 8, 2/, 4/, 6/, 8 darstellen, und auf
diese Weise die 5., 6., 7., aber nicht die 9. und 11. Symmetrieart explicit einschalten;
speciell fiir die 9. miissen wir die Systeme der 14., und speciell fiir die 11. die 18. (oder 10.)
Symmetrieart beriicksichtigen.

59. Fiir die Systeme der hexagonalen Syngonie haben wir nur die fiir Triparalleloéder
geltenden Betrachtungen zu wiederholen.

60. Die Systeme der kubischen Syngonie lassen sich simmtlich von denen der
28. Symmetrieart, und diese von denjenigen Systemen der 6. Symmetrieart durch die Ein-
schaltung der expliciten 3-zahligen Symmetrieaxe ableiten, welche solche Einschaltung
zulassen.

Fir Hexaparalleloédersysteme sind also nur die Systeme 1, 2 und 3, und fiir Hepta-
paralleloéder diejenigen phanerotopischen Systeme der 6. Symmetrieart zu beriicksichtigen,
welche dem Typus 6 VII zu Grunde liegen, solche sind aber micht vorhanden. Daraus ist
zu schliessen, dass tiberhaupt Heptaparalleloédersysteme IV. Ordnung der kubischen Syngonie
nicht moglich sind.

Von den drei zu Grunde liegenden Hexaparalleloddersystemen lassen nur 1. und 3. die
genannte Symimetrieaxe einschalten. KEs sind also nur zwei Hexaparalleloédersysteme
IV. Ordnung der 28. Symmetrieart moglich. Die Systeme der 29. Symmetrieart lassen sich
von denselben durch Hinzuftigung des Inversionscentrums ableiten; die beiden sind mdglich.
Die Systeme der 30. Symmetrieart wiirden durch Einschaltung der Symmetrieebene 8, und
die Systeme der 31. Symmetrieart durch die Hinschaltung der 2-zihligen Symmetrieaxe 4’

b
i
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i ! W i zu Stande kommen; solche Hinschaltung ist aber nur fiir System 19 (13 VI) zuldssig
g | f Endlich ldsst sich ein einziges System der 82. Symmetrieart durch die Hinschaltung der
bl i Synlmetriearten 4, 5* und 8 zusammengenommen ableiten.

61. Fir die Systeme VI. Ordnung haben wir nur die fiir Triparalleloédersysteme
geltenden Betrachtungen zu wiederholen.

62. Bei der Auffindung der Systeme VIII. Ordnung und rhombischer Syngonie sind
die Typen 7y VI, 6 VI, 6 VIIL und 74 VII zu beriicksichtigen.

Schicken wir erst als Vorbemerkung den Satz voran, dass jetzt die Schicht- resp.
Schichtnetzsysteme ausgeschlossen sind. In der That wiirden solche Systeme als aus lauter
parallel gestellte Schichten resp. Schichtnetzen I. Ordnung aufzufassen sein, und dann wire

das die Einheiten jeder ersten und dritten Schicht verbindende Symmetrieelement ein vier-

zibliges, was fiir die Systeme der rhombischen Syngonie ausgeschlossen ist. Somit ist aber

zugleich jedes Verbandsymmetrieelement ausgeschlossen, welches eine Colonne re p- Colonnen-

reihe I. Ordnung in nicht singulirer Richtung bedingt.

Darauf fussend, ist es leicht, die hierzu gehorenden Systeme erschopfend darzustellen.

Fir den Typus 7 VI stehen tiberhaupt nur folgende Verl »andsymmetrieelemente zur
Verfligung: 14 2, 2, 5, 5%, 6 und 6% Von diesen ist 5' fir simmtliche Grenzflichen peri-
pherisch, 5 ist fiir @, 6 fiir b und 2‘ fir ¢ peripherisch; 1Y, 2 und 6 sind resp. fiir @,
b und ¢ central; alle tibrigen sind die schneidenden und bedingen die Colonnenreihen
I. Ordnung.

Fiir phanerotopische Systeme sind die letzteren iiberhaupt ausgeschlossen, da ein solches

Element eine Schicht II. Ordnung )ezhnwn wiirde, und das phanerotopische System, welches
aus lauter solchen parallelen Schichten IL. Ordnung bestehe, wiire das System IV. und nicht
VIIIL. Ordnung. Fiir phanerotopische Systeme bleiben somit nur die peripherischen und

centralen Klemente zur Verfiigung stehen. In Folge dessen kbonnen wir zwei derselben

I

beliebig auswidhlen, z. B. b =2, ¢ = nn ist aber @ = 5 nothwendige Folge, und es

bleibt (§ 26) eine andere Fliche d auszuwihlen; nehmen wir in Betracht, dass 2‘ und 6’
nothwendiger Weise in diesem Fall peripherisch auftreten, so finden wir, dass die Annahme

4

d==5' unzulissig ist, und es bleibt eine einzige Annahme d = 1¢ tibrig, und somit kommt

ein einziges hierzu gehoriges System zu Stande.

Alle tibrigen Systeme sind die kryptotopischen. Da in denselben nothwendiger Weise
Schichten II. Ordnung vorhanden sind, so sind die Systeme selbst als aus lauter solchen
parallelen Schichten bestehend zu betrachten. Diese Schichten bilden aber dabei eine
kryptotopische Reihe. Der Bestimmtheit wegen konnen wir fir diese Schichten die hori-

zontalen annehmen; somit werden die Combinationen der Symmetrieelemente durch zweck- 4

miissige Vertauschung bestimmt. ;
Fir den Typus 6y VI, wo die Symmetricelemente 1 4, 4/, 5 5 8, 8¢ zur Verfiigung

stehen, finden wir, dass nur 5’ fiir simmtliche Grenzflichen peripherisch ist; ftir die Grenz-

flichen & und ¢ sind simmtliche tibrigen Elemente die schneidenden. Daraus kommt, dass

irgend eine Auswahl, in welcher zwei schneidende Symmetrieelemente ausgeschlossen sind,

unmoglich ist, also die Systeme selbst unmoglich sind.

2 =SS F A

Die Heptaparalleloédersysteme und zwar des Typus 7y VIL erhalten wir direct, sich auf
die Analogie mit 7y VI stiitzend. 'Die Systeme des Typus 6 x VII sind ebenfalls unméglich.
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63. Fiir die Systeme der tetragonalen Syngonie sind die Schichtsysteme zulissig, da
ein 4-ziihliges Symmetrieelement, welches versteckt auftreten kann, wirklich vorhanden ist:

das ist die polare 4-zihlige Schraubenaxe. Dieiexniwn schneidenden Symmetrieelemente,
welche eine zur singuliren Richtung schief stehende Colonne I. Ordnung bedingen, sind
giinzlich ausgeschlossen. Diejenigen, welche eine fler singuliren Ebene parallele Colonne
I. Ordnung bedingen, fithren zur Aushildung dex Schichtsysteme, und diejenigen in der

singuldren Richtung zur Ausbildung der Colonnensysteme; die letzteren konmnen aber nicht

visch auftreten, da

st die Systeme hochstens IV. Ordnung zu Stande kiimen.
Das Auftreten eines centralen Verba indsymmetrieelementes bedingt nothwendig die Ausbildung

des phanerotopischen Systems.

Die Schichtsysteme VIIL Ordnung sind nur dann mdglich, wenn simmtliche krypto-

topisch auftretende polare bmn wubenaxen von einem und demselben Windungssinn sind.

Dabei ist aber das Vorhandens icher Elem

ite der OIL(‘I;LH b)_y nmetrie ‘M!b“(,m(,zll()%“(ljl

£

1en
Folglich sind solche Systeme allein fiir die 13. Symmetrieart zul

Bei der Aufsuchung miissen wir wieder von der Tabel lle, § 58, Gebrauch machen. Fiir
die Systeme VIII. Ordnung sind aber auch die Armahmeu @ =3’ und @ = 7' ausgeschlossen

(es wiirde daraus explicite Symmetrie folgen).

Fir die 10. Symmetrieart sind die Schie chtsysteme ausgeschlossen; fol glich keine zwei

von drei Zahlen a, b, ¢ o

leich sein konnen. Wie aber fiir Hexaparallelodder die Annahmen

, @ =17 ebenso ausg

0— schlossen sind, so muss entweder b oder ¢ einer dieser Ziahlen

gleich sein. Aus den hierzu gehdrenden Zahlencor hyle)m 2345678 sind fur & und ¢

die Zahlen 4 und 8 ausgeschlossen. Andere Annahmen sind unzuldssig,

Die Heptaparalleloddersysteme lassen sich direct auf Grund der mit der ersteren bestehen-
den Analogie

Fir die

4 Dd

nahme bi— 74 ¢-— 3

t sich das einzige phanerotopische System aus der An-

=)

direct auffinden, da daraus a =

5, und die Lagen der 4-zihligen
Schraubenaxen eindeutig bestimmt sind. Dabei ist d = 1. Es bleiben allein die Annahmen
tbrig, dass d =5 yesp. 5 ist, und dann treten zwei kryptotopische Systeme zu Tage.

:

I
Die Heptaparalleloédersysteme ergeben sich direct auf Grund ihrer Analogie.

Kbenfalls I

st sich fiir die 13. Symmetrieart das einzige vorhandene phanerotopische
Hexapcx*wl}eloédﬂr»«‘y%em dadurch eindeutig bestimmen, dass man z. B. $ =7 und ¢ = 9
setzt. Als phanerotopisches enthilt es nothwendiger Weise die polaren Axen von entgegen-
gesetztem Windungssinn, Andere Systeme lassen sich dadurch bestimmen, dass man entweder
den beiden Zahlen b und ¢ die Bedeutungen 3 oder 7 zuschreibt, oder eine dieser Zahlen
wird z. B. b und die andere ¢’ zugeschrieben. Im ersten Falle &' und ¢, 1m zweiten b’ und ¢
kommen die eindeutig festzustellenden Zahlen fiir peripherische Symmetrieelemente 2
oder 6’ zu.

Wird aber eine der letzteren Zahlen als der Ausdruck einer schneidenden Schrauben-
axe angenommen, so entstehen nothwendig die Schichtsysteme mit kryptotopischen polaren
Axen. Je nach dem Windungssinne unterscheidet man zwei verschiedene Systeme.

Fiir Heptaparalleloéder werden die Systeme auf Grund der Analogie direct erschépfend
aufgefunden.
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Fir die 14. Symmetrieart geht die Auffindung der Systeme besonders einfach vor
sich, da es nothwendig ist, fiir & und ¢ die Zahlen 3‘ und 7‘ zu setzen, und fir die
iibrigen schiefen Flédchen sind die peripherischen' und nur diejenigen schneidenden Symmetrie-
axen zu setzen erlaubt, welche die Reihen I. Ordnung bedingen.

Die Systeme der 15. Symmetrieart lassen sich aus den vorigen durch Einschaltung
eines 2-ziihligen Symmetrieelementes in expliciter Form ausbilden. Es sind also die Systeme
der Priifung zu unterziehen, ob sie eine solche Einschaltung zulassen. Diese Operation ist
allein fiir die explicit auftretende Axe 5 nicht zuldssig, da dieselbe stets eine untergeordnete
Symmetrieart ausbildet. TFiir dieselbe ist also eine specielle Operation anzuwenden.

Auf Grund des 1. Satzes, § 29, schliessen wir, dass in diesem Fall die der singuliren
Ebene parallelen Reihen nothwendig I. Ordnung sind; die dieser Ebene parallelen Schichten
sind also hochstens II. Ordnung. Iin hierzu gehbrendes System wire also als solches auf-
zufassen, welches aus lauter parallelen Schichten hochstens II. Ordnung bestehe. Schichten
I. Ordnung kann es jetzt nicht geben, da ein 8-zéhliges Symmetrieelement, welches in diesem
Falle kryptotopisch auftreten miisste, nicht vorhanden ist. KEs sind also allein die Schichten
II. Ordnung zuldssig, welche eine Aneinanderfolge von 4 verschiedenen Gliedern darstellen,
und keine Einheit einer dieser Schicht kann dieselbe Orientirung mit keiner Hinheit jeder
der 3 anderen Schichten zulassen. Somit sind als Verbandsymmetrieelemente alle diejenigen
ausgeschlossen (2 4 6 8), welche dieser Bedingung nicht geniigen; auch 3 und 7 sind aus-
geschlossen, da sie den kryptotopisch auftretenden polaren Schraubenaxen angehtren miissen
(wobei natiirlich die Axen beiderlei Windungssinnes hitten vorkommen miissen). Fiir 4 Paar
schiefer Flichen bleiben allein folgende Gruppen zuldssig: a) 1'5/ b) 267 ¢) 48/, d) 3' 7"
Da aber von zwei Gruppen b) und c) eine den Symmetrieelementen angehort, welche die
Ausbildung der Colonnen I. Ordnung und folglich auch die Schichten I. Ordnung bedingen,
so ist auch von denselben nur eine zuliissig. Daraus folgt, dass iiberhaupt kein hierzu
gehoriges System vorhanden ist.

64. Die Systeme kubischer Syngonie lassen sich einfach aus den fritheren durch die
Einschaltung der 3-ziihligen Symmetrieaxe explicit ableiten.

Fiir Hexaparalleloéder der 29. Symmetrieart ist das einzige System 1 der 8. Symmetrie-
art um die Moglichkeit dieser Einschaltung zu priifen (wie aber dies zuliissig erscheint, er-
halten wir wirklich ein hierzu gehoriges System). Fiir Hexaparallelogder der 30. Symmetrieart
erhiilt man auf eben diese Weise aus dem System 1 der 14. Symmetrieart, und fir die
31. Symmetrieart erhilt man das neue System aus System 1 der 13. Symmetrieart. Wie
aber in allen diesen Fillen je ein einziges System zur Verfiigung steht, so sind alle {ibrigen
Annahmen ausgeschlossen, und keine Systeme mehr moglich.

Endlich erhalten wir noch zwei neue Systeme der 32. Symmetrieart durch die Ein-
schaltung des Inversionscentrums resp. der Symmetrieebene 8 in die eben erhaltenen Systeme.
Auch jetzt sind alle {ibrigen Annahmen ausgeschlossen.

Die analoge Priifung fiir das Heptaparalleloédersystem fithrt uns dazu, dass dem
System 1 der 8. Symmetrieart die 3-zéhlige Symmetrieaxe nicht eingeschaltet werden kann, was
ilbrigens daraus augenscheinlich ist, dass aus drei gleichwerthigen (in Bezug auf die einzu-
schaltende Symmetrieaxe) Zahlen 8, 8/ und 4 zwei der geraden und eine der Decksymmetrie
gehtren. Fiir die Systeme der 13. und 14. Symmetriearten fithrt uns die Priifung zum




positiven Resultate, und wir erhalten zwei neue Systeme der 80. und 31. Symmetrieart und
dabei je eine mit Ausschluss der iibrigen Annahmen. Aus diesen beiden lisst sich durch
Einschaltung des Inversionscentrums ein und nur ein der 32. Symmetrieart zugehorendes
System erhalten.

65. Was die Systeme XVI. Ordnung betrifft, so sind folgende Annahmen zu priifen:
a) entweder besteht ein solches der 15. Symmetrieart angehdrendes System aus lauter parallelen
Schichten I. Ordnung, oder b) sind solche Schichten IL. Ordnung, oder endlich ¢) sind diese
Schichten IV. oder hoherer Ordnung.

Die Annahme a) ist von vornherein ausgeschlossen, da fiir dieselbe das Vorhandensein
eines 8-ziihligen Symmetrieelementes nothwendig ist, welches kryptotopisch auftreten wiirde.
Solche Symmetrieelemente sind aber nicht vorhanden.

Die Annahme b) schliesst aus der Reihe der Verbandsymmetrieelemente diejenigen,
welche durch die Zahlen 3 und 7 ausgedriickt werden, und auch alle diejenigen, welche eine
Schicht mit der dritten verbindet, also die Zahlen 2, 4, 6, 8, aus; dabei sind die Zahlen der
beiden durch eine Schicht getrennten Schichten von einander nicht unabhingig, sondern
derart verbunden, dass aus denselben die resultirenden 4-zihligen polaren Axen herauskommen.
Hier liegen offenbar zwei und nur zwei Moglichkeiten vor: es sind entweder die Zahlen einer
Schicht 3 und 7/ und der anderen 5‘ und 1‘, oder die Zahlen einer Schicht 2¢ und 6‘ und
der anderen 4’ und 6‘; beide Annahmen fiithren aber zu Systemen VIIL Ordnung.

Die Annahme der Schichten IV. Ordnung erfordert, dass fiir jede der zwei Schichten
Je vier den gestellten Bedingungen geniigende Elemente der Verbandsymmetrie vorhanden
sind. Dies ist aber nicht der Fall, da von den vier Elementen 2¢, 4% 6‘ und 8’ stets zwei
schneidende sind, welche die Entstehung von Schichten hachstens II. Ordnung bedingen.
Da weitere Annahmen ausgeschlossen sind, so erhalten wir als Resultat, dass tiberhaupt
Hexa- und Heptaparalleloédersysteme XVI. Ordnung nicht moglich sind.

Y. Hexa- und Heptaparalleloéder II. und hoherer Ordnung.

|

Charakteristische Zahlen

] “\ ')'0‘ S?*m o # i}ﬁij_ LN Lypue = ‘ i Symbol
sty e et e | I. Ordnung | Txplicite | - ‘_ I | des Systems
form art orosse | SHll Rl Verbandsymmetrie
’ < \ Symmetrie |
Hexa- und Heptaparalleloéder II. Ordnung.¥)
I. Trikline Syngonie.
laa 2 2 el s | 1 ’ @ — b a (1 VI)s
aaa 9 2 [ & b ‘ a5 a (1 VI)5
all 2 2 1 17z VII 1 ‘ @ =5 (1\’[1)
aa 2 2 2 il i @ — 5 7 (1 VII¢

9y

*) Der Anschaulichkeit wegen sind simmtliche Hexa- und Heptaparallelotdersysteme bildlich in
den Tafeln VI—XIII dargestellt. Aus diesen Tabellen ist sehr leicht die Tri- und Tetraparallelodder-
systeme mit der ihnen entsprechenden Lagerung der Symmetrieelemente in Vorstellung zu halten. Dies
ist aber fiir Hexa- und Heptaparalleloédersysteme etwas schwieriger.
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66. Was die Auffindung der Tetraparalleloddersysteme betrifft, so ist dieselbe fiir alle
Symmetriearten, ausser den hexagonalen, durch die nahe Analogie mit Triparalleloédersystemen
in fusserstem Grade vereinfacht, so dass diese Auffindung fast als eine Wiederholung zu be-

trachten wire. Dieselben Symmetriearten werden aber jetzt durch andere charakteristische
Zahlen ausgedriickt, und zwar anstatt 5 muss man jetzt 7

, anstatt 5/ — 7/, anstatt 2 und 6
2 und 8 und anstatt 2 und 6/ 2‘ und 8‘ setzen. Aus dem Standpunkte der Lehre von
der scheinbaren Symmetrie sind aber jetzt die Symmetrieelemente 2 und 8‘, 2 und 8 absolut
von einander zu unterscheiden, und zwar desswegen, weil 8¢ und 8 senkrecht zu Schichten
sind, welche durch 2‘ und 2 bedingt werden konnen. Aus diesem Grunde erscheinen die
meisten Triparalleloédersysteme der monoklinen Syngonie und diejenigen des Typus 5 III
der rhombischen in Doppelzahl. Das ist nur dann nicht der Fall, wenn Symmetrie-
elemente vorhanden sind, durch welche das Zustandekommen beider in gleicher Form
(central resp. schneidend) bedingt sind.

Hs bleiben also speciell die Systeme der hexagonalen Syngonie zu besprechen.

Der leitende Hauptsatz bei dieser Auffindung ist der, dass die der singularen KEbene
parallelen Schichten entweder I. oder III. Ordnung sein kinnen. Um den Beweis dafiir zu
erbringen, braucht man nur darauf hinzuweisen, dass den Grenzflichen der singuléiren Zone
ausschliesslich 5 und 9 zukommen und simmtliche andere ausgeschlossen sind. Diese Zahlen
weisen auf die peripherisch auftretende 3-zihlige Symmetrieaxe hin; die Zahlen 3,3/, 7,74
11, 11° wiirden auf die explicit auftretende G-zihlige Symmetricaxe oder auf die Axe der zu-
sammengesetzten Symmetrie 1. Art hinweisen (was direct aus dem 1. Satze, & 18 I (il
folgt); die Zahlen 1/ 5‘ und 9 wiirden auf das explicite Auftreten der 6-zithligen Axe der
zusammengesetzten Symmetrie II. Art hinweisen. Was endlich die Symmetrieelemente 2, 2¢,
4, 4/, 6, 6, 8, 8, 10, 104 12 und 12’ betrifft, so kann keines von denselben als peri-
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pherisches Verbandsymmetrieelement auftreten, sondern nur entweder als centrales oder als
schneidendes, also nicht in der Form von Symmetrieaxen oder Symmetrieebenen, sondern
in der Form 2-zihliger Schraubenaxen oder Gleitebenen. Dieselben bedingen aber die
Entstehung der Colonnen der Reihen I. oder II. Ordnung. Bei der Anwesenheit eines von
diesen Verbandsymmetrieelementen miissen also in der singuliiren Schicht und zwar in jeder
derselben angehorenden Colonne oder Reihe die Glieder des aus gleich orientirten Kin-
heiten zusammengesetaten Netzes anwesend sein; somit kann jede Colonne und jede Reihe
dieser Schicht mit der anliegenden parallelen Colonne resp. Reihe durch einfache Translation
verbunden sein; das resultirende Symmetrieelement der 2-zéhligen Schraubenaxe oder Gleit-
ebene mit dieser Translation wiirde aber den Sitzen § 13, 1. Theil gemiss eine 2-zihlige
Symmetrieaxe resp. Symmetrieebene gewesen sein. Dieselben werden aber, wie eben hin-
gewiesen, als Elemente der Verbandsymmetrie ausgeschlossen.

Auf diesem Satze fussend, schliessen wir, dass simmtliche Systeme IL. und 1V. Ordnung
nothwendig Schichtsysteme sind, welche aber sehr leicht nach der Ordnung der auftretenden
Symmetrieelemente erschopfend aufzufinden sind. Von denselben zeichnen sich diejenigen
I. Ordnung durch phanerotopische singulire Colonnen aus, wihrend in den Systemen
IV. Ordnung die Gleitebene resp. die nicht polare 6-zihlige Schraubenaxe dieser Colonnen
kryptotopisch auftritt. In den Systemen IIL Ordnung tritt die polare 3-zihlige Schrauben-
axe central auf. In den Systemen VI. Ordnung tritt dieselbe Axe kryptotopisch auf (was
auch im Falle der central auftretenden polaren 6-zihligen Schraubenaxe angenommen werden
kann). In den Systemen XII. Ordnung tritt nothwendig die polare 6-zihlige Schraubenaxe
kryptotopisch auf. Schichtsysteme von noch hoherer Ordnung kann es natiirlich nicht
geben, und selbst bei den Systemen XII. Ordnung sind die Elemente der geraden Symmetrie
ausgeschlossen, und es bleibt somit allein die 25. Symmetrieart zuliissig.

In den Systemen, welche nicht Schichtsysteme sind, tritt die 3-zéhlige Symmetrieaxe
(resp. 6-zihlige Axe der zusammengesetzten Symmetrie II. Art) peripherisch auf.

Es bleibt zu erwihnen tibrig, dass die 6-zéihlige Symmetrieaxe gar nicht peripherisch
auftreten kann, wihrend die 6-ziihlige Axe der zusammengesetzten Symmetrie I. Art lediglich
peripherisch in Bezug auf die Grenzfliche a (also halbperipherisch) auftritt.

Wegen der anschaulichen Charakteristik der Systeme werden in den Symbolen die
Buchstaben s, », ¢ und % eingefiihrt, von welchen der erste die horizontalen Schichten,
der zweite die verticalen Schichten, der dritte die verticalen Colonnen und der vierte die
horizontalen Colonnen bezeichnet.

VI. Tetraparalleloéder II. und hiherer Ordnung.
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VII. Die Gleichungen der regelmiissicen Punktsysteme im Raume.
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Symbol Symbol Symbol 7
des Symmorphe Systeme des Hemisymmorphe Systeme des Asymmorphe Systeme i AL
Systems Systems Systems sammen
I. Trikline Syngonie.
1. Hemipinakoidale Symmetrieart (y = b; 2=¢; v = d).
L 42, +2, +1, keine keine 1
2. Pinakoidale Symmetrieart (y — nh; 2 =wnTc; p — %7 d).
la. 4, +4, +244 : . keine : keine 1
= ) S G T T 9

II. Monokline Syngonie.

3. Hemiprismatisch-axiale (sphenoidische) Symmetrieart (—=10"

2. 4, +Ay, + 24 keine
o \}“ 1 ‘v‘/’:'“ )
3. +1‘_),-r7'§-,+/»1

S

(1). 4‘“;: o, 44 3

4. Hemiprismatisech-axenlose (domatische) Symmetrieart (¥ =ntb; 2 =c; » = q).

; : A
IZ' —i_/“c +/'07 +‘J"l 1[1' +)"7 +;~0, +Z21

keine 4
| 4 : - v 2
lZI~ _’-‘Z{'/a +]-'ffor +21 17, 1. +I4 O +]—(‘07 +Z{1
2 2 2 2 2

5. Rhomboprismatische Symmetrieart (¥ =nb; 6 =n'c; v =wd).
oA - 2 2 :
22. +2, + 4, +4 gl b T b, Bes 11). vz, +4, +4 6
= e Lo o et
A et fakh i B Rk tup el 2
= - 4 3 13

III. Rhombische Syngonie.

6. Sphenoédrische Symmetrieart (9= ntb:

=n'c; v = nrThd),

4. 42, + iy, + 4 keine @). -2, —f—h;‘), —}—h;;—

5. 42, + 5D, + 7l @) +o5, +io, +i

6 +7g, + 7k 4 ph @. +of, + 70, 4 ph

T I, + @ +ak, ®): + @0y, + %, 4 pl
+G;‘ (14). +.u§, +(la~[~1=)20, —{—u%‘ 9

74%

_L“_q..u,_
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7. Rhombopyramidale Symmetrieart (y = b; 2 = n'c; v = n'tvd).

; T : 2
P R o B 2ol g 97 = Ao 1 M 1(p1). +‘l’z = Ao, A=Ay
A W
202 41, +o2, +4 1g2). +vg, +, +¢Z
A Aoy i yio . A Lo e
e ey, T 1(p3). ~I~v2, +fr97 Ay
y p) 2 . A 4
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] g s ’
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9 2 5 2 2
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] & : R o) i
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A A 2
Ulz. I"" ) ‘7, 0 1{, 4
£ ) o 2 2
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e Ay o A
g i e e el 99
8. Rhombobipyramidale Symmetrieart (y = ntt2b; 2 = n?c; v = nrt:d).
i 7 4 ¢ L A A
dy. + 4, + Ay, + 144 471, +Zz’ g, Ay 200 d h ~|—n~)"
0 1 3 ;”0 Py }’1 (D B, Z" ) v) ‘;'1
P S e 2d) SEA, Aho, b S
2 e - o i
e e g 2(,8). +24 +(h+x);”, Hhtn

; A Ao A A
Bz i +FY, A FD byl g, PR, P 200). g, +B, 4R

&

: S A 2 : y) : Aot
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75 o o . 2
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\ A /n 24 a A Ao VA - \ AP ;
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= (T N A0 e
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-~ et A A
5(12). +(F+v)=, +(F+5)20 4+ pit
2 2 2
A A y
(R [ ( A0 P &
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A A
14(22). +vwv 51 =) _,)U,
S
IV. Tetragonale Syngonie.
9. Tetragonal-pyramidale Symmetrieart (i—. Yo =0,

SHE e e keine 6. +wv=, +1;, + 4

iy o . . b
i i T,?y i (15 = 00 +do,

e =& ;«;. SECh

Ao

: 2 2 : =k
(17). 2 F ——]L« ) i +F 5 L F /2)

4 4
10. Ditetragonal-pyramidale Symmetrieart (y = b; Yo ==by3 ¥, = byip).

e e Beeao .
8p. +2, + 1o, +4 8p1. +o o, 1, + 6(p1). +v5, + 1, + 4o
2 2

: - J 2 : o : ,
892 +1, +o7, +o° 6(92). +0+¢), 44, +io
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2

11. Tetragonal-spheno&drische Symmetrieart . (y = n7b; Yo ==br5 ¥, = bpys).
2a. 2, +19, + 1 keine keine
Sz L

AEdp0 S gD
9°? | I o
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n ) 3 4 4
13. Tetragonal-trapezoédrische Symmetrieart (y =u"b; y,=by; ¥, = byput)-
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14
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. vl o 7 i o \ i & s
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V. Hexagonale Syngonie.
o 3 3
16. Trigonal-pyramidale Symmetrieart (y=0; y,="0y; y;=byq1).
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67. Vergleichen wir die jetzt insgesammt erhaltenen Resultate, welche alle, Hauptpunkte
besitzenden, regelmissigen Punktsysteme umfassen miissen, mit den frither anfgestellten Punkt-
systemen (in der Anzahl 230), so finden wir, dass jetzt alle diese Systeme vertreten sind
mit Ausnahme der als (40) und (41) bezeichneten Systeme, welche beide der gyroédrischen
Symmetrieart entsprechen (deren Symmetriegrosse also 24 ist). Der Beweis dafiir, dass diese
Systeme wirklich keine Hauptpunkte besitzen, ist in dem vorhergehenden Ableitungsgange
enthalten. Wiirden diese Systeme Hauptpunkte enthalten, so entspriichen ihnen somit etwaige
reguliire Paralleloédersysteme, und hétten wir daraus das Vorhandensein anderer Systeme,
und zwar der tetragonalen Syngonie (13. Symmetrieart) bewiesen, welche von jenen durch
die- Abwesenheit der 3-zithligen Symmetrie- und Schraubenaxen und natiirlich auch einer
Anzahl resultirender Symmetrieelemente unterschieden werden. Solche Paralleloédersysteme
wiirden hochstens VIIL. Ordnung gewesen sein und die Einfiihrung der 3-zi#hligen Symmetrie-

o D

elemente zugelassen haben. Da aber unter den Systemen der 13. Symmetrieart solche Systeme
nicht vorhanden sind, so entsprechen auch den Systemen (40) und (41) keine Paralleloéder-
systeme.

Kraft der in § 19 entwickelten Betrachtungen miissen wir nun die hierzu gehdrenden
sen. Diese

S

reguliren Raumtheilungen als aus einer Anzahl Parallelogéder bestehend auff
Frage muss besonders besprochen werden.




H8

-3

Jene beiden Systeme konnen als ein einziger Fall besprochen werden, da dieselben

lung aus dem anderen

im Grunde genommen gleichartig sind, und eines davon durch Spieg

sich ableiten ldsst.

Aus den Gleichungen dieser Systeme lasst sich der Beweis erbringen, dass in denselben
die 3-zihligen Symmetrieaxen mit den 2-zihligen Symmetrieaxen 2 zum Schnitt kommen.
Ein solcher Schnittpunkt fir das System (40) ILisst sich z. B. durch die Coordinatengrdssen

Li=ati & it bestimmen. Fiithren wir diese Coordinatengrossen in die
fo) o : e =

betreffen

Lage in eine Gesammtheit von nur 4 Punkten. Dasselbe geht noch ersichtlicher aus dem

Gleichungen ein, so reducirt sich eine Gesammtheit von 24 Punkten verschiedener

entsprechenden Diagramm hervor. Diese Punkte sind also die trigonaltrapezoédrischen
Symmetriecentra, d. h. Punkte, in welchen eine 3-zihlige Symmetrieaxe sich mit drei dazu

senkrechten 2-zihligen Symmetrieaxen schneidet. Nun ist bewiesen worden, dass unter allen

Parallelogderarten solche Symmetriecentra nur in Heptaparalleloédern halbperipherisch auf-

treten (d. h. von der Gesammtheit der diesem Centrum angehtrenden Symmetrieelemente nur
ein einziges explicit auftritt).

Zu demselben Resultate kommen wir aber durch den Vergleich dieser beiden Systeme
mit dem System (39). Das letzte, wie dies direct aus dessen Gleichungen zu ersehen ist,
kann als eine Gesammtheit von zwei Systemen (40) resp. (41) angesehen werden. Diesem
System entspricht aber eine einzige Liosung, und zwar das Paralleloédersystem (39) (13 VII)
VIII. Ordnung. Daraus kann direct gefolgert werden, dass den Systemen (40) und (41)
ebenfalls Raumtheilungen entsprechen, deren Hinheiten als aus zwei benachbarten Hepta-
paralleloédern bestehend zu betrachten sind.

Die ausfiibrlichere Behandlung dieses Falles wiirde viel Platz gefordert haben, ohne
durch besonderes Interesse desselben belohnt zu werden.

Jedenfalls ist durch das Vorhergehende die g

stellte Aufgabe der Aufsuchung der
reguliiren Plan- und Raumtheilungen vollstindig aufgelost. Keine anderen Typen als
die aufgestellten sind mbglich.
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