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Die Tlieorie der Krystallstructur liat и. A. folgende rein geometrische Aufgabe 
aufgestellt:

Den unbegrenzt gedachten Raum in congruent resp. symmetrisch gleiche 
continuirliche Raumfiguren gesetzmässig zu tlieilen.

Unter gesetzmässigen Theilungen werden hier solclie. verstanden, flir welclie 
sämmtlich dieselben Deckoperationen giltig sind. Wenn wir also auf der Oberfläche einer 
einzigen Raumeinheit auf irgend welche Weise die Deckoperationen mit den anliegenden 
angeben wfirden, so werden dadurch die Gesetze der Deckoperationen für die Einheiten des 
ganzen Systems eindeutig bestimmt.

Da aber die Lösung dieser Aufgabe in ihrer Allgemeinheit mit einer ansehnlichen 
Anstrengung der geometrischen Einbildungskraft verbunden ist, so erlaube ich mir, wegen der 
Erleichterung der Auffassung des Untersuchungsganges, zuerst die einfachere, aber ganz 
analoge Aufgabe der regulären Plantheilung in ilirer Allgemeinheit zu behandeln. Somit 
zerfällt diese Abhandlung in zwei Theile.

I. Theil. Reguläre Plautheilung.
1. Es steht uns zuerst die Aufgabe bevor, sämmtliche Typen der regulären Theilung 

der unbegrenzten Ebene aufzusuchen.
In dieser Hinsicht sind nur zwei Arten solcher Theilung denkbar: entweder a) sämmt- 

liehe ebene Figuren sind parallel orientirt oder b) dies ist nicht der Fall.
Systeme, welche der ersten Voraussetzung entsprechen, wollen wir die Systeme 

I. Ordnung bezeichnen, und zuerst nur solche der Untersuchung unterziehen.
2. Denken wir beliebige hierzu gehörende Figuren herausgenommen. Sie sind unter­

einander durch einfache Translation verbunden, welche zugleich die Decktrauslation für 
sämmtliche andere Figuren ist. Für diese Translation erhalten wir eine bestimmte Richtung 
und eine bestimmte Streclre. Die Deckung kann in dieser Richtung und um diese Strecke 
beliebige Male wiederholt werden, und .jedes Mal kommt das ganze System mit sich selbst 
zur Deckung. Jede einzelne Einheit bestimmt somit eine congruente Reihe der Figuren. 
Nehmen wir beliebig einen Punlit in einer Einheit und die analogen Punkte in sämmtlichen 
anderen Figuren, so bildet die Gesammtheit dieser Punlite ein ebenes Netz (analytisch 
ausgedrückt quadratische Form II. Grades).



3٠ Nehmen wir aber nur zwei anliegende (also eine Grenzlinie gemeinsam besitzende) 
Einheiten in Betracht, so erhalten wir eine Reihe besonderer Art, in welcher jede zwei 
nächststehende Einheiten anliegende sind. Wir wollen solche Reihen als Colonnen 
I. Ordnung bezeichnen. ١. ,

Hiermit kann das ganze System I. Ordnung als das System der anliegenden parallelen 
Colonnen I. Οι-dnung aufgefasst werden.

4٠ Jede Einlieit kann als eine gemeinsame Figur von wenigstens zwei verschiedenen 
Colonnen I. Ordnung aber verschiedener Richtung aufgefasst werden.

Nun ist es klar, dass іі-gend welche zwei durch die gegebene Einheit hindurchgehende 
Colonnen eindeutig das ganze System bestimmen.

Der Deutlichkeit wegen nehmen wir zwei solche Colonnen in Betracht. In der 
1. Colonne bezeichnen wir die als Ausgangspunkt der Betrachtung dienende Einheit durcli 
die Zahl ٠, die anliegende i.n bestimmter Richtung du^h 1, die weitere durch 2 u. S;f., und 
in entgegengesetzter Richtung die anliegende durch 1, die nächstfolgende durch 2 u. s. f. 
Die betreffenden Zahlen für die Einheiten der 2. Colonne wollen wir an zweiter stelle placiren, 
und wieder in einer bestimmten Richtung durch 1, 2 u. s. f. und in entgegengesetzter Richtung 
durch 1, 2 u. s. f. bezeichnen.

Ея ist dann einleuchtend, dass nach dem Princip der Coordinatenaxen wir jetzt jede 
beliebige Einlieit des Systems genau und eindeutig durch zwei nebeneinander gestellte 
Zalilen bezeiclinen können. Somit bedeuten zwei solclie Zalilen z, B. mn eine ganz bestimmte 
Einlieit des Systems.

5. Denken wir durch einen Punkt der für zwei anliegende Einheiten gemeinsamen 
Grenzlinie in der Richtung der betreffenden Colonne eine Gerade gezogen, so schneide؛ diese 
Gerade sämmtliclie analoge Grenzlinien dieser Colonne in analogen Punkten; diese Punkte 
bilden somit eine congruente Punktreilie, und der gemeinsame Abstand der Punlite diesei. 
Reihe ist nichts Anderes als die der Colonne zugeordnete Deckstrecke د-.

Also die Planeinheiten I. Ordnung sind von einander durcli analoge, gleiche 
uud parallele Grenzlinien getrennt, deren Abstand gleich λ ist (wo λ die der 
Colonne zugeordnete Deckstrecke bezeichnet).

Die Anzahl der Grenzlinien einer Einheit kann also nur gerade sein.
Solche ebene Figuren wollen wir als Parallelogone bezeichnen.!)

1) Die Definition des Parallelogons wurde in der Arbeit „Elemente der Gestaltenlehre“ (russisch) 
§ 66 gegeben. Da hier ganz besonders diese und zwei andere Grundwerte berücksichtigt werden, so 
wollen wir dieselben im Weiteren in verkürzter Form citiren. Dieses Werk wurde im Jahre 1881 fertig 
und im Manuscripte Herrn Tschebyschew vorgelegt (vgl. Einleitung zu demselben, Anmerkung s. VI. 
Dieser berühmte Mathematiker hat aber die Vermittelung der Erleichterung der Publication dieses um­
fassenden Wei.kes (in gedruckter Form 277 Seiten und 18 grosse Tafeln) abgelehnt und sogar die Meinung 
geäussert, ohne dasselbe in die Hände zu nehmen, sondern ausschliesslich von principiellem Standpunkte, 
daä; SOlhe Werke gegenwärtig die Mathematiker nicht interessiren kOnnen. Die daraus entstandene 
Verlegenheit hat das Erscheinen des Werkes ІІІ1 Drucke sehr verzögert und wurde erst 1883 durch den 
bedeutenden Krystallographen Gadolin beseitigt, nachdem derselbe in einer Reihe von Vorträgen des 
Verfassers mit der Theorie der Krystallstructur desselben bekannt geworden war. Da aber diese Theorie 
durch einen Theil der Satze dieses Werkes ihre stütze fand und dahei durch zahlreiche specielle Deoh- 
achtungen experimentell nachgewiesen wurde, so hat Derselbe der k. mineralogischen 'Gesellschaft zu



6. Jetzt stellen wir uns die Frage, wie viele Faare Grenzlinien ein Parallelogon besitzen 
kann, oder, was dasselbe ist, för wie viel Colonnen es die gemeinsame Figur bildet.

Der gegebenen Einlieit 0 sind jedenfalls die Figuren 10, Ϊ0, 01, ol anliegend und durcli 
besondere Grenzlinien davon getrennt. In der anliegenden Colonne sind der Einbeit 01 die 
Einlneiten 11 und 11 anliegend; diese beiden Einheiten sind von 01 durcli zwei analoge 
gleiche und parallele Grenzlinien getrennt, und der AInstand zwischen den analogen Punliten 
dieser Grenzlinien ist in der Richtung der Colonne wieder λ.

Es ist also ganz unmöglich, dass ausser 01 noeli zugleicli die ,beiden Einheiten Ϊ1 
und 11 von der Einlieit 0 durch Grenzlinien getrennt wären. Es kann also höchstens 
ausser 01 nur eine von beiden, entweder 1-1 oder 11 von 0 durein Grenzlinien begrenzt 
werden.

Es giebt also lediglich durch zwei und durcli drei Paar Grenzlinien umschriebene 
Parallelogone. Wir wollen dieselben resp. Diparallelogone und Triparallelogone 
bezeichnen.

Dass die Grenzlinien auch Gerade sein können, wurde schon längst frülier Ine­
wiesen.!) Nun ist es klar, dass die Parallelogone, welche durch Grenzlinien anderer Art 
und niclnt durch Gerade begrenzt sind, als Varietäten der geradlinigen Parallelogone auf­
gefasst; werden können, indem die parallelen Grenzgeraden durcli іі-gend welche andere, 
mehr oder weniger beliebige Linien ersetzt werden. Diese Viirietäten sind in unbegrenzter

St. Petersburg vorgeschlagen, för die Publication dieses ١١٢erkes Sorge zu tragen (vgl. Verhandlungen 
der fc. Mineralogischen Gesellschaft Bd. XX s. 334). Im Folgenden wird das Werk einfach E. G. L. citirt.

Bas zweite in mancher Hinsicht auch der jetzigen Arbeit zu Grunde liegende Werk sind die 
,,Analytisch-krystallographischen Studien“, welche als vier besonders zur Publication gelangten Studien 
im Jahre 1885—1887 erschienen. Im Folgenden werden sie kurz A. K. s. citirt.

Bas dritte hier zu Grunde liegende Werk, in welchem schon das meiste davon enthalten ist, was 
hier dargelegt worden ist, ist die Symmetrielehre, welche ebenfalls in vier verschiedenen Theilen während 
d. z. 1888—1891 zur Publication gelangte. Ber erste ist ,,Grundformeln der analytischen Geometrie“, w-0 

das neue überzählige Coordinatensystem ausführlich entwickelt wurde. In weiteren Arbeiten wurde gezeigt, 
dass die Anwendung desselben fast in allen Fallen die Lösung der Aufgaben der elementaren analytischen 
Geometrie erleichtert und vereinfacht, indem bei dem neuen Coordinatensystem der Unterschied der Lösung 
in orthogonalen und schiefwinkeligen Coordinaten ganz verschwindet, und alle Grundaufgaben dui-eh die 
Formeln aufgelöst werden, welche denjenigen fiir orthogonales Coordinatensystem gehörenden ganz analog 
und von demselben Grade der Einfachheit sind. Ber zweite Theil ist unter dem Titel ,,Bie Symmetrie 
der endlichen Figuren", der dritte „Bie Symmetrie der unendlichen regelmässigen Systeme der Figuren“ 
und der viei'te „Bie Symmetrie auf der Ebene“ erschienen. In Weiterem werden diese Theile einfach 
S. L. I, resp. II, III oder IV citirt.

Bie einfachen geradlinigen Parallelogone wurden in E. G. L. § 57 ausgeführt. Babei wurde gezeigt, 
dass ausser zwei convexen Formen noch eine concave Form des einfachen Triparallelogons vorhanden ist.

Wenn die Ebene nicht durch Formen einer und derselben Art, sondern von verschiedenen 
in der Anzahl „г vorhandenen, ebenen Figuren regelmässig ausgefüllt ist, so werden solche Figuren 
Parallelogone mter Ordnung genannt;. Bie erschöpfende Barstellung convexer Parallelogone II. Ordnung 
wurde daselbst in § 60 ausgeführt und in der Tafel X bildlich reproducirt. Biese Barstellung hat die 
Bedeutung, dass die Schnittfiguren der Paralleloödersysteme durch besondere § 81 und 82 näher bestimmte 
Ebenen convexe Parallelogone II. Ordnung sind. Andere ebene Schnittfiguren sind Parallelogone 
höherer Ordnung.

1) Bie vollständige Barstellung dieser Systeme ist in E. G. L. § 57 ausgeführt.



Anzahl zu denken, aber natürlich kommt ihnen keine besondere Bedeutung zu, und wir 
können die Gesammtheit aller Parallelogone einer Art in einem Typus vereinigen, und die 

- - als die einfachsten für die typischen betrachten, welche als die primären 
bezeichnet wurden, da sämmtliche anderen, die secundären, von ilmen durch eine unend- 
liehe Anzahl verscliiedener Operationen abgeleitet gedacht werden können.1)

7. Nun ist aber die Möglichkeit dieser Operationen durch die aufgestellte Bedingung 
der Continuität wesentlich beschränkt. Es ist also unmöglich, die geraden Grenzlinien durch 
solche andere zu ersetzen, welche elnandei- schneiden würden.

Eine weitere Beschränkung dieser Operationen bringt die Symmetrie mit.
Es war schon längst bewiesen worden, dass das Vorhandensein einer zur Ebene senk­

rechten zweizähligen Symmetrieaxe allein genügt, um die krummlinigen Grenzlinien unmöglich 
zu machen.لآ

8. ,Die Symmetrie einer Tlaneinheit kann aller viel hölier sein. Um die möglichen 
Symmetrieelemente aufzusuchen, müssen wir die mögliche Vertlieilung der Colonne resp. der 
Grenzlinien in Betracht ziehen.

Dass zur Ehene senkrechte Symmetrieebenen möglich sind, liedarf lreines speciellen 
Beweises.

Unter den zur Ebene senkrechten Symmetriaxen ist für das Diparallelogon die höchst 
mögliche vierzählige und für das Triparallelogon die sechszälilige Symmetriaxe denkbar.

Diesen Symmetrieaxen entspricht unter den geradlinigen, also primären Parallelogonen 
das reguläre Viereck (Quadrat) resp. das reguläre Sechsecli.

Die höchst möglichen Symmetriearten der Parallelogone, folglich auch der Systeme
I. Ordnung überhaupt, sind diejenigen, welche durch eine vierzählige Symmetrieaxe und vier 
 -erticale Symmetrieebenen (ditetragonal-pyramidale Symmetrieart) resp. durch eine sechs؛
zählige Symmetrieaxe und sechs verticale Symmetrieebenen liedingt werden (dihexagonal- 
pyramidale Symmetrieart).

Fig. ]. Fig. 2.

Die erste entspricht dem Quadrat (Fig. 1), die .zweite dem regulären' Sechseck (Fig. 2).

1) Die Definition und nähere Untersuchung der secundären Parallelogonsysteme ist in E. G. L. 
§ 68 enthalten. Hierseihst wurde auch gezeigt, dass durch die zur Darstellung der secundären Parallel()- 
sone dienende Construction sich nicht nur- die krummlinigen und sonst complicirten Formen erhalten 
lassen, sondern auch die Verwandlung der Diparallelogone in Triparallelogone und umgekehrt zu Stande 
kommen kann. Diese speciellc Construction ist in der Fig. 89 veranschaulicht.

2) Dieser- Beweis in E. G. D. § 57 wurde dadurch erbracht, dass in die Definition des primären 
Parallelogone das Vorhandensein dieses Symmetrieelementes eingeführt wurde (Definition 6), und dann 
der Beweis geliefert wurde, dass solche einfache Figuren nur convexe sein können (Zusatz s. 173).



Es ergiebt sicli weiter von selbst, dass auch sfimmtliche andere, in Bezug auf diese 
beiden untergeordnete, Symmetriearten (man pflegt zuweilen dieselben als Untergruppen zu 
bezeichnen) ebenfalls für die betreffenden Parellelogone zulässig sind.

ö. Die Aufgabe der Aufsuchung sämmtlicher hierzu gehörender Symmetriearten gehört, 
der reinen Symmetrielehre an und ist schon längst erschöpfend gelöst.؛)

Hier können wir uns also mit den Resultaten begnügen.
Wollen wir sämmtliche durch die Symmetrieebenen getrennten Theile abzählen, so 

finden wir für jeden Typus der Parallelogone, dass jede bestimmte Nummer in Bezug 
auf jede andere ein bestimmtes Symmetrieelement ausdrückt. Beziehen wir alle diese 
Nummern auf die Nr. 1, so finden wir:

für das Quadrat: 2, 4, 6 und 8 drücken verticale Symmetrieebenen von entsprechender 
bestimmter Lage aus, 3 und 7 gehören zur verticalen vierzähligen Symmetrieaxe 
und sind untrennbar verbunden, δ gehört' zur verticalen zweizähligen Symmetrie- 
axe, welche der vierzähligen untergeordnet ist, aber auch als selbständige Axe 
auftreten kann;

für das reguläre Sechseck: 2, 4, 6, 8, 10 und 12 drücken ebenfalls 6 verticale Sym­
metrieebenen von ganz bestimmter Lage aus, 3 und 11 beziehen sich speciell auf 
die sechszählige, δ und 9 auf die dreizählige Symmetrieaxe; heide letzte Zahlenpaare 
sind unter sich untrennbar, aber die ].etzte kann auch selbständig auftreten, ebenso 
wie die zweizählige Symmetrieaxe, welche hier durch 7 ausgedrückt wfird.

Berücksichtigen wir die vorangehenden Resultate, so erlialten wir folgende Tabelle der

Symmetriearten der ebenen Systeme.
Gleicbuugen der 

Symmetrie
Charakteristische Zahlencomplexe 

für Diparallelogone für Triparallelogone
Symmetrie-

grüsse

·,с٩؛гі —

= ١ءي0'ا ==ة

= nbc·, == η,ι 4

= bs; = بي1

4 5 6 7 8 ==hs",

1 = bs; = bS+1

ج 1 = bs; ى ا؛ا-١٢زز

1 = ;'؛& = ١بة\

.1 6 7 8 9 10 11 12 = 6.:; تت ١ل;،اب١ء

1) Die vollständige Auffindung der Symmetriearten auf der Ebene überhaupt und speciell diejenige 
der regulären Tlantheilungen wurde S.L. IV I. Theil ausgeführt'.

Dabei wurde gezeigt, dass eine unendliche Reihe geometrischer Symmetriesysteme vorhanden ist, 
und in jedem System vier verschiedene Symmetriearten enthalten sind.

Zuerst wurde der analytische Ausdruck durch Symmetriegleichungen in dem neu eingeführten 
geradlinigen Coordinateoaxensystem gegeben und dann auf »rund der Transformationsformel dieselben



Hier sind die algebraischen Gleichungen sämmtlicher Symmetriearten angegeben, da 
durchaus nicht alle Zahlencomplexe für eine gegebene Symmetrieart eindeutig sind. Hie 
dritte Symmetrieart bedeutet z. B. das Vorhandensein einer einzigen verticalen Symmetrie­
ebene, !dieselbe kann aber in verschiedener Weise orientirt und in verschiedenen Fallen 
durch verschiedene Zahlencomplexe ausgedriickt werden. Die Symmetriegleichungen sind 
aber von mehr abstracter Natur, indem die Coordinatenaxen verschiedenartig vorgestellt 
werden können.

Gleichungen im polaren Coordinatensystem ausgedriickt. Auch von der Lehre der Radien-Vectoren 
wurde Anwendung gemacht.

Auf diese Weise liess sich folgende Tahells der Symmetriearten auf der Ebene hersteilen:
' Symmetriesystem.

Polares
Coordinatensystem

Analytischer Ausdruck 
durch Vectoren

Geradliniges
Coordinatensystem

Sym­
metrieart

= r . e، {nk و+ (''.،

p■ 2 آء
ѵ= f a'j- b' ؛· = nifaب أه

= ٠٢٠ اي3د٢لآأ

= b!+nk

oder nlbs = ‘'ا1اأ؛ل¥-ا<.

= ٥s + l ρ == T

oder y٠ = nt bs =

لا٠ = :: لةدا٢'؛،.أئ ρ == r

= ؛& + ! T ج تي

Für die Systeme, in welchen p eine gerade Zahl ist, bleiben nur die beiden ersten Symmetrie­
arten übrig. Für das System, für welches p == 1, also das digonale, ist das geradlinige Coordinaten- 
System schon ungenügend, und für dasselbe gelten folgende speeielle und einfachere Symmetrie­
gleichungen:

»igonijdes System.
Sym- Geradliniges Polares Analytischer Ausdruck

،etrieart Coordinatensystem Coordinatensystem durch Vectoren

z = r،T،c ٩ل = أأا)1 ρ = r у = ігкд-\т8‘7С nh b د٢ bei ؛b' г = ΐΐ ؛،n د٢ 'f a'

ة = ض0 Ό ت Ύ1> а ج = ١٠  r = g-\-si i a' -\~ b‘ i — nl(a -\-Ъ і)

2 = d = ٩ل ρ == r γ = nk g ~ا- S ’ 2л ٠د٢اأ١؛ااء

v = d ρ == Г y = g+s-2rc ·а-ѴЪ-і

Natürlich weisen die Gleichungen der letzten Zeile auf das vollständige Fehlen der Symmetrie hin.
In derselben Arbeit wurden ebenfalls die allgemeinsten Ausdrücke für die jeder Symmetrieart 

angehörenden Curven angegeben, und die einfachsten Reihen ausführlicher besprochen. Bie einfachste 
unendliche Reihe der symmetrischen Curven wurde mit besonderem Namen „Die Actinoiden“ belegt. 
Auch wurde hierselbst auf die Rolle der voir Cauchy als „symmetrische'‘ bezeichnten Functionen in 
der Symmotrielehre hingewiesen.

Natürlich lassen sich dieselben Principien auch zur Behandlung der symmetrischen Raumgebilde 
ganz analog anwenden.



Die Bedeutung der Parameter dieser Gleichungen ebenso wie die richtige Vereinigung 
dieser zehn Symmetriearten in Gruppen wird aus dem Folgenden ersichtlich.

10. Für .jede Symmetrieart und eine gegebene Richtung von allgemeiner Lage (d. li. 
eine Gerade, welche weder in der Symmetrieebene liegt noch zu ihr senkrecht stellt.) erhalten 
wir eine Anzahl gleichwertiger Richtungen, welche der Symmetriegrösse gleich ist. Für 
die particulären Riclitungen ist die Anzalil gleicher Richtungen eine geringere und es 
kann sogar der Fall Vorkommen, dass diese Anzalil sich zu einer Einheit reducirt. Solche 
Riclitungen ivollen wir als singuläre bezeichnen.!)

Die angegebenen Symmetriearten können in dieser Hinsiclit in folgende Gruppen getheilt 
wei'den, welche wir als die Arten der Syngonie bezeichnen wollen.

I. Sämmtliche Richtungen sind singuläre. Dazu gehöreil die lieiden ersten 
Symnietriearten. Diese Syngonie bezeichnen wir als die monokline.

11. Es gielit nur zwei unte.reinander senkreclite singuläre Richtungen, 
und zwar diejenigen, welclie mit der Trace der Symmetrieebenen auf dei- Ebene oder mit 
dem Perpendikel zusammenfallen. Hierzu gellören die dritte und die vierte Symnietrieart.

Diese Syngonie soll die rhombische lieissen.
III. Es giebt keine singulären Richtungen. Die gleichen oder speciell die pai'ti- 

culären Riclitungen, wenn vorhanden, sind in tler Anzalil 2 da. Hierzu gehören die fünfte 
und die sechste Symmetrieart..

Diese Syngonie werde als die tbtragonale bezeiclmet.
IV. Ebenfalls keine singulären Riclitungen, abei' die Anzalil. der gleichen oder speciell 

der particulären Richtungen, wenn solche überhaupt vorhanden sind, ist gleich 3. Hierzu 
gehören die Symmetriearten sieben, aclit, neun und zehn.

Diese Syngonie werde als die hexagonale bezeichnet.
För die Coordinatenaxe der Symmetriegleichungen werden entweder die singulären 

(fiir die ersten vier Symmetriearten) oder die particulären gleichen Richtungen, oder endlich 
(für die Symmetriearten fünf, sieben und neun) beliebige gleiche Riclitungen genommen. Die 
singulären Richtungen bezeichnen wir duroli verschiedene Buchstaben 8 und y, die gleichen 
aber clui'ch dieselben Buchstaben ys, wo s die Ordnungszahl ist, und zwar besitzt diese Zahl 
vier Bedeutungen für die 5. und 6. Symmetrieart, drei Bedeutungen für die 7. und 8. Symmetrie­
art, seclis Bedeutungen für die 9. und 10. Symmetrieart.

Die Coordinatengrösse eines Punktes wird stets durch die durcl] diesen Punkt gezogenen 
Perpendikel auf die Coordinatenaxen bestimmt.

Das Coordinatensystem lässt sich auf diese Weise ftir tetragonale und hexagonale 
Syngoniearten als eine überzählige characterisiren. Somit müssen unter den Coordinaten- 
grössen specielle Relationen vorhanden sein. Dieselben sind nämlich*)

y$ sin ( لآ٠١الآ ) == ya sin ІУэУі) ا у1 sin (yQys). 1 2

1) Diese Begriff, wurden in der Zeitschrift für Krystallograpliie Bd. XXXI, s. 21 ff', eingeführt.
2) Diese, ebenso wie sämmtliche andere Grundformein der analytischen Geometrie auf der Ebene 

in neuem Coordinatensystem ausgedriickt, sind in dem II. Kapitel s. L. IV. enthalten.
Wie oben erwähnt, lassen sich die Aufgaben der elementaren analytischen Geometrie durch das 

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XX. Bd. II. Abth. 61



Io allen in der angegebenen Tabelle enthaltenen Gleichungen bedeutet n die negative 
Einheit (—1), die Parameter h und l sind zweizählig und bedeuten eine der zwei Zahlen 
0 oder 1. Der Parameter s ist aber mebrzählig und periodisch. Seine Zähigkeit ist die­
jenige der durch denselben auszudrückenden Symmetrieaxe, wie eben erwähnt wurde. Der 
Deutlichkeit wegen ist die Periode jedes Mal durch eine obenstehende Zahl angezeigt.

11. Die Darstellung der Systeme I. Ordnung wird dadurch erschöpft, dass man alle 
diesen Systemen zukommenden Symmetriearten in Betracht zieht. Dabei kann aber vor­
kommen, dass man für einen und denselben Parallelogontypus und eine und dieselbe 
Symmetrieart verschiedene Systeme erhält, indem die Symmetrieelemente in Bezug auf die 
Colonnen resp. Grenzlinien verscliieden orientirt sind.

Unter den vier Symmetrieebenen, welclie z. B. in dem Quadrate auftreten, kommt den 
verschiedenen auch eine verschiedene Bedeutung zu, aber nicht alle vier sind in Bezug 
auf ihre Lage in denr System verschieden.

Die Lösung der Fragen dieser Art gehört einer besonderen Abzweigung der Sym­
metrielehre — der Lehre über scheinbare Symmetrie (l'aspect nach c. Jordan) Oiler Symmetrie 
der Lage an.

Die beiflen Leliren, die Symmetrielehre und die Lehre über die scheinbare Symmetrie, 
stehen untereinander im Besonderen in demselben Verhältniss, in welchem im Allgenieinen 
die metrische Geometrie und die Geometrie der Lage untereinander stehen. Die Grundzüge 
der Lehre von der scheinbaren Symmetrie wurden sclion früher ziemlich ausführlich behandelt.!) 
Das Resultat dieser Lelire ist, dass die Arten der sclieinharen Symmetrie zu denjenigen der 
wirklichen Symmetrie in so naher Beziehung stehen, dass sie analog von derselben Anzahl 
sind und durch dieselben Bezeichnungen angemerkt wei.den können, z. B. von der Sym-

Einfuhren des neuen Cooi'dinatensystems einfacher auflösen. Als Beispiel kann die Auffindung einer 
merkwürdigen (übrigens schon längst bekannten, aber speciell für rechtwinkliche Coordinaten liervor- 
gehobenen) Eigenschaft des Kreises dienen, welche von selbst bei der Darstellung der Kreisgleichung in 
neuen Coordinaten

y] — 2i/o У\ cos ٠ + y\ = )'2 sin 2«

ersichtlich wird. Diese Eigenschaft hat bei den Ausführungen der Construetionen in stereographischen 
Projectionen im Gebiete der Krystallographie Anwendung gefunden (vgl. Universalmethode in der Mine, 
logie und Petrogra.phie, Zeitschrift für Krystallographie XXI, s. 620).

r) Diese Frage ist in der Abhandlung „Grundzüge der Morphologie und Systematik der Poly- 
edel·“ (1893) besprochen. Die Aufgabe der Abhandlung selbst ist aus deren Titel directersichtlich. ؟ег- 
gelben ist eine historische Einleitung beigegehen und speciell die Abhandlung von Eberhardt „Zur 
Morphologie der Polyeder“ besprochen. In dieser Arbeit wird die Methode gegeben, sämtliche Polyeder- 
arte؛} einer Ordnung aus denen der vorigen erschöpfend abzuleiten. Während H. Eberhardt diese 
Ableitung mit der IV. Ordnung („Heptaeder“ von ihm bezeichnet) abgeschlossen hat, ist in dieser Arbeit 
die vollständige Ableitung nicht nur der . sondern auch der 8-Flächner und 9-Flächner gegebeir.
Jede Polygderart wird durch ein besonderes systematisches Symbol bezeichnet, in welchem diese einen 
anschaulichen Ausdruck findet. Dabei wurde hervorgehoben, dass selbst für die 7-F!ächner II. Eberhardt 
einen Fehler begangen und zwar einen Typus weniger dargestellt hat. (Bei ihm sind 5 Typen und in 
der- Wirklichkeit deren ج vorhanden.)

Ausser den allgemeinen Polyedern (d. h. Polyeder mit lauter dreiflächigen Ecken; solche Polygder 
wurden in E. G. L. als trigonoSdrische resp. theoretische bezeichnet) wurde in derselben Arbeit auch die



lnetrie des Quadrates können wir sagen, dass dieselbe ditetragonal (Nr. 6 der Tabelle)!) 
sei, ebenso wie von der scheinbaren Symmetrie eines beliebigen Parallelogramms.

In Anbetracht des von der Lehre der scheinbaren Symmetrie begründeten Standpunktes 
müssen wir also die beiden Symmetrieebenen, deren Tracen den Seiten des Quadrates parallel 
sind, als gleichwertige betrachten, wenn aucli in der Wirklichkeit keine vierzählige 
Symmetrieaxe vorhanden wäre. Dasselbe gilt auch für beide diagonale Symmetrieebenen. 
Die ersten und die letzten Symmetrieebenen sind aber-, auf demselben Princip der scliein- 
baren Symmetrie fussend, keineswegs untereinander gleichwertig.

Bei der Erschöpfung der möglichen Falle müssen wir also nothwendig diesen Stand­
punkt berücksichtigen und erhalten dann als allein mögliche, und dabei sämmtlicli unter­
einander verscliiedene, folgende Systeme:

12. 1) 1 II und 2) 1 III bezeiclmet zwei Systeme, in welclien Symmetide vollständig 
feblt. Die Zahl 1 soll die Lagerung der Symmetrieelemente iir der Ebene ausdrücken, 
welche abei- gerade in diesem Fall gar nicht vorhanden sind; II und III bezeichnen das 
Di- resp. Triparallelogon.

5) 2 II und 4) 2 III bedeuten zwei Systeme, in welchen nur zweizählige, in die Centra 
der Einheiten fallende Symmetrieaxen vorlianden sind (s. Tal'el I für diese und andere 
Systeme).

 II, wenn Symmetrieebenen allein vorhanden sind, welche einem Paar Seitenة) 3
parallel sind (allgemeiner ausgedrückt der Richtung einer der beiden Colonnen parallel sind).

6) 4 II, 7) 4 III und 8) 4 IIP, wenn ebenfalls eine Symmetrieebene allein vorhanden 
ist; in den beiden ersten Fällen besitzt dieselbe die diagonale Lage, im di'itten steht sie 
zum einen Seitenpaar senkrecht.

­II, wenn zwei Symmetrieebenen vorhanden sind, welche beide zur Seite senk ة (9
recht stehen.

10) 6II, 11) 6 III. Dieselben senkrechten Symmetrieebenen vorlianden. In dem Di- 
parallelogon besitzen beide die diagonale Lage; in dem Triparallelogon steht nur eine der­
selben diagonal, die andere aber senkrecht zu einem Seitenpaar. * I. II. III. IV. V. VI.

Methode gegeben, die particulären erschöpfend darzustellen. Dadurch erwirbt die Ableitung der Poly­
ederarten ihre höchste Allgemeinheit. Das Result,at ist in folgender Tabelle enthalten:

Allgemeine Particuläre Polygderarten Zusammen
I. Ordnung (Vierflächner) 1 —

II. ,, 1 1
III. „26
IV. ,, 6 40
V. „ 17 —

VI. „ 76 —

In derselben Arbeit ist ausserdem die vollständige Ableitung der Paarflächner V., VII. und IX. Ord­
nungen ausgeführt und dabei der Dualismus berücksichtigt. Dadurch wird die Anzahl der erschöpfend 
dargestellten Typen verdoppelt. Alles das blieb der Arbeit vön H. Eherhardt fremd.

1) Die Bezeichnung der Symmetrieart wird von der allgemeineir Figur entnommen. Unter allge­
meiner Figur wird eine solche verstanden, welche dadurch entsteht, dass nnan eine Grenzgerade allge­
meinen' Lage nimmt und auf Grund aller vorhandenen Symmetrieelemente daraus alle anderen Grenz­
geraden ermittelt. Für den betrachteten Fall ist diese Figur ein Ditetragon.



تم
12) 7 II. Es giebt nur eine einzige in das Centrum fallende vlerzählige Symmetrieaxe.
13) 8 II. Zu derselben Ifommen liocb vier Synrmetrieebenen hinzu.
14) 9 III, Es giebt nur eine einzige in das Centrum fallende dreizäblige Symmetrieaxe.
15) 10 III und 16) 11 III. Zu derselben kommen noch Synunetrieebenen liinzu. Im 

ersten Eall stehen dieselben senkrecht zu Seitenpaaren; im zweiten stehen dieselben diagonal.
17) 12 III. Es giebt eine einzige sechszählige, in das Centrum fallende Symmetrieaxe.
18) 13 III. Zu derselben kommen noch Symmetrieebenen hinzu.

13. Nehmen wir innerhalb einer Einheit beliebig einen Punkt, so bedingen die Sym­
metrieelemente der Einlieit ebenso wie die Translationsdeckbewegungen eine unbegrenzte 
Gesammtheit analoger Punkte, welche als ein regelmässiges Punktsystem be­
zeichnet wird.

Die erschöpfende Darstellung solcher ebener Punktsysteme war schon längst früher 
ausgeführt,!) und ist in der Tafel I anschaulich auf graphischem Wege reproducirt, sowie 
am Schlüsse dieses ersten Theiles tabellarisch durcli analytische Gleichungen zusammen­
gefasst:.

,ledes dieser Systetne ist durch die Art und Lage der Symmetrieelemente charakterisirt.
,letzt kommen wir zur Lösung derselben Frage auf ganz anderem Wege, indem durch 

die Symmetrie einer einzelnen Planeinheit und durcli die Decktranslationsbewegungen wieder 
dieselben Systeme reproducirt werden, obgleich es niclit von vornherein ersichtlich ist, ob 
auch jetzt wir zur erschöpfenden Darstellung derselben Systeme kommen.

Zu dem Zwecke, für sämmtliche Fälle die Lagerung der Symmetrieelemente erschöpfend 
darzustellen, müssen wir folgende, längst bewiesene Sätze berücksichtigen :ا)

1. Satz. Existirt eine yj-zählige Symmetrieaxe 0 und eine Deckschiebung l, so exlstirt 
auch eine resultirende zu 0 parallele ۶zäh,ige Axe o' von solcher Lage, dass sie gleichen 
Abstand hat von der Axe 0 in der primitiven Lage und in der anderen Lage 1, welclie 
letztere naclr der erfolgten Schiebung erhält; dabei bilden die durch die Axe 0' und die 

die Axen 0 und 1 gehenden Ebenen einen inneren Winkel 2. 1 2

1) Diese Aufgabe wurde І11 dem II. Theile des s. L. IV behandelt. Da dieser Theil der Zeit 
nach der Arbeit s. L. III folgte, wo die regelmässigen Punktsysteme im Raume vollständig ansgefiihit 
und durch algebraische Gleichungen ausgedriiekt wurden, so liess sieh diese Aufgabe ausserordentlich ein­
fach dadurch auflösen, dass in diesen Gleichungen die ei'ste Coordinatengrösse gleich Null gesetzt wurde.

Da aher diese Prage schon früher durch zwei Autoren behandelt wurde, so wurden die Resultate 
vergleichungsweise in folgender Tabelle dargestellt. Diese Autoren sind c. Jordan („klemoires sur 
les gronpes de ' “ in Brioschi e Cremona Annali di matematica. Ser. II T. II und
L. Sohncke („Die regelmässigen ebenen Punktsysteme von unbegrenzter Ausdehnung." Borehardt, 
Journ. für die reine und ang. Mathematik Β.Ι. 77.)
Bbene Punktsysteme 1 2 s 4 δ 6 7 8 9 10 11 12 13 14 117 16 ة
c. Jordan (1869) 2 27 28 32 86 87 53 115 60 129 — 46 107 30 90 88 123

Sohncke (1879) nicht angezeigt XI — ~ X VI IV VII III IX II I VIII — XIII XII V

2) Die betreffenden Sätze (in der Anzahl 8), sind in s. L. III enthalten. Hier wurde die ana­
lytische Methode angewandt. Später wurde dieselbe durch die einfachere Metliode der Construetion 
ersetzt (Cursus der lirystallographie 1897, §§ 2 untl 3).



Zusatz. Speciell für die zweizählige Symmetrieaxe haben wir den Fall, dass die 
resultirende Axe 0' in der Mitte zwischen 0 und 1- steht, also in der Translationsrichtung 
um eine Hälfte der Decktranslationsstrecke, also-.؛, von derselben entfernt ist.

2. Satz. Bxistirt eine Symmetrieebene und eine zu ihr senkrechte Deckschiebung Я, 
so existirt auch eine resultirende parallele Symmetrieebene, die von derselben den Abstand 

2 hat. Ist die Deckschiebung niclit die senkrechte, so existirt in der Mitte zwischen zweien 
nächsten Symmetrieebenen eine resultirende Gleitebene; die Richtung und die Grösse der 
ihr zugehörenden Deckschiebung sind die Richtung der Trnce dieser Ebene und resp. die 
Hälfte der- Deckschiebung der Translation in dieser Riclitung.

Auf Grund dieser beiden Sätze sind sämtliche den aufgefundenen Systemen ent­
sprechende Punktsysteme bestimmt und durch die Nummer angezeigt. Alan sieht, dass aus der 
Anzahl 17 der früher dargestellten Punktsysteme jetzt 13 derselben reproducirt worden 
sind, als diejenigen, welche den Systemen I. Ordnung zu Grunde liegen.

14. Wir haben sämmtliche Systeme 1. Ordnung aus zwei Grundsystemen 8II und 
13 Ι-Π dadurch abgeleitet, dass wir die ihnen zukommenden Symmetriearten durch die unter-­
geordneten ersetzt hatterr. Datrei verschwinden eiirige Symmetrieelemente; die Form der 
Einheiten trird die Lage der Reihen und Coloirtrerr rvird aber dadirrch rricht berührt.

Nun ist zu berücksichtigen, dass es schon längst bewiesen worden, dass die Systenre, 
,je nach iIrrer Syngonie, durch homogene Deformationen transformirt werden können, olrne 
die denselben innewohnende Eigenschaft der regulären Plantlreilungen zu verlieren. 1) I)

I) Dieser Frage aber die homogenen Deformationen und der Aufstellung der Satze aber die 
homogenen Transformationen des Parallelogornsystems wurde in den Arbeiten des Verfassers viele 
Beachtung geschenkt. Zuerst in В. о. ъ. wurden denselben tlie §§ 61, 6ق und 63 gewidmet, und die Sache 
auf einfachste Weise in constructionellem Wege behandelt. Die' allgemeinsten hier bewiesenen Sätze 
sind die folgenden: Bin Parallelogon, welches einer- beliebigen Gesammtheit von Dilatationen und Ver­
Schiebungen unterworfen worden ist, bleibt als ein solches bestehen (§ 62). Jodes gegebene Parallel()- 
grarnrn kann durch Dilatationen und Verschiebungen in jedes andere verwandelt werden (Satz IS). Bei 
dieser Gelegenheit liess sich ein neuer Flächensatz aufstellen: Die Flächengrösse eines Parallelogramms 
ist gleich dem Producte der Länge des von zwei parallelen Seiten des Parallelogramms -ب - -'· 
Theiles einer beliebigen Geraden durch die Projectionsgiösse einer zu eirrem arrderen Paar gehörenden 
Seite auf die zu der- Geraden senkrechte Richtung.

Später wirrde dieselbe Frage in A. K. s. I und III ausführlich auf analytischem Wege behandelt, 
und zwar als eine Frage der Projectivitätslehre. Der- Grund der- analytischen Behandlung entfliesat aus 
dem der Arbeit vorgestellten Zwecke — das einfachste System der krystallographisehon Berechnungen 
auszuarbeiten. Obgleich dem vorgestellten Zwecke gemäss die Aufgabe scheinbar die des " ' ' '
Raumes war-, reducirt sich aber in der- That dieselbe auf eine zweidimensionale und zwar- in Folge davorr, 
dass die der Berechnung unterliegenden Raumgebilde eigentlich Ebenen- resp. Geradenbfisehel dar- 
stellerr, so dass dieselben nrittelst Linearprojection sich eindeutig als zweidimensionale Gebilde bestimmen 
lassen. In Folge dessen wurde ger-ade die Aufgabe der- allgemeinsten- Projeetivität auf der Ebene mit 
ganz besonderer- Ausführlichkeit behandelt.

Der- Zweck war- in vollkommenster Weise dadurch erreicht, dass man sicli zwei Krystallflächen- 
complexe vorgestellt hatte, einen allgemeiner Art, und den anderen der kubischen Syngonie gehörig, 
für- welche-n die einfachsten Berechnungsformelrr giltig sind. Der eine Complex wurde durch Linear­
und der andere durclr gnomonische Projection (also die Linearprojection des polaren Geradenbüschels) 
dargestellt, und dann die allgemeinsten (linearen) Gleichungen der eindeutigen, Projeetivität zwischen.



Es ist nämlich der Beweis dafür erbracht worden, dass solche Systeme zweierlei Art 
von Deformationen unterzogen werden können: a) Dilatationen und b) Verschiebungen. 
Die Deformationen beider Art fahren uns aber zu Systemen, deren einzelne Figuren in 
Bezug auf die Figuren der Grundsysteme wie unter einander überhaupt in derjenigen 
Beziehung stehen, welche von Möbius als Affinität bezeiclmet wurde.

Die Möglichkeit solcher Deformationen ist, wie erwähnt, durch die Syngonieart bedingt 
und zwar kann durch folgende Sätze ausgedriickt werden:

1. Satz. In jeder singulären Richtung kann positive oder negative Dilatation hervor- 
gebraclit werden.

' Werden z. B. in einem Quadrat die Diagonalen desselben die singulären Richtungen 
(also im Falle der rhombischen Syngonie), so kann dasselbe in einen beliebigen Rhombus ver­
wandelt werden, ohne die Grundeigenschaft, reguläre PJantheilnng zu sein, zu verlieren. 
Sind die Richtungen seiner Seiten singuläre, so verwandelt es sich daher in ein beliebiges 
Rechteck.

2. Satz. Sind - alle Richtungen singulär (also der Fall der monoklinen Syngonie), so 
kann jede derselben als eine Axe der- Verschiebung angenommen werden.

Dadurch kann z. B. ein Quadrat in ein Parallelogramm verwandelt werden mit 
beliebigen inneren Winkeln ebenso ٦vie mit beliebiger Relation seiner Seiten. Auf Grund 
dieses Satzes verliert es dabei keineswegs die ihm zukommende Grundeigenschaft, eine 
reguläre Plantheilung zu bilden.

3. Satz. Giebt es keine singuläre Riclitungen, sb sind Deformationen unmöglich.
Durcli diese Sälze erwirbt die oben ausgeführte Ableitung der regulären Plantheilungen

I. Ordnung die erwünschte Allgemeinheit;.
15. Jetzt gehen wir einen Schritt weiter und unterziehen unserer Untersuchung die 

Frage, oh Systeme möglicli sind, in welclien die Einheiten verschiedenartig orientirt sind? 
Ist dies der Fall, so stellt sicli die weitere Aufgabe lievor, solche Systeme erschöpfend 
darzustellen.

Für solche Systeme, falls sie überhaupt vorlianden sind, kann die Deckoperation als 
aus den zwei folgenden zusammengesetzt aufgefasst werden: 1. eine Drehung um eine zur 
Eliene senkrechte (verticale) Axe und um einen bestimmten Winkel a, und 2. eine einfache 
Translation.

Dazu kann nocli eine Spiegelung iti einer verticalen Symmetrieebene kommen, 

diesen als einem Geraden- und einem Punktsystem auf der Ebene aufgestellt. Daraus liessen sich auf 
die einfachste Weise die Formeln zur Berechnung der Krystalle för alle Palle aufstellen؛ dadurch wurde 
das System der krystallographisehen Berechnung entwickelt, welches durch die Einfachheit der ffir die 
Ausführung der Berechnung nöthigen Operationen alle bisher vorgeschlageneu Systeme weit hinter sicli 
lieas. Dieses System der Berechnungen wurde mit bestem Erfolge sogar bei elementaren Vorträgen 
der Krystallographie im Berginstitut in st. Petersburg angewendet und in dem elementaren ,,Cursus 
der Krystallographie“ (Cap. XI) eingefahrt.

Als Nebenresultat dieser ausführlichen Behandlung sei erwähnt, dass in den Pallen, in welchen 
die Projectivitätscurve (eines Punktsystems und eines Geradensystems auf der Ebene) eine Ellipse (reelle 
oder imaginäre) oder eine Hyperbel ist, sich die beiden correlativen Systeme in polarer Lage (im Sinne 
Schröter's) aufstellen lassen. In dem Falle der Parabel scheitert aber die Richtigkeit; dieses Satzes, 
und die beiden correlativen Systeme (mit Ausnahme eines ganz specieilen Palles) lassen sich nicht in 
polai-e Lage bringen.



Betrachten wir zuerst den Ball ohne hinzukommende Spiegelung.
Dem bekannten elementaren Satze der Kinematik zufolge kann eine Combination von 

einer Drehung und einer (senkrechten) Translation als eine einzige Drehung aufgefasst 
werden, wobei die resultirende Drehaxe eine bestimmte Lage erhhlt. Somit liann das ganze 
System als um diese Axe gedreht gedacht werden, und lrommt dabei wieder zur Deckung 
mit seiner primitiven Lage. Ist aber die Coincidenz erfolgt, so liann dieselbe Drehung 
d. h. die Drehung um dieselbe Axe und um denselben Winkel a unbestimmte Male wieder­
holt werden mit demselben Resultate.

Daraus ist zu schliessen, dass der Drehungswinkel durch den Ausdruck Ly bestimmt 

wei'den kann, wo ^ eine ganze Zahl ist; der Definition gemäss ist also diese Drehaxe nichts 
anderes als die Symmetrieaxe. Dadurch kommen wir zum Schlüsse, dass die allgemeinste 
congruente Deckoperation eines ebenen Systems eine Drehung um eine Sym- 
metrieaxe ist.

Der elementare Drehungswinkel a kann niclit unendlicli klein sein, da wir sonst für 
eine endliche Deckbewegung die resultirende Drehaxe unendlicli weit entfernt gefunden 
hätten, und dann wäre diese Deckbewegung einfach als Decktranslation zu deuten.

Es sind aber zwei wesentlich verschiedene Falle zu unterscheiden: entweder a) fallt 
die resultirende Symmetrieaxe in das Innere einer Einlneit, oder b) sie fällt in einen Punkt 
der Peripherie derselben Einlieit.

Ini ersten Falle ist die Einheit seilist eine symmetrische, und die Symmetrieaxe werden 
wir als eine explicite bezeichnen. In dem zweiten Falle ist dieselbe als ein Element der 
Symmetrie des Verbandes (einfacher Verbandssymmetrie) aufzufassen.

16. Wenn zu diesen Operationen noch die Spiegelung hinzukommt, so ist nur dei- 
folgende Satz zu berücksichtigen: 1) Das aus einer ۶zähl؛gen Symmetrieaxe und einer durcli 
dieselbe hindurchgehenden Symmetrieebene resultirende Symmetrieelement ist die Symmetrie­
ebene, welche mit der gegebenen einen inneren Winkel f m π bildet.' ' g ' 2| V

Auf Grund dieses Satzes können wir schliessen, dass, wenn eine Spiegelung als Deck­
Operation auftritt, allein die Lage der resultirenden Symmetrieehene in Betracht zu zielien 
und auf den Satz 2 § 13 Rücksicht zu nehmen ist.

Auch jetzt kann die Symmetrieebene explicit auftreten, und dann ist die Einheit 
selbst symmetrisch, oder dieselbe wil'd als solche oder als Gleitebene zum Element der 
Verbandssymmetrie.

17. Da die Anzalil der möglichen Orientirungen der Einheiten eine endliche ist, so 
müssen unter denselben auch gleiehorientirte vorlrominen.

Nelimen wir eine solclie, z. B. die nächstliegende in Betraclit, so finden wir, dass 
dadurch sclion eine unendliche congruente Reihe bestimmt wird mit bestimmter Richtung 1

1) Pa in den hier in Betracht kommenden Systemen die Einheiten nicht gleich orientirt sind, 
sind dieselben lreine Parallelogone im strengen Sinne des Wortes. Als solche können nur deren zu­
sammenhängende Gruppen betrachtet werden, in welchen jede Einheit von besonderer Orientirung ver­
treten ist. Solche durch Verbands-Symmetrieelemente die Parallelogone bestimmenden Figuren pflegt 
man Planigone zu bezeichnen. Ein hierzu gehörendes Planigon entspricht; dieser Form nach dem 
einfachen Parallelogon der Systeme I. Ordnung.



und Strecke, und dann folgt von selbst, dass die Gesammtbeit gleicli orientirter :Einheiten 
ein Netz bildet; also können wir die für die Systeme I. Ordnung gefassten Schlüsse darauf 
anwenden und finden, dass solche Systeme nur mit denselben zehn Symmetriearten verträg- 
lieh sind, welche sich ihrerseits in vier Syngoniearten grappiren.

Wenn die gegebene Einheit nicht von vornhereiir ein Parallelogon (primäres oder 
secundäres) ist, so können wir wenigstens eine Anzalil derselben zu einem solchen sicli grup- 
piren lassen. Die Frage besteht eigentlicli darin, ob in dem Innern dei' Einheit ein Punkt 
vorhanden ist, dessen analoge Punkte in ihrer Gesammtheit ein ebenes Netz bilden. Solclie 
Punkte werden Hauptpunkte genannt.

Ist ein solcher Punkt vorhanden, so ٦vollen wir denselben für das Centrum eines 
primären Parallelogons annelimen, welches explicit mit allen Arten der Symmetrieelemente 
versehen ist, die überhaupt in dem System auftreten. Dann werden alle Deckbewegungen 
der gegebenen Einheit mit den anliegenden zn einfachen Decktranslationen, und das System 
selbst zu solchem I. Ordnung. Bei dieser Transformation der Einheit wird in der Deck­
Operation nichts geändert; die transformirte Einheit bleibt mit der gegebenen gleichflächig 
und ist also die gegebene ein secundäres Parallelogon.

Giebt es keinen solchen Punkt in dem Inneren der Einheit, so muss nothwendiger 
Weise ein solcher an der Pei'iplierie derselben Vorhandensein. Dies lässt sich einfacli 
dadurch beweisen, dass die Fusspunkte sämmtlicher Symmetrieaxen notliwendig ein ebenes 
Netz bilden.

Es ist also nur der Fall zu besprechen, in welcliem keine Symmetrieaxen vorhanden 
sind. Dann fehlen die Symmetrieelemente überhaupt (das System ist nothwendiger Weise 
I. Ordnung) oder es treten ausschliesslicli parallele Symmetrie- resp. Gleitebenen auf.

Aber auch dieser Fall ist augenscheinlich liein Ausnahmefall, da auch jetzt Haupt­
punkte vorhanden sind, und zwar ist ein jeder Punlit, welcljer in der Symmetrie- resp. in 
der- Gleitehene oder in der Mittellinie zwischen zwei nächsten Tracen solclrer Ebenen liegt, 
ein Hauptpunkt.

18. Das Resultat aller dieser Betrachtungen ist, dass man zu einer erschöpfenden 
Darstellung aller typischen Systeme kommt, wenn man alle Symmetriearten eine nach der 
anderen berücksichtigt, und für jede derselben zum Ausgangspunkt die dazu gehörenden Typen 
der Parallelogone I. Ordnung auswählt, aber denselben eine geringere explicite Symmetrie 
zuerkennt, und zwar alle diejenigen Symmetriearten, welche der gegebenen untergeordnet 
sind, und die f'rei bleibenden Symmetrieelernente als Elemente der Verbandssymmetrie auffasst.

Die Symmetriegrösse wird dann aus zwei Factoren zusammengesetzt: der Symmetrie­
grösse der expliciten und derjenigen der Verbandssymmetrie, und deren Product stellt also 
die Symmetriegrösse des ganzen Systems dar.

Die Symmetriegrösse der Verbandssymmetrie ist dann der Anzahl der Orientirungen 
der Einheiten des Systems gleich. Im besonderen Falle der asymmetrischen Einheiten ist 
spmit diese Anzahl die Symmetriegrösse des ganzen Systems.

19. Jedes System der Planeinheiten kann seiner Definition gemäss durch das Pa- 
rallelogon und dessen Orientirungen in den anliegenden Einheiten eindeutig und streng bestimmt 
werden. Ist das Parallelogon asymmetrisch, so kann die Orientirung der anliegenden Ein- 
lieiten durcli eine einzige Operation bestimmt werden, und zwar entweder a) durch ein­



fache Translation oder b) durch ein Element der Verbandssymmetrie. Die letzte Operation 
kann durch eine einzige charakteristische Zahl angegeben werden, und zwar auf demjenigen 
 Trenzlinie in Kezug auf welche die anliegende Raumeinheit die angezeigte Orientirung؛
besitzt, tfie Angabe der einfachen franslation kann einfaclr durcli die Abwesenheit einer 
solclien charakteristischen Zalil angezeigt werden.

Sind die Einheiten symmetrisch und ist ilire explicite Symmetriegrösse s, so kann 
dieselbe, wie auch sämmtliche andei'e Einheiten des Systems, als solche angesehen werden, 
welche zugleicli 5 verschiedene Orientirungen besitzen. Somit Sind auch die charakteristischen’ 
Zahlen für jede Grenzlinie in der Anzahl s vorhanden. Für die Translation lileibt natürlich 
die Abwesenheit diesei- Zahlen bestehen.

Die Systeme wollen wir in solche von verschiedenen Ordnungen gruppiren, je nach 
 er Anzahl der veischiedenen Orientirungen der Einheiten, also nach der Symmetriegrösse؛
 er Verbandssymmetrie, d. І1. die Anzalil der Orientirungen und zugleich die Ordnung des؛
Sys؛ems durch die Division der Symmetriegrösse des ganzen Systetns durch diejenige dei- 
expliciten Symmetrie erhalten.

20- Fei der erschöpfenden Darstellung der Systeme tl. und hollerer Ordnung wollen 
wir der Ordnungsreihe folgen und dabei zuerst die Diparallelogon- und dann die Tri- 
parallelogonsysteme aufsuchen.

Jedes Mal beginnen wir mit ' der vollständigen Darstellung- der Ableitungsformen 
der Systeme d. h. den Formen der für jeden Fall möglichen Vertheilungen der gleich 
orientirten Einheiten des Systems. Diese Darstellung wird erschöpft, wenn man in der 
Reihe der absoluten Entfernung verschiedene Einheiten als die näclistliegenden gleich 
orientirten ansielit.

Jede solche Annahme gielit uns sofort eine bestimmte Reihe mit der ilir zugeordneten 
Richtung und Strecke. Ist diese Richtung keine singuläre, so erlialten wil. sofort wenigstens 
zwei gleiche Reihen, in verschiedenen Richtungen, und das Netz der gleich orientirten Raum- 
eiliheiten, also auch die Allleitungsform, ist bestimmt.

Ist diese Riclitung singulär, so fuhrt diese Annahme nur zur Bestimmung einer 
einzigen Reihe, und dann steht noch lievor, eine andere Annahme beizufügen. Die Anzahl 
der zulässigen Annahmen, folglicli auch die Anzalil der zulässigen Ableitungsformen, wird 
in diesem Falle grösser.

Dai-aus ist zu schliessen: a) dass die Aufsuchung der Ableitungsfornien eine 
Frage der Syngonie und nicht dei- Symmetrie ist, und b) dass die Ableitungs­
formen der höheren Syngoniearten för jeden Parallelogontypus und jede 
gegebene Ordnungszahl des Systems unter denjenigen der niederen Syngonie- 
arten stehen.

Also die Ableitungsformen der rhombischen Syngonie sind in denen der monoklinen, 
und die Ableitungsfornien der ''ب ' und liexagonalen Syngonie in denen der rhom­
bischen Syngonie enthalten.

21. Ist eine Ableitungsforni ermittelt worden, so werden dadurch bestimmte Relationen 
in der Orientirung verschiedener Einheiten bedingt. Dabei sind aber auch individuelle 
Eigenscliaften der aufzutretenden Synimetrieelemente in Betraclit zu ziehen. Diese Eigen­
schalten lassen sich auf Grund der Sätze § 13 entwickeln.

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XX. Bd. II. Abtb.



Auf dem Satze 1 fussend, können wir in Bezug auf die sechszählige Symmetrieaxe 
schliessen, dass dieselbe keineswegs als ein Element der Verbandssymmetrie auftreten kann.

Demselben Satze zu Folge ist dies aber keineswegs für vier-, drei- und zweizählige 
Axen der Fall, indem die erste in den Eckpunkt des Quadrates, die zweite in den Eckpunlft 
des regulären Sechsecks, und die dritte in den Mittelpunkt jeder Grenzlinie überhaupt 
fallen liann.

Das Vorhandensein .jeder dieser Axen als Elemente der Verhandssymmetrie giebt uns 
die Orientirung zweier anliegenden (fiir vier- und dreizäblige Axen) oder nur einer einzigen 
anliegenden Einheit (für zweizählige Axe) an, und keineswegs die Orientirung derjenigen, 
welche durch parallele und entgegengesetzte Grenzlinien von der gegebenen Einheit abgetrennt 
sind. Sämmtliche durch eine einzige Axe angegebenen Orientirungen sind dabei verschieden.

Solclie Elemente der Verbandssymmetrie wollen wir speclell als peripherische 
bezeichnen.

Dann lautet der Schluss dieser Betrachtungen:
Vier-, drei- und zweizählige Symmetrieaxen, welche als Elemente der 

Verbandssymmetrie auftreten, sind peripherische.

22. Sind ftir eine Symmetrieebene charakteristische Zalilen angegeben, so haben die- 
selljen verschiedene Bedeutung, je nach der relativen Lage des entsprechenden Symmetrie­
elementes.

Beziehen sicli diese Zalilen auf Grenzgeraden, welche zu den Tracen der betreffenden 
Symmetrieebene parallel sind, so drücken sie die Symmetrieebene sellist als ein Jieri- 
pherisch.es Symmetrieelement aus. Dies kann aber nur für Diparallelogonsysteme der 
Fall sein, da die peripherisch liegende Symmetrieebene dei- Triparallelogone zugleich die 
explicite ist.

Beziehen sicli diese Zalilen auf Grenzgeraden, welche zu den Tracen der betreffenden 
Synimetrieebene senkrecht stehen, so di-йскеп sie die Gleitebene als ein centrales Element 
der Verbandssymmetrie aus. Dazu gehört eine Colon ne II. Ordnung.

Beziehen sicli endlich diese Zahlen auf die Tracen dei- Symmetrieebenen scliief 
stellender Grenzgeraden, so drücken sie die Gleitebene als ein schief schneidendes 
Element der Verhandssymmetrie aus.

23. Jetzt können wir die Aufgabe der Aufsucliung der Systeme Ilöherer Ordnung 
behandeln.

Ist die gegebene Einheit mit einei- anliegenden durclr Translation verbunden, so 
entstellt dadurch eine Colonne I. Ordnung, und das ganze System stellt dann eine Reihe 
paralleler anliegender Colonnen I. Ordnung dar, deren Einheiten aber verschiedene Orientirung 
besitzen. Die Riclitungen solcher Colonnen können abei- nur singuläre sein. Solclie 
Colonnensysteme sind also nur bei monokliner und rhombischer Syngonie möglich.

Dabei können die gleicli orientirten Einlieiten einer Colonne mit der gegebenen durcli
periphei-ische oder dui-сіі schneidende Elemente der Vei-bandssynimetrie verbunden sein. Ist
dabei ein centrales Element der Verbandssymmetrie vorhanden, so kann das System nui- 
II. Ordnung sein. Dasselbe ist dei- Fall überhaupt, wenn die durch die gegebene Einheit 
abgetrennten Einheiten einer Colonne gleicli orientirt sind.



Wir wollen die Systeme dieser Art durch Beigabe des Buchstaben c besonders 
anmerken.

24. Zwei Colonnen I. Ordnung aber verschiedener Richtung bedingen das ganze System
I. Ordnung.

Es bleibt uns also den Fall zu besprechen, iir welchem keine anliegende Einlieit mit 
der gegebenen durch Translation verbunden ist.

Nun unterscheiden wir folgende wichtigste Unterfälle:
a) Die entgegengesetzten parallelen Grenzlinien sind immer durch dieselben charak­

teristischen Zahlen besetzt. In den Systemen dieses Typus sind sämmtlicbe Colonnen solche
II. Ordnung.

Als peripherische Symmetrieelemente können zwei- und vierzählige Symmetrieaxen 
auftreten: für die letzteren werden alle vier- Grenzlinien besetzt und das System eindeutig 
bestimmt.

Die dreizählige Symmetrieaxe kann aber als peripherische nicht auftreten, da für 
diese Systeme das Vorhandensein einer solchen Axe scliorj genügend zur Bestimmung des 
Systems wäre, welches flabei III. Ordnung sein müsste, während solche Systeme nur II. oder 
mehrfacher Ordnung sein können.

Als centrale können hier Gleitebenen auftreten. Tritt aber eine Gleitehene schneidend 
dazu, so lässt sich dadurcli ein einziges Systetn bestimmen.

Die Wiclitigkeit der- Abgliederung der Systeme dieser Art besteht darin, dass den­
selben eine einfachere Bestimmung durch charakteristische Zahlen zukommt, indem man nur 
zwei Zahlen aufstellt und von den den entgegengesetzten Grenzlinien angehörenden Zalilen 
absieht.

Diese Systeme wollen wir als phanerotopische bezeichnen, in Anbetracht 
dessen, dass für dieselben durcli die charakteristischen Zahlen sämmtliclie Colonnen aus- 
dröelilich bestimmt werden, und dabei keine centralen Symmetrieelemente in versteckter 
Form auftreten.

25. In dem Unterfalle b) sind die beiden charakteristischen Zalilen einei- Colonne für 
die durch gegebene abgetrennte Einheiten Iiiclit sämmtlich dieselben. Nehmen wil- eine 
Colonne lieraus, so finden wil', dass die gegebene Einlieit mit den anliegenden und nur mit 
diesen ausdrücklich durcli ein gewisses Element der Verhandssymmetrie verbunden ist; für 
die folgenden Einlieiten ist das entsprechende Element in versteckter Form enthalten 
und ist erst auf Grund der .speciellen Satze zu ermitteln. In Folge dessen wollen wir die 
Systeme dieser Art als kryptotopische bezeichnen.

Hierzu gehbren aucli die Colonnensysteme von höherer als II. Ordnung; ferner die 
Systeme mit peripherischen dreizähligen Symmetrieaxen.

In diesen Systemen können auch centrale Gleitebenen in versteckter Form auf­
treten, und zwar dann, wenn unter zwei entgegengesetzten charakteristischen Zalilen eine 
die zweizählige Symmetrieaxe und die andere die Symmetrieebene ausdrückt.

Speciell für solche Systeme ist der folgende Satz giltig:
Ist in einer Colonne die gegeliene Einheit mit der nicht anliegenden durch 

eine centrale Gleitebene singulärer Richtung kryptotopisch verliunden, so 
ist die zu ihr senkreclite Colonne höchstens II. Ordnung; ist eine solche
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Colonne überhaupt nicht vorhanden, so sind die zu der gegebenen Colonne 
sen Ir rechten Reihen I. Ordnung.

Es sei die in der Fig. 3 punktirt angegebene centrale krypto- 
topische Gleitebene abc vorhanden; da dieselbe singulär vorausgesetzt 
wird, so sind ebensolche centrale Gleitebenen in sämnitlichen Einheiten 
des Systems vorhanden. Es sei d eine der gegebenen Einlieit a an­
liegende Einlieit. Nach der erfolgten Gleitung an der Ebene а ъ 0 wird 
d in die Lage e Irommen, wobei e die der c anliegende Einheit ist.
Unterwerfen wir die Einheit e der Gleitung in dei' entgegengesetzten 
Riclitung, indem wir dabei für die Gleitebene die Centrale in Bezug auf 
sie selbst annehmen, so kommt dieselbe in die Lage /', wird also zugleich zur anliegenden 
in Bezug auf Й, gehört derselben Colonne daf wie d an, ist aber mit d gleich orientirt. 
Folglich ist die Colonne daf II. Ordnung.

Falls aber die Einlieiten d und /' nicht einer und derselben zu abc senkrechten 
Colonne angehören, so bedingen sie doch die zu ab c senkrechte Reihe I. Ordnung.

Die Zugehörigkeit zu krypto topischen Systemen wird durcli die Beigabe zweier 
charakteristischer Zahlen erwiesen.

20. In dem eben besprochenen 'Falle der kryptotopischen Colonne abc können die 
zu ä oder f zugehörenden charakteristischen Zalilen keineswegs mit einer der beiden der 
Colonne abc zugehörenden Zalilen identlscli sein, da, auf diese Annalune fussend, wir zwei 
Reihen. I- Oi’dnung erhalten hatten, etwa die Reilien bd und bf, und dann wäre die Colonne 

٠ ة  с II. Ordnung ge١vesen. Sie können aber mit der der Einlieit ٥ entsprechenden Zalil 
identisch sein.

In diesem besonderen Falle kann die Einheit selbst kein Symmetrieelement explicit 
enthalten. Auch die Auswalil der Elemente dei' Verbandssymmetrie für d und f ist in hohem 
Grade beschränkt.

27. Wenn die Einheit die explicite Symmetrie enthält, so sind zwei verscliiedene 
Fälle zu unterscheiden.

Entweder a) ist diese Symmetrie der Verbandssymmetrie untergeordnet. Dies ist z. B. 
dei' Fall, wenn die Einheit zweizählige Synimetrieaxen besitzt, und dabei unter den
Elementen der Verbandssyninietrie vierzählige Symmetrieaxen Vorkommen.

Ist dies der Fall, so wird die Ordnung um so viele Male im Vergleiche mit den 
analogen, deren Einheiten asymmetrisch sind, niedriger, als flie Zahl der expliciten
Symmetriegrösse beträgt.

Oder b) sind die Elemente der expliciten Symmetrie von denjenigen der Verbands­
Symmetrie unabhängig. In diesem Falle lileibt die Ordnung dieselbe. Solche Systeme
lassen sich also aus den asymmetrischen durch einfaclie Einschaltung der betreffenden
Symmetrleelemente ableiten.

Es ist aber stets bei dieser Einschaltung zu berücksichtigen, ob die Lagerung der 
Elemente der Verbandssymmetrie solche Einsclialtung zulässt.

28. Jetzt verfolgen wir den Gang der Darstellung der in der Tabelle I zusammen­
gestellten Systeme.

Diese Tabelle ist in acht Colonnen getheilt; in der 1. Colonne ist die Ableitungsform, 
in der 2. die Symmetrieart durcli Nummern ausgedrückt, in der 3. die Symmetriegrösse des

c
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Systems, in dei' 6. die charakteristischen Zahlen der expliciten Symmetrie, in der 5. der zu 
Grunde liegende Typus des Systems I. Ordnung, in der 4. die Nummerirung nach den 
Symmetriearten, in der 7. die charakteristischen Zahlen, und endlich in der 8. wird die Be­
Zeichnung des gefundenen Systems durcli ein besonderes Sytnbol angegeben, dessen I. TJieil 
das entsprechende Punktsystem und der' II. Theil die explieite Symmetrie der Einheit aus­
drückt. Wenn f'ür die gegebene Synimetrieart verschiedene Typen der Parallelogone 
I. Ordnung untergeordnet sind, so wird der Bezeichnung des bezüglichen Parallelogons durch 
die untere Zahl noch die Bezeichnung des entsprechenden Typus zugefügt. Die Bezeicli- 
nungen für Colonnensysteme und kryptotopisehe Systeme sind sclion oben erwähnt.

Die Bedeutung der Buchstaben der I. Colonne wird für die entsprechenden Parallelo- 
gone durcli die Figuren 4 und 5 erläutert. Dann findet man sogleicli auf Grund der 
Zahlen der- 7- Colonne die Tage der Elemente der Verbandssymmetrie.

Kg. 4. Kg. δ.

29. Die allein möglichen Ableitungsformen für die Systeme der Diparallelogone 
II. Ordnung und monokliner Syngonie sind diejenigen, welche durch die Annahmen bedingt 
worden sind, dass entweder a) eine der Colonnen derselben I. Ordnung ist, oder b) keine 
derselben I. Ordnung ist. Für die erste Annahme erhalten wir die charakteristischen Zahlen 
fll oder 1«, wobei die Zahl 1 die einfache Translation ausdrückt. Für die zweite erlialten 
wir die entsprechenden Zahlen aa.

-Dieselben Ableitungsformen bleiben auch für die rhombische Syngonie giltig.
Für die tetragonale Syngonie bleibt allein die Form aa giltig.
80. -Die Diparallelogonsysteme IV. Ordnung sind nur für die rhombische und tetra- 

gonale Syngonie zulässig.
Als allein zulässige A؛..leitungsformen für rhombische Symmetrie, je nachdem, sind 

die Colonnen von singulärer Richtung; wenn nicht, erhalten wir die folgenden.
I. Die Richtungen der Colonnen sind singuläre.
1) Als die nächsten gleich orientirten Einheiten werden die Einheiten 02 und 20 

angenommen (Fig. 6). Man erhält das phanerotopische System ab.
2) Als die nächsten gleich orientirten Einheiten werden die Einheiten 04 und 10 

angenommen (Fig. 7). Man erhalt das kryptotopisehe Colonnensystem ؤ; wo -ع zwei einer

Fig. 7.Pig. s.



Colon angehörende und zu zwei anliegenden Einheiten bezügliche charakteristische 
Zahlen sind.

3) Als die nächsten gleich orientirten Einheiten werden flie Einheiten 04 und 12 
angenommen (Fig. 8). Man erhält das hryptotopische System ل,; b.

Weitere Annahmen sind ausgeschlossen.
II. Die Riclitungen der Colonnen sind niclit singuläre.
In diesem Falle sind die diagonalen Richtungen singuläre.
Aus den eben ermittelten Ableitungsformen erscheint zwar die 1. d. h. II als die 

zulässige. In der Wirklichkeit kann dieselbe aber durch kein System vertreten werden, da 
dazu gehörende Symmetrieelemente fehlen, weil das dazu gehörende Symmetrieelement allein 
die zweizählige Syinmetrieaxe ist und kein anderes.

Die beiden anderen angeführten Ableitungsformen sind unmöglich.

Fig. 9.Fig.

Die einzige dazu gehörende Ableitungsform ist die folgende: die nächsten gleicli 

orientirten Einheiten 04 und IS (Fig. 9). Man erhält das hryptotopische System ا\ i

Für die tetragonale Syngonie bleibt allein die Ableitungsform Я & zulässig.

31. Die Diparallelogone VIII. Ordnung sind nur für tetragonale Syngonie und zwar 
für die 6. Symmetrieart möglicli. Dabei sind die Einlieiten nothwendig asymmetrische.

Da jetzt keine singulären Richtungen da sind, so kann es nur eine einzige Ableitungs­
form geben, und zwar diejenige, welche der Annahme entspriclit, dass die nächste gleicli 

orientirte Einheit 22 ist. Man erhält das kryptotopische System 17 \ا ■

32. Del’ Ableitungsgang der Systeme II. Ordnung ist so einfach und verständlich, dass 
schwerlich nähere Hinweise dazu erforderlich sind.

Für monokline Systeme stellt ein einziges Element der Verbandssymmetrie zur 
Verfügung.

Dasselbe gilt für die s. Synimetrieart.
Für die vierte Symmetrieart sind zwei verscliiedene zu Grunde liegende Typen 

I. Ordnung zu berücksichtigen. Für jeden Typus sind weiter die verschiedenen Arten der 
expliciten Symmetrie in Betracht zu ziehen, und zwar 2. und 3.

Für tlie ة. Syniinetrieai-t stellt allein die 2. Symmetrieart als untergeordnet zur Verfügung.
Für die 0. Symmetrieart sind die 4. und die 5. als die untergeordneten Symmetrie­

arten zu berücksichtigen.



wras die Systeme IV. Ordnung betrifft, so sind die der 4. und 5. Symmetrieart 
zugehörenden Einheiten asymmetrisch, und bei der Berücksichtigung der möglichen Combi- 
nationen der Elemente -der Verbandssymmetrie in erster Linie die leitenden Gesichtspunkte 
der Lehre von der scheinbaren Symmetrie (§ 11) zu berücksichtigen, damit ein und diissslbe 
System niclit für verschiedene anzunelimen ist.

Derselbe Zweck kann aber dadurcli erreiclit werden, dass man sich direct von der 
Verschiedenheit der durch dasselbe Symbol auszudrückenden Systeme wie 16 (1 IIs) und 
16 (1 IIs)' genaue Rechenschaft giebt. Für diese Systeme ist z. B. die Verschiedenheit 
ganz augenscheinlich, indem für das erste eine zweizählige Syminetrieaxe und eine centrale 
Gleitebene, für das zweite zwei centrale Gleitebenen als Elemente der Verbandssymmetrie 
auftreten.

Was endllc-h die Systeme VIII. Ordnung betrifft, so ist das Vorhandensein der untrenn­
baren charakteristischen Zahlen 3 7 ganz augenscheinlich, und umgekehrt sind die charak­
teristischen Zahlen 4 und 8 ausgeschlossen, da dei'en Anwesenheit die Gleichheit einiger 
Zahlen als notliwendige Folge gehabt haben würde, was auf Gl'und der Ableitungsform 
unzulässig ist. Somit lässt sieh ein einziges hiei'zu gehörendes System ahleiten.

33. Für Triparallelogonsysteme II. Ordnung liegt nun eine einzige Ableitungsform 
zu Grunde, da, jetzt die Formen a; 1 und a;a niclit ,nehr verschieden sind. Diese Systenje 
sind die Colonnensysteme. Solclie Systeme sind aber für hexagonale Syngonie unmöglich 
(§ 23). Was aber die Systeme der monoklinen und rhombischen Syngonie betrifft, so 
stehen dieselben den Systemen der Diparallelogone, und speclell die der rhombischen Syngonie 
jenen der Typen 4 II und 6 II so nalie, dass die hierzu gehörende Ableitung fast als -reine 
Wiederholung desselben aufzufassen wäre.

Ganz besondere Verhältnisse treffen wir aber für die Systeme dei' hexagonalen Syngonie, 
für welche iillein die Systeme III. Ordnung möglich sind mit alleiniger Ableitungsform

№ةأؤ 10·(

Die allein noch zulässige Ableitungsform ab (Flg. 11), welcher die phanerotopischen 
Systeme IV. Ordnung entsprechen würden, wird aber in den wirklichen Systemen weder 
für rhombische noch für hexagonale Syngonie vertreten, und zwar aus demselben Grunde, 
wie die Systeme ab der Diparallelogone, in welchen die singulären Richtungen die diagonalen 
sind (§ 30), d. h. dass die dazu nöthigen Symmetrieelemente nicht zur Disposition stellen.

Dadurch ist die aufgestellte Aufgabe dieses I. Tlieiles in erschöpfender Weise gelöst.



Es sei erlaubt heryorzuheben, dass jetzt auch diejenigen regelmässigen Punktsysteme 
zu Tage getreten sind (14, 15, 16 und 17), welche in regulären Theilungen I. Ordnung 
nicht Vorkommen.

I. Reguläre Rlantheilungen II. und höherer Ordnung.

Ableitungg- Symmetrie- Symmetrie- Nr. Typus Explicite Verbands- Symbol
form art giOsse [. Ordnung Symmetrie إ Symmetrie des Systems

Diparallelogonsysteme II. Ordnung.
I. Monokline Syngonie.

a 1 2 2 .1 α = ί) 2 (in).
Cb اع لآ « = ٠ 2(111)

II. Rhombische Syngonie.
ίί = 2 3(1 ІІ٥).

وا.- )1 3 11 4(1І1٥١
اع اع 14(11,t)

а = 26 15 (2 ІІ&١٠
اع )ا « = 26 , 6(211،)

а ت 56 15 (3 ІІ٥).
5 II а — 56 5 (3 IR).

اع اع а ت 56 6 (3 ٧٥)
aa ،-، = 48 16 (2 Не)

а أع СИ а ت ؟ةلا 15(411.)

III. Tetragonale Syngonie.

а а я = 87 7(211)
اع اع 1357 я = 2468 17(7 II)
اع اع 1256 я = 3478 17(5 11)
а اع 1458 я = 2367 8(611)

Diparallelogonsysteme IV. Ordnung.

II. Rhombische Syngonie.

4 а = 2;Ъ = В 15 (1IR)
а = 6: ъ = 5 16(111،)
й = 2; 6 = ة 5(1 IR)
а = 6; ъ = 2 16(1 IR)'

4 1
а لآ
а' ة ä)15؛)lIR

؛-؛٠-،٠ 6(HRk٥

‘ 6 II г؛ 16)111٠(هي

III. Tetragonale Syngonie.
5 4 α = 3; دح = 7 ا 7(1ΐ)

& = 23; دلم = 67 8(411)
ة 8 а = 36; b = 27 17(411)

ab
ab
ab
ab

هأة
а. a

ab
ab
ab
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Ableitungs- ; Symmetrie- Symmetrie- Typus Explicite Verbands- Symbol
form 1 art grosse I. Ordnung Symmetrie Symmetrie des Systems

Diparallelogonsystemo VIII. Ordnung.

17(111)»
 Я 2 لأ 6

ΓΊ لآ'ل —?α
a و b

Triparallelogonsysteme II. Ordnung. 
I. Älonokline Syngonie.

2 (1 III).2 III

II. Rhombische Syngonie.
1 4 III ٦ <1 = I 14(1111).

4 III' a=% 14(1111)'.
6 III 0==,جقل 16(2 III).
6 III »=78 15(4111').
6111 a==Tl 15(4 III).

Triparallelogonsysteme III- Ordnung.
IV. Hexagonale Syngonie.

1 9 ITT 1
a 5
a' — ة ة )1 111(69

I
(I 45

'» ة9 . 11(4111)48

Triparallelogonsysteme IV. Ordnung.

، I1
6III 1 ٠, а لآ٠ ~اة7

II. Die Gleichungen der regelmässigen Punktsysteme in der Ebene.i)
A. Symmorphe Systeme.

I. Monokline Syngonie.
Symmetrieart

ة
Nr.

1 Wie die Symmetriearten seihst (S. 471 Anm.), so können auch die regelmässigen ebenen Punkt- 

Ablt. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XX. Bd. II. Abth.



II. Rhombische Syngonie.
Nr. Symmetrieart

ة = هأاا0ل٢ل-؛ل٠١ λι ب d تت V

z = nk c ب f هي ; ν = ά + ή

z == ١٩١٠ c -V" λ ٥ ١ V == nl d ب ;٠٠ !
z == nk c ب f ؤ ; V == ni a -Ar f i

Tetragonale Syngonie.

هلآ = ا+;ه 0؛ Ζ/1 = ٥8+1 + Λ0
Уо = ٥٥‘+ذ٠ذ الآ = ضبته + ر“0

Systeme ausser geradelinigen Coordinateo noch in Vectoren analytisch, ausgedrückt werden, wie man 
dies aus folgender Zusammenstellung ersieht (S. L. IV s. 42).

Die Gleichungen der regelnlässigen ebenen Punktsysteme 
in Linearcoordinaten in Vectoren

A. Symmorplie Systeme.

I. Monokline Syngonie.
٦٢١٠ Symmetrie-

art
г =،+;.٠ ًا; ت  d ب د α==7 ؛ ة ٠ ي ب ذ0 + جد )نًا٠ -ا د ؛ ٠ (ي

г ،«=٠؛ ،ر0 V = nk а د٢  λ\ 7=ض،)ا + ('اه + د٠ ا Β ؛ Я'і'آ(

11. Rhombische Syngonie.

Λ0 -ل؛٠-ا=« г r = ،ة + !،; a = 7 ب nk ь ٠ ي -اا ^0 ب 2ا ٠ ي
г ،»=٠/-)- :ي٠ * = (ΐ + ή +»=^ض؛؛..&ؤتم+تم٠ؤ٠ا

г = ١٦٠١٠ с ٩ λ٠ ν = η داء٢ 5٠1 V = ΐ» а سد ъ - І ١ «.? ١ λ١٠ І

e г = „k с ا تم ؤ ■V : nl d f ؛ا ۶ = ااا٠ض؛.ه،. + ؤ.تم+ؤتم.أ

III. Tetragonale Syngonie.

تمة0 = ٥٥ + ،;٠ الآ = ا+؛ة+ر.ه F ت f а ب b І ب د٠0 ب  Ü.

ثمة0 = ذة + -د0 Уі = Ъ5+пк + Хо fa = 7 ب nk ٠ b i ؛ λς> + i د٠0

IV. Hexagonale Syngonie.

لآ0 = ٥٥ + د٠ الآ=اب:ه+د0 F == fa + ٥٠ ب د0ب ·B )1 ب اا3 · 0 ؤ

لمة0 = هه + ي0 /؛٠،■+،»+:؛=٠ i) і1 ب ~~ ·٥( B ب ،;٠ ب nk b ■ i ب F == f a

لآ0=ه+:ا'و٠ ذه==إلآ+ض؛ثم؛ V = + Я.І5 (1 t اا3-ا( ؛٠

لآ٠ = ٥٥٠ + .?-٠ ه=الآ:لب+لد0 F=fa + ٥i + l0 + S(l + T/3٠i)|

لآ٠ = ذه + د0 داش,+:)?=المذ0 Т7 = Іа + ٠піЫ + Яо + -В(1+Уз٠і)1°



Symmetrieart

Hexag onale Syngonie.

٥. ا -د0 ; t/2 = 7ابلد —،— ،د0
y 0 = ئة + ،;ه; 2/1=ة+:ض+د،0

دكب:ة| ١ ٠ا=دلأرآ٢ءدا١ا'

د+ةه،0ل' 2لا = عبابله0

fr- ؛ هد ; 2اا = ،»بةة؛ + د٠0

B. Asymmorphe Systeme. 
II. Rhombische Syngonie.

ه = ؛ااا٠د٢هذ.أ١ل = ة٠ذ٢؛اً-

; ~ г ب- Й «؛، == z 'ئ == tt'، c " ί f : r = nl d -f- ي.د

г = »٤ c ؛ г ؤ j ί = *(ί + ί ؤ

;

III. Tetragoiiale Syngonie.

ة دأ٠ .Ко- ةة4~ة(بي؛ الآ=أة«+ع+(/

III. Zusammenstellung der regelmässigen ebenen Punktsysteme und fler ihnen 
zugeordneten regulären Plantheilungen.

ة ا إ |اة  (III). (III)



2 7 1 8

II. Rhombische Syngonie.
3 (1 iy.

(III») III III'
3 (111.) и 111)41 III)'.

)3 11ء(ه (!□»)
3 iy) (.2II))1 &ة(لآلل

4 (2 II٥). (3II ٠)٥ (4II٥) )1ΙΙ٥)(1 لل٠ق(5 )411ًا'أ)4111ءد
4 (2 II.) (1ΙΙ٥)(1ΙΪ)'(1ΙΙ ٥)،٠ (2 III). )1ІІІ؛(7

zusammen 30

Ilt. TetragonaJe Syngonie.

zusammen

--

(1ΙΙ)ί8 -

IV. Hexagonale Syngonie.

i n , (؛ 5 !11 ؛

)II 17( )ة I 6 — (7 II

اة7 III (1111)69
11 ا 8 10؛ 8

(4 III)«
І 12 ة III013اا

- - 1
zus. ..

Gesammtsumme

Hier bedeuten: Colonne 1: Nr. des regelmässigen Punktsystems; Col. 2: Nr. der Synimetrioart; 
Col. 3: Diparallelogonsysteme I. Ordnung; Col. 1:11. Ordnung; Col. ö: IV. Ordnung; Col. 6:VI1I. Ord­
nung; Col. 7: Triparallelogonsystemel. Ordnung; Col. 8:II. Ordnung: Col. э: III. Ordnung; Col. 10:
IV. Ordnung; Col. 11: Anzahl der .iparallelogonsysteme; Col. 12: Anzahl der Triparallologonsysteme; 
Col. 13: Gesammtsunime der Diparallelogon- und Triparallelogonsysteme.

II. Theil. Reguläre Raumtbeiluug.

Die uns jetzt bevorstehende Aufgabe ist durch so viele Analogien mit der eben 
abgeschlossenen verbunden und durch deren Auflösung in solchem Grade erleichtert, dass die 
hierzu gehörende Untersucliung fast als eine Wiederholung des I. Tlieiles anzusehen wäre. 
Natürlich compliciren sich ansehnlich die Theilaufgahen und wird die Anzahl der zu 
erhaltenen Auflösungen in liohem Umfang grösser.

1. Auch hier sind in erster Linie zwei Hauptarten der regulären Raumtheilung zu 
unterscheiden : entweder a) sind sämmtliche Raumfiguren parallel orientirt, oder b) ist dies 
nicht der Fall.

Die Systeme, welclie erster Voraussetzung entsprechen, werden auch jetzt als Systeme 
I. Ordnung bezeichnet, und wir wollen unsere Untersuchung mit der erschöpfenden Auf- 
sucliung dieser Systeme beginnen.

2. Denken wir zwei beliebige Systemfiguren herausgenommen. Sie sind untereinander 
durch einfache Translation verbunden, welche zugleicli die Decktranslation für sämmtliche



andere Kaumeiobeiten ist. Für diese Translation erhalten wir eine bestimmte Richtung 
und eine bestimmte Strecke. Die Deckung kann in dieser' Riclitung und 11,11 diese Strecke 
beliebige Male wiederholt werden, und jedes Mal kommt das ganze System niit sieh selbst 
zur Deckung. Jede einzelne beliebig herausgenonmiene Raumeinheit zusammen mit der 
gegebenen bestimmt eine congruente Reihe der Raumfiguren. Nehmen wir aus dem 
System nocli eine dritte Einlieit, welche dieser Reihe niclit angehört, so erhalten wir eine 
andere congruente Reilie in anderer Richtung und mit anderer Deckstrecke. Die beiden 
Reilien zusammen genommen bestimmen aber ein ebenes Netz. Ziehen wir noch irgend 
eine dritte Einlieit in Betracht, welche diesem Netze nicht angehört, so erlialten wir 
eine dritte congruente Reilie in neuer Richtung und mit der ihr speciell zukommenden 
Strecke. Jede Einheit dieser letzten Reilie kann zum Ausgangspunkt l'ür die Construction 
eines dem eben erwähnten Netze parallelen Netzes dienen, und die Gesammtheit dieser 
gleichen und parallelen Netze liildet ein Raumgitter (analytisch ausgedrückt: quadratische 
Form III. Grades).

3- Nehmen wir aber zwei anliegende (also eine Grenzfläche gemeinsam besitzende) Ein­
heiten in Betracht, so ei'lialten wir eine Reiiie besonderer Art, in welcher jede der zwei nächst­
stehenden Einheiten die anliegenden sind. Wir wollen solclie Reihen als Colonnen I. Ord­
nung bezeiclmen. Falls aller die Gliedei' einei' Reilie nur einen einzigen Punk-t gemein 
haben, so wollen wir solche als Colonnenreilien bezeichnen.

Somit kann das ganze System als System anliegender gleicher und paralleler Colonnen 
I. Ordnung aufgefasst wei'den.

Zwei Colonnen, welctie eine Einlieit gemeinsam haben (man würde es aucli ausdrfleken 
können: welche in dieser Einheit sich sclmeiden), hestimmen ein besonderes ebenes Netz, 
und zwai’ ein solclies, in welchem sämmtliche Einheiten mit den nächstliegenden Grenz- 
fläclien gemeinsam liaben. wollen wil' ein solches Netz als eine Scilicht I. Ordnung 
bezeichnen.

Das ganze System kann als eine Gesamnitheit solcher paralleler gleichei' und anliegender 
Schichten aufgefasst werden.

,Jeder Schicht ist eine Scilichtebene zugeordnet, welche durch zwei den Colonnen 
dieser Schicht zugeordnete Richtungen bestimmt wird.

Wenn zwei parallele Colonnenreihen eine Grenzfläche gemein haben, so sind sämmtliche 
Glieder dieser Reihen in Bezug auf die andere allliegend, und dann liildet sich ein besonderes 
Netz, welches aus lauter parallelen Colonnen besteht, und jede dieser Colonnen besitzt mit 
den beiden nächsten gemeinschaftliche Grenzlinien. Solclie Netze wollen wir als Schicht­
netze bezeichnen.

Besondere Anmerkung. IJnter Schichtebene dürfen wir keineswegs eine individuelle 
Ebene verstehen, sondei'11 den Complex paral-leler Ebenen. Dieser Begriff ist demjenigen der 
Richtungen in Bezug auf die Geraden analog.

Leider giebt die Geometrie keinen dafür passenden Ausdi’uck, wohl aber die theoretische 
hlechanik in ilirer Behandlung der Kraftepaare. Ein solches Paar, welches eigentlicli auf 
die Scilichtebene Bezug hat, kann durch eine dazu senkrechte Gerade bestimmter Richtung 
(lind dabei von bestimmter Länge) dargestellt werden. Ebenso können wir jetzt unter dem 
Worte Scilichtebene eine zur bestimmten Richtung senkrechte Ebene verstehen.



4. Jeder Colonne f. Ordnung ist eine Grenzfläche der Baumeinheit zugeordnet. Da 
aber jede Einheit durcli Translation in der dieser Colonne entsprechenden Biclitung um die 
ІІ1І- zukommende Strecke mit den anliegenden zur Deckung kommt, so muss dieselbe notli- 
wendiger Weise in ilirer Begrenzung zwei solche gleiche und parallel gestellte Grenzflächen 
besitzen, und dabei liegen je zwei zugeordnete Punkte dieser Grenzflächen auf den der 
erwähnten Richtung parallelen Geraden und besitzen einen und denselben Abstand; dieser 
Abstand ist der erwähnten Strecke gleich.

Daraus können wir schliessen, dass die Rauineinheiten I. Ordnung durclr lauter 
einander zugeordnete gleiche und parallele Grenzflächenpaare begrenzt werden. 
Also ist die Anzahl der Grenzflächen einer Baumeinheit eine gerade. In Folge dessen 
wollen wir solche Raumeinheiten als Parallelogder bezeichnen.

5. Wie die Grenzflächenpaare jeder gegebenen Colonne zugeordnet sind, so sind die 
Schnittlinien zweier solcher Flächen, die Kanten, den Schiehtebenen zugeordnet, welche 
durch entsprechende Richtungen bestimmt werden.

Diese Zuordnung fulirt uns zu dem weiteren Schlnss, dass sämmtliche einer Schicht­
ebene zugeordnete Kanten einer Raumeinheit gleicher und paralleler Grenz­
linien sind. Auclr die Punkte dieser Kanten sind einander zugeordnet, indem jedem 
gegebenen Punkt einer Kante je ein zugeordneter Punkt in sämmtlichen zugeordneten parallelen 
Kanten einer Einlieit entspricht. Diese Zuordnung wird durcli die Richtungen der Colonnen 
und die ihnen entsprechenden Strecken zum Ausdruclr gebracht.

6. Die Gesamnitheit der in gleichen und parallelen Kanten siclr schneidenden Grenz­
flächen wollen wir als eine plimäre Zone bezeichnen.

Nun können wir sagen, dass, wenn zivei Grenzflächen sicli in einer Kante sclineiden, 
durcli diese Flächen eine bestimmte primäre Zone dei- Schichtebene zugeordnet ist, 
welclie ihrerseits durch die den gegebenen Grenzflächen zugeordneten Colonnenrichtungen 
bestimmt wird.

Jede primäre Zone wird durch die Schichtebene in zugeordneten Punkten geschnitten. 
Das ganze System wird aber durch diese Ebene in einem Parallelogonsystem
I. Ordnung geschnitten.

Die den primären Zonen zugeordneten Schichtebenen wollen wir IJauptebenen des 
Systems nennen.

Nun liönnen wil- sagen, dass die Parallelogdersysteme durch die Hauptebenen 
(wenn dieselben durcli Punlite der ihnen zugeordneten Kanten hindurchgehen) in Parallelo- 
gonsystemen geschnitten werden.

Die primären Zonen der Parallelogder sind parallelogonale. Sie liönnen 
also entweder a) diparallelogonal oder b) triparallelogonal sein.1)

7. Falls aber zwei Grenzfläcbeiipaare vorhanden sind, welclie untereinander keine Schnitt­
kanten liilden, so sind dieselben doch zweien Colonnenrichtungen zugeordnet; die Gesammt- 1

1) Die Zonenlehre als ein Abschnitt der Geometrie der Lage wurde ziemlich ausführlich in E. G. L. 
behandelt, wo derselben ein besonderes Capitel gewidmet wurde (Cap. 12). Dabei wurden aber aus­
schliesslich durch Grenzebenen bestimmte Polyeder berücksichtigt. Den Hauptgegenstand der llnter- 
suchung bilden daselbst die durch lauter primäre Zonen begrenzten Zonogder.



heit solcher Grenzflächen, welche wir als eine .secundäre Zone bezeichnen wollen, ist also 
einer Schichtebene zugeordnet.

Nun ist leicht der Beweis zu erbringen, dass niclrt sämmtliche Zonen sechsflächig sein 
können, dass also nothwendig auclr vierflächige vorhanden sind.

Denlren wir durch einen Punkt, als Centrnm einer Sphäre aufgefasst. Gerade in 
allen Colonnenrichtungen gezogen. Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Sphäre seien 
als Berührungspunkte der Grenzehenen eines typischen Polyeders angenommen.!)

Pttr dasselbe gilt die Relation
(Η)/"=1·2·£>3·2+؛؛ρ .-|-؛؛ .. + »)٠ — Ύ)ηρΗ А)

wo f die Anzahl der (ebenen) Flächenpaare und Pm die Anzahl der 2iw-flächigen primären 
oder secundären Zonen bezeichnet.

Jetzt denlren wir uns ein diesem Polyederpolar zugeordnetes Zonogder in der Weise 
construirt, dass man die zu seinen Flächen senkrechten Geraden als die Zonenaxen annirnmt, 
oder was dasselbe ist, die Flächenpole der ersten als die Pole der Grosskreise auf der 
Sphäre nimmt, und dann alle Schnittpunkte sämmtlicher so gezogener Grosskreise auf der 
Sphäre als die Flächenpole eines neuen Polyeders nimmt.

Dieses Zonogder, d. h. eiti von lauter primären Zonen umgfirtetes Polygder, ist mit 
dem Paarflächner durch folgende Relationen verbunden: a) die Anzahl der primären Zonen 
des Zonogders ist der Anzahl der Flächenpaare des Paarflächners gleich, b) die Zähligkeit 
der Flächen der ersten ist der Zähligkeit der primären uird secundären zugeordneten Zonen 
der letzteren gleich.

Für jedes Zonogder gilt aber die Relation

(p-l)p—l’2-fs t 2-3 ■u + ... t (n — \)nfn B)
wo p die Anzahl der primären Zonen, und fm die Anzahl der 2 ίκ-zähligen Flächen bedeutet.

Wären iti dem ersteren sämmtliche Zonen 6-Aächige gewesen, so würden in dein 
letzteren sämmtliche Flächen 6-flächig sein, was aber unmöglich istJ)

 ,Der Begriff des typischen Polyeders wurde ebenfalls in E. G. L. eingeführt und spielt daselbst (؛
wie in allen folgenden hierzu gehörenden Arbeiten des Verfassers, die Rolle eines Grundbegriffs, auf 
welchem die Theorie der Polyeder überhaupt und besonders deren Classificatioir ihre Basis findet. Das­
selbe wird als ein besonderes typisches Glied einer unendlichen Gesammtheit der Polyöder aufgefasst, 
welche das gemein haben, dass die ihnen zugehörenden Grenzebenen sämmtlich parallel sind (resp. parallel 
aufgestellt werden können) und dabei natürlich die Anzahl dieser Grenzebenen dieselbe ist. Diese 
Gesammtheit wird als eine Polygderspecies aufgefasst, also ein Grundglied der Classification, welche 
daselbst und in anderen Arbeiten weiter entwickelt wurde. Ein dem typischen Polyeder polai- zugeordnetes 
wurde als subtypisches bezeichnet. Die betreffenden Relationen wurden ziemlich ausführlich in E.G.L. 
§ 20—22 besprochen (übrigens findet man eine analoge Besprechung in manchen der neueren Geometrie 
angehörenden Werben). In erster Linie war stets ein Polyeder aufgestellt, in dessen Eckpunkten immer 
je drei Grenzebenen Zusammentreffen. Solche Polyeder wurden als theoretische bezeichnet, und alle 
anderen, die particulären, als solclre aufgefaast, von denen einige Kanten unendlich klein geworden 
sind. (Dieselbe Auffassung finden wir viel später bei H. Ebei'hardt.)

٥) Dieser Satz findet sich noch in Legendre, Elements de Geometrie (z. B. 15 ed., 1862, p. 307). 
Später wurde er zu wiederholten Malen reproducirt (и. A. auch in E. G. L. § 24, wo auch geschichtliche 
Angaben anzutreffen sind).



8. Nehmen wir ein Flächenpaar in Betracht. Jedes andere Paar bestimmt eine 
primäre oder secuudäre Zone. In der Anzahl 1—تم ist jede 4-Aächige Zone ein Mal, 
jede 6-Aächige Zone 2 Mal...١ jede 2 »г-flächige Zone »1— ؟ Mal enthalten. Also

تم—1 = 1بإا 2 ρ8 ا ... ا-  (m — l)pn٠

Summiren wir diese Kelation in Bezog auf sämmtliche Fläclien und berücksichtigen, 
dass in dieser Summe ein Glied (»*—1)ρ,ι٠ ',»Male wiederholt wird, so erhalten wir 
endgültig

؛ ... ؛ Рз-ا ρ3 3-2·تم(ا-تم= 2-1)  (η—1)ηρη٠ С)

Der Form nach ist diese Relation mit der Relation A) identisch. Die Relation A) 
wurde aber bis jetzt ausschliesslich l'ür die PolyCder (als durch Ebenen begrenzte Körper) 
bewiesen. Jetzt gilt aber dieselbe Relation C) für beliebige Raumfiguren mit der einzigen 
Beschränkung, dass dieselben continuirliche Paarflächner sind, mit welclren wir es jetzt zu 
thun haben.

9. Jetzt sind aber die Zonen höchstens 6-flächig (§ 6). Da aber auch 4-Aächige 
Zonen notliwendig vorhanden sind, so können wir eine Schichtebene auswählen, welche 
dieser Bedingung entspricht d. h. deren Colonnen zu zwei sich in einer Einheit schneiden.

Auf Grund dessen, dass eine Einheit in der Richtung einer Colonne nicht mehr als 
zwei anliegende Einheiten lrat, sind nur folgende Annalimen zulässig:

1) Die gegebene Einheit hat mit den Einheiten der in Betraclrt gezogenen anliegenden 
Scliichteinheiten nur eine einzige zur anliegenden. Dann ist sie durch drei Flächenpaare 
begrenzt, welche drei 4-flächige Zonen bilden (in der Relation c ist 0=3<2 ,3 = 2 تم= 3, و ). 
Solche Raumeinheiten werden Triparalleloöder genannt.

2) Eine Colonne der anliegenden Scilicht ist in Bezug auf die Colonnen der ersten 
Schicht nur mit einer einzigen anliegend. Jede Einlreit derselben ist aber zweien Einheiten 
anliegend. In diesem Falle ist nur eine einzige Zone 6-flächig. Also 4 =تم ١  ρ2==3, pa= ل ٠  
Solche llaunieinheiten werden Tetraparallelogder genannt.

3) Es bleibt nur noch eine einzige Annahme tibrig; jede Colonne der anliegenden 
Scilicht ist in Bezug auf zwei anliegende Colonnen der gegebenen Sciliclit anliegend und 
dabei besitzt jede Einheit jeder Colonne zwei anliegende Einheiten in den anliegenden 
Colonnen.

Hier sind aber zwei Falle zu unterscheiden: eine gegebene Schicht ist nur in Bezug 
auf ein Paar ihr paralleler Schichten anliegend, oder dies ist für zwei Paare der Fall. 
Dies hängt davon ab, ob Colonnen in einer Pichtung vorhanden sind, deren einzelne 
Einheiten zu anliegenden, in der Richtung der Colonne, je eine Einheit erster und eine 
Einlieit zweiter Schicht besitzen, odei- dies nicht der Fall ist.

In dem ersten Falle liaben wir f = 6, Vi — 3١ 7h = 4.
Solclie Raumeinheiten werden Hexaparalleloäder genannt.
In dem zweiten Falle liaben wir f— 7, p٠2 == 3, 6 = 08ل.
Solclie Raumeinheiten werden Heptaparalleloöder genannt.



Es ,؛st schon längst bewiesen worden, dass unter den hierzu gehörenden Raumfiguren 
auch solche mit Ebenen begrenzte Vorkommen, welche, als die einfachsten, wir als Typen 
auffassen liönnenن). Diese Polyeder sind in den Figuren 12—15 abgebildet.

Fig. 15.Fig. 14.

Auch jetzt sind diese Parallelogdertypen als die primären aufzufassen, da alle andern, 
als Varietäten, von diesen dadurch secundär gebildet gedacht werden können,, dass man 
die Grenzebenen durch beliebig andere Flächen ersetzt, mit der Beschränkung, dass dabei 
die neu construirten gleiclien und parallelen Flächen niclit einander schneiden dürfen, da 
sonst keine continuirliche Raumfiguren entstünden.

9. Weitere Beschränkung führt die Symmetrie mit sich. Es genügt das Vorhanden­
sein einei' 2-zählgen Axe der zusammengesetzten Symmetrie (Inversionscentrum), um die 
Möglichkeit der krummen Flächen zu beseitigen^). Die Symmetrie kann aber viel höher sein.

Die Möglichkeit der Symmetrieebenen ist augenscheinlich.
Die Möglichkeit gewisser Symmetrieaxen hängt aber von der Vertheilung der Colonnen, 

respective von der Zähligkeit der Zonen ab. In dieser Beziehung sind die FaralleloCder in 
zwei Gruppen zu sondern. Der ersten Gruppe gehören das Tri-, Hexa- und HeptaparalleloSder 
an, welclie das Vorkommen der 4-zähhgen und nicht mehrzähligen Symmetrieaxe zulassen. 
Die höchste allen drei zukommende Symmetrieart ist die (hexakis-) oktaedrische mit der 
Symmetriegrösse 48. Der zweiten Gruppe gehört allein das Tetraparallelogder an, für 
welche als höchste die 6-zählige Symmetrieaxe zulässig ist. Die höchste ihm zukommende 
Symmetrieart ist die dihexagonal-bipyramidale mit der Symmetriegrösse 24.

Es versteht sicli von sellost, dass den bezüglichen Farallelogdern auch sämmtliche 
andere Symmetriearten zukommen, welche in Bezug auf diese höchste untergeordnet sind.

10. Die Aufgabe der Aufsuchung sämmtlicher hierzu gehörender Symmetriearten 
gehört der reinen Symmetrielehre an und ist schon längst erschöpfend aufgelöst. Es sind 
dies die 32 Symmetriearten der Krystallographie*), welche jetzt auch in elementaren Lehr­
büchern dieser Wissenschaft dargestellt werden. * 2

١) Diese Ableitung wurde vom Verfasser noch in dem Ende der siebziger Jahre ausgefiihrt. Gerade 
darauf fussend wurde die specielle Theorie der Krystallstruetur des Verfassers entwickelt und auf dem. 
Wege der directen Erfahrung gepriift. Diese Entwicklung fand iin Beginn der achtziger Jahre statt und 
ist in einer Reihe von Vorträgen in der k. mineralogischen Gesellschaft zu st. Petersburg dargelegt 
(Verhandlungen der k. mineralog. Gesellschaft zu st. Petersburg, Bd. 1ًا s. 391, Bd. 18 s. 281 und 282).

2) Der Beweis dieses Satzes war zuerst nicht explicit angegeben, sondern er steckt in den 
Sätzen § 76 E. G. L.

8) Die vollständige Aufstellung der Symmetrieelemente wurde in s. D. II in der Einleitung und 
Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XX. Bd. II. Abth. 64



Hier können wir uns mit der Darstellung der Resultate begnügen.
Der Symmetriegrösse 48 entsprechend wird die Spliäre in 48 sphärische Dreiecke 

getheilt (Fig. 16). Wollen wir dieselbe sämnitlich enumeriren, so wird jede solche Zalil 
als eine charakteristische ein bestimmtes Symmetrieelement darstellen.

Der Einfachheit wegen wollen wir zuerst ٢on der An­
Wesenheit der 3-zäb.ligen Symmetrieaxen absehen. Dann er­
halten wir als Symmetriegrösse 16, welche der ditetragonal- 
bipyramidalen Symmetrieart entspricht. Die zur oberen Hälfte 
bezüglichen Zahlen 1—8 behalten als Ausdrücke der Symmetrie­
elemente dieselbe Bedeutung, welclre diese Zahlen für die ebenen 
Figuren besassen; 1.' wird jetzt horizontale Symmetrieebene aus­
drücken, 2', 4'١ 6' und 8' drücken horizontale 2-zählige Sym- 
metrieaxen verschiedener Lage, 3' utid 7' drücken 4-zählige 
zusammengesetzte Symmetrie aus und sind von einander nicht 

zu trennen, da sie einem und demselben Symmetrieelement angehören. Endliclr 5' drückt 
das Inversionscentrum aus.

Fig. 16.

zwar auf .'.؛rund der Satze der Kinematik ausgeführt*). Labei wurde aber die zusammengesetzte Sym­
metrie nicht umständlich genug besprochen, und jetzt soll 'diese Lücke ausgefüllt werden.

Denken wir uns eine endliche Figur, die Symmetriegrösse 4p und dabei die yi-zählige Symmetrie- 
axe besitzend, wo وإ eine sehr grosse ganze Zahl ist. Die Anzahl der gleichwerthigen Richtungen können 

wir dann durch eine Zahlenreihe ؛؛٠٠;; ةً وا زل اً؛؛, ,)' darstellen.

,Tede besondere Zahl ilieser Reihe drückt ein besonderes Symmetrieelement aus. Nun wollen wir 
uns jetzt genaue Rechenschaft über die Bedeutung' dieser sämmtlichen Zahlen geben.

Die Reihen 2 4 6... (2p —2): (Зр) unrl 2'4'6'... (2 2)'(2— وإ p)' erhalten sehr einfache Deutung. 
Jede Zahl, einzeln genommen, drückt eine bestimmte verticale Symnietrieebene resp. eine horizontale 
2-zählige Symmetrieaxe aus. Die Zahl 3 drückt aber eine ρ-zählige Symmetrieaxe aus und ist desshalb 
mit dei' Reihe 57... untrennbar verbunden. Ueberhaupt drücken die ungeraden Zahlen 3 5 7... Sym- 
metrieaxen aus, deren Zähigkeit leic.ht zu ermitteln ist; z. B. die Zahl 5 tritt als ein untrennbares Glied 
der Reihe 159(13)... auf und drückt, wenn p eine gera.de Zahl ist, eine ؛-zählige Symmetrieaxe aus; 

analog erhalten wir für die Zahl 7 eine Reihe 17 (13) (19)..., und sie drückt, wenn die Zahl p durch 3 
theilbar ist, die ؛-zählige Symmetrieaxe aus.

Für die ungeraden Zalilen der Reilre 1', 3', 5', 7'. . . erhalten wir eine andere Deutung.
Del- Reihe nacl'1 'bedingen die Zahlen 3', 5', 7'... folgende Zahlenreihen: a) 1 3' 5 7'... b) 1 5'9 (1 3').. . 

c) 1 7' (1 3) (1 9') . . . u. s. f.
Nehmen wir, den Principien der Symmetrielehre folgend, für p eine gerade Zalil, so drückt die 

Reihe a) die yczählige Axe der zusammengesetzten Symmetrie, welche zugleich ؛-zählige Symmetrieaxe 

ist, was daraus zu ersehen ist, dass dieser Reihe die Reihe 159... untergeord.net ist. Für die Reihe h) 
ist dies nur dann der Fall, wenn ور durch 4 theilbar ist, un؛ dann drückt diese Reihe die ؛-zählige 
Axe der zusammengesetzten Symmetrie aus und zugleich die ؛؛-zählige Symmetrieaxe. Ein ganz analoges 

Resultat erhalten wir für die Reihe e), wenn و) durch 6 theilbar ist u. s. f.
Wenn aber für die R.eihe b) دو durch 4, für die Reihe c) jj durch 6 nicht theilbar ist, so nehmen 

diese Reihen die Form 11'5 5'7 7'... oder sogar die Form 1 1' 3 3' 5 5'. . . an. Hier sind also solche Zahlen

*) Noch früher und zwar auf ganz elementarem Wege wurde die vollständige Auffindung sämmt- 
lieher Syminetriearten des dreidimensionalen Raumes in E. G. L. ausgeführt. Diese Auffindung stützte 
sich auf das vorläufige Auffinden sämmtlicher typischer IsoSder, wozu besondere Formeln gegeben 
١vurden (§ 25).



Jetzt fiihren wir eine 3-zählige Symtnetrieaxe von bestimmter Lage ein, und diejenigen 
Dreiecke, welche in Folge der Drehung um diese Axe in bestimmtem (direct aus der Figur 
ersichtlichem) Sinne aus einem durch die Zahl Й bezeichnetem Dreiecke entstehen, wollen 
wir der Reihe nach a, und «2 bezeichnen (ag = a).

Del- Symmetriegrösse 24 des Tetraparalleloöders entsprechend wird die Sphäre in 24 
sphärische Dreiecke getheilt (Fig. 17). Die der oberen Hälfte der Sphäre angehörenden 
Dreiecke wollen wir einfach 1-12 enuraeriren, wie dies für 
das Hexagon in der Ebene der Fall war, und dann kommen 
wir dazu, dass dieselben charakteristischen ΖίΛΙβη dieselben 
Symmetrieelemente ausdrhcken. Die Dreiecke der unteren 
Hälfte wollen wir mit Apostroph unterscheiden. Jetzt bedeutet 
1' die horizontale Symmetrieebene, 2'١ 4', ö'١ 8'١ 10. und 12' 
horizontale 2-zählige Syrnmetrieaxen von verschiedener Lage, 3' 
und 11' bezielien sicli auf die 6-zählige Axe 1. Art dei- zusammen­
gesetzten Symmetrie und sind von einander untrennbar, S' und 
9' gehören der 6-zähhgen Axe II. Art der zusammengesetzten 
Symmetrie an und sind ebenfalls nicht von einander zu trennen; 
endlich drückt 7' das Inversionscentrum aus.

11. Auf Grund der eben entwickelten Betrachtungen erhalten wir folgende Tabelle der
Symmetrie а 1'ten der Raumsysteme؛)

Symmetrie­
grösse

Charakteristische Zahlencomplexe für 
HeptapmulTeloeder TetraparalleloSder Gleichungen der Symmetrie

(1
ا2 у==п”Ъ С Γ؛٢Ύ ئ دب V = w” d
ًا3 لأ=لأ г = пгс V = ΐΐν ة

nZ' ъ = لأ
أ5 1 1' 5 &' XV "T Ί%χ ъ = لأ z — rfc ■ν==«!4

untrennbar, drücken also eine zusammengesetzte Symmetrie höherer Art aus, unter welchen auch 1' auf­
tritt, welche, einzeln genommen, die horizontale Symmetrieebene ausdröckt.

Für jetzt genügt es uns vollständig, den speciellen Fall p — 6 zu besprechen.
In diesem Falle erhalten wir also zwei und nur zwei Arten der zusammengesetzten Symmetrie 

und zwar diejenigen, welche durch die Reihen a) 1 3'1 1) 9'7 ة)' nnd b١ 1 1'6 5'9 9' angegeben werden.
Die erste Reihe (also auch die Zahl 3' allein genommen! drückt die 6-zählige Axe I. Art dei- 

zusammengesetzten Symmetrie aus. Das der Reihe bl entsprechende Symmetrieelement (also die Zahl 5' 
allein genommen) drückt die analoge Axe II. Art aus.

Hierzu gehört auch die Reihe 17', aber dieselbe drückt einfach das Inversionscentrum (resp. die 
2-zählige Axe der zusammengesetzten Symmetrie) aus.

4-zählige Axen der zusammengesetzten Symmetrie giebt es nur eine einzige Art, welclie durch die 
Reihe 1 3' 5 7' bestimmt wird.

 Der Anschaulichkeit wegen wird liier die graphische Darstellung sämmtlicher Symmetriearten ند
der regulären Raumtheilung beigegehen (Taf. II). Solclie Tafeln wei'den jetzt elementaren Lehrbüchern 
der Krystallographie beigegeben, da die bezüglichen Symmetriearten mit den krystallographischen 
identisch sind.

،/y./o.A
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%/
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Ix
Fig. 17.
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Nr, metrie- 
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Charakteristische Zahlencomplexe für 
HeptaparaUeloeifer TetraparalleloSder Gleichungen der Symmetrie
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In den letzten fünf Zeilen haben wir der Kürze wegen («... c)a anstatt a at tt؛؛. . . . c ،٥2 !؛ gesetzt.

12. Für jede gegebene Symmetrieart und eine gegebene Richtung von allgemeiner 
Lage (d. b. eine Gerade oder eine Ebene, welche weder parallel noch senkrecht zu irgend 
einem Symmetrieelemente steht, sei es eine Axe oder Ebene) erhalten wir eine Anzahl 
gleicher Richtungen, welche der Symmetriegrösse gleich sind. Für die partieuliiren



Richtungen ist aber die Anzahl der gleichen Richtungen eine geringere, und es kann 
sogar der Fall Vorkommen, dass diese Anzahl sich zu einer Einheit reducirt. Solclre Rieh- 
tungen (Gebilde) wollen wir als singuläre bezeichnen.

Die angegebenen Symmetriearten lassen sicli in dieser Beziehung in folgende Gruppen 
sondern, welche wir als die Arten dei- Syngonie auffassen wollen.

I. Sänimtliche.Richtungen sind singuläre. Dazu gehören die beiden ersten 
Symmetriearten. Diese Syngonie wird als die trikline bezeichnet.

II. Es giebt nur eine einzige Ebene, in welcher alle Richtungen singuläre 
sind, und ausserdem ist die zu dieser Ebene senkrechte Richtung eine singuläre. 
Die Ebene selbst ist singulär, ebenso wie sämmtliehe zu derselben senkrechten Ebenen. Hierzu 
gehören die Symmetriearten 3, 4 und 5.

Diese Syngonieart wird als die monokline bezeichnet.
III. Es giebt nur drei unter einander senkrechte singuläre Richtungen. 

Auch die zu denselben senkrecliten Ebenen sind singuläre. Hierzu gehören die Symmetrie­
arten 6, 7 und 8.

Diese Syngonieart wird als die rliombische bezeichnet.
IV. und V. Es giebt nur eine einzige singuläre Richtung (Hauptaxe); ebenso 

ist eine einzige zu diesei- Richtung senkrechte Ebene singulär.
In diesem Falle unterscheiden wir diejenige Syngonie, in welchei" die Anzahl der in 

der singulären Ebene vor kommenden gleicljen Richtungen (der particulären, falls solclie 
überhaupt vorhanden sind) gleich 2 oder 3 ist.

Die erste Syngonieart wird als die tetragonale, die letzte als die hexagonale 
bezeichnet. Der ersten gehören die 9.—15., der letzteren die 16.—27. Symmetrieart an 1).

Endliclr VI. Es sind keine singulären Richtungen vorhanden.
In diesem Falle giebt es drei besondere, unter einander senkrechte Richtungen, welche 

als die zu den Flächen eines WUrfels senkrechten Geraden (kubische Axen), und noch viel, 
andere besondere Richtungen, welche als die Diagonalen des Würfels angesehen werden 
können; den letzteren sind nothwendiger Weise vorkommende 3-zählige Symmetrieaxen 
parallel.

Diese Syngonieart wird als die liubische bezeiclmet. Zu derselben gehören die 
Symmetriearten 28—32.

Fiir die in der Tabelle zusammengestellten Symmetriegleichungen werden, .-je nacli 
der Symmetrieart, entweder drei singuläre Richtungen als Coordinatenaxen angenommen 
(dies für die Syngoniearten I, II und III), oder eine einzige vorliandene singuläre Riclitung y, 
und zwei resp. drei gleiclie І11 der singulären Ebene liegende Geraden (die particulären 
Richtungen, falls solche vorhanden sind). Es muss aber liervorgehoben werden, dass für

1.) Unter den Symmetriearten der hexagonalen Syngonie lassen sich diejenigen Nr. 16—20 von denen 
Nr. 21—27 dadurch unterscheiden, dass in den ersten stets möglich-ist, eine zur Hauptaxe schiefe 
Richtung so auszuwählen, dass die gleichwertigen Richtungen eine dreigliederige Gruppe, in den letzten 
eine sechsgliederige Gruppe bilden. Dieser Unterschied kann dadurch ausdrücklich hervortreten,, dass man 
die ersten Symmetriearten in eine trigonale, die letzten sieben in eine hexagonale Hyposyngonie- 
gruppe vereinigt. Diese beiden Gruppen sind in dei- 'l'af. II besonders dargestellt.



ًتاSymmetriearten 9-15 der elementare Axenwinkel F ist, für 1620 داح  ^st derselbe Winkel 

8 , und endlich für die Symmetriearten 21-27 ist derselbe Winkel - ًا  = Die Coordinaten- 
axen werden der Reihe nach mit Уд, Уѵ Й... bezeichnet.

Endlich werden für die kubische Syngonie als Eoordinatenaxen drei oben besonders 
erwähnte besondere senkrechte Richtungen (liubische Axen) Xg, %ν x2 angenommen.

Was endlich die Bezeichnung der Periode, die Bedeutung der eingeführten Symmetrie­
parameter und die Ueberzähligkeit der Coordinatenaxen betrifft, so sind aucli liier die 
Bemerkungen § 1.0, I. Theil geltend.

13. Die Darstellung der Systeme I. Ordnung wird aucli jetzt dadurch erschöpft, dass 
man alle diesen Systemen zukommenden Symmetriearten berücksichtigt. Dabei kann aber 
Vorkommen, dass man für einen und denselben Paralleloldertypus eine und dieselbe Symmetrie­
art verschiedener Systeme erhält, indem die Colonnenrichtungen resp. Schichtebenen sicli in 
Bezug auf die Symmetrieelemente verschieden orientirt erweisen.

Auch jetzt giebt für die Eösung derai'tiger Fragen die Lelire von der scheinbaren 
Symmetrie die leitenden Aufschlüsse. (Vergl. §11, I. Theil.) Da aber die Betrachtungen 
dieser Art in ihren Anwendungen auf die Einzelheiten ziemlich viel Raum gefordert hatten, 
das zu Grunde liegende Princip aber ausserordentlich, einfach ist, so erlauben wir uns hier 
wieder uns mit der Dai'legung der Resultate zu begnügen, um so mehr, als die Resultate 
schon längst constatirt worden waren 1).

14. Diese Systeme sind ganz anschaulich auf Taf. III. dargestellt. Jetzt wollen wir 
dieselben in liurzen Worten charakterisiren.

I) 1 III, 2) 1 IV, 3) 1 VI und 4) 1. ѴІ.І sind die Systeme, in welchen Symmetrie­
elemente vollständig fehlen.

5) ΙπΙΙΙ, 6) !π IV, 7) Ιπνι und 8) ΙπνίΙ sind die Systeme, in welclien allein 
das Inversionssystem anwesend ist.

9) 2 III und 10) 2 IV sind zwei Systeme, in welchen allein 2-zählige Symmetrieaxen 
einer einzigen (parallelen) Riclitung vorhanden sind.

II) 3ΙΙΙ, 12) 3IV, 13) 31Ѵ', 14) 3VI, 15) 3VP, 16) 3VII und 17) ЗѴІР sind 
die Systeme, in welchen ausser 2-zähhgen Symmetrieaxen nocli ebensolche Schraubenaxen 
vorhanden sind, 0!)gleich alle diese Symmetrieelemente parallel sind.

18) ly III und 19) ly IV sind zwei Systeme, in welchen allein lauter parallele 
Symmetrieebenen vorhanden sind.

20) ly'III, 21) ly'IV, 22) Iy'IV', 23) ly'VI, 24) ly'VI', 25) ly'VII und 
26) ly'VII' sind die Systeme, in welchen ausser Symmetrieebenen noch ilmen parallele 
Gleitebenen vorlianden sind. I)

I) nie Gesammtheit der Parallelogdersysteme I. Ordnung war zuerst in E. G. I،. § 8t, s.38ية ange­
deutet und in s. L. III Taf. IV schon ganz anschaulich und vollständig abgebildet. Die jetzige Abbildung 
Taf. II unterscheidet sicli von der vorigen dadurch, dass die Parallelogder in nicht deformirter Form 
aufgezeichnet sind. Dadurch wird auf die Relationen unter Systemen verschiedener Symmetrie anschau­
lichei" und einfacher hingewiesen und besonders wird dadurch die Lage der Symmetrieelemente durch 
entsprechende charakteristische Zahlen in Anschaulichkeit gewonnen.



27) 2^111 und 28) 2* IV sind zwei Systeme, in welchen nur 2-zählige Symmetrie- 
axen und die zu ihnen senkrechten Symmetrieebenen vorhanden sind.

29) 3*111, 30) 3*IV, 31) 8*ІѴ'١ 32) 3* VT, 33) 3*VI،, 34) 3*VII und 3ة) ЗуѴІІ' 
sind die Systeme, in welchen ausser 2-zähhgen Symmetrieaxen noch die denselben parallelen 
Schraubenaxen und ausser Symtnetrieebenen noch die denselben parallelen Gleitebenen vor- 
lianden sind. -

36) 4III ist ein System, in welchem allein 2-zählige Symmetrieaxen vorhanden sind, 
welche gemeinsame Schnittpunkte besitzen.

 III, 38) 5 IV sind zwei Systeme, in welchen ausser denr eben charakterisirten ة (37
System der Axen noclr 2-zählige si'ch schneidende Schraubenaxen anwesend sind, durch 
deren Schnittpunkte diese beiden senkrechten 2-zäbhgen Symmetrieaxen hindurchgehen.

39) 6 VI, 40) 6 VII sind zwei Systeme, in welchen aussei- dem Axensystem 4 III noch 
ein durclidringendes System der gemeinsame Schnittpunkte besitzenden 2-zähhgen Schrauben- 
axen vorhanden ist.

41) 7 VI, 42) 7 VII sind zwei Systeme, in welchen in je einer Ebene eine 2-zählige 
Symmetrieaxe und eine Scliraubenaxe in abwechselnder Reihe stehen.

43) 2 ۶ III ist ein System, in welchem parallele aber zu einander senkrecht stehende 
Symmetrieebenen vorlianden sind (welche sicli natürlich zu je zwei in ,je einer 2-zähhgen 
Symmetrieaxe sclnneiden). Keine Schraubenaxen und keine Gleitebenen.

44) 2 تي'111, 45( 2و 'IV sind zwei Systeme, in welchen ausserdem zwei Systeme senk­
rechtei- Gleitebenen vorhanden sind, aber keine Schraubenaxen.

46) 3۶III١ 47) 3؟ IV, 48) 3<pIV' sind drei Systeme, in welchen tlie 2-zähhgen 
Symmetrie- und Schraubenaxen einer einzigen Richtung sicli in singulären Ebenen abwechseln. 
Durch die Schraubenaxen allein gellen die Gleitebenen liindurch.

 VI, 50) 3<p'VP, 51) Зф'ѴІІ sind drei Systeme, in welchen in je einer'تي3 (49
singulären Ebene entweder lediglich Symmetrieaxen oder lediglich Schraubenaxen liegen, 
liier schneiden sich je zwei Gleitebenen in einei- Schraubenaxe.

52) 3<ρ" VI, 53) 3لي" VII, 54) 3تي" VII' sind drei Systeme, in welchen in singulären 
Ebenen Symmetrie- und Schraubenaxen mit einander abwechseln. Hier schneiden sicli Gleit­
ebenen in Symmetrieaxen.

55) 4* III ist ein System, in welchem nur Symmetrieebenen dreier verschiedener Lagen 
vorhanden sind und natürlich sämuitlich sicli in 2:zähligen Symmetrieaxen schneiden; es 
sind aber weder Gleitebenen noch Schraubenaxen vorhanden.

56) 5* III, 57) 5*IV sind die Systeme, deren Symmetrieelemente sich aus System 5 
ableiten lassen durch IlinzufUgen der durch die Schnittpunkte der Symmetrieaxen hindurch­
gellenden Synimetrieebenen.

58) 6* VI, 59) 6* VII sind die Systeme, deren Symmetrieelemente sich ebenso von 
System 6 ableiten lassen wie 5* aus 5.

60) 7* VI, 61) 7* VII sind die Systeme, deren Symmetrieelemente sicli ebenso von 
System 7 allleiten lassen wie 5* aus 5 und 6* aus 6.

62) 8 III ist ein System, in welchem nur 4-zählige und die resultirenden 2-zähhgen 
Symmetrieaxen einer einzigen (singulären) Richtung vorhanden sind.



63) 9 VI, 64) 9 VII sind zwei Systeme, in welchen neben 4-zähhgen Symmetrieaxen 

und resultirenden 4-zähhgen Schraubenaxen mit der Deckschiebung Ϊ 2-zählige Schraubenaxen 
vorbanden sind.

 III ist ein System, in welchem die Symmetrieelemente sich aus denen des ?و8 (65
Systems 8 durcli Hinzufdgung der verticalen Symmetrieebenen ableiten lassen.

66) 9φ VI, 67) 9۶ѴІІ sind zwei Systeme, deren Symmetrieelemente sicli ans dem 
System 9 ebenso ableiten lassen wie 8φ III ans 8.

68) 2π III ist ein System, in welcljem lediglich 4-zählige Axen der zusammengesetzten 
Symmetrie und die resultirenden Axen vorhanden sind.

69) 3π VI, 70) 3π VII sind zwei Systetue, in welchen die resultirenden 4-zähhgen 
Axen der zusammengesetzten Symmetrie eine andere Lage der Ebene dieser Symmetrie 
besitzen, als es für die als die primitiven Axen zu betraclitenden der Fall ist؛ ausserdem sind 
die resultirenden 2-zähHgen Schraubenaxen vorhanden.

71) 8^111 ist -ein System, dessen Symmetrieelemente sicli von denen des Systems 8 
durch Vorhandensein horizontaler Symmetrieebenen unterscheiden.

72) 9χ VI, 73) 9^ѴІІ sind zwei Systeme, deren Symmetrieelemente sich zu denen 
des Systems 9 ganz analog verhalten wie 8χ zu 8.

74) 10 III ist ein System, dessen Symmetrieelemente sich aus 8 ableiten lassen durch 
Hinzuffigung einer horizontalen, die 4-zählige Symmetrieaxe sclmeidenden 2-zähhgen 
Symmetrieaxe.

75) 11 VI, 76) 11 ѴІ-1 sind zwei Systeme, deren Symmeti-ieelemente aus dem System 9 
wie 10 aus 8 sich ableiten lassen.

 III ist ein System, dessen Symmetrieelemente sich aus 4 ableiten lassen durclr ة 4 (77
Hinzufügung einer diagonalen Symmetrieebene, welche durch Symmetrieaxen verläuft.

 III ist ein System, dessen Symmetrieelemente sich aus 5 ebenso ableiten lassen ؛5 5 (78
wie 4(5 aus 4.

 VII sind zwei Systeme, deren Symmetrieelemente sich aus 6 ebenso ق VI, 80) 6 ق 6 (79
ableiten lassen wie 4ق aus 4 und 5(5 aus 5.

81) 7 d VI, 82) 7 ٥ VII sind zwei Systeme, deren Symmetrieelemente sich aus 7 ebenso 
ableiten lassen wie 4 ق aus 4 u. s. w.

83) lOzIII ist ein System, dessen Symmetrieelemente sich aus 10 ebenso ableiten 
lassen wie 8z aus 8 u. s. w.

84) 11* VI) 85) 11 z VII sitrd zwei Systeme, deren Symmetrieelemente sich aus 11. 
ebenso ableiten lassen wie 8z aus 8 u. s. w.

86) 12 IV ist ein System, dessen Symmetrieelemente lauter 3-zählige Symmetrieaxen 
einer einzigen Richtung sind.

87) 13 III, 88) 13 VI, 89) 13 VII sind drei Systeme, unter deren Symmetrieelementen 
ausser 3-zähhgen Symmetrieaxen noclr rechte und linke Schraubenaxen von derselben einzigen 
(singulären) Richtung vorhanden sind.

 IV ist ein System, dessen Symmetrieelemente sicli aus 12 ableiten lassen ?؟12 (90
durch Hinzufügung einer durcli zwei nächste Symmetrieaxen hindurchgehenden verticalen 
Symmetrieebene.
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­IV ist ein ganz analog abgeleitetes System, aber die beigefügte Symmetrie ؟12 (91
ebene gebt nicht durch zwei nächste Symmetrieaxen hindurch.

 VII sind tlrei Systeme, deren Symmetrieelemeiite aus ؟VI, 94) 13 ؟III, 93) 13 ؟13 (92
13 ganz analog abgeleitet worden sind wie 12؟) aus 12.

95) 12л IV ist ein System, welches sicli zu 12 ganz analog verhält wie 8/zu 8 u. s. f.
96) 14IV ist ein festem, dessen Symmetrieelemente sich aus denen von 12 ableiten

lassen durch Hinzufttgun^ einer durch zwei nächste Symmetrieaxen niclrt hindurchgehenden 
horizontalen 2-zähhgen Symmetrieaxe. -

97) 15IV ist ein dem vorigen ganz analog abgeleitetes System, welches sich aber 
dadurch unterscheiden lässt, dass die beigefügte 2-zählige Symmetrieaxe durch zwei nächste 
3-zählige Symmetrieaxen hindurchgeht.

, 98) 16 11), 99) 16 VI, 100) 16ѴІІ sind drei Systeme, welche sich aus 1.3 ganz 
analog ableiten lassen wie das vorige System aus 12.

101) 14л IV lässt sich aus 14IV ganz analog ableiten wie 12л aus 12.
102) 15 л IV lässt sich analog aus 15 IV ableiten.
103) 17 IV ist ein System mit 6-zählgen und resultirenden 3- und 2-zähhgen Symmetrie- 

axen einer einzigen (singulären) Richtung.
.IV aus 8 IV?؟ IV lässt sich aus dem vorigen ganz analog ableiten wie 8 ؟17 (104
105) 12ö IV ist ein System, dessen Symmetrieelemente 6-zähIige Axen der zusammen­

gesetzten Symmetrie und die resultirenden 3-z.ähligen Symmetrieaxen und Inversionseentren sind.
, 106) 13α III, 107) 13α VI, 108) 13α VII sind drei Systeme, deren Symmetrieelemente 

 zählige Axen der zusammengesetzten Symmetrie sind mit drei verschiedenen Lagen der؛؛
Ebenen dieser Symmetrie: ausserdem sind die resultirenden rechten und linten 3-z؛hüffen 
Schraubenaxen vorhanden, und die Inversionscentra von verscliiedenen Lagen.

109) 17yIV lässt sich aus 17 IV ganz analog wie 12л aus 12 ableiten.
110) 18 !١' lasst sich aus 17 IV durch Hinzufügung einer durch die 6-zähIige Sym- 

metrieaxe hindurchgehenden 2-zähhgen horizontalen Symmetrieaxe ableiten.
111) 14α IV lässt sich aus 14 IV durch Hinzufügung der durch die nächsten з-zähliffen 

Symmetrieaxen hindurchgehenden verticalen Symmetrieebenen ableiten.
112) 15α IV lässt sich aus 15 IV durch Hinzufügung der durch die nächsten 3-zähhgen 

Symmetrieaxen nicht hindurchgehenden verticalen Symmetrieebenen ableiten.
113) IS« III, 114) 16α VI, 115) 16α VII sind drei Systeme, welche sich resp. aus 

16 III, 16 VI und 16 VII ableiten lassen durch Hinzufügung der durch die 3-zählige 
Symmetrieaxe hindurchgehenden Symmetrieebenen.

116) ISylV lässt sich aus 18 IV ganz analog ableiten wie 17^ IV aus 17 IV u. s. f.
Endlicli lassen sicli alle anderen der kubischen Syngonie angehörenden Systeme aus den

vorigen durch Hinzufügung der oktaedrischen 3-zähhgen Symmetrieaxen ableiten und zwar:
117) 19ІІ.І aus 4 111, 118) 20 VII aus 6 VII, 119) 21 VI aus 7 VI, 120) 19yHI 

aus 420 (21 ؟ ؛ * VII aus бу VII, 122) 21 у VI aus 7y VI, 123) 19ق III aus 4٠١ 1.24 ؛ 20ة  VII 
aus edVII, 125) 21٥VI aus 7د VI, 126) 22 III aus 10 III, 127) 2٠3 νΐ'ΐ aus 11 VII, 
128) 24 VI aus 11 VI, 129) 22y III aus ].Oy III, 130) 23yVII ausllyVIl und 131) 24y؛lauiy^i. ' ' د ٠'  "

Abh. d. II. Cl. d. k. Alt. d. Wiss, XX. Bd. II. Abth.



15. Um für alle Systeme die Symmetrieelemente überhaupt vollständig darzustellen, 
müssen die Sätze § 13 (I. Theil) mit folgenden Ergänzungen berücksichtigt werden:

Ergänzung des 1. Satzes g 13. Hat die gegebene Deekschiebung l in Bezug auf 
die gegebene Symmetrieaxe eine schiefe Richtung, dessen Componente in der Richtung der 
Axe gleich V ist, so ist die resultirende ^-zählige Axe eijje Schraubenaxe mit der Heck­

Schiebung V·, l' muss dabei nothwendigerweise gleich n sein, wo λ die Deckschiebung 

des Systems in der Richtung der Axe, und и eine ganze Zahl bedeutet. Ist die gegebene Axe 
eine Schraubenaxe mit der Deckschiebung i, so ist die resultirende Axe eine Schraubenaxe 
mit der Deckschiebung L Ar ًا٠ . Ist dabei ΣΑ-λ' = ηλ, so ist diese Axe keine Sclrrauben- 
axe mehr, sondern eine Symmetrieaxel).

Dabei niuss in Rücksicht genommen werden, dass eine 4-zählige Symmetrieaxe zugleich 
2-zählige, und eine 6-zählige Symmetrieaxe zugleich 2- und 3-zählige Symmetrieaxe ist. Das­
selbe gilt analog für Schraubenaxen. Daraus gellt, hervor, dass die aus solchen Axen und 
der gegebenen Translation entstellenden resultirenden Axen verschiedenartig sind und zu- 
gleicli verschiedene Lage erhalten.

Speciell für die Axen der zusammengesetzten Symmetrie erlialten wir, dass auch die 
resultirenden Symmetrieelemente eilen solche Axen sind. Ist dabei die Translation senk­
recht zur Axe, so behält die Eliene der zusammengesetzten Symmetrie ihre Lage; ist aber 
die Translationsrichtung in Bezug auf die Axe schief und besitzt in ihrer Richtung die 
Componente ًا ', so erliält die resultirende Eliene der zusammengesetzten Symmetrie eine neue 
Lage, und zwar wird sie nur um die Componente ٠ ؛  - 'verschoben.

Sind zwei beliebige Symmetrieelemente in beliebiger relativer Lage gegeben, so ent­
stellt ein resultirendes Symmetrieelement, welches wir dadurch stets ermitteln können, dass 
wir zuerst die Syninietrieelemente sich in einem Punkt schneidend denken, das resultirende 
Element bestimmen, und dann noch die nicht in Betracht gezogene Translation lieriick- 
siclitigen, welclie auf Grund des eben angegebenen Satzes uns zu einem ganz bestimmten 
Symmetrieelenient von ganz bestimmter Lage führt. Die Schraubenaxen und die Gleit­
ebenen sind dabei stets in ilire Componenten zerlegt zu denken, d. h. als Symmetrieaxen 
resp. Synnnetrieebenen und T'ranslationsrichtungen mit ganz bestimmten Componenten.

Es wäre sehr viel Raum dazu nöthig, um diesen allgemeinen Satz für sämmtliche 
vorkommende I'älle besonders anzuwenden.

Vergleichen wir die bei der Darstellung der Systeme I. Ordnung gefundenen regel­
mässigen Punktsysteme mit denjenigen 230 Systemen, welche früher aul anderem Wege 
erschöpfend abgeleitet wurden, so finden wir, dass die jetzt gefundenen Systeme sich zwar 
unter denselben befinden, aber von denselben hier nur durch 73 vertreten sind. Diese 
Systeme wurden bei ihrer Ableitung unter dem Namen symmorplie abgesondert.

Die Vei'theilung der Symmetrieelemente sammtlicher regelmässiger Punktsysteme ist 
ganz anschaulich in den Tal’eln IV und V graphisch dargestellt. Die Symmetriegleichungen 
dieser Systeme sind in der Tabelle V am Sclilusse dieses Tlieiles zusammengestellt2). 1 2

1) Die betreffende Reibe von Sätzen ist in s. L. III s. 20-29 enthalten. Vgl. Аши. 9.
2) Die anschaulichen graphischen Darstellungen der Lagerung der Symmetrieelemente der regel­

mässigen Punktsysteme sind zuerst in s. L. III Taf. 'II und III und später In der Einleitung zur
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16· Sämmtliehe Systeme I. Ordnung sind aus vier Grundsystemen 22*111, 23* VII, 
24Z VI und 18* I١ dadurch abgeleitet, dass die denselben zukommenden Symmetrieelemente 
durch andere ersetzt sind, welche die ihnen untergeordneten Symmetriearten ausbilden, 

'l'beorie der Krystallstruotur (ör.th's Zeitschrift für Krystallographie Bd. 24, Taf. V und VI) erschienen. 
Pera w؛sen nach sind jetzt die Taf. IV und V als hlosse Reproduction zu betrachten, aber dieselben 
sind in Rez۶۶ au؛ di؛ doppelten ۶yst؛me (d. h. diejenigen mit Elementen der geraden Symmetrie) vielfach 
vervollständigt durch die Angabe der Inversionscentra, der Axen der- zusammengesetzten Symmetrie. 
Umgekehrt sind die Systeme der kubischen Syngonie in der Darstellung vereinfacht, indem viele der. 
Symmetrieelemente, welche früher angezeigt wurden, jetzt beseitigt worden sind. Es sind nui- solche 
zur Darstellung ausgewählt, welche diese Darstellung möglichst anschaulich machen. Dadurch werden 
auch d؛e Analogien dieser Systeme mit denen der rhombischen und tetragonalen Syngonie bei weitem 
klarer hervortreten.

Jedem regelmässigen Punktsystem gehört in diesen Tafeln eine getrennte Zelle an. Die einfachen 
Systeme, welche also ausschliesslich die Elemente der Decksymmetrie enthalten, werden durch einfache 
Enumeration gekennzeichnet (zum Unterschiede der asymmorphen Systeme wird die betreffende Nummer, 
in Parenthesen eingeschlossen). Alle Systeme, welche von einem einfachen hergeleitet und durch die­
selben Elemente der Decksymmetrie gekennzeichnet sind, wurden nebeneinander so eingezeichnet, dass 
die iliren Zellen angehörenden Conturen ihnen sämmtlich gemeinsam sind und eine ununterbrochene 
K؛tt؛ hilden. Bei solcher Anordnung werden besondere Zeichnungen der für alle diese Systeme gemein- 
schaftliclren Elemente der Decksymmetrie überflüssig, weil die letzteren schon aus der Zeichnung, des 
zugehörigen einfachen Systems ersichtlich sind, in allen anderen wird ihre Anwesenheit von vornherein 
vorausgesetzt.

Die Bedeutung der Bezeichnungen bleibt dieselbe, wie damals, und zwar:
... verticale zweizählige Symmetrieaxe.
.verticale zweizählige Schraubenaxe ب.،
A verticale dreizählige Symmetrieaxe.
Л] rechte verticale dreizählige Schrauhenaxe.
(i linke verticale dreizählige Schrauhenaxe.

Ф verticale vierzälrlige Symmetrieaxe.

nichtpolare verticale vierzählige Schraubenaxe. 
verticale sechszählige Symmetrieaxe.



:Dabei verschwinden einige Symmetrieelemente; die Dorm der Raumeinheiten, die Lage der 
Colonnen und Schichten bleibt dabei aber unberührt.

Nun ist auch hier in Rücksicht zu nehmen, dass es schon längst bewiesen worden, 
dass die Systeme, je nach ihrer Syngonie, durch liomogene Deformationen transformirt 
werden können, oline die denselben innewohnenden Eigenschaften der regulären Raum- 
theilnngen zu verlieren!).

Es ist nämlich der Beweis dafür erbracht worden, dass solche Systeme zweierlei Art 
von Deformationen unterzogen werden können: a) Dilatationen und b) Verschiebungen. 
Das sind gerade die Relationen, in welchen die krystallographischen Figuren unter einander 
stehen, und welche desshalb als die der krystallographischen Pro.jectivität bezeichnet, 
werden und deren nähere Untersuchung zu dem Schlüsse gef'ahrt hat, dass dieselben identisch 
sind mit der Affinität von Möbius.

Die Deformationen dieser Art stehen mit der Syngonie im nächsten Verhältniss und 
sind durch folgende Sätze bestimmt:

1. Satz. In jeder singulären Richtung kann positive oder negative Dilatation hervor­
gebracht werden.

Man unterscheidet dabei die orthogonale und die schiefe Dilatation, je nachdem die 
feste Dilatationsebene zur Dilatationsrichtung senkreclit ist oder niclit. Schiefe Dila­
tationen sind natürlicli nur dann zulässig, wenn beide, die Riclitung und die Ebene, 
singulär sind.

Die verticalen Symmetrieehen en werden direet durch ununterbrochene gerade Linien ersichtlich, 
ebenso wie die horizontalen zweizähligen Symmetrieaxen.

Die horizontalen zweizähligen Schraubenaxen und die verticalen Gleitebenen werden durch punktirte 
Linien angezeigt.

Für die letzteren wird die Richtung der Gleitschiebung dadurch angegeben, dass diejenigen mit 
verticaler Gleitschiehung einfach durch punktirte Linien angezeigt werden: ist die Richtung der Gleit­
Schiebung horizontal, so ist dies aus den beigegebenen Pfeilen ersichtlich; sind diese Richtungen schief, 
so wird dies durch Querstriche angegeben und zwar bezeichnet ein einziger Querstrich die Componente 

- .sonst werden zwei Querstriche beigegeben ; اي ,

Wenn eine horizontale Axe resp. Symmetrie- oder Gleitebene (Inversionscentrum u. Α.1 nicht mit 
dei- Zeichnungsebene zusammenfüllt, so wird die Entfernung, von oben nach unten gerechnet, durch eine 
Ziffer angegeben, u٩d zwar fiir sämmtliehe Syngoniearten ausser der hexagonalen wird als Einheit ؛, 
und für die letzte ؛ angenommen. Anstatt ؛ stellt man einfach einen Punkt auf. Für horizontale 

Symmetrie- resp. Gleitebenen, deren Vorhandensein aus der Anwesenheit der dem Zellenrande angefügten 
Linien ersichtlich wird, ist die Entfernungsziffer in Klammer eingeschlossen.

Für die Systeme der kubischen Syngonie sind manche schief stehenden Symmetrieelemente durch 
Buchstaben angezeigt, deren Bedeutung direct aus dem beigegebenen Diagramm ersichtlich ist. Schiefe 
Symmetrie- resp. Gleitebenen sind überhaupt nicht angezeigt worden; die Lagen der dreizähligen 
Symmetrieaxen, umgekehrt, werden vollständig angezeigt.

Dieselben Bezeichnungen gelten auch fiir die I. Tafel. Da aber hier- nui- verticale Symmetrie- 
axen und verticale Symmetrieebenen resp. Gleitebenen mit horizontaler Gleitschiebung vorhanden sind, 
so ist nur ein Theil dieser Bezeichnungen zu berücksichtigen. Die Pfeile für horizontale Gleitschiebung 
ijind unterdrückt worden.

 Die betreffenden Sätze sind in denselben Arbeiten aufgestellt, von welchen in der Anmerkung 1 (د
s. 477 die Bede ist.



'Besondere Anmerkung. liier wird von der allseitigen Dilatation abgesehen, welche 
ebenfalls als e.؛n besonderer Fall der Affinität auftritt und eigentlich den Fall der Aelm- 
liclikeit darstellt.

2. Satz. Als Verschiebungsebenen und Verschiebungsrichtungen können die singulären 
Ebenen resp. Richtungen nur dann auftreten, wenn in der zur Verschiebungsebene senk, 
rechten und der Verschiebungsrichtung parallelen Ebene sämmtliche Richtungen singulär sind.

Ausser trikliner Syngonie ist dieser Fall für monokline Syngonie zulässig, wenn man 
als Verschiebungsebene eine der besonderen singulären Richtung parallele Ebene und als 
Verschiebungsrichtung die zu derselben Richtung senkrechte nimmt.

Durch diese Sätze erwirbt die ausgeführte Ableitung der regulären Raumtheilungen 
I. Ordnung die erwünschte Allgemeinheit.

17. Jetzt stellen wir die Frage auf, ob Systeme möglich sind, in welclien die Raum­
einheiten verschiedenartig orientirt sind ?

Auch jetzt können wir in allgemeinster Weise die Deckoperation irgend zweier Ein­
heiten des Systems so auffassen, dass dieselbe aus 2 Theiloperationeir bestelit:. 1. eine Di-ehung 
um eine bestimmte Axe um den Winkel tt und 2. eine einfache Translation.

Dazu kann noch eine Spiegelung liommen.
Ohne die Betrachtungen des § 15 I. Tljeil zu wiederholen, können wir jetzt direct 

den Schluss angeben, dass die erste Theiloperation eine der Symmetrieaxe ent­
sprechende Drehung ist. Dieselbe mit Translation combinirt, giebt eine Schraubenaxe 
als ein Symmetrieelement Ij.

Auch jetzt sind Symmetrieelemente von verschiedener Bedeutung unterschieden, und 
zu ajererst diejenigen, welclie in den Raumeinheiten explicit sind, von denjenigen, welche 
als Elemente der Verbandsymmetrie auftreten.

Als explicite Symmetrieelemente können Symmetrieaxen, Symmetrieebenen und Elemente 
der zusammengesetzten Symmetrie auftreten, keineswegs aber Schraubenaxen und Gleitebenen.

Aber dieselben Symmetrieelemente, welche explicit Vorkommen, können auch als 
Elemente der Verbandsymmetrie auftreten. Solche Symmetrieelemente werden als peri­
pherische bezeichnet.

18. Da die Anzahl der möglichen Orientirungen der Raumeinheiten eine endliche ist, 
so müssen unter denselben aucli gleichorientirte Vorkommen.

Nehmen wir eine solche z. B. die nächstliegende in Betracht, so finden wir, dass 
dadurch schon eine unendlich congruente Reihe mit bestimmter Richtung und Strecke 
bestimmt wird; dann ergibt von sicli selbst, dass die Gesammtheit gleichorientirter Raujn- 
einbeiten ein Raumgitter bildet; somit können wir auch für solche Systeme die für Systeme 
I- Ordnung gefassten Schlüsse anwenden; also finden ٦vir١ dass diese Systeme nur mit den 
oben angegebenen 32 Symmetriearten verträglich sind, welclie sicli ihrerseits zu 6 Syngonie- 
arten gruppiren. 1

1) Leider sind bis jetzt in der Symmetrielehre solche Schraubenaxen von den allgemeinen Schrauben- 
axen nicht durch ein besonderes Fachwort unterschieden. Dies ist nur desswegen zulässig, weil in der 
Symmetrielehre, ebenso wie in der Lelire von der regulären Raumtheilung nur solche besondere Schrauben- 
axen zu berücksichtigen sind.



10. Wahlen wir in einer Raumeinheit einen beliebigen, aber im Innern derselben 
befindlichen Punlit aus, so erhalten wir zuerst bei der Annahme der expliciten Symmetrie­
grösse 5 eben diese Anzahl der im Innern entlialtenen Punkte. Sämmtliche Deckbewegungen 
des Systems, welche ausschliesslich durch Symmetrieelemente vertreten sind (§ 17), bedingen 
eine unendliche Anzatil solcher Punktgruppen, welche, zusammengenommen, ein regelmässiges 
Punktsystem bilden.

Wären Punkte vorhanden, deren analoge Punlite in ihrer Gesammtheit ein Raum­
gitter gebildet hatten (Hauptpunkte), so hatten wir schliessen können, dass diese Punkte 
für die Centra des Parallelogders genommen werden könnten, und dann wäre eine Raum­
einheit, einzeln genommen oder in einer bestimmten Gruppe, als ein (der Form nach) primäres 
oder secundäres Parallelogder aufzufassen. Wie aber dies'zu beweisen ffir den allgemeinsten 
Fall niclrt gelungen ist, so ist auch die Möglichkeit der Annahme nicht ausgeschlossen, 
dass dies aucli nicht der Fall sein kann. Aber selbst dann Irann das System so aufgefasst 
werden, als ob es aus lauter Einheiten bestünde, welche sämmtlich parallel orientirt sind, wobei 
aber Jede einzelne Raumeinheit nicht mit einem einfachen Parallelogder identisch ist, sonderir 
eine vereinigte Anzahl derselben darstellt d. h. ein zusammengesetztes ParalleloSder ist.

20. Die aufgestellte Frage kann dadurch gelöst werden, dass man eine erschöpfende 
Darstellung der Systeme ausführt, deren Einheiten einfache ParalleloSder sind, und auf diese 
Weise eine Anzahl regelmässiger Punktsysteme reproducirt, und dann das gefundene Resultat 
mit der auf anderem Wege ausgeführten erschöpfenden Darstellung der regelmässigen Punkt­
Systeme vergleicht. Würden die beiden Resultate zusammenfallen, so sollte es heissen, dass 
auch die regulären Raumtheilungen erschöpfend dargestellt worden sind; damit wird aber 
zugleich der Beweis geliefert, dass sämmtliche regelmässigen Punktsysteme auch als parti- 
culärer Fall die Hauptpunktsysteme: entlialten. Sonst sind die Systeme vorhanden, ohne in 
sich Hauptpunkte zu enthalten.

Besondere Anmerkung. Der Bestimmtlieit wegen sind folgende Betraclitungen zu 
berücksichtigen.

Da in Jedem jetzt in Betracht kommenden System die (der Form nach) einfachen 
Parallelogder verschieden orientirt sind, so sind dieselben streng genommen keine Parallelogder 
mehr. Nur eine Gruppe derselben, in welclier je ein Parallelogder jeder Orieutirung vei'- 
treten ist, kann in strengem Sinne des Wortes als solches betrachtet werden. Die einzelnen 
Raumeinheiten sind nur als die integrirenden Theile eines Parallelogders anzusehen, und 
solche, durch Symmetrieelemente unter einander verbundenen Raumfiguren pflegt man als 
Stereoöder zu bezeichnen. Wenn dabei dieselben explicite Symmetrie besitzen, so können 
sie in nocli kleinere Figuren getheilt werden. Nennen wir die letzteren die einfaclien 
Stereogder, so sind die elementaren Raumeinheiten des Systems die zusammengesetzten 
Stereogder.

Für die die Hauptpunkte enthaltenden Systeme sind also die zusammengesetzten 
Stereogder der Form nacli auch die Parallelogder, und die eigentlichen Parallelogder sind der 
Form nach die zusammengesetzten Parallelogder.

Für die die Hauptpunkte nicht enthaltenden Systeme, wenn solche überhaupt vor­
handen sind, sind sogar die eigentlichen Stereogder der Form naclr die zusammengesetzten 
Parallelogder.



21. Das Resultat allei' dieser Betrachtungen ist, dass man zu einer erschöpfenden 
Barstellung allei' typischen Systeme mit Hauptpunkten kommt, wenn man alle Symmetrie- 
a؛ten١ eine nach der anderen, berücksichtigt und für jede derselben zum Ausgdngspunkt 
die dazu gehörenden Typen des Parallelogders I. Ordnung herauswählt, aber denselben eine 
geringere explicite Symmetrie zuerkennt, und zwar alle diejenigen Symmetriearten, welche 
derjenigen der I. Ordnung untergeordnet sind, und die frei bleibenden Symmetrieelemente 
als Elemente (ler Verbandsymmetrie auffasst.

Auch jetzt wird die Symmetriegrösse in zwei Faetoren zerlegt: die der expliciten und 
die der Verbandsymmetrie, deren Product gleich ist dei" Symmetriegrösse des Systems.

Die Symmetriegrösse der Verbandsymmetrie ist zugleicli der Anzahl der Orientirungen 
der Einheiten des Systems gleich. Im besonderen Falle der asymmetrischen Einlieiten ist 
diese Anzahl zugleich die Symmetriegrösse des Systems.

22. Jedes solche System kann also durcli das Parallelogder und dessen Orientirungen 
in den anliegenden Raumeinheiten eindeutig und streng bestimmt werden. Ist das Parallelogler 
asymmetrisch, so kann die Orientirung der anliegenden Einheiten durch eine einzige Operation 
bestimmt wei’den, und zwar entweder a) durch einfache Translation odei- b؛ durel؛ ein 
Element der Verbandssymmetrie. Die letzte Operation wird durch eine einzige charakteri­
stische Zahl angegeben, und zwar eine Zahl, welclie dei- bezüglichen Grenzfläche allgehört. 
Die Angabe der einfachen Translation kann einfach durch ،lie Abwesenheit einer soichen 
charakteristisclien Zahl geschehen.

Die Systeme wollen wir in solche von verschiedenen Ordnungen gruppiren, je nach 
der Anzalil der verschiedenen Orientirungen der Einheiten, also nach der Symmetriegrösse 
der Verbandsymnietrie.

23. Die Darstellung der Systeme wollen wir in der Reilienfolge der Ordnungen aus­
fuhren, aber zugleich in der Ordnung der Parallelogder, und zwar zuerst die TriparalleloSder, 
dann die Hexa- und Heptaparallelogder und zuletzt die Tetraparallelogder berücksichtigen.

Jedesmal ist dem Untersuchungsgang die Auffindung der Ableitungsformen voraus­
zuschicken. Diese Auffindung wird auch hier erschöpfend ausgeführt, wenn man in der 
Reilie der absoluten Entfernung verschiedene Einheiten als die nächstliegenden gleicli 
orientirten annimmt.

Jede solclie Annahme gieht uns sofort eine bestimmte Reilne mit der ihr zugeordneten 
Richtung und Strecke. Ist diese Richtung' ]seine singuläre, so erhalten wir wenigstens zwei 
gleiche R.eilien, und liiermit ein ebenes Netz gleicli orientirter Raumeinheiten. Ist die 
Anzahl gleiclier Richtungen grösser als zwei, so erhalten wir wenigstens drei bestimmte 
Reihen und somit wird uns ein gewisses Raumgitter bestimmt.

Für zwei gleiclie Richtungen ist aber eine andere Annahme nöthig, um das Raum- 
gifter zu bestimmen. Die Anzahl der zulässigen Allleitungsformen wird dadurch ب" '

Sind die angenommenen Richtungen singuläre, so stellt sicli den zulässigen An­
nahmen noch ein viel weiteres Gebiet, indem die Anzalil bis auf drei steigt.

Jedenfalls sind auch liier die beiden folgenden Satze giltig: a) die Aufsuclnung der 
Ableitungsformen ist eine Syngonie- und nicht eine Symnietriefrage؛), und b) die

!) Speeiell für hexagonale Syngonie sind auch Hypoayngoniegruppen zu berücksichtigen.



Ableitungsformen der höheren Syngoniearten ftir jeden Parallelogdertypus und 
jede gegebene Ordnungszahl des Systems stehen unter denjenigen der niederen 
Syngoniearten.

Die Ableitungsformen der monoklinen Syngonie stehen unter deneir der triklinen, dei- 
rhombischen Syngonie unter denen der monoklinen, der tetragonalen und hexagonalen unter 
denen dei- rhombischen, und der kubischen Syngonie unter denen der tetragonalen und 
hexagonalen Syngonie.

24, Ist eine Ableitungsform ermittelt worden, so werden dadurch bestimmte Relationen 
in der Orientirung verschiedener Einheiten bedingt. Dabei sind aber auch individuelle 
Eigenschaften der auftretenden Symmetrieelemente in Betracht zu zielien. Diese Eigen­
schaften lassen sicli auf Orund der Sätze § 13 I. Tlieil und deren Ergänzungen § 15 
II. Dheil entwickeln.

Ausserdem ist zu berücksichtigen, dass alle Systeme überhaupt als solche I. Ordnung, 
aber durch Symmetrieelemente ungesättigte aufgefasst werden können. Theoretisch genommen 
liegt stets die Möglichkeit vor, diese Sättigung zu vollbringen, d. h. den Einlieiten die Sym- 

حق٠ . . - -  Systems explicit beizuUgen, und dann kommt das System I. Ordnung
zu Stande; in Folge dessen pfiegt man solche Systeme auch als sytnmorphe zu bezeichnen. 
Auf Grund dessen können wir aber schliessen, dass in jedem lrierzu gehörenden, also unge­
sättigten System sämmtliche Arten dei- Symmetrieelemente nur, dieselbe relative Tage 
aUimen können, welclie ihnen in den Systemen I. Ordnung zukommt. Also z. B. eine 
6-zählige Schraubenaxe kann, nur centrale Lage besitzen, und dabei ausschliesslich beim 
Ja dieselbe als eine 6-zählige Symmetrieaxe aufzufassen sei (verbunden ...... ن
mit der Translation), und solcher kommt eine bestimlnte Lage zu; 6-zählige Schrauhenaxen 
in den synimorphen Systemen fehlen vollständig.

Auch 4- und 3-zählige Symmetrieaxen ausser expliciter Form können auch als 
peripherische auftreten, aber die erste nur im Tri-, die letzte im Tetraparallelogder. 
im Hexa- und kann die erste Axe ausschliesslicli in der For؛n einer
Schraubenaxe (mit der Deckschiebung um so melir mit der Deckschiebung ؛) vor­

kommen; dasselbe gilt fiir die 3-zäblige Axe u. s. f.-
Da aber die Aufzählung der mögliclien Lagen dei- einzelnen Symmetrieelemente in 

Jen - ' "٩ aller Art viel Raum gefordert hätte, so soll jetzt nur dai-auf aufmerksam
gemacht werden, in jedem besonderen Falle diesen Standpunkt nicht; zu vernachlässigen, da, 
die Lagen sämmtlicher Symmetrieelemente in den symmorphen Systemen leicht zu berück­
sichtigen ist*).

Der besondei.e Fall ist, wenn wenigstens zwei Symmetrieelemente sich in einem Punkte, 
Symmetriecentrum, schneiden. Das ist für sämmtliche Symmetriearten ausser 1, 3, 4١ 
9 10, 16, 17, 21 und 22 der Fall. Die Symmetriecentra erweisen sich als peri- 
 herischC, wenn keine in ihnen sich schneidenden expliciten Symmetrieelemente in das’؛
Innere einer Raumeinlieit eindringen (und gellen dann nothwendig durch das Centrum des 
primären Parallelogders); ist aber dies für ein Element der Fall, so sind die Symmetriecentra 
halbperipherische.

I) Diese Frage wurde io dem I. Theile der Theorie der Kryatallstruetur ausführlich besprochen 
(Groth’s Zeitschrift für Krystallographie, Bd. 25, s. 150 ff.).



25, Unter den Elementen der Verbandsymmetrie sind ausser den peripherischen noch 
die centralen und die schneidenden zu unterscheiden.

Die centralen Elemente der Verbandsyimnetrie sind diejenigen, welche durch das 
Centrum des primären Parallelogders hindurchgehen. Dazu gehören die Schraubenaxen 
und die Gleitebenen.

Dieselben Symmetrieelemente können aber auch als schneidende auftreten und zwar 
wenn sie durch das Centrnm nicht hindurchgehen, aber die ihnen entsprechenden charak­
teristischen Zahlen als solche auf den Grenzflächen auftreten.

Die Anwesenheit solcher Symmetrieelemente ist mit besonderen Relationen der Raum­
einheiten verbunden.

Ein centrales, durch zwei auf entgegengesetzt liegenden Flächen durch charakteristische 
Zahlen bestimmtes Element der Verbandsymmetrie bedingt eindeutig eine Colonne 
II- Ordnung. Diese Colonnen sind immer phanerotopische, da die entgegengesetzt 
liegenden charakteristischen Zahlen dieselben sind. Dieselben Symmetrieelemente können 
aber auch in den Colonnen kryptotopisch auftreten, indem die diesen Colonnen zuge­
ordneten charakteristischen Zahlen zwei verschiedene sind, also verschiedene Arten von 
Symmetrieelementen ausdriicken, aber das resultirende Symmetrieelement ein centrales ist, 
und dui.ch die Zalilen nicht angezeigt wird.

Die schneidenden Symmetrieelemente bedingen direct und eindeutig eine Reihe 
I- Ordnung, wenn die bezüglichen Grenzflächen nicht anliegende sind; sind dieselben 
anliegende, so bestimmen solche Symmetrieelemente eine Colonne I. Ordnung, welche aber 
der gegebenen Raumeinheit nicht angehört.

-Die Möglichkeit des Vorkommens solcher Symmetrieelemente wird also durcli die 
gegebene Ableitungsform bedingt, und solclie Symmetrieelemente sind in erster Linie zu 
berücksichtigen. Diese Möglichkeit ist durch die Gleichheit zweier charakteristischer Zahlen 
und durch relative Lage der bezüglichen Grenzflächen bedingt. Sind keine zwei 'charakte­
ristischen Zalilen gleich, so sind alle betrachteten Symmetrieelemente ausgeschlossen, und 
dann bleibt nur noch die Möglichkeit des Auftretens der peripherischen Elemente zu 
berücksichtigen.

26. Jetzt wenden wir uns zur ;Behandlung der Aufgabe der vollständigen Aufsuchung 
der Systeme Ilöherer Ordnung.

Ein solclies System wird eindeutig und streng bestimmt, wenn ein Paralleloöder 
mit den allen seinen Grenzflächen zukommenden charakteristischen Zahlen auftritt. Nun 
sind aber nicht diese sämmtlichen Zahlen von einander unabhängig, und zu allererst enteteilt 
die Frage, welche Zalilen zur Bestimmung des Systems nothwendig und hinreichend sind.

Denken wir uns das System in lauter parallele und anliegende ebene Netze getlieilt. 
Es wird sofort ersichtlich, dass die Bestimmung der Orientirung der der gegebenen Einlieit 
anliegenden und dabei den beiden anliegenden ebenen Netzen zugehörenden Einlieiten liin- 
reichend ist.

In Folge der dreidimensionalen Eigenschaft des Raumes ist aber die Bestimmung 
wenigstens dreier Colonnen nothwendig.

Daraus folgt;, dass die aufgestellte Aufgabe dann aufgelöst wird, wenn wir das System 
in solche ebene Netze theilen würden, deren drei und drei Einheiten der gegebenen 
anliegend sind.
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Diesen beiden aufgestellten Bedingungen entsprechen die in den Figuren 12-15 (s. 497) 
durch die Buchstaben ab c angezeigten Flächen; dabei werden auch die entgegengesetzt 
liegenden b' und C' mit erstanden werden.

Es bleibt also übrig, sämmtliche Systeme dadurch zu charakterisiren, dass man — , ة, c. 

bestimmten Symmetriezahlen gleich macht.
Es muss sogleich hervorgehoben werden, dass speciell für das Hexaparallelogder ein 

besonderer Fall vorkommt, in welchem die Angabe der Verbandsymmetrieelemente für a, 
b und c niclit genügend ist zum eindeutigen Bestinnnen des Systems. Das ist nämlich der 
Fall, in welchem die Angabe zweier Elemente, z. B. ?5 und c, überhaupt iricht genügt 
(Systeme IV. und VIII. Ordnung), aber dabei die Orientirung der Einlreiten b und c eine 
solche ist, dass ilir gegenseitiges Verbandsymmetrieelement 5 ist, dessen Lage in Bezug 
auf die Grenzfläche a periplierisch ist; folglich a = 5١ und das System bleibt unbestimmt. 
Für diesen speciellen Fall können wir ausnahmsweise eine aridere Grenzfläche, z. B. ä, 
auswählen.

27. Es sind Systeme möglich, welclre für sämmtliche Colonnen phanerotopisch sind. 
Solche Systeme wollen wir als phanerotopische bezeichnen, im Gegensatz zu denjenigen, 
in welchen auch kryptotopische Colonnen Vorkommen, und welche wir desswegen als krypto- 
topische Systeme bezeichnen.

Nun ist es einleuchtend, dass für die Bestimmung der phanerotopischen Systeme hin­
reichend ist, nur die Zahlen Й, b und ٠ bestimmten Symmetriezahlen gleich zu setzen; für 
die kryptotopischen Systeme ist aber nothwendig, die Zahlenpaare ة١ ،:، sämmtlich oder 

theilweise zu berücksichtigen. Dadurch wird zugleicli ersichtlich gemacht, welche von den 
drei das System bestimmenden Colonnen die phanerotopischen sind.

28. Ist ein Paar Grenzflächen vorhanden, deren charakteristische Zahl gleich 1 ist 
(welche nicht aufgestellt wird) d. li. die auf die Translation als Deckoperation liinweisen, so 
ist hiermit eine Colonne I. Ordnung bestimmt und dann kann das ganze System als aus 
lauter solchen parallelen Colonnen bestehend betrachtet werden. Solche Systeme wollen wir 
Colonnensysteme nennen und ihr Symbol durch den Buchstaben c anmerken. Natürlicli 
sind solche Systeme nur dann möglich, wenn die Colonne die singuläre Richtung hat.

Sind wenigstens zwei Paar solclier Plächen vorhanden, so entstehen zwei Colonnen 
I. Ordnung, aber verschiedener Richtung, und dieselben bestimmen eine Schicht I. Ordnung. 
Dann ist das Systenr als aus lauter parallelen Schichten I. Ordnung bestehend aufzufassen. 
Solche Systeme wollen wir als Schichtsysteme bezeichnen und ilirem Symbol den Buch­
staben s beigeben. Dieselben sind nur dann möglich, wenn die Schichtebene singulär ist.

Endlich Irann der Fall Vorkommen, bei welchem drei Paar solcher Flächen vorlianden 
sind, und trotzdem das System noch nicht dasjenige I. Ordnung ist. Dieser Fall ist aber 
aussclrliesslich für Systeme der HeptaparalleloSder möglich, und zwar nur dann, wenn die 
bezüglichen Flächen diejenigen sind, durch welche die gegebene Raumeinheit den Raum- 
einlieiten einer Schiclit anliegend ist, welche selbst aber nicht die nächst anliegende ist. In 
dem primären Heptaparallelogder sitid diese Fläclien die Vierecke. In diesem Falle stellt 
das Systenr zwei in einander gestellte Raumgitter dar, deren Raumeinheiten aber verschieden



orientirt sind. Solche Systeme siad also notliwendig Systeme II. Ordnung. Wir wollen die­
selben als Gittersysteme bezeichnen und iIrrem Symbol den Buchstaben g beigeben.

29. Es ist selbstverständlich, dass die Aufsuchung der plianerotopischen Systeme viel 
einfacher vor sich geht, als die der kryptotopischen.

bür die letzteren sind folgende Sätze zu berücksichtigen.
1. Satz. Tritt eine 2-zähIige Schraubenaxe singulärer Richtung oder eine singuläre 

Glehebene mit singulärer Gleitrichtung central als ein Element der Verbandsymmetrie auf, 
so sind die senkrechten Colonnen höchstens II. Ordnung und die senkrechten Rehen nCth-’ 
wendiger Weise I. Ordnung.

Der Satz lässt sich ganz analog dem Satze g 25, I. Tlieil beweisen, indem man sich 
eine der gegebenen anliegenden Raumeinheit A vorstellt und dieselbe der dem gegebenen 
eentral liegenden Symmetrieelement entsprechenden Deckoperation unterwirft. Danl erhalt 
™an eine andere Einheit B. Untei-wirft man die letztere der analogen Operation, aber in 
Bezug auf das in derselbeir central auftretende Symmetrieelement und dabei in entseffen- 
gesetzter Richtung, so kommt man zu einei- neuen Einlieit c, welclie mit A gleich orientirt 
ist und mit derselben in einer und derselben Colonne resp. Reihe liegt. Die Colonne ist 
also höchstens II. Ordnung, und die Reilie notliwendig I. Oi'dnung.

Der Satz gilt natürlich da, wo das Symmetrieelement kryptotopisch is't١ ebenso wie da, 
wo dasselbe phanerotopisch auftritt (in letzterem Falle ist es also e؛n centrales Rament der 
Verbandsyinmetrie). Da aber eine 2-zählige Symmetrieaxe zugleich eine Schraubenaxe 
ist, und eine Symmetrieebene zugleich eine Gleitebene ist, so ist derselbe Satz aucli dann 
giltig, wenn diese Symmetrieelemente explicit auftreten.

Derselbe Satz ist ebenfalls fül' die 4-zäbhgen und 6-zähhgen Symmetrie- und Schrauben- 
axen giltig, da dieselben auch zugleicli 2-zählige sind.

2- Satz. Tritt eine 4-zählige polare (d. h. rechte oder linke) Axe central auf, und 
enthalten dabei alle Raumeinheiten Schraubenaxen von einem und demselben Windungssinn, 
so sind die zu ihnen senkrechten Schicliten höchstens II. Ordirung und die ebenen Netze noth- 
wendig I. Ordnung.

Der Beweis dieses Satzes ist. dem des voi'igen ganz analog.
 Da aber die 4-zählige Symmetrieaxe zugleich Schraubenaxe mit der Deckschiebung و
2 ist’ und die letzte zugleich als eine polare Axe mit der Deckschiebung ؛ anzuseilen ist, 

so gilt dei' Satz auch für diese Axen.
Natürlich ist aber bei dieser Auffassung für 4-zählige Symmetrieaxe die Decktranslation 

in ilirer Richtung 4 Mal und für 4-zählige Schraubenaxe mit der Deckschiebung 2 ؛ Mal 

kürzer als die Decktranslationsgrösse in der Riclitung der polaren Schraubenaxe anzunehmen.
Ist der Windungssinn der der gegebenen Raumeinheit anliegenden Raumeinheit A der 

direct entgegengesetzte, so erhalten wir nach dem Ausfuhren der elementaren Deckoperation 
um die centrale Schraubenaxe eine Einlieit 7?, welche mit 1 denselben Windungssilm, also 
den der gegebenen entgegengesetzten besitzt. Es folgt daraus, dass die Einheit 0, WelGh 
!;US Ѣ ilurch die Deckoperation um die in B central auftretende Axe in entgegengesetzter 
Richtung zu Stande kommt, niclit dieselbe Orientirung wie A besitzt, sondern Sich aus 
derselben dui'ch Dreliung uni die 2-zählige Axe erhalten lässt.



30. Speciell für die kryptotopischen Colonnen sind noch folgende Sätze giltig.
Tritt eine, einer kryptotopischen Colonne parallele, 2-zählige Schraubenaxe singulärer 

Richtung oder eine singuläre Gleitebene mit singulärer Gleitrichtung central und krypto- 
topisch auf, so kann keine der gegebenen anliegende Einheit dieselbe Orientirung mit 
den der Colonne angehörenden anliegenden Einlieiten besitzen; ausgenommen wird der 
Fall der monoklinen Syngonie mit kryptotopischer Gleitehene in Bezug auf die Einheiten, 
welche mit der gegebenen diese Ebene gemeinsam haben.

In dem letzten Ausnahmefalle allein erhalten wir auf Grund der entgegengesetzten 
Annahme eine singuläre Reihe I. Ordnung. Für sämmtliche fibrigen Fälle ist diese Reihe 
keine singuläre; also entsteht in allen diesen Fällen ein ehenes Netz I. Ordnung, und diesem 
Netze würden auclr die beiden der Colonne angehörenden und der gegebenen Einheit an­
liegenden Einheiten zukommen; die Colonne würde somit keineswegs kryptotopisch sein.

Für die der gegebenen anliegenden und dabei, zusammen mit der gegebenen, der zur 
kryptotopischen Colonne senkrechten Colonne angehörenden Raumeinheiten ist ganz zulässig, 
ihnen die gleiche Orientirung mit derjenigen Einheit zuzusprechen, welche der kryptotopischen 
Colonne angehört, aber der gegebenen Einheit nicht anliegend ist. Diese Orientirung 
würde durch die Drehung um die 2-zählige Axe oder Spiegelung in der Symmetrieebene 
bestimmt werden.

Ganz Analoges gilt für die kryptotopischen Colonnen, in welchen eine 4-zählige polare 
Axe (d. h. eine rechte oder eine linke) central uml kryptotopisch anftritt. Die der gegebenen 
Einheit anliegenden und den in Bezug auf die kryptotopische Colonne senkrechten Colonnen 
angehörenden Raumeinheiten können niclit mit den der kryptotopischen Colonne angehörenden 
Einlieiten gleiche Orientirung besitzen, diejenigen ausgenommen, deren Orientirung durch 
Drehung um eine 2-zählige Axe aus der gegebenen hervorgeht.

31. Wenn die Raumeinheiten explicit symmetrisch sind, so lionimen folgende Fälle 
in Betraclit.

Entweder a) ist die explicite Symmetrie der Verbandsymmetrie untergeordnet.
Ist dies der Fall, so wird die Ordnung im Vergleicht mit der Ordnung der Systeme, 

in ١velchen die Verbandsymmetrie dieselbe ist, aber die Einheiten asymmetrisch sind, um so 
viele Male geringer, als Einheiten in der Synrimetriegrösse enthalten sind. Dadurch ist das 
Auffinden solclier Systeme vereinfacht.

Oder b) die Elemente der expliciten Symmetrie sind von denjenigen der Verband­
Symmetrie unabhängig. In diesem Falle bleibt auch bei derselben Verbandsymmetrie die 
Ordnung der Systeme dieselbe. Solche Systeme lassen siclri auch aus den entsprechenden 
asymmetrischen durch einfaclie Einschaltung der betreffenden Symmetrieelemente ableiten.

Bei dieser Einschaltung ist aber stets zu berücksichtigen, ob die Lage der Elemente 
der Verbairidsymmetrie diese Operation zulässt.

32. Speciell für die Systeme der hexagonalen Syngonie tritt als Element der Verband- 
symmeti'ie in den zur Hauptaxe senkrechten Schichten allein die 3-zählige Symmetrieaxe auf 
und zwar ist dies lediglich für Tetraparalleloödersysteme der Fall. Würde es möglich sein, 
ein 2-zähhges Syimnetricelement als ein Element der Verbandsynimetrie einzuführen, so 
wären die Schichten II. Ordririung gewesen, was aber unmöglich ist (§ 33, I. Theil), da der 
Ableitungsforin gemäss nur Schichten III. und IV. Ordnung möglich silrid. Wird der 
3-zähhgen peripherischen Symmetrieaxe die singuläre Symmetrieebene hinzugefügt, so wird



dadurch dieselbe explicit eingeführt, und die Ableitungsform, folglich die Ordnung des 
Systems bleibt dieselbe. Folglich kann die 6-zählige Axe der zusammengesetzten Symmetrie 
I. Art nicht als Element der Verbandsymmetrie der Scilichten auftreten.

Da aber das Inversionscentrum der 3-zähigen Symmetrieaxe nicht hinzugefügt werden 
kann, so kann auch die 6-zählige Axe der zusammengesetzten Symmetrie I. Art nicht als 
eben solclies Symmetrieelement auftreten.

Da auch die 6-zählige Symmetrieaxe ebenfalls als Element der Verbandsymmetrie 
der Schichten nicht auftreten kann, so ist aus alledem der Schluss zu ziehen, dass sämmt- 
liehe Systeme der Symmetriearten 18, 20, 21, 22, 21, 25 und 27 (d. Ir. Systeme, 
in welchen 6-zählige Deckaxen oder 6-zählige Axen der zusammengesetzten Symmetrie 1. Art 
auftreten) Schicht-Systeme sind.

33. Jetzt verfolgen wir den. Ableitungsgang der Systeme II. und höherer Ordnung.
Diese Aufsuchung beginnt mit den TriparalleloSdersystemen; ihnen folgen die Hexa-

und Heptaparalleloäder und zuletzt die Tetraparallelogder. Dabei folgt diese Untersuchung 
der Reihenfolge der Ordnungen, für jede Ordnung der Reihe dei' Sy m m etri earten, und für 
jede Symmetrieart der Reihe der. entsprechenden Typen I. Ordnung.

Die Resultate sind in der Tabelle V zusammengestellt, welche 8 Columnen entliält. 
In der 1.. Columne wird die Ableitungsform angegeben, in der 2. die Symmetrieart, in der
3. die Symmetriegrösse, in der 4. sind die Nummern der Systeme für jede Symmetrieart 
besonders a١igezeigt, in der 5. ist der Typus des Systems I. Ordnung angegeben, die Oolumnen 
6 und 7 enthalten die charakteristischen Symmetriezahlen, die erstere für die explicite und die 
letztere für die Verbandsymmetrie; entllich die 8. Columne enthält das Symbol des ge­
fundenen Systems.

34. Es ist ganz offenbar, dass für die Systeme der triklinen Syngonie nur drei Ah- 
leitungsformen zulässig sind, und zwar all, laa und aaa, d. li. solche, in welchen zwei 
resp. eine resp. keine von den Grenzflächenpaaren mit Decktranslation verbunden ist. Diesen 
Ableitungsformen entspricht ein Schicht-, ein Colonnensystem und ein individuelles System. 
Für die trikline Syngonie sind lediglich drei diesen Formen entsprechende Systeme möglich.

35. Für die monokline Syngonie sind dieselben Formen giltig. Auf Grund der Principien 
der Lehre von der scheinbaren Symmetrie sind aber für die Typen 2 III, 1 ^ III und 2ر III 
je zwei Varietäten der ersten und dei' zweiten Form zulässig, also zusammen je fünf Systeme, 
während für die Typen 3 III, lpc'III und 3^111 nur je eine Variation von jeder Form 
zulässig ist, also nur je drei Systeme.

Für die 5. Symmetrieart sind aber noch die untergeordneten Symmetriearten und zwar 
die 2., 3. und 4. berücksichtigt. In Folge dessen erlialten wir für diese Symmetrieart 
3Χ5 + 3Χ3==24 Systeme.

36. Für die 6. und andere Symmetriearten de)- rhombischen Syngonie gelten dieselben 
Ableitungsformen, aber für manclre Typen wirtl vom Standpunkte der scheinbaren 
Symmetrie die Anzahl der Varitäten .grösser angenommen werden müssen. Für den Typus 
2ςρΙΠ mit expliciter Symmetrie 12 sind jetzt lat von lla und aal von ata zu unter-­
scheiden. Dadurch wird die Anzahl der- Varietäten bis auf 7 vergrössert. Von demselben 
Standpunkte aus kann ein und dasselbe explicite Symmetrieelenrent auf versclriedene Weise



hinzugefügt werden. Für den Typus 5III sind die Symmetrieaxen 4' und 8' der Tage 
nach von 5 zu unterscheiden, wenn auch die Axen 4' und 8' unter einandej- gleichwerthig 
sind. Für den Typus 3<7> III sind wieder -die Symmetrieebenen 1' und 4 ungleichwerthig.

Hier kommt ein besonderer Fall vor, indem einer und derselben Symmetrieart, einem 
und demselben Grundtypus 4 III zwei verseliiedene Systeme angehören, welchen eigentlich 
ein und dasselbe Symbol 5 (2 للل)ء zukommt, da auch die beiden zu Grunde liegenden Punkt­
Systeme sich als identische erweisen und zwar als das Punktsystem 5 (Taf. IV)-. Die Systeme 
müssen aber verschieden sein, da ihnen verschiedene Varietäten der Ableitungsformen und 
zwar laa und aal entsprechen. Die Verschiedenheit dieser Varietäten ist aber aus der 
Lage der expliciten Symmetrieaxe 5 ersichtlich. Die Verscliiedenheit kommt dadurch zum 
Ausdt-uck, dass in dem ersten die besondere Symmetrieaxe des Systems (welche sicli mit den 
anderen nicht sclmeidet) explicit vorkommt, während in dem zweiten dieselbe Axe eine 
peripherische ist (der Grenzfläche ъ zugeordnet). Um diese Verscliiedenheit zum Ausdruck 
kommen zu lassen, ist dem Symbol des zweiten Systems ein Apostropli beigegeben.

37. Für die Systeme der tetragonalen Syngonie behalten dieselben drei Ableitungsformen 
ihre Giltigkeit, welclie aber in Folge der Anwesenheit der 4-zähhgen Deckaxen nur in 
drei typischen Varietäten Vorkommen, und zwar all 1« und aaa.

Für die vollständige Darstellung der Systeme bleiben nur die Grundtypen und unter­
geordnete Symmetriearten zu berücksichtigen. Vom Standpunkte der Lelire über scheinbare 
Symmetrie sind aller solche explicite Symmetriearten wie 12 56 und 1458 u. dgl. von 
einander zu unterscheiden.

38. Für die Systeme der hexagonalen Syngonie ist eine einzige A,Illeitungsform aaa giltig.
Hier werden aucli nicht alle Symmetriearten vertreten und zwar a) weil nicht für

sämmtliche Symmetriearten die Grundtypen überhaupt vorhanden sind, sondern lediglich für 
Symmetriearten der trigonalen Hyposyngonie, b) speciell für die 16. Symmetrieart fehlen die 
hierzu gehörenden Systeme einfach desswegen, weil unter den Symmetrieeieinenten keine 
2-zäh!igen Vorkommen. Aus diesem Grunde muss die 3-zählige Symmetrieaxe explicit auf­
treten. Dadurch lassen sich die untergeordneten Sylًاnmetriearten bestimmen.

39. Auclr für die Systeme der kubischen Syngonie ist allein die Allleitungsform aaa 
giltig; auch hier muss die 3-zählige Symmetrieaxe explicit auftreten. In Folge dessen lassen 
sicli die charakteristischen Zahlen der Verbandsymmetrie (ebenso wie die expliciten) kürzer 
anzeigen, wie darauf im § II hingewiesen wurde.

49. Systeme III. Ordnung sind nur dann möglich, wenn 3-zählige Deckaxen vor- 
Iianden sind. Da aber für TriparalleloCder 3-zählige Symmetrieaxen keinenfalls als .Eie- 
mente der Verbandsymmetrie auftreten können, so Illeiben ledigliclr die polaren 3-zähhgen 
Schraubenaxen zulässig. In einem und demselben System können dann niemals polare 
Axen von entgegengesetztem Sinne auftreten, da Kraft der Sätze § 15 die ب ,
den Syuunetrieelemente 3-zählige Symmetrieaxen sein würden, welclie aller liier aus­
geschlossen sind.

Die einzige hier zulässige Ableitungsform ist — ي ؛؛ -, wo № und a' verschiedene’ ' ge ' لآ ج ٠٥  a' a' а' ٠ "
Zahlen sind. Die Zähler dieser Ausdrücke sind nothwendiger Weise die gleichen, gemäss der 
Annahme, dass 3-zählige Deckaxen Vorkommen. Solche Systeme können also aus lauter



parallelen ebenen Netzen I. Ordnung bestehen, welche zu den Deckaxen senkrecht sind. 
Daraus folgt, dass solche Systeme für die kubische Syngonie unzulässig sind.

Es bleibt also allein die hexagonale Syngonie zu berücksichtigen, und zwar die 
Symmetriearten der trigonalen Hyposyngonie.

Die 16. Symmetrieart ist offenbar zulässig, indem hier als Verbandsymmetrieelemente 
reelite resp. linke 3-zählige Axen auftreten. Die Lage dieser Axen kann leicht auf Grund 
des Ergänzungssatzes § IS ermittelt werden, indem man sich zuerst eine explicite 3-zählige 
Symmetrieaxe denkt, und dann denr Satze gemäss die resultirende Axe der ihr zukommenden 
elementaren, rechten oder linken Drehung mit der Translation aufsucht. Für die Axen 
yon entgegengesetztem Windungssinn werden auf diese Weise verschiedene Lagen gefunden. 
Für die rechten Axen findet man den Schnittpunkt einer Axe mit den FläChen a und c 
(Fig. 18), indem man auf der rechten Mittelkante der Fläche a den Mittelpunkt ö durclr Gerade 
mit den Scheitelpunkten A verbindet, und dann bestimmen die Schnittpunkte d und d' dieser 
Geraden Ae mit den horizontalen Diagonalen der Flächen die Lage einer rechten 3-zähb'gen 
Schraubenaxe. Für die linken Axen wird eine analoge Construction gelten mit dem einzigen 
Unterschied, dass man dazu den Punkt e auf der linken Mittelkante aus١väh!t (Fig. 19).

Fig. 19.

Unter anderen Symmetriearten sind nur diejenigen zulässig, deren Systeme aus den 
ebyn beschriebenen zwei Systemen sich durcli Hinzufügung der expliciten ٦ ...
ableiten lassen (§ 31). Da aber in diesen Systemen lediglich die polaren Axen mit einem 
Windungssinn auftreten, so ist die Hinzufügung der Elemente der geraden Symmetrie' 
(Sym^etrieebenen, Gleitebenen, zusammengesetzte Symmetrie) ausgeschlossen.

Es bleibt allein die Hinzufügung der 2-zähhgen Symmetrieaxen möglich, was der 
 Symmetrieart entspriclrt. Die Anwendimg der Betrachtungen des §31 kann den directen .؛9
Beweis für die Möglichkeit der betreffenden zwei Systeme beibringen. Sämmtliche anderen 
Annahmen sind unzulässig.

jl· Die Systeme IV. Ordnung sind nur dann möglich, wenn die Symmetriegrösse durcli 
! ؛٠٠  Zalil in ausgedrückt werden kann, wo Ѣ eine ganze Zahl, inclusive der Einheit, ist. 
Die n^drigste hierzu gehörende Syngonie ist die monokline, und zwar die 5. Symmetrieart.

Dazu gehören folgende Ableitungsformen : Für phanerotopisehe Systeme erhalten wir 
!٠٥ (resp. ab 1 u. dgl.), wo « und b verschiedene Zahlen sind, abb (resp. aal u. dgl.) und 
endlich abc, wo abc drei Zahlen bedeuten, welche zwar verschieden, aber nicht unabhängig 
sind, da sonst dieselben sich sämmtlich auf 2-zählige Symmetrieelemente beziehen würden Und 
wir ein System ١' III. Ordnung erhalten hätten; für die Systeme IV. Ordnung muss ein z. В. a



entsprechendes Symmetrieelement in Bezug auf die durch & und ٠ ausgedrhcliten Symmetrie­
elemente das resultirende Symmetrieelement sein.

Für kryptotopische Systeme erhalten wir ،،/5 ;5 ;٦ [1 ;5 ؛ 1; 1, :٠;· 1, :٠;، ;؛؛ ل١ , 

; а; ٥١ ;- ; &١  wo stets zwischen 3 Zahlen «, a‘ und b die eben angedeutete Relationa a' a' ' ٠' g د '
besteht.

Hierzu gehhren nur zwei Grundtypen 2 у III und 3^111.
Wenn man den Standpunkt der scheinbaren Symmetrie berücksichtigt, so unterscheidet 

man für den ersten Typns 1«ج von .51, аЪЪ von aab, —11 von l] 1, 51 von ] ]- c 

und von ajp 1 ١ ,Ы von .ين«; die Ableitungsformen : : 1 und دن اًذ دلم  sind aber für den­

selben unmöglich (1. Satz, § 2&).
Für den zweiten Typus sind aber die Ableitungsformen 1 ab, abc, ::، b 1, a t b un­

möglich, da die Riclitungen zweier Colonnen nicht die singulären sind, und speciell die zwei 
letzten in Folge davon, dass unter drei zu Gebote stehenden Symmetrieelementen zwei der­
selben als schneidende Verbandsymmetrieelemente auftreten und desshalb die Gleichheit 
zweier charakteristischer Zahlen bewirken.

Alles dies berücksichtigt, wollen wir für jede Ableitungsform die entsprechenden 
charakteristischen Zahlen einführen.

Das, was in den vorigen Systemen ganz ausnahmsweise auftrat, und zwar die Er­
scheinung der Systeme mit gleichen Symbolen, ist jetzt als ein gewöhnlicher Fall zu 
bezeichnen. Jedes Mal wird aber die Verschiedenheit der Systeme durcli Verschiedenheit der 
Varietäten der Ableitungsformen bewiesen.

42- Für die Systeme der rhombisclien Syngonie sind dieselben Allleitungsformen giltig, 
so dass bei der Aufsuchung nur die bezüglichen Elemente der Verbandsymmetrie zu berück­
sichtigen und das Princip der scheinbaren Symmetrie nicht ausser Acht zu lassen sind.

Speciell für die 8. Symmetrieart ist noch die explicite Symmetrie untergeordneter 
Symmetriearten einzuführen. Mit dei. Einführung des Inversionscentrums fallen von selbst 
kryptotopische Äbleitungsformen weg.

43. Bei der Aufsuchung der Systeme der tetragonalen Syngonie sinfl zwar die A'bleitungs- 
formen dieselben, aber es kommt ein besonderer Umstand hinzu, indem die charakteristischen 
Zahlen 3 und 7, ebenso wie 3' und 7' immer unter einander verbunden auftreten, da schon 
eine diesei' Zalilen die Lage des 4-zähhgen Symmetrieelementes eindeutig bestimmt. Wenn 
«== 3, so muss «'=7, wenn 5 = 3, so muss c=7 sein; wenn 5=3', so ist ١'7 = ة 
wenn «=3'١ so müssen die Zahlen 3' und 7' vereinigt auftreten, und 5 t.ritt dann 
explicit auf.

Nimmt man in Rücksicht, dass für die Systeme IV. Ordnung sämmtliehe chai-ak- 
teristische Symmetriezahlen sich in 4 Gruppen sondern, von denen eine die explicite Symmetrie 
ausdrückt, und nur drei andere Gruppen zu Gebote stehen, so findet man leicht, dass 
nur dann zwei solclie Gruppen, welche weder 3, 7 nocli 3', 7' entlialten, entstellen können, 
wetin diese Zalilen vereinigt; in einer Gruppe entlialten sind. Das ist ja aller wieder nur 
dann der Fall, wenn 5 explicit auftritt.



Von diesem Fall abgesehen, sind nur zwei Annahmen zulässig: a) entweder a = 3 
(oder 7), dann haben wir ein System mit lauter polaren Axen in centraler Lage und es sind 
die- Satze §29 zu Hilfe zu nehmen, b) oder 3 == ة, c 7 د (auch b = 3', ،7=؛'); dann ist 
eine Schicht IV. Ordnung bestimmt, und nur ist die Auswahl der anderen Elemente der 
٦ erbandsymmetrie dadurch beschränkt, dass die ihnen entsprechenden Heckoperationen die 
peripherischen 4-zähügen Symmetrieaxen zur Deckung bringen müssen.

Treten die beiden Zahlen vereinigt auf, so erlialten wir für die Systeme die analogen 
Einschränkungen. Treten endliclr diese Zahlen gar nicht auf, so ist das der Fall der pCri- 
pherischen 4-zähigeu Schraubenaxe mit der Deckschiebung ؛, und wir erhalten wieder die 

analogen Beschränkungen in der Auswahl der übrigen Symmetrieelemente.
Für die hierzu gehörenden Systeme ist die Annahme der der singulären Ebene parallelen 

kryptotopischen Colonnen ausgeschlossen, da wir derselben gemäss Schichten von mindestens 
VIII. Ordnung erhalten hätten, ١١'as für diese Systeme unzulässig ist.

44. Für die Systeme der hexagonalen Syngonie ist unentbehrlich die 3-zählige Symmetrie- 
axe explicit anzunelimeu. Die Symmetriegrösse würde dann wenigstens 12 enthalten, was 
allein für die 20. Symmetrieart der Fall ist (unter den Systemen der trigonalen Hyposyngonie). 
Die einzige zulässige Ableitungsform ist ~ (;،. Demgemäss lässt sich ein einziges System؛uffinden^ g ... g ' g Cy

Uebrigens kaiin siclr dasselbe System aus dem monoklinen System (S. Symmetrieart) 
3*1(1 5 تتت3،(4ا ' durch Einführung de)' expliciten 3-zäkügen Symmetrieaxe ableiten lassen.

'15. Da auch in den Systemen der kubischen Syngonie die 3-zählige Symmetrieaxe noth- 
wendiger Weise explicit auftritt, so sind dieselben aus denjenigen abznleiten, denen die einzige 
hier zulässige Ableitungsform ««؛»؛ (resp. abc) angellört und deren Symmetrieart sich aus 
dieser durcli Verschwindenlassen der 3-zäbügen Symmetrieaxe ergiebt. Also sind für die 
28- Symmetrieart die Systeme 8, 9 und 10 der 6. Symmetrieart, für die 29. Symmetrieart 
die Systeme 8, 9, 10 der 8., für die 30. Symmetrieart die Systeme 11 und 12 der 14., 
für die 31. Symmetrieart die Systeme 15 und 16 der 13. und für die 32. Symmetrieart 
die Systeme 9 und 10 der 15. Symmetrieart zu berücksichtigen, und zwar dei. Prüfung 
zu unterziehen, ob die Einführung dei' 3-zähhgen Symmetrieaxe explicit zulässig ist.

Xun ist leicht zu constatiren, dass dies wirklich für die Systeme 6 (l 1111) 5 ,د III ), 
6*(lrtHI ٠(١  3 (* З)(ып4)١ 6111*3)1*11 ,(111 3)11 ١'(111'*1)ق) der Fall ist. Auf 
diese Weise erlialten wir die aufgestellten Systeme.

46. Es ist offenbar, dass die Systeme VI. Ordnung nur dann möglich sind, wenn 
die 3-zählige Deckaxe niclit explicit, sondern als ein Element der Verbandsymmetrie, also in 
der Form polarer Schraubenaxen auftritt. Dabei ist aber die gerade Symmetrie ausge­
schlossen, iolglieh sind solche Systeme für eine einzige Symmetrieart und zwar die 19. 
zulässig. Da aber für die hexagonale Syngonie überhaupt nur die Ableitungsform :، :، ъ 
zulässig ist, so können die Schraubenaxen niclit in der der schneidenden Symmetrie­
elemente Vorkommen, sondern nur in verstecktei’ Form. Als Symmetrieelemente des Ver­
bandes treten jetzt die 2-zählgen Deckaxen, und zwar tbeils als peripherische, theils als 
schneidende auf.

Auf Grund dieser Betrachtungen findet man die aufgestellten Systeme.
Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wias. XX. Bd. II. Abtb. 67



47. Für die Systeme VIII. Ordnung muss die Symmetriegrösse wenigstens 8 betragen, 
oder eine vielfache Zahl davon sein. Die niedrigste hierzu gehörende Syngonie ist die 
rhombische und zwar die 8. Symmetrieart.

Die einzige Ableitungsform der phanerotopischen Systenie ist abc١ wo abc charak­
teristische Zahlen sind, welche sämmtlich unabhängige Symmetrieelemente ausdrUcken, d. h. 
kein von einem dieser Zahlen ausgedrücktes Symmetrieelement kann ein resultirendes der 
beiden anderen sein. Von beiden hierzu gehörenden Grundtypen 4χ III und 5^111 kann dies 
nur für den ersteren der Fall sein, da> für den zweiten solche drei Symmetrieelemente fehlen, 
welclie zugleich verschieden sind und von welchen keines zugleich, ein schneidendes ist; dies 
ist nämlich t'ür die besondere Schicht der Fall, deren Colonnen niclit singulär sind; für diese 
Schichten als Elemente der Verbandsymmetrie liönnen nur 5' und ة als die peripherischen, 
und 1' als das centrale dieser Bedingung genügen. Die Annahme zweier von diesen 
Elementen würde aber die Annalime eines jeden unabhängigen dritten Elementes der Verband­
Symmetrie ausschliessen. Diesem Typus würden somit lediglich kryptotopiscbe Systeme 
entsprechen.

Etir eine singuläre kryptotopiscbe Colonne, z. B. die Colonne sind die Symmetrie- 

eleniente 5, 2 und 6, als centrale Verbandsymmetrieelemente, ausgeschlossen (diese Eie- 
mente treten central nur in versteckter Form auf, d. h. kryptotopisch); es sind also nur 

die Combinationen V, I،, Ѣ zulässig; in allen ti’itt central kryptotopisch ein Symmetrie­

element (Schraubenaxe resp. Gleitebene) auf, und dann sind Kraft des 1. Satzes, § 29, die 
übrigen Colonnen phanerotopische.

Wenn aber eine niclit .singuläre Colonne kryptotopisch ist, so sind die beiden gleich- 
werthigen Colonnen kryptotopisch, und dies ist speciell für den Typus 5χ III der Fall. Da 
aber liier notliwendiger Weise die schneidenden Elemente der Verbandsynimetrie auftreten, 
so sind die zu entgegengesetzten Grenzflächen gehörenden notliwendiger Weise die centralen, 
d. І1., 5' oder 5.

Für die Systeme 1. Art erhalten wir als Ableitungsformen : ةل1ل  wo ъ von a und a' 
unabhängig ist, oder ;:، b c, wo c von a, a' und δ nicht unabhängig zu sein braucht (was

übrigens unmöglich ist) und sogar mit δ gleich sein kann, aller keineswegs mit a odei' a‘ (§ 30).
Für die. Systeme 2. Art erlialten wir die Ableitungsform (t؛, wo a von δ und δ' 

unabhängig ist.
Bei der Anwendung der angegebenen Principien entsteht uns nämlich bei der Auf­

suchung der Systeme abc eine specielle Scliwierigkeit in Anbetracht der von dem Stand­
punkte der scheinbaren Symmetrie aufgestellten Forderungen, da sämmtlicbe drei Colonnen 
in dieser Hinsicht gleichwertig sind. Diese Schwierigkeiten werden durch die Anwendung 
einer speciellen Anordnung der Aufsuchung beseitigt. Zuerst nimmt man als Elemente der 
Verbandsymmetrie die Symmetrieebenen (1) sämmtlich an, dann folgen Systenie mit nur 
zwei peripherischen Symmetrieebenen (2, 3), weiter diejenigen mit einer .einzigen Symmetrie- 
,ebene (4, 5, 6, 7, 8, 9), endlich die Systeme mit Inversionscentrum, aber ohne Symmetrie­
ebenen (10, 11, 12, 13). Nun werden aucli die Gleitehenen eingeführt, und zwar zuerst



eine Symmetrieebene und zwei Gleitebenen (14), weiter eine Symmetrieebene und eine Gleit­
ebene (15, 16, 17) und endlich das Inversionscentrum mit einer Gleitebene (18, 19, 20, 21, 
22, 23). Somit ist die Ableitung shmmtliclier Systeme erschöpft, in welclien Symmetrieebenen 
und Inversionscentrum Vorkommen, ln bleiben die Systeme mit Deckaxen und Gleitebenen 
allein aufzusuchen. Demgemäss werden zuerst das System mit drei Gleitebenen (24), die 
Systeme mit zwei Gleitebenen (25٠, 26, 27) und die mit einer einzigen Gleitebene (28, 29, 
30, 31, 32, 33) aufgesuclit. Auf diese Weise können wir uns vergewissern, dass dabei weder 
ein System tibersehen ist, noch zwei der Systeme identisch seien.

48. Unter den Systemen der tetragonalen Syngonie giebt es auch phanerotopische 
mit der Ableitungsform abc, aber liier kann a weder 3, 7 noch 3', 7' in sich enthalten; 
wäre dies der Fall, so würde die Einführung eines einzigen Elementes der Verbandsymmetrie 
das ganze System eindeutig bestimmen, und dann das System IV. Ordnung zu Stande kommen.

Sind die Systeme kryptotopisch, so sind diejenigen mit der kryptotopischen Colonne 
singulärer .Richtung von denjenigen mit kryptotopisclien Schichten zu unterscheiden. Für 
die ersteren gelten als die Ableitungsformen ~~,ъъ und —jbc, wo natürlich & nicht unab­
hängig von c ist, da schon allein zwei erste Glieder dieser Form das System vollständig 
liestimmen. Für die letzteren gelten die Ableitungsformen «t:،, wo b, c die Zahlen 3, 7 

resp. 3'١ 7' in sicli entlialten.
Hier treten aber zuerst die Colonnen VIII. Ordnung auf. Dies ist nur möglicli, wenn 

die polaren 4-zähl.igen Schraubenaxen kryptotopisch auftreten. Für solclie Systeme gelten 
die Ableitungsformen -™ 11 und ٠;،&&, wo a, a‘ keine Elemente der geraden Symmetrie 
sein können, also nur 2،, 4', 6'١ 8' bezeiclinen. Die erste von diesen Formen gehört den 
Systemen mit Schraubenaxe eines und desselben Wiridungssinnes, die zweite den Systemen 
mit Axen von verscliiedenem Windungssinne an. Ueberhaupt ist dies nur für die 13. Sym­
metrieart der Fall.

Die Systeme der 15. Symmetrieart lassen sich aus. den vorigen ableiten durch einfaches 
Einführen der Elemente dei" expliciten Symmetrie. Das ist aber für die Systeme nicht dei" 
Fall, wo 5 explicit auftritt, da wir für dieselben eine explicite Symmetrie besitzen, welclie 
dei" Verbandsymmetrie untergeordnet ist. Diese Systeme können phanerotopische nicht 
sein, da wir sonst die Systeme IV. Ordnung erhalten hätten; dem 1. Satze § 29 zu Folge 
können aber die singulären Schichten dieser Systeme ]؛eine kryptotopische Colonnen ent­
halten. Es bleiben also die Formen ~ bb oder — bc allein zulässig. Hier sind fiir a und a' 
centrale Elemente der Verbandsymmetrie ausgeschlossen, also periplierische allein zulässig. 
Für ъ wären die centralen Symmetrieelemente singulärer Richtung ausgeschlossen, und zwar 
auf Grund des 1. Satzes, § 29, aber für die Gleitebeile 1' ist dies nicht der Fall, da die 
ihr zukommende Gleitrichtung keine singuläre ist. Auch niclit singuläre horizontale 
Schraubenaxen sind nur dann zulässig, wenn sie für die Glieder der kryptotopischen Colonne 
keine neue Verbandsymmetrieelemente mit sich einführen.(؛

 III)). u. a. betrifft, in welchen mehr als zweizählige polare ؛, Was die Systeme (16) (1 III)1) (17) (؛
Schraubenaxen kryptotopisch auftreten, so ei-leiden für dieselben die Satze § 23 in ihrer Anwendung eine 
Modification. Die Sache ist aber so einfach, dass es vielleicht ganz genügend ist, darauf hinzuweisen.
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49. Was die Systeme der kubischen Syngonie betrifft, so sind die der 28. Symmetrieart 
von vornherein ausgeschlossen, die der 29. aus den Systemen der 8., die der 30. aus denen 
der 14., die der 31. aus denen der 13. und die der 32. aus denen der 15. Symmetrieart 
auszuwählen, und zwar unter denjenigen, welche die Einführung der 3-zähügen Symmetrieaxe 
zulassen, welche nothwendlger Weise explicit auftritt. Daraus folgt zuerst, dass lirypto- 
topische Systeme von vornherein auszuschliessen sind. Aus den Systemen der 8. Symmetrie­
art bleiben die Systeme f und 24 zu berücksichtigen, da sich sämmtliche übrigen Systeme 
durcli verschiedenartige Elemente der Verbandsymmetrie auszeichnen. Aus den Systemen 
der 14. Symmetrieart sind allein 1. und 2., aus den Systemen dei- 13. Symmetrieart ]. 
und 2. zu berücksichtigen; endlicli lassen sich die Systeme dei- 32. Symmetrieart aus den 
vorigen durch Hinzufügung der Symmetrieelemente 5'١ 8 und 4' ableiten.

50. Die Möglichkeit des Auftretens der Systeme XVI. Ordnung ist von vornherein auf 
die 15. und 32. Symmetrieart beschränkt. Die Systeme der letzteren, wenn dieselben über­
haupt vorhanden sind, würden sich von den ersteren ableiten lassen.

Der Definition dieser Systeme zu Folge ist es unmöglich unter ihnen phanerotopische 
zu treffen, da solche höclistens VIII. Drdnung wären. Hier haben wir also wieder diejenigen 
mit der kryptotopisclien singulären Colonne und die mit der phanerotopischen Colonne zu 

untersclieiden. Den ersteren liegen die Ableitungsformen : Ъс und — ~ ~ zu Grunde. Der " ' g a' а'Ъ' ،؛'
Gang der Ableitung besteht darin, für a und a‘ die zulässigen charakteristischen Zahlen 
aufzufinden und dann eine zulässige Zahl für ъ aufzustellen; sämmtliche andere Zahlen 
werden von selbst gefunden, da dieselben von den ersteren abliängig sind. .

Die vier letzten sind diejenigen besonderen Systeme, in welchen in der Richtung der 
singulären Colonne polare 4-zählige Schraubenaxen kryptotopisch auftreten, also VIII. Ord­
nung sind.

Aus der auf diese Weise dargestellten Liste der Systeme XVI. Ordnung ist leicht zu 
erseheil, dass die 3-zählige Symmetrieaxe sich nicht explicit einschalten lässt. Daraus ist 
zu folgei'n, dass die Systeme dieser Ordnung für die liubisclie Syngonie nicht existieren.

IV. TriparaHeloedersysteme II. und llöherer Ordnung.

Symbol 
des Systems

Charakteristische Zahlen

VerbandsymmetrieExplicite
Symmetrie

Sym­
metrie-

Sym­
metrie- Typus

art grösse I. Ordnung
Ab-

leitungs­
form

11111)5 
11III). 
11 III)

Triparalleloödersysteme II. Ordnung.

I. Ti-ikline Syngonie.

Ist III 1

Uli
ІЯІІІ 1



leitunga-
form

Sym­
metrie­

art

Sym­
metrie­
grösse

Nr. Typus
I. Ordnung

Charakteristische Zahlen
Symbol 

des SystemsExpli.it.
Symmetrie Verbandsymmetrie

II. Monokline Syngonie.

oll 2 III α = δ )1( )1 أ(ةللل
lal a = 5 S2(؛ fl IIT
laa a = 5 2)1111ة(ء
aaa a = 5 3(1 Шг)
aal CL = b 3)1 أدل
all 3ΙΙΙ a - 4 3)1 ا(إللل
laa (Шв).
aaa 3)111ل9ذ
«1 1 1* III 1*(1 ІЩ*
lal 1*1)1 أةللل
Xaa 1*1)1 أ*لال
aal أهلللا)'*ا
aaa 1*'(1 III
all ly' III a = 8 1*1 )لللا8أد
laa a = 8 1*1)1 11ل3د٠
aaa a = 8 ,)III ا'*ا)ا
all 2*111 a = 1' 5 1*)1)(1^111ة؛إ

a = 1' δ 2*l(HIlg)s
Xaa . = 1؛ 2*1 )ةلللءدا(ه
aaX a = 1' 5 3*(1πΙ112).
aaa a 1 ~ 1 5 3)*1لذًا111ة(
all α==γ'؟< 2)*2111ة(ه
lal a = 1' 5' 2*1ا211ل8أ
Xaa a = 1' 5' 2*1(2 TIlaJ.
aaX a == 1' 5' 3* )2 1112أ
aaa ٠ = X' ة٠ 3*(2 III
all a = 5 5' ا)(ائا£للل2أ
lal a = δ 5' 2)*ا*ألآلل
Xaa a = δ 5' 2)*ا*أإللل
aaX 5ο = ؛ί 3)*ا*لآلل٠
aaa а = δ 5' Зу(ІуІІІг)
all 3*111 а = 4'8 3*1(1otIIIs)s
Xati а = 4'8 1 *) 2)(1.٩11ا3د٠
aaa а = 4'8 3*1(1 π 111)
،i 11 а = δ' 8 3*1(3 III)»
laa а = δ' 8 2*1(3 lila).
aaa α = 5،8 3*l(3IIIg)
all а = 4' 5' 3*(1*' IIIb)»
Xaa а = 4' δ' 1(*1)(1*'ΙΙΙ٥).
aaa 24 а = 4'δ' 3*(1*' IIIb)

III. Rhombische Syngonie.,
all 4 III а = 2' 6' 4(2 ΙΙΙ*)٥
^aa а = 2' 6' 5(2 ΙΙΙ٥).
aaa а : 2، 6، 7(2 ΙΙΙι)
lal а د 2' 6' )3( )2 111ر
aal а = 2' 6' 5(2 III،).'
all 5 III а = 4' 8' 5)2 111أا
laa а = 4'8' (2) (2 III).
aaa а = 4'8' 6(2 III)
all а == 5 8' )ع( )S للل5أ
١aa ٠ = 58' (3)(3 II у.
aaa а = 5 8' (.IIIد (63)
all 2^111 а == 2 6 2ي 1)2111»(*
lal α = 26 2 φ 2 (2 in*)«



-لأد
leitun gs- 

form

Sym­
metrie­

art

Sym­
metrie­
grösse

Nr. Typus
I. Ordnung

Cbaratteristiaclie Zahlen
Symbol 

des SystemsExplieite
Symmetrie Verbandsymmetrie

loa 7 2 ψ III α = 26 2φ' ة)111أ،.
»لا1 α = 26 8.1(2 III*).aaa « = 26 8." (2 III،)

all α = 5 6 1.)1)(1*111ا(،
lal α = 56 tt 2.211)1*111ا(، α = 56 2).1*111ا(،
1(1» α==56 2aal)'.1*111أ، α = 56 3ala 9? 1 )اً 7 1لل4ء< ίί = 56 3·.(1 X III*).aaa α =؛ 5 6 8." (1*111.)
all 2.' III α=48 2loa'.1)2111٠ل( α==4؟< 2.5aaaة)111ه(ه « = 48 3 2 (2 III.)
all α == 4 5 لو)ا 5)(1'*111إ(&
١, fl α تت 4؟< 2.2aaa)1*111.(؛ α==4؟< III*'1(3.1(؛
all ولا 111 Я = 1' 4 .ة2)3ة1أج
laa « = 1'4 2.3(3 ΙΙΙ&).aaa ٠=1'4 8 1 (3 III.)all α ؛= 44. 3.2(1*111.).laa α = 44' 1.)1)(1*11ء(ه

®11*1(3.1aaa 0 = 44'
all -- 3laa).1 '*111ا(ه α==1'4

1 .) 2( ؛1 '* 1ء(هاً؛
aaa α = 14' 8.'(1*111.)«11 4^ III 11'5 5' 0 = 22'66' 4lal*1 )2* 111٠أ 11'5 5' « = 22'66' 3*؛1*ة)( 1ق(،ه
^aa 11'5 5' 0 = 22)66' Ьу (27 IIL·).«al 11'5 5' « = 22'66' 5*2(2*ΐίτ$
aaa 11.5 5' ،؛ = 2 2'6 6' 7* (2* III.)all 1 2' 5 e' « = 1' 2 5' 6 4*1)4111لئ
laa 12'5 6' α = 1'25'6 5*2(1111،).aaa 12'5 'ج 0=1'2 5'6 7* (4III،)all 1256 0 = 1'2'5' 6' 4*(2.III،)s
lal 1256 « = 1'2'5' 6' 3laa)(ائ2.111أ، 1256 0 = 1'2' 5' 6' aalبدة 2)2.111.(، 1256 α = ν ي ؟'<؟'< aaa)؛اتة2ء(هلللى 1256 ٠ = 1لآا'ة'اة

7)؛-2ة111(،
all 5* III 11'5 5' а = 44'88'
laa 11'5 5'

ئ؛ (ا )III *2.(؛
aaa 11'5 5' а = 44'8 8' 6*1 (2*11®a 11 14'5'8 0=1'4 5 8'^aa 14'5'8

... ..
3aaa*)2)(3*111ء(ج 14'5'8 0 = 1'4 5 8' all(.III *ل)(3 *)5 1 4' 5 8' а = 1' 4 5' 8

5)ا؛5111أه
laa 14'5 8' 0 = 1'4 5'8

4*2(6111$
а а a 14'5 8' 0 = 1'4 5'8

6أا؛III 5(؛

1458 0 = 1' 4'5' 8' 5laa)*3'.111أة 1458 а = V 4' ؛'< %، 2*)3 )3'.11ذلآ٠
aaa 1458 0 = 1'4’5' 8'

)ة3'.ل;هل١ (
all 11'4 4' а = 5 5' 8 8' а a 41زائ}3??)111ة(ة 11'44' а = 55'88'

3*ا1ًإ(3.111$
aaa 11'4 4' «=5 5'8 8' 5(*1)(3.111&)

Ih■■



Symbol 
des Systems

(6) (2 III)« 
8(2 III).
9(2 III)

»(III لو 1(88
.(III لو2 (88
؟ب 1(8 9  III)

(اي )2 ي 6  III)« 
8۶2 (2? III). 
9 ي 1)2ي  III)
6( ج 2()2س  III)« 
.(تو' 2111)^8
؟5 )2؟ 9 .' III)
2 л (2 111)3 
2 л (2 III).
8 л (2 III) 

6(*1)(2*ΙΙΙ)« 
8* (2*111). 
9* (2* III)
8* (8 III)« 
8*1(8111). 
9* (8 111)

 »(л III ئ 1) (2 6
8*1 (2л III). 
9* (2 л III)
(8) (4 III)«
ًا) (4)  III). 
11(4111)
(8) (б 111)3 
10(5 III). 
11(5 111)
10(8 III)«
(7) (8 III). 
11(8 III)
4<5 1(4 III)« 
 .(III ة2(54
751(4111)
ة )3س 111)5 4  

)هه3س  III). 
 (III'و3)5>7
45і(2лІІ1)« 
552(2лІ1І).
 (л III ة 1(2 7
551(5 III)« 
45(5 111). 
65(5 111)
»(III ي 2) 5 5

2 (51) (2 φ III).
 (III ي2) 65
551 (2л 111)5 

2 (51) (2 л III).
6 5 (2л III) 

8(*1)(4*ΙΙΙ)« 
7(*1) (4*111). 
11*1(4*111)
8 (*1,(5*111)5 
10* (5* III).
11 *(5* III)

Ab-
leitungs­

form

Sym­
metrie­

art

Sym- Typus Charakteristische Zahlen
metrie­
grösse

I. OrdmTng
Explicite

Symmetrie Verbandsymmetrie

IV. Tetragonale Syngonie.

rtll 8 III а = й٦
Ha 0< = لآ1
aaa ٠==لآ٦
«11 III ر 8 1357 а = 2 4 6 8laa 1357 а = 2 4 6 8aaa 1357 α = 2468
٠11 1256 α = 3478
Vaa 1256 α = ΉΉ
aaa 1256 а = 3478
all 1458 α = 23 67
1 ДЯ 1458 α = 23 67aaa 1458 α = 23 67
all 2 л III - - -
laa α = 2Τ
aaa -
all 8*”іІІ 11' 5 5' .. — ى . .
Ha 11'5 5' а = 33'77'
aaa 11'5 5' а = 33'77'
all 1357 - - - -
laa 1357 а = V' ٦ '2'لآ'
aaa 1357 а=ѴУ2٦‘
all 13'5 7' α=1'357
laa 13'5 7' а = 1 3 5'7
aaa 13(57' α = 1'35'7
all 10 III 12'5 6' - - - . -
1 fl fl 12'5 6' а = 34'7 8'
aaa 12'5 6' а = 3 4' 7 8'
all 14'5 8' а = 2' 3 6' 7
Vaa 1 4' 5 8' ه = 2ة؟لا٦
aaa 14'5 8' ه = 2ةة'٦
avv 1357 а = 2'4'6' 8'
Vaa 1357 а = 2'4'6'У
aaa 1357 я = 2' 4'6' 8'
all 45 III 12'5 6' α = 3'47'8
laa 12'5 6' α=3'47'8
aaa 12'5 6' α = 3'47'8
all 1458 а = 2' 3' 6' 7'
' 1458 а = 2' 3' 6'7'
aaa 1458 а = 2 У &' ٦'

13'5 7' а = 2'4 6'8
^aa 13'5 7' а = 2'4 6'8
aaa ؟،ةا<٦‘ а = 2'4 6'8
all 5 5 III 1. 4' 5 8' а=22бѴ
laa 14'5 8' 0, = ةلآ47٠
aaa 14.5 8' α = 23'67'
all 1256 a = 3'4'7'8'
Vaa 1256 а = 3' 4'7'8'
aaa 1256 а = 3' 4'7'8'
all \لآ'ة٦٠ а = 2 4' 6 8'
Vaa 13'5 7' а = 24'6 8'
aaa 1 3' 5 7' а = 24'6 8'
all 10* III 11'22'55'66' α = 33'4 4'7 7'8 8'
laa 11'22'55'66' α=3 3'44'7 7'8 8'
aaa 11'22'55'66٠ α = 33'4 4'77'8 8'
all 11'44'55'88٠ α = 22'3 3'66'77'
laa 11'44'55'88' а = 2 2'3 3'6 6'7 7'
aaa 11'44'55'88' а = 2 2' 3 3' 6 6، 7 7'



Ab-
leitunga-

form

Sym­
metrie­

art

Sym­
metrie-
grössö

Nr. Typus
I. Ordnung

Charakteristische Zahlen
Symbol 

des SystemsExplicit.e
Symmetrie Verbandsymmetrie

all 10*111 12345678 а ى 1' 2' 3' 4' 5' 6' 7' 8' 10* (8 φ III ل
laa 12345678 α = 1'2'3'4٠ 5'6'7'8' 10)^8تي111ه(
11 fl. fl. 12345678 а = 1' 2' 3' 4' 5' 6' 7' 8' 11* (9φΙΙΙ)
all 11'33'56'77' а = 22'44'6 6.88' 10*1(8*111).
laa 11'33'55'77' а = 22'4 4'66'88' 7(*1)(8* III).
fl fl. fl 11'33'55'77' а = 2 2' 4 4' 6 6' 8 8' 11*1(8*111)
all 12'34'56'78' а = 1'2 3'4 5'6 7'8 10*1(10 111).
laa 12'ة 4'5 6'7 8' а = 1'2 3'4 5'6 7'8 10*2(10111).
aaa 12'34'56'78' а =1.2 3'4 5'6 7'8 11*1(10 111)
all 12'3'456'7's а = 1'2 3 4'5'6 7 8' 8 (*2) (45111)8
laa 12'ة'456'7'8 а =1'2 3 4'5'6 7 8' 10*2(45111).
aaa 12'3'456'7'8 а ==1'2 3 4'5'6 7 8' 11*1(45111)
all 123'4'567'8' а = 1'2'3 4 5'6'7 8 8 (*])(55111)8
laa 123 4'567'8' а = 1'2'3 4 5'6'7 8 10*2(5 5 111).
ciaa 123'4'567'8' а =1'2'3 4 5'6'7 8 11*1(55111)

)13?1)13ΙΙΙ 
)13111.(13 

٠ )13111(16
)III 16» )13؟ 
)16111(16.1 

)13.111(16.1

21*1(19111) 
2151(19111) 
(9) (19 III) 
24*1(19*111) 
24* 195111) 
24*1(22111)

V. Hexagonale Syngonie.
aaa إ ІЗфІІІ аaaa = 8 8ا 8ة 13.111 а = 5'5ا'5'*
aaa 1 16 III 16^111 1 ا1 ا2 а = 4' 4ا 4ي
aaa 1

1لؤج11

11،1؛8 8ا8إ aaa»، = 4 4١ب4ي ١٥٠ ة١ب 2 16.ІІІ 11ا1*4'4ا'42' а = 5' 5ا'5'*8 8ا 8
aaa 3 11اا2ج'5ا'ج2' 0 = 4' 4'ا 4ة'8 8ا8

VI. Kubische Syngonie.
aaa إ 19*111 )1 2' 5 6;('ا = (1' 2 5' 6)8 

= (3'4 7'8)8aaa іЭдІІІ
)12' 5 6('ا

aaa 1 22 III )12'5 6('ل = )3 4'7 8('أ
aaa 1 22*111 )11'22'55'66('إ = (3 3'4 4'7 7'8 8')
aaa 2 22*111 (12'3'456'7'8)з = (1'2 3 4'5'6 7 8') 

= (1'2 3'4 5'6 7' 8).aaa 3 22*111 (12'34'56'78',3

TriparalleloSdersysteme III. Ordnung.

V. Hexagonale Syngonie.

13 III إ а'
 -- ةا

،1
(10) (1 III)..

13III 1
ا2

(11) (1 III)،

16 TII . ا2 4* (12) (3 IIDra'
16 III - 1، 4ا٠

ا2 ي2٠ (13) (3 111)،

2*1(1111). 
2*1(1111).' 
2*1(1 III*)." 
2* 1 (1 III"'.(؛ 
 .(III ئا2)(1
1(*2) (1 III*).'

Triparalleloedersysteme IV. Ordnung. 

II. Monokline Syngonie.
lab 
ѴаЪ 
lab 
ab 1 
c،b\ 
abl



Sym- Sym-
Nr. Typus

I. Ordnung

Charakteristische Zahlen
Symbol 

des Systemsleitangs­
form

metrie-
arfc

metrie­
grösse Explicite

Symmetrie Verbandsymmetrie

ab ن '
ج 4 2*111 1 66 = 5 5 = 1' "1 *) 2( )1 ІЩ٠

abl a ت V ъ = ؟(٠ 1*) 1>(1111ة(ء
abl 66=1'5 = 5 ،).III 2)*ا
abb 66 = 5' 5 = 5 2* 1(1111)
abb а = لآ' اعلآ؛ .)2( )1ΙΠ 1 ئ
abb а == 5 ة = 6' 1*2)1 IIU'
abb α = ؟< ъ ت \ا "(III ا(*2)(1
abb a=Vb = &' 1*1(1 III*)
abb α=1'5 = 5 2*(1ІІІ٥)
aab а = ؟<ل ъ ت نأ 3*1(1111)
aab а ت 5' 5 ت را 3*1(1 III*)'
aal) а = ؟< 1( — ؟<ا 3*1(1111)"
aab а = ة 1( = اذ 3*1(1111)'"
aab il=l'& = 6' 3*(1 III*)
aab α=1،& = 5 3*(1 III*)'
ab. '1 = 5' 5 = 5 с 66 ت 3*1(1 ΙΙΙ*)ί٢
ab 0 66=5 5 = 5' с = 1' 

66=1' 5 = 5' с=5
٢ ،)3*1)1 III

abe 3*(1 III*)"

ج11 δ
α δ'

ة —1 1 *) 1( )1 'اً(ةللل6'

cta,b\ 5 JJ 1 ه؛؛-ق٠هه 1Ι1Ι*(3،؛(،5،

٠а-ъъ δ
;؛=؛٥٠٥

3'ل(،للاا)*5'

-l· ا
b b.
b' b

2*1)1؛(!لل5'

تهتةت 1
b _لآ٠ 2*1)11ط(هلل

4٠
1

?-ة٠أ- 2'إ؛(،للاا)ا*

اه =ه٤ة=ة'
3ة(،لللا)*5'

ъъ
α¥ν 1

ه٠1ةهة'
3,وة(هلللا)*

α؛«\ ٤ 1

ة، '؛
٠؛مهآ 3ا)* ،ج(*للل

abb 3*111 а = ؟(٠ 1( = 4' *)ا2)(111(ل
abb a = b'b=% !(* 2)(1 III)'
abb г=АЬ=Ь٠ 2*1(1 III»
abb fl == 4' 5 = 8 2*1(1111)'
abb а = 8 ة = δ' 1(*2)(1 III)"
abb ة „ '4 = & 8 = ٠ "'(III ا)(2*)1

ؤ11 б 1
а لآ‘
ίΓΪ7 ΙΙΙ 1( 1 * 3,؛(*٥,

1 ؛٠ه=هؤ 2 * 1 )1 الل8(4٠'ج

1Fi 1 *) 2( )111'ة(ل8

4Г 1
٠ = 4ة' = ة

3*1 )1 لال8ل5'8

&تةل7 1 І7 7 ي& *)ا2ا)( '؛(للل5٠

1
٠اًةدخجد 1(*2) (1111*5,

(t Οι а,
а* а. а' 1

а ة'
3*1)1 111(اا4٠ه٠

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XX. Bd. II. Abtb.



Ab- Sym- Sym- Charakteristische Zahlen
leilungs- metrie- metrie- Nr. Typus Symbol

form art grösse I. Ordnung Explicite
Symmetrie Verbandsymmetrie des Systems

III, Rhombische Syngonie.

(2,(1 III).
(3)(1 III).
4(1111).

(2) (1 III،).'
(4) (1III)
5(1111،)
(4) (1 III،)'

= ،ذ'٠ = 2٠ 6(1111،)
= 2' c = 6' 6(1111،)'
= 5 0 = 6' (5) (1 III،)

= 6؛ )3, )111ل(ط

a' :7 6)1.11ل(ة،س

a'
= 6؛

7(1 ΙΙΙ،Ι'β-
(14) (1 III)
(3) (1 III.)
(2) (1 ΙΙΙ٥)

s =)4( )1 ،؛(للل8'

a' — 8، (5)(1 ΙΙΙΙ-8-

V "7 (2) (1 ΙΙΙ،)٠٠5

V ٦ (4) (11111.5
،).5)1 III 2لو 
،).'5)1 III 2و
2و 2)1111.(،

،).1 III( 2 ء 
،).3)(1 IIIو)ا 
).۶2)(1 Illtا( 

،).1 )lili2و 
1 (او) )1111.(،

2 = 6 6
5 — 0 6
6 = & 5 = α

іЪ = й؟ = а
2=5δ=٠
ه = لألأ = ة

a==2b = b 
6 = ъ ؛-ة: а

α==؟< ،).3)1 III2و
α = 6 1(۶3)(1ΙΙΙ،)٥
« = 5 (III و5)(1)1
α = 2 5،1 ΙΙΙ2)ا'و
a-2 1(۶5) (1 III،)
α = ξ> 3و3 )1111(،
« = 5 )2)1 III 3؟

α==؛2 ،)1)1 III3و
α = 2, ،)1 III3)و
fl — 6 3۶ 1(1 III،)
α = δ b = 2 ،)'3)1 III3؟
α — 5 ъ = ،i ،)III 3ا)'و

2)1 III(،3'و 
،)'3۶'1)1 III

» = ة
α = 2, 0 = 5
α = 2

b _لأ ،)2)1 III3 'و
2 و 2 )1 111(،ؤ5

2۶' )1 111(،حة

411(
إ ؛

„

10
ج

4 12 1

1
5111

16

18 1

19 1

20 1
III و 2 1

,,

::

,,

:,۶

,,

وو ..ا

lali 
lab 
lab 
lab 
abb 
abb 
abb 
ab c 
ab c 
abc
"؛

اهلة
&&ج
abb 
abl) 
ab b

"؛

؛٥٥

bb 
1b‘ &' 

"
lab
la&
lab
lab
alb
all)
«1&
all؛
alb
alb
abb
abb
abb
aab
a.ab
aab
aab
aab
aal.
abc
abc
ab.
abc



531

Symbol 
des Systems

25)1-1114(1^3 

Зр" (1 IHi( 
)\φί) (1III(. 
،)2،ρ3(1ΙΙΙ 

)3( )1ІІІ6ىا 

).2ρδ(1 ΙΙΙ٥

3^3(1 ΙΙΙ&)
2ρ4(1 III,،

،)2^3)1III 
.)2)(1 III1ى
1 (اى )1111(.
،)4( )1III ىا 
،)4)(1 IIIىا

ί.,2)1111.-.؟؛.

8ρ'1(ΙΙΙΙ،)ι،*,

1ى3)(1111,ط(،

،)،،'1III( &) ىا
.،).3( 1ΙΙΙ 2 ئ 2 ئ 2)(1.٩111*أ 3)ر3)(ى111(*ه
4ر2)1لل111(*ه

)1( )1 π III 4 ئ
- .. 4ئ2)(1أذ111ل

6ζ(1πΙΙΙ4)
6اإ)111(*

)2( )1πΙΙ14 5 ئ 
*).2( )2 III 2 )ر 
*).3( )2 III3)ر 
*).2 III( 3ئ2د 
*).2 III( )3 )ار 
*).'III 8 ئ 2()ة 
*).2 III3 )ر 3( ؛ 
*).'3( )2 III 3 )ر
).2111(2*4 

*).2 III(4اإ 
*)2 III( 5 ر 

*)1)2 III 5ر 
*)3)2 IIIر&
3)2III'(* 5ر 
،)"Β*8(2 III
*)2 )2 III رج

*)III 4 ئ 1()ق
 4 )ر 2( )2111(*
 4 )ر 2( )2111'(،
*)"2( )2 III 4 )ر 

*)'"3)2 III5ر 
*)'1)2 III رج 

*)2 III5 )ار( ؛
5 )ر 2( )2 111*1

Ab-
leituoga-

form

Sym­
metrie­

art

Sym­
metrie­
grösse

Nr. Typus
I. Ordnung

Cbaratteristische Zahlen
Explicite

Symmetrie Verbandsymmetrie

اد 2 ۴ III ٠=8 l· 2

(i 1)1 а α==6 ة, = ق
abb 1 2φ( III α=5 ь=4
abb а. = 4
abb a = 4 b=s

&تةل7 rt
abi‘ ا b?: 5 α = 8
abb 3۴ΙΙΙ α==4 b = А
abb а = 4' b = 4
abb а = V ъ = 4'
abb а == 1ا ъ ت 4
abb а = 4 'b = 4
abb ,, а = 4 b =4'

а 4٠

٥,bb ٦ ь = 4 ,

1 b7 ٥' 1 Гі“vv ل ،، = 1' ت=;-خ
lab 4ر111 а = <2. 6' ъ = 2؛&
٦ ab b=A'b ’ت لآ ة а
ab ا '6 2 = b 1ةا = а
1 ab α = 2'6 ة = 26'
abb Λ=1'δ b = 2'6
abb α = 2'6 & = 1'δ
abb α = ٥& لأ = ء٤اة

abe α = 1.5 b —: 2 6ا c == 2'6
abe я = Ι'δ δ = 2'6 С = 2 Ö'
abc Я == 2'6 & = Ι'δ С = 2 6'
ab ن Я = Ι'δ' 6 2 = ؤ
ub α = Ab' Ъ = г'У
lab а = 2 6 & = 2'ö٠
a\b a==4b' =

aAb а=АЬ٠ b
a١b ,< — 0 ،'- b = Ab'
a\b я = 26 & = 2'6'
aAb α = 2,%‘ Ъ = АЬ٠

„Ab я = 2'6' ؤ = 2 6
abb а = 1'5' ъ == 2 6
abb а = Ab' ь = й&"
abb а = 26 ?د = ι'δ'
abb я. = 26 ٥ = 2'6'
abb а = 2٠6' b = ι'δ'
abb я = 2'6' & = 2 6
aab α=1'5'ί = 26
aab а = 1'5ا b == 2'6'
ЯЯ& 'ι'δ 2 6 ة ى' : а
aab а = 2 6 Z) == 2'6'
а аЪ я = 2'6' δ = Ι'δ'
ааЪ ٠ = 2'6' δ = 2 6
ab. Я = Ι'δ' & = 2 6 C == 2'6'
abc α = 2 6 ٤٠ = ι'δ' c = 2'6'



Ab-
leitunga-

form

Sym­
metrie­

art

Sym­
metrie-
grCsse

Typus
I. Ordnung

Cbaratteristiaohe Zahlen
Symbol 

des SystemsExpli eite 
Symmetrie Verbandsymmetrie

abe 4*111 - ъ 4*1(2 III،)
؛؛11

- 2.6' 4*1)2 111ً(،ا،2،

а'Ы a -&٠
6*2)2 11ل،؛2'

؛٠،، a
)*ج2111اك,ة،

Xab et:= 6 5' δ = 2 2' 2 (*1)(1 *III،).\ ab b الأة = = 6 6' 3 (*1(1*111،).
lab b لالأ = =-6 6' 4)*1*111(،ء
X ab = 6 6'δ 2 (*1) (1*111*).'
n٦b = δδ'& = 2 2' 2 (*2) (1*111،).
alb 8 = 5 5' ٥ ...... ..alb

8
= لآلآ' 1ا 4*1(1*111،).

alb b لآلآ٠ = = 6 6' 3(* . . .. ..
)أ1اآ = 6 6'δ 3*)2)(1*111(،ء

alb = 6 6' δ = 22٠ 2(*2) (1*111،).'
ybb = 5 5' & --لالأ 4 (*1)1*111،)ab 1) = 2 2' δ δ* 1(1*111،)abb -- 2 2' & = 6 6' 4 (*1) (1*111،)'a ab = 2 2' 4 (*2) (1*111،)aab ъ >'؟<؟== = 6 6' 4 (*1) (1*111،)"
aab b لآة٠ = δ*2 (1*111،)
aub b 'ةلآ = = 6 6' δ*(1*ΙΙΙ،>aab = 6 6' & 4(* 2) (1*111،)'a ab = 66'& = 2 2' 4 (*2) (1*111،)"
ab c = δ 5' & = 2 2' = 66' 6*(1*ΙΙ1،)
ab ة = δδ'& = 6 6' 6*1(1*111،)ab c b ا2لآ“ = 6 6' 6(*1)(1*ΙΙΙ،)abc = 22* b = 6 6' 6*1(1*111،)'
ا.ةا

Ϊ2٦ ΙΙΙ*1)(1(*3؛(،5
ةا٠

11'
٥

٠، 1 = 6 6' s،)5؛)*l*IlI
“t؛1 11' ت 6 6ا خ7 δ*2(1* III؛(،٥
а ؛\α

1 1' = ٠٠ة'
11

7*(1*ΠΙ،,25
abb ة 5* HI = ι'δ &

= 48-'
14 *)1( )1*111(؛

abb = 4 8' δ = 3(*4)(1*1ΙΙ٥)
abb = 4 8' δ- 2(*5(1*ΙΙΙ٥)
abb = Ι'δ' δ 2 (*4) (2 ΙΙ1٥)
abb ة = 1'ة' ا 2(*1)(2 ΙΙΙ٥)
abb = 4'8' δ - Ι'δ'

3ΐΙΙ(3*4(؛
abb = 4'8' ö 4*2)2111(؛
abb = 18 ٥؛ 2 (*6) (2 ΙΙΙ٥)
abb = 48 δ =

2*؛6؛؛2ΙΙΙ'؛

؛11 -Ι'δ' 6*1)2 111ئدا4٠
> a

-٥٠-

6*1(2ΙΙΙ٥)ι،،.
abb a = 1'4 δ 3(*2)(3ΙΙΙ٥)
abb --1Ί b-- 2 *)2( )3 111(؛
abb = δ 8' δ = 3(*4) (3ΙΙΙ٥)

3abb*)4( )3 111'(؛ = δ 8' δ =
abb δ'8 δ = 2 (*δ) (3 III.)
all b δ'8 δ = III 3( )4(*3"(؛



Ab- Sym- Sym- Typus
I. Ordnung

Charakteristische Zahlen
Symbol 

des Systems
leitigs-

form
Nr.metrie­

art
metrie­
grosse Explicite

Symmetrie Verbandsymmetrie

bb b
6*111 ۶ SS 3*)4()3.111ة(ه5،

6 5'8 ,
٠ѵы et ""14

0=55، 6 = 44'
4 ر)2( )3 444،جج(&

abb 14*)1)(1*11ل
abb ۵ = 4 4' 6 = 55' 

α = 44' 6 = 88'
3ئ2)(1*111(ه

abb 2 (*2) (1*111.1
b H

ا17أ7 87 11' &7— 5ІІ ΙΙΙ*1)(1(*2؛(.5
ѵ٥؟ ٥٠8β٠ і = ц ٥ .)،2)(1* III3 ئ

ab b а = 4'5' 6 = 45 3*)2)(1'*111ل
abb ا> = 1'5' & = 1 '8،

a = 4b & = 4'5'
'8'1 = ٥ 45 = «

2(*4)(1*'111.)
аЪЪ  14 للل'*ا)(ا*)6(

111.1 *'1)(1(*14 
.)11*1( )3(* 2

abb
abb а =1.8' b = 4'5' 

a =1'8' & = 45abb 3(* 11(1*'111.1
Я 46

'» ل ل 4*)1)(1'*111,ط(ه
a 4%—،ъъ ί = 1θ N45 5*)1)(1'*111ل(ه4٠

b 4؟<
21Τ/Έ7*)2)(1'*111ط(ج 67 = 45

b 4'b' ،،
4(*1)(1*'III.)،،'у؛ъ“ V ~~ 4 5 a-13

IV. Tetragonale Syagonie.
4b с ، 1 8 111 b=s c = 7 8(1111).
ab с ٠ 2 tt = 5 6=3 c=7 9(11111

، ٠ 1 3 )151 )1 111(و

؛٠٠ ٠ ٠
a j

ا)6)(1111اً(

α-лъ ، ٥ V *٦ ١٥ (171(1111),.a 3
«,bb Ц- & = 5 (171(11111،
abb III ,و 8 a = S7٥ = 26 (III ي3) (3)6
abb . = 37 6 = 48 )4( )3 III(6د؟
abb . = 26 6 = 3 7 (III ج3(83
abb . = 26 6 = 48 6 (?, 4) (3111)'
abb . = 48 6 = 3 7 8^1(3 IIIJ
abb α = 48δ = 26 6حو)2( )3111(
16 c 6=23 ٠ = 67 8^(1*111).
Ybc 6=67 ٠ = 23 ).2)1'*III8؟
ab. α = 45 6 = 2 3 تة6 7 9^(1*'III)
abc α = 45 6 = 6 7 ة = 23 (III'*ي1(91
16. 2ЛГІІІ '٦ = c لأ = لآ٠ 2لد)1 111.(
ab,« a :"b ъ = ؟'< ٠ = ٦' 3^(1111)
abc 8*111 α=4ϊ< لأ==ة4ا ٠ = لآ٦ 9*(111)
abb a = bl b=4،b‘ δ (*2) (2 III)
abb ع=لآ٦ لأ = لآ٦‘ e (*2) (2111)'
abb a=4b' Ъ = В7 s* (2 III)
abb .= 1'&'6 = 3'7' 6 (*1) (2 III)
abb  a=b‘٦' ъ = ؟٦

'ъ=ѵь ١=بلأ
8*1(2 III)

abb 6 (*2) (2111)"



Symbol 
des Systems

Charakteristische Zahlen

VerbandsymmetrieExplicite
Symmetrie

Typus 
I. Ordnung

3'7'
я' = 1Ѵ III 2)(1(*6.؛(

3'7'
я' = ІѴ = 37 9 *(2 III)و .g.

= 3 3' '٦٦ = .. . .. .
= 3 3' '٦٦ = а = 55' 9* (1*111)

= 2'6' (18) (2 III)
(18) (2 III)'= 4'8'

= 2'6' (7)(2 III)
= 2'6' (18) (2 III)"

10 (2 III)
= 2'6' (8) (2111)

2'6'
)8( )2 111(ة.4٠

2'6'
«' ٠ت 4'8' 11)2 111(ق4،

a' — 3لًا (19) (2 IIIل

а' ^τΊΡ )III 2( )20؛(
7 fe'3؛Ϊ = = 2'6 (21)(2 III),

= 7 8؛ = 2'6 (21)(2 III)،
= 3 6' = لآ'٦ (7) (3 III).

= لآ'٦ G — 10(3 111).
= 3 6' а1 ة — С 11(3111)

11(3 III)'
2'7
3 6' )III 3( )19؛(

а، ائ1 )III 3( )20؛(
2'7

071 (21) (3 III),
= 2'ر'6 3 (21) (3 III)،

'٥٦ = = 2'6' δ53(2 III)
= 3'7' 552(2 1ΙΙ١
= 2'6' '٥٦ = 553(2 III)'

= 2'6ا 552(2111)'
'٥٦ = 55 1(2111)

= 48 = 2'6' 551(2 III)'
3'7'

“ 2'6' 21ΙΙ(451،؛(3'
3'7'

а'1 552(2 111)2.8،
4 ة )1 ز 'III). 
2(51)0*' III). 
65(1*'III) 
65(1*111)'
2 (51) (2 III) 
2(52) (2 111) 
2(52) (2111)' 
2(52) (2III)" 
45 1(2 III) 
45(2111)

= 6ً'ا،
: 6 7' 
= 2'3'

 ؛ 2'3'
:6'7ا

:!'8'
·з;г

٠■

; . 3'7'

5 = 26

 ؛ 2'3'
؛ 6'7'

α = 45 
α = 45 
- -- 
α==٥٦' 
α = 26 
α = 26 
а = 4'8' 
α = 4'&'

اًإ

1ة

'.14

'14

ئا

إإ

8*111

10 III

4 5 III

δ 5 III

Ab- Sym- Sym-
eitungs- metrie- metrie- Nr.

form art grosse

a, 1 1

ід>ъ

xb ٠ 10
ab c
abb
abb
abb
abb
abb
abb

1 1

ъъ-.؛

11 ٩ 8

ق٠ل

а،،٠ъъ

cjjbb

xbc

abc
abc

٠،

Цъъ؟

ab b
abb
abb
ab b
abb
abb

-,b b

abc
abe
abb
abb
abb
abb
abb
abb
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M٥٠؛١c٠qoq - δ-Η &.
СО 8ч СО ФСОСОФФСО

vhnnnW н со بي ي١  со cq
Νئ١تتثلN أ٠؛ي4بؤ ٠ W ٠د٠ل N N N N N٠١٠؛ بح WV WQ ٠

H CO H H r* Η t> t> t~ 1> H r—<

llsst!
ة;٢ة٢ةذي'ةلي

- ■нннн
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00
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II II
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II II 11
η

і ю٥ююю٥ 
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 بي بي بي
بدبدبي

3Ге Ι'β ؛؛ ssssss e l’s

so CO CD со со со
ЮіОѴОЮЮіО

بي بي بي بي بي بي

ةة6ةةةةةةةةةةة0اةةةة١
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оо7ч،>ос
٥٥ ٠١٠ ٠٠
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II II II II
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CD cq cq
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Ab- Sym- Sym- Typus
I. Ordnung

Charakteristische Zahlen
Symbol 

des SystemsNr.leitun gs- 
form

metrie­
art

metrie­
grösse Esplicite

Symmetrie Verbandsymmetrie

ا ا 16 10* III 1357 1'3' 5'7'
*IIIa 8(1 *10؛(،2،

لألألآ
1357 a‘ 11*1(8 111)1.2،

ab b 13'5 7' = 1'3 5'7 6 = 24'6 8' 18 fei) (2*111)
abb 13'5 7' 8 '6 4 '2 = ٥ 7'5 3'1 = 18fe3) (2*111)
ab b 13'5 7' = 2 4'6 8' 6 = 1'3 5'7 10*3(2*111)
abb 1 3' 5 7' 8 '6 4 '2 = ٥ '8 6'4 2 = 8ئ4( )2*111(
abb 13'5 7' = 2' 4 6' 8 & = 1' 3 5' 7 

= 2'4 6'8 & = 2 4' 6 8'
(III *ئ4) (72

abb 13'5 7' 18fe2) (2*111)

V. Hexagonale Syngonie.

14α 1 (13 1114,5د,

(22) (13 III, 

20(13111)

20* (13* III)

.

 (III ,?ة (2013

23(16111)

23* 06,5111)

12

ا'2

1 165 III

VI. Kul

11، ا2

lische Syn

'52 ،'5 '5 а '
а‘ ٠ 4' 4ا' 42<

.gonie
19 III 11، la = (1)8 я = 2إ' 5ا 6' .1 = 2' 5إ 6ا'

٠٥ = 2، 5 6ة'
11، la = (1)8  а = 2اا ج ج2ثم 4] = 2ة' اج 6ا

^2 = 2، 5٠ 6دا
19*111  11،1ة5'5'،5ة'

= )15('ه
а دت 1 2ة 2اا ة 6ا 62د
ctj == 1را 2 2ةا 51 6ق 6'

&2 = ا2' 2ا 2' ة2 6 6اا
،22،616٥6 2'α=1ί 
 α± = ا2ر 2ا 2ل ة2 6 6اا

- ц=1'2а،

 11،1ة5'5'،5ة'
= )ا5('إ

1 III ة 19 (1 8)3 а =2л'٠اف ة ة ية1 ي
 ٠، = 2ل' 3ة'4،5ا 6'7'

،'7 ،'6 5٠ 2 = 2' 3' 4г«
1 22 III )1 4ا3  ٠ = 2ا' 3ة 5 6ة'7ا 8'

.1 = 2'؛3 5، 6' 7ذ 8'،
»2 = 2' 3ا 5ل 6'،7 8إ'

22*111 (1 4' 5' 8,3  ٠ = 1'2ة2'،3ة3'،456،02'7،72'8'
 =،» 1'،2 2ة'3 32'4،5،626'727'8ا'
»ا=ا2'2ا2'3ل3'425266'،77'،8ة'

aaa 
a' a' a'

a a. ctn

а сц а؛؟.

а сц сц

а сц а؛؟

а, сц сц

а сц а،؟

а, сц а،؟

Triparalleloödersystems VI. Ordnung.
а а а
а. г. а,' 1 16 III 1

'4 ٠
،Г 4? (26)(1 III),

acta
ًبلا  а‘ а. 1

'4 ٠
Ί؛? (27) (1 III)،

TriparalleloSdersysteme VIII. Ordnung.

III. Rhombische Syngonie.
ة 1 4*111 a=v b = 2 0=6 4*0 III،)

a = 5' & = 2 c = 6 ،)3)(1 III2 ئ
3 = ъ=2، с ألآ = a 3fel)(l III،)
4

؛
а 'ات ة٠ = 5ر 0 = 2' 14 fei) (1III،)

5 )تا\ل 1(تت0 ة = 2 (*2) (1III،)
8 6 а — 1ا ة = 6ا 0 = 2' ،)4)(1 III2 ئ

с لأ'а 
0,1 с 

аЪ е 
 а ؛١٠

я ь с 
٥ ab



Symbol 
des Systems

،)3.2)(1IIT 
.. - ... 

،)1111(1 *4 
،)2٠β) (l III 

S) (III(، 2 ئ
3.4( )1 III(، 

4*3)1 III( 
،),.2.1)(1ΙΙΙ 

،)'III ا٠ا)(ا 
14 ئ 1.1)1111"(

2. 1)(1 III،)'
 2 ى (ة )ا 111'(،

،)1111(2*4 
 3ئ3د )1111(،
،)'4)(1 III3ئ 

،)1 III(14 ئ2د 
،)'6( )1III 2 ئ 

.. . . ... 14
،)"3)(1 III 3 ئ 
،)"1111( )14.2 

،)"1 III(ة) 2 ئ 
6)(1 III"(،2 ئ 

.. . ..
،)"3.4( )1III 

،)'1111(2*4
2.5)(1 III'"(،
2.5)(1III،)JF

3.٠)ا111(،ة'6'

 3.3( )1111(،ة.ه,

 5د1)1111(،ة،س

 6*8)1 11ط<2أ،

4ئ2)(1111(،ة۴

8ئ1)(1111اد،ا،

 ئج2)(لللا(،ة'8٠

 ΙΙΙ 1( )2.3.؛(،٥,

 ΙΙ1Ι)(2.2,؛(،5-

4*)1)(1111(،ا،ه,

4(*2)(1ІІІ،)і،٥,

4.1)(1ΙΙΙ،)ι.٥-

٥٠،Ιΐι،)ι 6عذ)ا

6*1)11ل(،[ا،6،

Sym­
metrie-

Sym­
metrie- Typus

I. Ordnung
Cbarakteristisclie Zahlen

leitungs- Nr. Explieite
Symmetrie

form art grosse Verbandsymmetrie

ab e III ز 4 1
a*\= أ-ا = ة . = ؟اا

ab c ';;
α=ν 1==(لآ ٠==لآ'

٥٠١١ e  - ؛
' .؛

α==ν ا{ = ة‘ ٠==؟',
o, b e ع==لآ ‘ b = %. أ = لآ
ab c ٠=؟'< ١آ = ة ٠—-الآ
ab c а == 5ا تهC 5 == 6ا
ab c 'b = i' e = s ع = ة
ab G 2— ٠ 6 = 5 „=]'
ab c 0==؛1'ة==6 6 = 5'
a b c C = ΐ ة = b '١ “ а
ab ٠ α=ν ъ = ؟< . = لآ
ab ٠ 'с = b 0،=الآ
ab c α==ξ'< 1ل==ة ة==غا
ab ٠ 5-6 с = ه 'δ = ٠ab. α = ξ>‘ ъ = 6 с = ى
ab c α = ξ> ъ = V с - لآ'
al) c

a=&' ъ = V с = ؟'<
ab ٥ 2 = с 7اا==ر »α~ί
ab ٠ α=٥ b = s .“لآ
ab e '1 --- (·. j؛ = b لأ = а
ab c b == 6 G '2=0 تت 1ا
ab c а = 5 b = 2ر c = 1ا
аЪ c c=v 1 = 0' لأ = الآ'
ab ٠ ۵ = 2' 7د = C 5 == اا
ab ٠ а = ة٠ b —لآ ٠ — لآ٠
ab & 'C“b '٣ لآ b '0=, لآ
ab c ,, c==v 'لآ = b ه=ة

؛له 1 H ة = 2

ج 1(1 1 6 h ة = ؤ
س4<٠ 1 ة = ة & = 2 ٠ = 5

~Ъе 1 ج = اًؤ 5 = 6 ٠ = 5

-لأة٠ 1 . ة=ة=&2 =ه2

٥‘Ъ. لا ؛؛= 5 = 2 ه = 6
'؛٥٠ 1 ج = &;ة = 6ه = 2

"ы 8 1 ١ 'b ٠٠

؛ ه٠ا
؛٥، 1 "؛؛=؛ = ٠

؛٥٠ 1 ;؛-=.؛=&2 ٠ج=

هةت 1 а اة
لج٠رل== ة =6 ة = 5

؛٥٠ -1 ", == V ъ = لآ ٠ = لآ

هة٠ 8 إ 1 )1_لآ‘ ь ،؟ ، ة

Ъъс 8 ,, اً=ؤ ئه6 ء = 2

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wisa. XX. Bd. II. Abth.
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Symmetrie اً Verbandsymmetrie

؛٥٠ 48 4χ III 1
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«، — 2' 3ئ3)(1111،ة,ة(*

؛٠٠ 1
'5 "
-ذ٠ — 2' 2 ئ 2( )1 لل1>ة'ة

1
a b'
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a b'
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tt ة 
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а 5'
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؛٥٠ a b'
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a b'
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زلآ٠

1
а b'

،Га"'. 5 ة 3 )1،إ(*للل5'
a اأ ع

1
а b'

لآل—لآ ٠= 4 (χ 2) (1 111)2-5'

ه؛1 1
Я د 2' 3ا2)(111'؛(ل2-

لآ.١ا 1 0?—لآ 2 ئ (ة )1 تلل4'ق'ا<
أأ'ا٠

1 ج— 3 Ζ 11III 4؛(*'2'

هاج 8 1
٠_1٠
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زلآ٠

1 لآ = ة
= ٠ ..... ءد..

؛٥٠ 1 اًاا = ذة
5*2)1 للل4(ا'2'

e زح
1 «' — 2' 4 ئ 2()1111ال'2'

b e.،؛
1 ٠٠٠٠'٠ ,'٠ >' δζ(1ΙΙΙ)ι۴

e زح 1 ة—لآ ا)(لئة 111(12'
c زح

1 а—لآ &=6 6*1)1111اد،2'
с زح 1 لآ —لآ 5/1)1 للل4<را2'
с زح

1 لآ 3 = ٥ 4 ئ ا)(ا111اد'2'

؛٥٥ 72 δχΙΙΙ 1
а 4*

لآ — 8' 3ئ 4)(لللا5(4'8'
؛٥٥ 73 1

а _ ة٠ 14 ئ1)(1111(&ا,ج'



-لأد Sym- Sym- TypusI. Ordnung Charakteristische Zahlen Symbol des Systemsleitungs­form metrie­art metrie­grösse Nr. ExpliciteSymmetrie Verbandsymmetrie
لألألآ 6*111 1 H ٠-٠ 3(*4)(1ΙΙΙ ٠)٥ ،Β<
ههة 1 H ،-، afcsiiiij..
لألألآ 1 :؛-؛ ٥٠٥ 3*)2)(1111ه(ا۴

'؛٠، 1 H ٥٠٥ 2 (*2) (1 III٥)i،4،
aVv 1, Ν' H 2 ئ 4( )1للل4،ج

ѵ٥؟ 8 1 ٥ = ٠  *7 = 5. 2 ئ (ة)إ للل5(4ةا
aVb' „ ٠= 'ل ٥·' = 4 14b ba b11,7 !)(!*) ىللل 81 1 ·?l ه = ج ا4ئ2)(1ةللل(ه رح
ablV 1 ٠ل=' -؛ = ؛؛ χ[ 14 1( )111ل5(4هم٠

a؟b؛ 1 а — 8' ة=ة 2ئ6)(111ل6ط،ه'
аѢ Η ا=ة، 14 ى 2)(1111ج(4 4٠
"bi/ “==l '8؛· 2 (*δ) (1 пщ..،
٠ؤؤ 1 ٠تت8 ¥ = ؛ 2)(&*)ةلللا(5ة'

aVv 1 a = 8' K 8ئ4)(1111ا(هه٠
α؟¥٠ 1 ٠٠'! ؤ٠ة 2(*1)(1ΙΙΙ&)،5

v؟. 1 N' H 3ئ3)(1111ه(إ5

IV. Tetragonale Syngonie.
8 ?,3(1111)
8 ?,1(1111.

 17ي1)(1111(٢

 17 )و 2()ا 111،(

 17 (اي )1111)

17 ى III 1( )2؛(

8 ي 2)1 111(ة3

9.1(1111)2 3 8*(1 III) 
8*1(1111) 6(*1)(1ΙΙΙ)'6 1) ئ2د  III)' 69»

а _3

2 с‘ 6

8. III
8

8* III

C ٠١ 

٠ ab

٥٠,
ائ٠

٠،
1 &ؤب

4ؤ
ab C 
abc 
ab с 
ab с
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 17 (اى )1111,(

 17 (اى )1111)

)،1( d III 17 ئ 

17 (اى )1111'،(

9*0 Ulis

،5(،о ΙΙΐ اى) 6

8*1)1 111(ط
'3 3)1111^(9 

)111 0)7( 
)1111(10 
)111 0)8(

)111 0)18( 
),0111)23( 

(0111)23(

)،1111( )24(

)('24(0 III( 

'2.8)0111)24(

,0-3(0 )„!g
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,4,8)1111(11
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ъ = % с==т

0 = 7'

لأ = 'لدب

1
b'™ج' c' V

'٠٠ ٦

ا( = الآ e = 6'
c = 2'

1 b لآت*

1 ٥? b = ،i'

X 2'
لأ = ة‘
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1
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1
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1
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6 = 3' 0 = 7.
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8*111
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٠٠
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Ü-Ъс
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ةل٠

٠ة٠
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■٠٥٥
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؛٥٥
؛٥٥
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I- Ordnung

θ'
7'

— ٤'
= 7' 
= 6

rI
= 3'7 
;3.7

ب2'6

5(ίΐ)(1ΙΙΙ*)2٠٥، 

552(lIIIjl؛,g, 

7 ى1)111قبهل , 

451111.)
-

55(1111.) 
(.HI ةدؤ(1

.

2(51)0 ΙΙΙ&)=3٠ 

65(11110.,„
7 (*4, dH) 
10*3(1πΙΙΙ,
S ئ4)(1ءد  III)
 (III ®ئ3)(1 18

٠8 ا8*)1)(3 11.1ا( < 

'ئ 3) (3 111)1.3 18

 'ر 4) (3 111)23) 7

ئ 2) (3 111)23 18

10 у 3(3 111)31

8 (z 4) (3 11.3-4'

21 ئ 1( )3 111,3-4'

8(*3) (3 III),--1,

 8 ئ 4( )3 111-ق(4'

 إ 18ئ3)(3111,1-2'

'3111,1.4(1*10 

8 ئ 2),3 111,1-4'

)4111(1*10 )7'6 = 
= 6'7 إ 10*3)4111(

 ئ 6 7'18 *)1),4 111(
)III (ب )67' 18 ئ4 =

 ج-ت 10*2)4111؛( 2'

ج:۶ إ 11*1)4111(2 2'

C

c;"

'3

_ا

اة:

I
7' C ن

٠ '7 3 =
= 2'ة ٠

= 2 6' C

= 1'5'٠ = 2(6'
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= 2'3 C 
= 2 3' e
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2'3 C

ة-3آة'
2'3 C 

‘Л Ь‘ 7

%

8 —а 
،4 = а 

а = δ'
'8 = а

'8 'в

٠٥

1 = 4'8 h( 
а = 48' h 

& 8'4 = д 
٥٠ 8'4 = д

J‘T «■_
ъ ؛- أآ٠а

а == 8'

لأ'٦'
-ѵъ٠ъ

لآ'٦ا
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'7'3
'2'S ٠

،8'4
:ل

-- 2'6
δ

а _2'6 

— 4'8 -δ

— 3

~üj _2'6;

a' "Ϊ8‘
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= '؛'؛

= 4 5'

ؤ =

1 5'
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;5 

1 %

III و 4

III ق 5

10*111

7
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a
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ab c
abc
ab.
abc
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“b؛7

ab ٠

ab e
ab c
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ibb 16

٦٠٥ 16
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ab ٠
,, ΙΟχΙΙΙ = 3 6' c = ٥٦ (III ئ3) (74

ab e = 3 6' c =٥٦ 7 ئ 4( )4111(
ab. ;٠ c=٥٦* 18 (уЗ) (4III)
tib c == ة٠٠6 c = 2 7' (ΙΙΙئ4) (4 8
ab c = 3 3' 0 = ٦٦' (ly III) (ئ 3 7
ab c = 8 8' = 3 3' 0 = ٦٦' lOyl(lylll)
ab. ٥٥٠ = ٠ = C 6' 8(yi)(iyIII)
ab c = 6 6' c = ٥٥ 18 (у 3) (ly III)
\b c ٥

= 22'
c ٦٦' 

c' - 6 6' 7(yl)(lyIII)gs
7) 3 3' e ٦ ٦٠

4؛11 از )ly ة(لال8 = 8 8'
V

= 22؛

ab c = 1'8' ، = 67 10 у 11 у'1111

ab c ، = 67 7 (у 2) (ly'III)
ab c = 1'8' — 2'3' ٥ = 6'7' 8(y2)(ly'IIl)
ab ٠ = 4V = 2'3' C = ٥٦٠ 8(y3)(ly'III)
ab c C = 27 7(yl)(ly' III)
ab ٠

= 1-4'
٠ = 27 Юу2(1у III)

abc = 3'6' c = ٥٦' 18 (у 1) (ly'111)
ab c = 5'ä' = 3'6' c = ٥٦٠ 18 (у 2) (ly'III)

هق٠ ،2 a1
δ'8'

ل 1'4' e = ٥٦ Iiyi(iy'iii)i.ö،

ة٠ء 43 a = ج ٠ = 67 llyly'IIDl.،,
c ة٦

Ifev = 2'3' .7“ 6lj‘ 7(y2)(ly'III)gg,
e &٦
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Triparalleloödersysteme XVI. Ordnung.

be؛'*. 1 lOylll 1

a' 7(*3) (1 ІІ.1-4-

be,,؛' 1

a'
=4

10*1(1111)1-4-

V>c 1 8 (* 1) (1111)1-4-

Ъс.،؛ 1

а‘ = اًة b == 6 18 (*3) (1111)1.4'

1

а‘ = ة 7(*4)(1ΙΙ٠4٠5.

1 10*3 1111)4-5-

ة&أ 1 V
_6'
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1
а
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г/Ί
7'
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٠ 1
7 = 5

С 7 10*2(111.28

1 = ѵ
7 = 57

С 7 7(*3) (111.2-3

4ؤ 1 = 8 Γ"5
С

7لل
7 7 (*4) (1111)2-3

"ур 1 = 1'
 لأ لآ

الأ ==أ 7'
18(* 1) (111.2 3'

4ؤ 1
'3 ٤٠

Г ة Г
7' 18 (*2) (1ΙΙ.2 3،

٥77 1 = 1'
لأ لآ

Ъ؛1
ؤ = 7' 18 (*3) (111.2-3،

1
ъ 3'
7"7 7تح 8 (* 4) (111.2-3،

Ъъ. ,؛ 1
= ة 21*) دا )1111.ا(

?٠· ,؛
= يق 21(*2)(1 III.

؛٠٠
؛: а _4' 21 (*1)(Ι III)،

؛٥٠ 1
а 21 (*2) (1ΙΙΙ)،

51. Hexa- und Heptaparallelogdersysteme haben unter einander so viele Analogien, 
dass es sacbgemäss erscheint, dieselben ,zusammen zu behandeln,. Diese Analogien rühren 
daher, dass ausser für die trikline Syngonie diese Raumfiguren stets Grenzflächen besitzen, 
welche nicht singulären Colonnen zugeordnet sind. Da aber dieser Umstand der wichtigste 
ist be؛ der Auffindung der Ableitungsformen, so kommt es, dass in den überaus meisten 
Fällen diesen Systemen dieselben Punktsysteme zu Grunde liegen. Daraus entstellt; die auf­
fallende Analogie auch in den Symbolen. Am schärfsten ist diese Analogie für die tetragonale



 nd die hexagonale Syngonieart ausgeprägt (für die letztere zeigen mit diesen Systemen auch؟
die Tripaallelogdersysteme auffallende Analogie). Umgekehrt tritt am schärfsten der Unter- 
gchied für die kubische Syngonie zu Tage, da z. B. Systeme II. Ordnung nur unter den 
Hepta- und niclrt unter den Hexaparalleledersystemen bestellen.

Was speciell die Systeme II. Ordnung betrifft, so ist offenbar, dass allein die Ableitunss- 
formen 11 (resp. 1.1, lla), Im (resp. ala, aal) und aaa denkbar sind. Für die ؛ГікПе 
Syngonie liaben wir die Gleichwerthigkeit der Ableitungsformen «11 und aaa für die Hexa- 
paralleloeder und all und laa für die Heptaparallelobder, indem die ersten wie die letzten 
sich auf triparallelogonale primäre Schichtensysteme, aaa für ", , - auf Gitter­
Systeme, laa für Hexaparallelogder auf diparallelogonale Scbichtensysteme beziehen. Da 
aber die Schichten I. Ordnung der Schichtensysteme nur den singulären Flächen ent­
sprechen können, welche für die kubisclie Syngonie unmöglich sind, so ergielnt sich daraus 
von selbst, dass für dieselbe die Hexaparalleloedersysteme unmöglich sind.

Sonst ist der AInleitungsgang der Systeme II. Ordnung so einfach, dass er schwerlicln 
aufklärender Bemerkungen bedarf 1 ).؛

1) Bei dem Vergleich ganz verschiedener Parallelogdersysteme ersehen wir als einen recht allge­
meinen Pall,.dass denselben ein und dasselbe regelmässige Punktsystem zu Grunde liegt, was Übrigens 
aus d؟n Symbolen direct einleuchtend ist. Da aber sämmtliche regelmässige Punktsysteme sich unter 
einander durch das Gesetz der Vertheilung der Symmetrieelemente scharf unterscheiden, und auch um­
gekehrt ؛iejenigen, welche dieselben Symmetrieelemente in derselben räumlichen Vertheilung enthalten, 
a,s ؛in einzige؛ aufgefasst werden, so zeigt dieser Umstand, dass die Verschiedenheit - - -
nicht in dem Gesetz dieser Vertheilung ihren Grund findet.

Von Anfang an wurde in dieser Arbeit hervorgehoben, dass jetzt nicht nur allein die Symmetrie- 
ele۴ente u؛؛d deren Vertheilung im Raume, sondern auch die Vertheilung der Colonnen und Schichten 
und deren Verhältnis zu den Symmetrieelementen in Betracht zu ziehen sind. Es wurde von Anfanff an 
festgestellt, dass diese letzte Vertheilung in den Systemen der Parallelogder verschiedener Art verschieden 
ist. Dabei bleibt OS überhaupt gleichgiltig, ob wir mit primären oder beliebig secundären - 
 uctionen, welche hierzu dienen, keinen Einfluss auf die Vertheilung der؛en Const؟n٠i؛j؛riren, da di؛p؛
Colonnen und Schichten im Raume besitzen.

Abei 8؛ ist am Platze, darauf hinzuweisen, dass es besondere Constructionen giebt, welche dazu 
n, die Form dei- als primär aufgefassten Parallelogder zu ändern, oder sogar einer؟hr؛i؛
Art in eine andere zu überfuhren.

Fig. 21.

Un؛ die Constructionen I. Art an einem Beispiel zu veranschaulichen, vergleiche man die in der 
.ىح ؛0 ؛ a٠٣ge؛teU؛s Const؛uction. Man sieht, dass sie zu denjenigen gehört^ welche ein primäres 

Paralleloeder in ein secundäres verwandeln; wenn aber auch diese Contruetion keinen EinSuss auf 
die Vertheilung der Sohiehten und Colonnen besitzt, so wird durch dieselbe doch die Form des Parallel



52. Die Systeme III. Ordnung sind den Triparallelobdem so nahe analog, dass jetzt 
nur auf die Ausführungen des § 40 Bezug zu nehmen ist.

Was nun die Lage der polaren Schraubenaxen betrifft, so ist leicht zu beweisen, 
dass ihre Schnittpunkte mit den Grenzebenen durch fol.gende Construction bestimmt werden.

Für das Hexaparallelogder (Fig. 22) ziehe man die längere Rhombendiagonale аЪ, Ъс 
und ca und von Punkt A aus die Geraden Ae und Ae', wo ج und e' die Mittelpunkte der 
entsprechenden Kanten sind. Die Schnittpunkte r bestimmen die rechten, und die Schnitt­
punkte l die linken Axen.

Fig. 22. Fig. 23.

Für das Heptaparallelogder (Fig. 23) ziehe man die Diagonalen «،؛', ЪЪ‘ und C٥'J und man 
verbinde die Eckpunkte A١ А', Д 7?', c und C' der zur Axe senkrecliten Grenzebene resp. 
mit den Mittelpunkten e, e', f, تم١' g und و' der Kanten. Die Schnittpunkte r bestimmen 
die Lage der rechten, die ,Schnittpunkte z die der linken Axen.

eders wesentlich verändert; es entsteht diejenige Form, welche vom Verfasser seit den 70.1 Jahren als 
verlängertes HexaparalleloSder bezeichnet wurde.

Noch tiefgreifender ist die in der Fig. 21 veranschaulichte Construction, welche, obgleich sie ebenfalls 
zu denjenigen gehört, welche die primären Parallelogder in die seeundären verwandeln, aber jetzt, dem 
Wesen nach, das Parallelogder einer Art, und zwar das Tetraparallelogder, in ein Parallelogder anderer 
Art, in das Tiiparalleloöder, verwandelt, oder auch umgekehrt, das TriparalleloSder in das Tetraparallelogder. 
Als Resultat dieser Construction erhält man eine ganz andere Vertheilung der Colonnen und Schichten. Man 
sieht aber, dass man dieses Resultat nicht stufenweise, sondern nur auf einmal, abrupt, erzielt; es gieht 
keine Uebergänge zwischen beiden extremen Fallen, und somit kann kein Zweifel entstehen, von welchem 
Punkt an man anstatt des Tetraparallelogdersystems ein Triparallelogdersystem, oder umgekehrt, erhalt. 
Derartige ~ ' " lassen sich auch fiir andere ParalleloSderarten aufstellen. Auf diese Verhält­
nisse wurde vom Verfasser seit der Aufstellung der Theorie der regulären Plan- und Raumtheilung 
hingewiesen (E. G. L. § 58).

Zum Schlüsse sei noch erwähnt, dass unter den hier aufgestellten Systemen auch so nahestehende 
Vorkommen, dass es vielleicht in Frage gestellt werden kann, ob dieselben nicht als identische 
aufzufassen wären. Hierzu gehören z. B. einerseits alle diejenigen Tri- und Tetraparalleloödersysteme, 
in welchen die Einheiten asymmetrisch sind und zugleich Symmetrieebenen als die peripherischen 
Elemente der Verbandsymmetrie auftreten, andererseits diejenigen, in welchen dieselben Symmetrie­
ebenen explicit auftreten, wenn dabei das zu Grunde liegende regelmässige Punktsystem dasselbe bleibt. 
Es giebt in dieser Hinsicht, analoge Fälle, in welchen die 2-zählige Symmetrieaxe einerseits peripherisch, 
andererseits explicit auftritt. Analoges gilt fiir Triparallelogdersysteme mit asymmetrischen Einheiten 
und peripherischen 4-zähhgen Symmetrieaxen u. s. f. In allen derartigen Fällen sind die Systeme zwar 
durch entsprechende Symbole von einander scharf zu unterscheiden (die Systeme erweisen sich noth- 
wendiger Weise als zu verschiedenen Ordnungen zugehörig), aber denselben liegen nicht nur 
identische regelmässige Punktsysteme zu Grunde, sondern au؟h die Vertheilung der Schichtei؛ und 
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53. Da die Auffindung der Systeme IV. Ordnung umständlicher ist, wollen wir die­
selbe etwas ausführlicher angeben.

Drei Zahlen abc der Ableitungsform können keineswegs sämmtiich von einander un­
abhängig sein, da dies mindestens das System VIII. Ordnung bedeuten würde.

Betrachten wir zuerst die phanerotopischen Hexaparallelogdersysteme.
Keine voti den Zahlen ة und c kann gleicil 1 sein. Wenn eine davon gleich 1 wäre, 

so würden wir eine Colonne I. Ordnung und nicht singulärer Richtung haben; eine andere 
gleichwertige Colonne I. Ordnung würde die Entstehung einer Schicht I. Ordnung 
bedingen, und das System wäre kryptotopisch. Auch keine voir den Zalilen c und ъ kann 
gleich a sein, da wil' sonst eine Colonne nicht singulärer Richtung erlialten hätten, und 
folglich das System ein kryptotopisches wäre.

Für Heptaparalleloödersysteme haben wir, dass Ireine der drei Zalilen gleich 1 sein 
kann, und zwar aus demselben Grunde. Audi f'ür sie kann a weder ъ nocli c gleich sein, 
da diese Gleichlieiten die Entstehung der Reilien I. Ordnung und niclit singulärer Richtung 
bedingt hätten, und zwei gleichwerthige Colonnen I. Ordnung würden die Entstehung eines 
Schichtensystenis liedingen.

54. Wenn eine Colonne höherer Ordnung i vorhanden ist und eine andere durch 

charakteristische Zahlen i bestimmt wird, so folgt, dass, wenn b = a, b niclit gleich 6' 
sein kann; wäre dies der Fall, so würden wir ein Netz I. Ordnung haben, welchem auch 
die Einheit a' angehört hätte, und dann würde aucli « gleich a' sein, was der Annahme 
widerspricht.

Daraus folgt, dass wenn eine Colonne höherer Ordnung ؤ vorhanden ist, 

keine phanerotopische Colonne durch eine der Zalilen « oder «' charakterisirt 
werden kann.

Wenn a = &, so ist leicht einzusehen, diiss aucli Cl' = b' sein muss. In der That 
bestimmen die Einlieiten ® und b eine Reihe I. Ordnung; a‘ und b' gehören aber einer 
parallelen Reilie I, Ordnung an und sind folglich unter einander gleich.

Colonnen darf als analog angesehen werden. Dein Wesen nach liesteht hier der Unterschied darin, dass, 
was in einem Dali für eine einzige mit expliciter Symmetrie begabte Einheit gilt., in anderem Eall für 
eine Gesammtheit von 2, von ،1 Einheiten angenommen wird, welche dabei ebenso viel in ihrer expliciten 
Symmetrie verlieren.

Ich halte aber denjenigen Standpunkt in rein geometrischer wie in praktischer Hiugicht (in Bezug 
auf die Anwendungen auf die Theorie der Krystallstructur) als allein richtig, von welchem aus solche 
Systeme als verschiedene behandelt werden.

Vom 1-ein geometrischen Standpunkte können wir nämlich als Einheiten ebenso asymmetrische wie 
durch verschiedene Symmetrieelemente ausgezeichnete Einlieiten annehmen, und dieser Umstand allein 
ist hinreichend, um den Unterschied der Systeme festzustellen. Dabei aber ergiebt sich auch der Unter­
schied in den gegenseitigen Verhältnissen der Symmetrieelemente und Colonnen resp. Schichten.

Vom Standpunkte der Anwendungen ist natürlich die Frage, was eigentlich für eine Einheit 
der Krystallstructur anzunehmen wäre, nicht einstimmig und unwiderspreehlich aufgelöst, und es bleibt 
noch viel Raum, diese Frage von verschiedensten Seiten zu behandeln und in erster Linie die physi­
kalischeu Folgerungen von verschiedenen Annahmen zu erschöpfen. Es wäre also nicht zweckmässig, 
von Anfang an Dinge zu identiflciren, welche nach einem längeren Ueberlegen und Experimentiren als. 
sehr verschiedene sicli erweisen können.



Für Systeme IV. Ordnung ist die Annahme zweier verschiedener Colonnen und I; 

höherer Ordnung unmöglich, da jetzt überhaupt nur drei verschiedene charakteristische 
Zahlen zur Verfügung stehen.

55. Bei der Auswahl der charakteristischen Zalilen sind folgende Beschränkungen zu 
berücksichtigen.

Für das HexaparalleloSder sind die Annahmen a = 3, a — 7, « = 3'١ ،2=7', « = 4 aus­
geschlossen, da, diese Annalime das Auftreten der entsprechenden Symmetrieelemente in 
expliciter Form zur Folge hätte, und dann würden sie überhaupt kein Element der Verlrand- 
Symmetrie sein. Ist ،? = 3', so ist &=7'١ « = 5.

Für das HeptaparalleloSder ist nothwendig anzunehmen, dass bei c = 3, « == 7 und 
bei a 3 آ, δ = 7, und umgekehrt (bei a = 7, c = 3 und bei δ = 7, « = 3).

56. Für Systeme der monoklinen Syngonie sind verschiedene Grundtypen zu berück­
sichtigen, und zwar 3^VI und 3%VI' für das HexaparalleloSder, 3[VII und ؛؛ز ١1ل ، für 
das Heptaparalleloeder.

Für den Typus 3^V-I mit Verbandsynrmetrieelement 1' 5 und 5' erlralten wir 
direct sämtliche phanerotopische Systeme durch einfaclre " ' " der Zahlen, wobei
die Zahlen ج und ٠ als gleichwertige nicht permutirt werden. Oies hat darin seinen 
Grund, dass man weder b == c, noch » = ؛ (resp. c) setzen kann.

Für die kryptotopischen Systeme lrann man « nur gleich l setzen, da 1' central ist; 

h kann ausser — noelr —, aber nicht b gleich gesetzt werden.

Für den Typus 3^VI' und phanerotopische Systeme ist ebenfalls weder b — c noch 
а = ъ (resp. c) zu setzen erliiubt, und nun bleiben die Zahlen & und c zu permutiren.

In den kryptotopischen Systemen kann die Colonne a überhaupt nicht kryptotopisch 
auftreten, da weder a = 4 noch Я = 8' zu setzen erlaubt ist. Für ъ ist das Setzen nicht 
zulässig (daraus würde noth٦endig ؛' exp؛(;it ؛؛scheinen). Es bleiben also zwei zulässige 
Annahmen übrig, und zwar \ = ؤ und 5 ؛ -==٠ .

Für den Typus 3χ VII der HeptaparalleloSder liaben wir mit dem Typus 3ζ VI so 
auffallende Analogie, dass es nur der Wiederholung bedarf.

Sämmtliche phanerotopische HeptaparalleloOdersysteme IV. Ordnung sind überhaupt 
Colonnensysteme, da dieser Raumfigur 7 Colonnen zugeordnet sind, während die Anzahl 
der Verbandsymmetrieelemente 3 ist, und keine von ilinen zu mehr als einer Colonne 
gehören kann. Nun existirt in dem Typus 3^VII' nur eine einzige (verticale) Colonne 
singulärer Richtung; sie muss also nothwendig die Colonne I. Ordnung sein; daraus folgt 
aber, dass b == (:' und c == b‘, also b = b'= c — c'. Diese Bedingung führt aber dazu, 
dass allein die Ableitungsform ahh zulässig ist, und dass die vollständige Darstellung der 
Systeme auf die einfache und vollständige Permutation der Zahlen 4, 5' und 8' hinauskommt.

Für ki'yptotopische Systeme ist die Annahme δ = 4 überhaupt unzulässig (da das 
Symmetrieelemeiit central wäre); aucli ist die Annahme (8 == اأ، ausgeschlossen (dies würde



zur ؛xplieiten Symmetrie fahren). Es bieiben also die Annahmen ة = ؤ  und a == g، 
und 4، allein zulässig.

57. Für die rhombische Syngonie ist zuerst hervorzuheben, dass nicht bei allen Grund­
typen entsprechende phanerotopische Systeme vorhanden sind, und zwar diejenigen nicht, welche 
Grenzflächen besitzen, deren zugeordnete Colonnen von ganz allgemeiner Lage sind, d. h. 
zu allen drei singulären Richtungen schief stehen. Solche Richtungen treten in der An­
zahl 4 gleichwertig auf. Sehen wir von der 8. Symmetrieart ab, so finden wir, dass 
sämmtliche Elemente der Verbandsymmetrie schneidende sind. Jedes derselben, einzeln 
genommen, bestimmt eine Reihe resp. eine Colonne I. Ordnung; zwei derselben würden also 
ein Schicbtnetz resp. eine Scbicht I. Ordnung bestimmen. Solche Systeme IV. Ordnung 
liönnen aber nicht phanerotopisch sein. Die Systeme der 8. Symmetrieart lassen sicli aher 
von den vorigen durch Einfahren der explieiten Symmetrie ahleiten. Dabei bleibt aber die 
Ableitungsform unberührt erhalten.

Somit sind die. phanerotopischen Systeme nur für die Typen 7 VI, 7 VII, 3 ي" VI, 
Зу" VII, 3؟>" VIP, 7^ѴІ und 7 я VII zulässig. Für Ііехарагаііеіоёіег gilt dabei allein 
die Ableitungsform abc, und für Heptaparallelofider abb. Für jede Symmetrieart sind 
dann nur die charakteristischen Zahlen zu permutiren mit Rücksicht auf die scheinbare 
Symmetrie.

Die kryptotopischen Systeme lassen sich als solche, welclre aus ].auter Scilichten resp. 
Schichtnetzen I. Ot.dnung bestehen, besonders einfach ableiten, in Anbetracht, dass die 
Schichtebenen nur die singulären sein kfinnen.

58. Für die Systeme der tetragonalen Syngonie ist die Möglichkeit des Auftretens der 
Symmetrieelemente als die des Verbandes in ansehnlichem Grade beschränkt, und es erscheint 
zweckmässig, die individuellen Eigenschaften dieser Elemente tabellarisch darzustellen. Die 
peripherischen Symmetrieelemente stehen frei zur Verfügung. Die wenigen Beschränkungen 
in dieser- Verfügung sind oben (§ 55) erwähnt. Das Auftreten eines centralen Elementes 
hat die Entstellung einer Colonne II. Ordnung zur directen Folge. Ist aber diese Colonne 
von nicht singulärer Richtung, so werden dadurch 4 Colonnen (in der Anzahl der gleich- 
werthigen Richtungen) II. Ordnung bedingt; folglicli kommt das phanerotopische System 
zu Stande. Speciell für 1' (a des HexaparalleloSders) wird zuerst nur die singuläre phanero- 
topische Scilicht bedingt; für dieselbe gilt aber jetzt der 1. Satz, § 29; obgleich die Gleit­
richtung nicht die singuläre ist, so folgt doch aus dem Vorhandensein der 4-zähhgen 
Deckaxen notliwendig, dass stets zugleicli beide utiter einander senkrechte Gleitrichtungen 
voilianden sind. Auf Grund dieses Satzes ist die Folgerung aufzustellen, dass auch in diesem 
Falle das System phanerotopisch ist. Kurz ausgedrückt, tritt ein einziges centrales Element 
der Verbandsynimetrie auf, so ist das System phanerotopisch. Tritt ein schneidendes Element 
io singulärer Richtung auf, so ist dadurcli das Colonnensystem bedingt. Wenn aher die 
Richtung nictit die singuläre ist, so wird eiti Schicht- resp. Schichtnetzsystem bedingt, 
welclies nicht das plianerotopische sein kann, sondern nur das kiyptotopisehe. Wie aher jetzt 
die Schichten nur singulär sein können, so muss die durcli das gesagte Element bedingte 
Colonne der singulären Ebene parallel sein. Solche Systeme lassen sich aber besonders 
einfach darstellen.



Nun lassen wir alle diese Eigenschaften der Symmetrieelemente tabellarisch zu-
sammenstellen.

2' 6' 4 8 ؟'< ة ٦ ة ٦'

(,a s s X ph ph X X — —
HexaparalleloSder {b

ph s —- X X
— s X X

ja s 3 c ph
Heptaparallelogder

{ъ
s 3 ph c
s s ph c

In dieser Tabelle bedeutet ph phanerotopisches, c Colonnen- Schicht- resp.
Schichtnetzsystem, — bedeutet ein peripherisches Symmetrieelement und X ist ein un­
zulässiges.

Die Aufsuchung der Systeme bezieht sich eigentlich auf die 9. und 11. Symmetrieart., 
und auf diejenige der 10.١ 12., 13. und 14., welche explicit das Element ج enthalten; die 
übrigen lassen sicli von den vorigen einfacli durch Hinzufügung der expliciten 2-zähügen 
Symmetrieelemente ableiten. Die Systeme der 1,5. Symmetrieart lassen sicli ebenfalls aus 
den vorigen durch die Einschaltung der 2-zähhgen Symmetriearten in expliciter Form dar­
stellen; man braucht aber dabei nicht alle vier '(und zwar 10., 12., 13. und 1.4) zu berück­
sichtigen. Es sind nur die untergeordneten Symmetriegruppen auszubilden (5., 6., 7., 9. 
und 11. Symmetrieart), und dann nur diejenigen zu berücksichtigen, welche dazu ge­
eignet sind. Wie aber die einzuschaltenden Symmetriearten die Gruppen darstellen müssen, 
welche nicht der Gruppe der Verbandsymmetrie untergeordnet sind, sondern davon unabhängig 
sein muss, so können wir z. B. sämmtliche Systeme aus den Systemen dei- 12. Symmetrie­
art durch Einschaltung der Symmetrieelemente 2, 4, 6, 8, 2'١ 4', 6'١ 8' darstellen, und auf 
diese Weise die 5., 6., 7., aber nicht die 9. und 11. Symmetrieart explicit einschalten; 
speciell für die 9. müssen wir die Systeme der 14., und speciell für die 11. die 13. (oder 10.) 
Symmetrieart berücksichtigen.

59. Für die Systeme der hexagonalen Syngonie haben wir nur die für Triparalleloöder 
geltenden Betrachtungen zu wiederholen.

60. Die Systeme der kubischen Syngonie lassen sich sämmtlich von denen der 
28. Symmetrieart, und diese von denjenigen Systemen der 6. Symmetrieart durcli die Ein­
Schaltung der expliciten 3-zähhgen Symmetrieaxe ableiten, welche solche Einschaltung 
zulassen.

Für Hexaparalleloödersysteme sind also nur die Systeme 1, 2 und 3, und für Hepta- 
paralleloSder diejenigen phanerotopischen Systeme der 6. Symmetrieart zu berücksichtigen, 
welche dem Typus 6 VH zu Grunde liegen, solche sind aber nicht vorhanden. Daraus ist 
zu schliessen, dass überhaupt Heptaparallelogdersysteme IV. Ordnung der kubischen Syngonie 
nicht möglich sind.

Von den drei zu Grunde liegenden Hexaparallelogdersystemen lassen nur 1. und 3. die 
genannte Symmetrieaxe einschalten. Es sind also nur zwei Hexaparalleledersysteme■ 
IV. Ordnung der 28. Symmetrieart möglich. Die Systeme der 29. Symmetrieart lassen sich 
von denselben durcli HinzufUgung des Inversionscentrums ableiten; die beiden sind möglich. 
Die Systeme der 30. Symmetrieart würden durch Einsclialtung der Symmetrieebene 8, und 
die Systeme der 31. Symmetrieart durch die Einschaltung der 2-zähügen Symmetrieaxe 4'



7-u Stande kommen; solche Einschaltung ist aber nur für System 19 (13 VI) zulässig. 
Endlich lässt sicli ein einziges System der 32. Symmetrieart durch die Einschaltung der 
Symmetriearten 4', 5' und 8 zusammengenommen ableiten.

61- Für die Systeme VI. Ordnung liaben wir nur die für TriparalleloSdersysteme 
geltenden Betrachtungen zu wiederholen.

62. Bei der Auffindung der Systeme VIII. Ordnung und rhombischer Syngonie sind 
die Typen 7# VI, буѴІ, бу VII und 7 ^ VII zu berücksichtigen.

Schicken wir erst als Vorbemerkung den Satz voran, dass jetzt die Scliicht- resp. 
Schichtnetzsysteme ausgeschlossen sind. In der Tliat würden solche Systeme als aus lauter 
parallel gestellte Schichten resp. Schiehtnetzen I. Ordnung aufzufassen sein, und dann wäre 
das die Einlieiten .jeder ersten und dritten Schicht verbindende Symmetrieelement ein vier- 
zähliges, was für die Systeme der rhombischen Syngonie ausgeschlossen ist. Somit ist aber 
zugleicli jedes Verbandsymjnetrieelement ausgeschlossen, welches eine Colonne resp. Colonnen- 
reilie I. Ordnung in nicht; singulärer Richtung bedingt.

Darauf fussend, ist es leielit, die hierzu gehörenden Systeme erschöpfend darzustellen.
Für den Typus 7 2 VI stehen überhaupt nur folgende Verbandsymmetrieelemente zur 

Vetfügung: 1 ١ 2, 2 ١ 5, 5'١ 6 und 6'. Von diesen ist 5' für sännntliche Grenzflächen peri- 
plierisch, 5 ist für ff, 6' für b und 2' für ٠ peripherisch; 2 und 6 sind resp. für ff, 
b und ٠ central; alle übrigen sind die schneidenden und bedingen die Colonnenreihen 
I. Ordnung.

Für phanerotopische Systeme sind die letzteren überhaupt ausgeschlossen, da ein solches 
Element eine Schicht II. Ordnung bedingen wiJrde, und das phanerotopische System, welches 
aus lauter solchen parallelen Sellichten II. Ordnung bestelle, wäre das System IV. und nicht 
VIII. Ordnung. Für phanerotopische Systeme bleiben somit nur die peripherischen und 
centralen Elemente zur Verfügung stehen. In Folge dessen können wil- zwei derselben 
beliebig auswählen, z. B. 6 = 2, c = 6; dann ist abei- a = 5 nothwendige Folge, und es 
bleibt (§ 26) eine andere Fläche d auszuwählen; nehmen wir in Betracht, dass 2' und 6' 
nothwendiger Weise in diesem Fall peripherisch auftreten, so finden wir, dass die Annahme 
dm 5' unzulässig ist, und es bleibt eine einzige Annalime d— 1' übrig, und somit kommt 
ein einziges hierzu gehöriges System zu Stande.

Alle ؟brigen Systeme sind die kryptotopischen. Da in denselben nothwendiger Weise 
Schicliten II. Ordnung vorhanden sind, so sind die Systeme selbst als aus lauter solchen 
parallelen Sellichten bestellend zu betrachten. Diese Schicliten bilden aber daliei eine 
kryptotopische Reihe. Der Bestimmtheit wegen können wir für diese Schichten die hori­
zontalen annelimen; somit werden die Combinationen der Symmetrieelemente durch zwecli- 
mässige Vertauschung bestimmt.

Für den Typus 6^ VI, wo die Symmetrieelemente 1', 4, 4', 5, 5،١ 8, 8، zui. Verfügung 
stellen, finden wir, dass nur 5' für sämmtliche Grenzflächen peripherisch ist; für die Grenz؛ 
flächen b und c sind sämmtliche übrigen Elemente die schneidenden. Daraus kommt, dass 
irgend eine Auswahl, in welcher zwei schneidende Symmetrieelemente ausgeschlossen' sind, 
unmöglich ist, also die Systeme selbst unmöglich sind.

Die Heptaparallelogdersysteme und zwar des Typus 7 2 VII erhalten wir direct, sicli auf 
die Analogie mit 7# VI stützend. Die Systeme des Typus 6 χ VII sind ebenfalls unmöglich.



 der tetragonalen Syngonie sind die Scbichfcsysteme zulässig, da ؟ie System؛ Fiil ;!ج
ein 4-zällges Symmetrieelement, welches versteckt auftreten kann, wirklich vorhandel ist: 
das .ist die polare 4-zählige Schraubenaxe. Diejenigen schneidenden. Symmetrieelemente; 
welch, eine zur singulären Richtung schief stellende Colonne f. Ordnung bedingen, sind 
gänzlich ausgeschlossen. Diejenigen, welche eine der singulären Ebene parallele Colonne 
I' Ordnung bedingen, fahren zur Ausbildung der Schichtsysteme, und diejenigen in der 
singulären Richtung zur Ausbildung der Colonnensysteme; die letzteren können aber niCht 
 .hanerotoplch auftreten, da sonst die Systeme höchstens IV. Ordnung zu Stande kämen؟
Das Auftreten eines centralen Verbandsymmetrieelementes bedingt nothwlndig die Ausbildung 
des phanerotoplschen Systems.

Die gchichtgysteme VIII Ordnung sind nur dann möglich, wenn sämmtliche krypto- 
 ,opiseli auftretende polare Scbraubenaxen von einem und flemselben Windungssinn sind؛
 .abei ist aber das Vorhandensein jeglichei' Elemente der geraden Symmetrie ausgeschlossen؟
Folglicl] sind solche Systeme allein für die 13. Symmetrieart zulässig.

Bei der Aufsuchung müssen wir wiedei- von der Tabelle, § 58, Gebrauch maclien. Für 
die Systeme VIII. Ordnung sind aber auch die Annahmen « = 3' und a = 7' ausgeschlossen 
(es würde daraus explicite Symmetrie folgen).

Für die 10. Syininetrieart sind die Schichtsysteme ausgeschlossen; folglicli keine zwei 
von drei Zahlen «, ъ, c gleich sein können. Wie aber für Hexaparalleloeder die Annahmen 
« = 3, « = 7 ebenso ausgeschlossen sind, so muss entweder ъ oder ٠ einei- dieser Zahlen 
gleich sein. Aus den hierzu gehörenden Zahlenconiplexen 2 3 4 5 6 7 8 sind für ъ und c 
die Zalilen 4 und 8 ausgeschlossen. Andere Annahmen sind unzulässig.

-Die Heptaparalleloödersysteme lassen sicli direct auf Grund der mit de؛' ersteren bestehen­
den Analogie ermitteln.

Für die 12. Symmetrieart lässt sich das einzige phanerotopische System aus der An- 
=؛7'ا=،ؤ ahme؟ ' direct auffinden, da daraus a = 5, und die Lagen der 4-zähhgen 
Scbraubenaxen eindeutig bestimmt sind. Dabei ist د== R. Es bleiben allein die Annahmen
Ubrig, dass d= 5' resp. 5 ist, und dann treten zwei kryptotopisclie Systeme zu Tage.

Die Heptaparalleloödersysteme ei'gehen sich direct auf Grund ihl'er Analogie.
Ebenfalls lässt sich für die 13. Syininetrieart das einzige vorhandene phanerotopische 

Hexaparallelogdersysteni dadurch eindeutig bestimmen, dass man z. B. & = 7 und ٠ == 2' 
setzt. Als pbanerotopisches enthält es nothwendiger Weise die polaren Axen von entgegen­
gesetztem IVindungssinn. Andere Systeme lassen sicli dadurch bestimmen, dass man entweder
den beiden Zahlen ة und c die Bedeutungen 3 oder '7 zuschreibt, oder eine dieser Zahlen
wird z. B. & und die andere C' zugeschrieben. Im erstell Falle l·‘ und <؛', itn zweiten ٤٠' und c 
liommen die eindeutig festzustellenden Zalilen für peripherische Symmetrieeleniente 2' 
oder 6' zu.

Wird aber eine der letzteren Zahlen als der Ausdruck einer schneidenden Schrauben- 
axe angenommen, so entstellen nothwendig die Schiclitsysteme mit ki-yptotopischen polaren 
Axen. Je nach dem Windungssinne unterscheidet man zwei verschiedene Systeme.

Für Heptaparalleloöder werden die Systeme auf Gl'und der Analogie direct erschöpfend 
aufgefunden.



Für die 14. Symmetrieart gellt die Auffindung der Systeme besonders einfach vor 
sieh, da es notliwendig ist, für ъ und c die Zahlen 3' und 7' zu setzen, und für die 
übrigen schiefen Flächen sind die peripherischen' und nur diejenigen schneidenden Symmetrie- 
axen zu setzen erlaubt., welche die fieihen I. Ordnung bedingen.

Die Systeme der 15. Symmetrieart lassen sich aus den vorigen durch Einschaltung 
eines 2-zähhgen Symmetrieelementes in expliciter Form ausbilden. Es sind also die Systeme 
der Prüfung zu unterziehen, ob sie eine solche Einschaltung zulassen. Diese Operation ist 
allein für die explicit aul'tretende Axe ة nicht zulässig, da dieselbe stets eine untergeordnete 
Symmetrieai't ausbildet. Für dieselbe ist also eine specielle Opei’ation anzuwenden.

Auf Grund des 1. Satzes, § 29, schliessen wil-, dass in diesem Fall die der singulären 
Ebene parallelen Keilien nothwendig !-.Ordnung sind; die dieser Ebene parallelen Schichten 
sind also höchstens II. Ordnung. Ein hierzu gehörendes System wäre also als solches auf­
zufassen, welches aus lauter parallelen Schichten höchstens II. Ordnung bestehe. Schichten
I. Ordnung kann es jetzt nicht geben, da ein 8-zähhges Symmetrieelement, welches in diesem 
Falle kryptotopisch auftreten müsste, niclit vorhanden ist. Es sind also allein die Sellichten
II. Ordnung zulässig, welche eine Aneinanderfolge von 4 verschiedenen Gliedern darstellen, 
und keine Einheit einer dieser Scilicht kann dieselbe Orientirung mit keiner Einheit jeder 
der 3 anderen Schichten zulassen. Somit sind als Verbandsymmetrieelemente alle diejenigen 
ausgeschlossen (2 4 ö 8), welclie dieser Bedingung nicht genügen; auch 3 und 7 sind aus­
geschlossen, da sie den kryptotopisch auftretenden polaren Sehraubenaxen angehören müssen 
(wobei natürlich die Axen beiderlei Windungssinnes hätten Vorkommen müssen). Für 4 Paar 
schiefer Flächen bleiben allein folgende Gruppen zulässig: a) 1'5'ا b) 2'6', c) 4'8', d) 3' 7'. 
Da aber von zwei Grappen b) und c) eine den Symmetrieelementen angehört, welche die 
Ausbildung dei’ Colonnen I. Ordnung und folglich aucli die Schichten I. Ordnung bedingen, 
so ist auch von denselben nur eine zulässig. Daraus folgt, dass überhaupt kein hierzu 
gehöriges System vorhanden ist.

64. Die Systeme kubischer Syngonie lassen sich einfacli aus den früheren durch die 
Einschaltung der 3-zähhgen Symmetrieaxe explicit ableite؛!.

Für Hexaparallelogder der 29. Symmetrieart ist das einzige System 1 der 8. Symmetrie­
art um die Möglichkeit dieser Einschaltung zu prüfen (wie aber dies zulässig erscheint, er­
halten wir wirklich ein liierzu gehöriges System). Für Hexaparallelogder der 30. Symmetrieart 
erhält man auf eben diese Weise aus dem System 1, der 14. Symmetrieart, und für die 
31. Symmetrieart erhalt man das neue System aus System 1 der 13. Symmetrieart. Wie 
aber in allen diesen Fallen je ein einziges System zur Verfügung steht, so sind alle übrigen 
Annahmen ausgeschlossen, und ]؛eine Systeme tnehr möglich.

Endlich erlialten wir noeil zwei neue Systeme der 32. Symmetrieart durch die Ein­
Schaltung des Inversionscentrums resp. de.r Symmetrieebene 8 in die eben erhaltenen Systeme. 
Auch .jetzt sind alle übrigen Annahmen ausgeschlossen.

Die analoge Prüfung für das Ileptaparallelogdersystem führt uns dazu, dass dem 
System 1 der 8. Symmetrieart die 3-zählige Symmetrieaxe nicht eingeschaltet wei’den kann, was 
übrigens daraus augenscheinlich ist, dass aus drei gleichwerthigen (in Bezug auf die einzu­
schaltende Symmetrieaxe) Zalilen 8, 8' und 4 zwei der geraden und eine der Decksymmetrie 
.gehören. Für die Systeme der 13. und 14. Symmetriearten führt uns die Prüfung zum



positiven Resultate, und wir erhalten zwei neue Systeme der 30. und 31. Symmetrieart und 
dabei je eine mit Ausschluss der übrigen Annahmen. Aus diesen beiden lässt sicli durch 
Einschaltung des Inversionscentrums ein und nur ein der 32. Symmetrieart zugehörendes 
System erhalten.

 ؛ Aas die Systeme XVI. Ordnung betrifft, so sind folgende Annahmen zu prüfen .ة6
 entweder bestellt ein solclies der 15. Synimetrieart angehörendes System aus lauter parallelen (؟
Schicliten I. Ordnung, oder h) sind solche Schichten II. Ordnung, oder endlich c) sind diese 
Schichten IV. oder höherer Ordnung.

Die Annahme a) ist von vornherein ausgeschlossen, da für dieselbe das Vorhandensein 
eines 8-zähhgen Symmetrieelementes nothwendig ist, welclnes kryptotopisch auftreten würde. 
Solche Symmetrieelemente sind aber nicht vorhanden.

Die Annalmne b) schliesst aus der Reihe der Verbandsynimetrieelennente diejenigen, 
welche durch die Zahlen 3 und 7 ausgedröckt werden, und auch alle diejenigen, welche eine 
Schicht mit der dritten verbindet, also die Zahlen 2, 4, 6, 8, aus; dalnei sind die Zahlen der 
beiden durch eine Schicht getrennten Schichten von einander niclit unabhängig, sondern 
den'art verbunden, dass aus denselben die resultirenden 4-zähhgen polaren Axen herauskommen. 
Hier liegen offenbar zwei und nur zwei Möglichkeiten vor: es sind entweder die Zahlen einer 
Schicht 3' und 7' und der anderen 5' und 1', oder die Zalilen einer Scliicht 2' und 6' und 
der anderen 4' und 6'; beide Annahmen fahren aber zu Systemen VIII. Ordnung.

Die Annahme der Schicliten IV. Ordnung erfordert, dass für jede der zwei Schichten 
je vier den gestellten Bedingungen genügende Elemente der Verbandsymmetrie vorhanden 
sind. Dies ist aber nicht der Fall, da von den vier Elementen 2'١ 4', 6' und 8' stets zwei 
schneidende sind, welclie die Entstehung von Sellichten höchstens II. Ordnung bedingen. 
Da weitere Annahmen ausgeschlossen sind, so erlialten wir als Resultat, dass überhaupt 
Hexa- und HeptaparalleloSdersysteme XVI. Ordnung niclnt möglich sind.

V. Hexa- ИПІІ Heptapai٠allelogder II. und höherer Ordnung.

Symbol 
dea Systems

Charakteristische Zahlen

VerbandsymmetrieExplicite
Symmetrie

Typus 
1. Ordnung

Ab-
leitungs-

Sym­
metrie-

Sym­
metrie- Ni.

form art grösse

Hexa- und HeptaparalleloSder II. Ordnung.*! 

1. Trikline Syngonie.

9)'1і(1ѴІ 
1 VIK(1ل٠ 
 І1(1 VII؟.(
?11 VIII

1 Li VI a == 5/

1ι”νΐΙ
a : 5'

)1 = انأ
1 cvl'

*) Der Anschaulichkeit wegen sind sämmtliche Hexa- und HeptaparalleloCdersysteme bildlich in 
den Tafeln VI—XIII dargestellt. Aus diesen Tabellen ist sehr leicht die Tri- und TetraparalleloSder- 
Systeme mit der ilmen entsprechenden Lagerung der Symmetrieelemente in Vorstellung zu Inalten. Dies 
ist aber für Hexa- und HeptaparalleloSdersysteme etwas schwieriger.

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XX. Bd. II. Abth.



Sym- Sym-
Nr. Typus

I. Ordnung
Charakteristische Zahlen

Symbol 
des Systemslei tun gs- 

form
metrie­

art
metrie­
grösse Explicite

Symmetrie Verbandsymmetri.

II. Monokline Syngonie.
ІД-Д. 3VI tt = لأ (11(1 VII
a\a a : 5 3(1 VII
Xaa 3 VT )VI 1)(1؛('
ciaa 3(1VI')S

3VII VII 1(3-؛(
tt Ci a tt = لأ (11(1 VII)?
all 3ΥΙΙ' VII 1(3؛('
(1 ft tt 3 (1VII')?
Xaa )VII 1)(1؛('
Xaa VI را VI 1(1؛(
ala 'راVI 1(1؛(
las Ιχ'νι' ٠ = 8 ارا )VI 1؛('
a ((tt fl — ft 'راVT 1(1؛(

VII 'ر 1 1ر'ا)VII 1؛(
a ؛ا tt )?1)1 VII را

'VII'را а —θ 'راVII 1(1؛('
а а a « = 8 ?('VII را'1(1
Xaa a = ü را VII 1(1؛('
Xaa ЗхѴІ a ت 1.5 1)ةر(ا١1؛(
a 1 c، a تت 1'5 ١7J)S 1 (1 jr 3 بد
X tt a —x'b' 2رVI 3(1؛('
а X a a=x'b' 3رVI 3(1؛('
1 a t، a == 5 5' 1 از) )(را‘VI؛(
«٠ Xtt ----- 3ر)را' VI؛(
X ft a 3χντ a = 4'8 1)ر2)(1ى1؛('
a tt a a : 48ا 3ز1)1ى1؛('
X tt a a = 5'8 2tt tt ttإ1)3١٢1؛(' لأته٠ج 3ر1)3١'1؛('
Xau a = 4‘5‘ KxROz'VT؛('
tt tt tt €ا==4،لأ‘ 3ر )را'VI؛('

ЗхѴІІ 3ر1)1الى(5
tt tt tt α=1'5 ا)إ 2 )(l*yil)?

« 1.5' 3رVII 3(1؛(
tt tt tt - -- ?(VII ر1(23
all а = ьъ1 3tt tt ttر )را'VII؛( tt =ت لأ الأ )?VII'1 )ار( )را
all 'VII3؛ а = 4'8  3ر1)ى VII؛('

')?VII (3ر1 ىtt tt tt « = 4'8
Xaa tt = 4'8 1)ر2)(1لد VII؛('

٠=5'8 3tt tt ttإ VII 4(1؛(' tt : 8'ة ?('VII ر1(34
Xaa tt = 5'8 2رVII 4(1؛('

a = x'b'  3ر )را'VII؛('
').?VII'3ا)1رtttttt tt = 4'5'

1 а Я o = X'y 1 )ار؛)(ر‘VII؛('

III. Rhombische Syngonie.
Xaa 6 7 VI '6'2 = ٠ VI 3(5؛(
aal Й = 2'6' )ЗѴІ( )4؛(
1 f. ،، 6 VI a د 4'8' )ة( )XI 3؛(
Xaa ttا 5' 8٠

2،6٠ = tt
VI(tttttt 3( )2؛(' 6 VII IS ?(VII ة) (3)

7 VII '8 4 = ٠ )VII 3( )4؛(
а а a a = va٠ 5(3 VII)?

tt = 5 8٠ 
tt = 5 8'

XII(tttttt 3( )4؛(' (4)(3 VII')?



..

я

ا
؛, ااا

؛؛؛

,))؛٠؛

11؛

Ab-
eitungs-

form

Sym­
metrie-

arfc

Sym­
metrie­
grösse

Nr. Typus
I. Ordnung

Charakteristische Zahlen
'Symbol 

des SystemsExplicite
Symmetrie Verbandsymmetrie

Vaa - 6 7 VII ...  б(ЗѴІГ؟(
1 ن 'ذوVI 3(1؟.(

Xaa 3'تو11 = 26
π 1, ١ ЗуЗ(ЗѴІ\aa؟؛ ϊ)۶5)(1؛؛νΐ؟.(
i fl ٦ 3^1(ly'VI)٥а X a Vaa.(ly'VI) ت 3۶2 3<p'Vl 2Xaa و VI 3(4؟( 1۶2 ٠Z'VTJ
а a ا 'όφ'\ϊ 23 ا4إ VIT ٠)
Xaa = 4 4' I(<p2)(ly-Vl؟■(
Xaa ■٥')2)(ly'VII(؟?lй tt a VII 'تو 3 tttttt?(VII و 4) (3) 2 = 56 )?2)(ly'X٢n(؟?ltttttt VII "ي3 ?(XII ي'1(3 2

3بوVII 3(3؟'(
ЗрКІу'ѴІТ).a tt tt 7 4 6 18 1(^5) (ly'VII').?

Xaa
8 νΐΓ’3"<؟

a = ؛'؛ 2)1 у'VI*('3ي 
VII 3(8^3؟('

tt tt ا) ?('VII تو3(33
laa 2y'l(3XTT)=

3^1 (ly'VII).tt tt tt 3^2 (ly'VII)?
Xaa Куб) (ly'VII)»

2)ly'VII')s8?؟tt. tt tt 3۶1 (ly'VII').?
).S)(ly'VlT(؟l

Xaa 7 z VI 11'5 5 = 2 2'6 6' 5yl(3y\T؟(
а а X 11'SS = 2 2'6 6' y 2) (ЗуѴІ( 4؟(
Xaa 1 2' 5 6' = 1' 2 5' 6 5уЗ(7 VI؟(
Xaa 8 12 56 = 1'2'5' 6' 5y« 1 Я 2)3 ",و VI؟( 1256 = 1' 2' 5' 6' yl)(3۶"VI(4؟(
Xaa 6 у VI 115 5' - - - - 2(y4)(3yVI)٥'
laa 14'5'8 = 1' 4 5 8' 2 (у 4) (ЗуѴІТ
Xaa 1 4' 5 8' ----- 4уЗ(6 VI؟(
laa 1458 = T 4 5' 8' у 3) (3^'ѴІ(2؟(
Xaa 11'4 4' = 5 5'8 8' 2 (у 3) (Зу'ѴІТtt tttt VII د 6 11'5 5' = 2 2'6 6' tt tt tt?(Зу VII) (بد 4) 2 12'5 6' = 1لأ'5'6 4уЗ(6 VII),?tt tt tt 1256 = χ٠؟ϊ.‘؟'<؟'< 2 (у 3)(3 بج'VII)?

7 у VII 11'56' ---- l ) ا) у 2) (ЗуХІІtt( 4؟.( = 4 4'8 8' 5у1(ЗуѴІІ)?
14'5'8 = 1'458' tt tt у 2)(3 у VII٢١٠( 4؟(' 1 4' s' 8 = 1'458' ?Зухап) (ئ2 4
14'5'8 = 1'45 8' 5 у 1(3 у VII')»
1 4' 5 8' = 1'45'8 5у 3(7 VII؟(

tt a ٢.ا 8 ,, , 1 4' 5 8' = 1'45'8 χΜ٦١Γ\Τ١β>؟;; 1458 = 1' 4' 5' 8' у1tt tt tt(4)(3 "نو VII؟( 1458 = 1'ذ' 5' 'ة бу 2 (3و>" VII)?,! 11'4 4' '8 8 '5 5 = = 5 :ة 8 8ت 4fyl)f3(g"VIItttttt'1؟ 11'44'11' 4 4' 1

ن ئ 8 8'
4 (у 1) (S وو" VII')?

Xaa 8 бу 2)3 "دو VII؟('

IV. Tetra gonale Sy ngonie
laa VI ة )ЗѴІ( )6؟(
tttttt 9 VII )ЗѴИ( )6؟(
Xaa 9? VI 1256 = 347 8 6لو.)3φ''νΐ( )3؟.(
Xaa 1458 = 23 67 6تو)1)(3س VI؟(
Xaa 1357 = 2468 «(VI و, 3(9 8



5ة6

leitungs­
form

Sym­
metrie­

art

Sym­
metrie-
giösse

Nr. Typus
I. Ordnung

Charakteristische Zahlen
Symbol 

des SystemsExplicite
Symmetrie Verhandsymmetrie

а а a 8 ЭрѴІІ 1256 α==3 4 78 6(<pl)(3<p'VII)?a fl. fl 1458 я = 2 3 67 6(9.3) (3 φ"Ύ\1 )٠?
aaa 1357 « = 24 68 ?(VII و 3(9 8
1 a fl 'όπ yj Cl تت ؟ال ٦ ا 2ж(3 VI)»
aaa ЗггѴІІ α = 3'7' 2л (3 VII)?
Xaa ЭуѴІ 11'5 5' '7 7'3 3 ٠٢ 6(/ΐ)(3Ζνΐ)،1»٥ 1ة'لأ٦٠ a, = χ‘؟,؟<٠! .»61 ئ 2( )3ى1(ج

VII بو 9
1357 ٠ = 1'3'5'7' 8yl(9VI)s

acta 11'5 δ' .. - ب . . 6(Z1)(3ZVI1)?acta 13'5 7' acta?(ЗиѴІІ)(ئ62 1357 a = x's'5'٦' ?(VII ز 1 (9 8
Xaa 11 VI 12'5 e' '8 7 '4 3 = ٠ (18) (7 VI)،
Xaa 14'5 8' а = 2' 3 6' 7 (8) (6 VI)،
Xaa 1357 « = 2' 4' 6'8' (7) (9 VJl
aaa 11 VII 12(5 6' я = 3 4' 7 8' (8) (6 VII)?
aaa 1 4' 5 8' 7 '6 3 '2 = ٠ (18) (7 VII)?aaa 1357 « — 2' 4' 6' 8' (7) (9 VII)?
Xaa VI 7 ة 1 2' 5 6' а = 3' 4 7' 8 )،3)7 VI5ةlaa 1458 а = 2' 3'6'7' )،VI‘3(5<5؛>jiloa 13'5 7' а = 2'4 6'8 5<53(3πνΐ)،laa VI 6 و 14'5 8' α = 2,ητ 4,51(6 VI)«Xaa 1256 اء٠ = لآ4٠٦'ى 2(5l)(3y"VI)sXaa 1 3' 5 7' а = 2 4' 6 8' 8aaa(πνΐة 2) (3) 2 65ѴІІ 1 2' 5 6' α = 3'47'8 4.51 (6 VII).?aaa 1458 2(٥l)(3۶"VIT)?aaa 13'5 7' а = 2'4 6'8 )?2)(ЗлХ٢Ц(<2؟
aaa VII ة 7 14'5 8' а = 2 3' 6 7' ?.(VII ة3(57
а а a 1256 'Vs ة4ل = а 5 ة)3و 'VII)?aaa xm1 а = 24'68' 5(53 (ЗяѴП)^
Xaa llyVI 11'2 2'5 5'6 6' Я = 33'4 4'77'88' l8(yl)7ZVI)s
X а a 11'4 4'5 5'8 8' а = 22'3 3'66'7 7' 8(yl)(6yVI)-5laa 12345678 'r = X' الآ '<? X' 5' С ٦' ة' )«VI 7 ئ 2( )9 يوX а a ا1'3 3'5 5'7 7' а = 22'4 4'6 6'8 8' X٢I)S 7 ئ 3( )9 ر
Xaa 1 2'8 4'5 6'7 8' а = 1'2 3'4 5'6 7'8

1Ζ3(1ΐν٧
Xaa 12'3'4 5 6'7'8 а =1'2 3 4'5'6 7 8' )،4( )7 >5 VI 18 )زlaa 1 2 3'4'5 6 7'8' а = 1'2'3 4 5'6'7 8 8aaaئ3( )6ق VI؟( 11 z VII 1 1'2 2'5 5'6 6' ،ء = 33'4 4'77'88' )?VII 8 0؛ 1( )6زaaa 1 1'4 4'5 5'8 8' а = 2 2' 3 3' 6 6' 7 7' )?VII 18 ئ )(ا7زaaa 12345678 а =1'4 لآ‘ لآ٠  ъ. ه٠  т ة٠ )?VII 7 ئ 2( )9 يaaa ΙΙ'3 3'δ 5'7 7٠ а = 2 2' 4 4' 6 6' 8 8' ΖνΐΙ?а а aئ3 79 1 2'3 4'5 6'7 S' я =1'2 3'4 5'6 7'8

8)ίΐνΠ10؟
aaa 12'3'4 5 6'7'8 я =1'2 3 4'5'6 7 8' )?VII 8ئ3( )6 قaaa 15 12 3'4'5 6 7'8' а-1'2'3 4 5' 6'7 8 )?VII ( 18 4د )7 ةу

1 )13 VI،(13؟ل 
)?13^1)13X11 

ІЗа(ІЗѴІ«(
13 )»13 VII?( 

5)16)13VI 
)?16 )13 VII

16)»13ي٦تم1(إ
16.1 )16 VI،( 

5)16»1)13»νΐ 
VII?( و) 16 )13 α 
16 а 1(16 VII?(

)?16α 1 (13α VII

V. Hexagonale Syngonie.
aaa 13 у VI я = 8 8ا 8ة
aaa 13۶ VII 1 І1 12 ٠ = 8 8ا 8ة
aaa ІЗаХ'Т » = 5'الأ'رلأ
α,αα 13« VII а а а» = 5' 5'، 5ة' 16 VI 1 ا1 ا2 Я = 4' 4ل'4ة'
aaa 16 VII اا1ا2 а = 4' 4'، 4ة'
aaa 16«ѴІ (18)3 а = )4' 5('لل
aaa )ةا('أ ٠)=5' 8ا3
α٠ а а (I4')s Я = )4 8(ه
а а а VII و 16 (18)3 )=»4'5'ئ
а а а (I5')a а = )5' 8(أ
ааа )ا4'د3 « = (4 8)3



Symbol 
des Systems

lCharakteristische Zahlen

19* 1(20 VII)? 
 ?(VII د 1(1920
(9) (20 VII)?
 ?(VII *ئ 1) (20 9
 ?(VII ج 20) (2*)9
22* 1 (23 VII).?

 )VI 1)10؛(

 )VI 1( )11؛(

 )VII 1( )10؛(

 )VII 1( )11؛(

 )0ѴІ )12؛(

 )VI 3( )13؛(

 )VII 3( )12؛(

)VII 3( ).13؛(

1*)2)(1ѴІ(
2* 1)1 VI(

K* 2) (1 VI'( 
ѴІ 1)(2(*1-؛(5٠

S' 3^1)1 ٢إ(ل

 ΐνΐ)2(*1؛(6.

 VII 1(1*3؛( .٩,

،5،2*1)1 ѴІІ)і 
٥')2*1)ІѴІ 

٥')1*)2)(1ѴІ 
'٥')1*)2)(1ѴІ 
 νΐ 1( )2(*1،؛('8٠
 VI 1(1*3،؛('8'

،β')2(*1،؛)(ΐνΐ

VerhandsymmetrieExplicite
Symmetrie

Typus 
I. Ordnung

Ab-
leitungs-

Sjm-
mefrio-

Sym-
mefrie- Nr.

form art grösse

VI. Kubische Syngonie.
Я:(1'2 5'6)з 
« = (3'4 7'8)s

؛، — )3 4' 7 8('3
5')8 8'7 7'4 4'3 3( - « 

» = )1'2 3 4'5'6 7 8'ةد
α = (1'28'45'67'8)3

Hexa- und HeptaparalleloSder III. Ordnung.

Hcxa- und HeptaparalleloSder IV. Ordnung. 
II. Monokline Syngonie.

а a tt 24 إ 20 *VII )1 2' 5 6ا8
tt tt a VII ن 20

)δ '2 1 6('ج
tt. tt tt ؛8 1 23 VII

VII إ 23
)11'22 6('ة؛ج8 )1 2'ة6؛8

tttttt 1

'١^, ' ،

tttttt f tttttt)12'3'456'7'8(ذ )12'34'56'78'ط

1 13 VI 1
а'

= إا

13 VII __ ا2

3 = لأ

16 VI __ ا2 42'

ةا4ة'

19 16 VII ا2

1'4' اا4اا
ةا 4ة'

tt tt ٠
a tt a 
a' a' a' 
а а tt 
a. ft' a' 
a ft tt 
a" ft' ft'
ftfttt 

ft' a' 
а а a 

ft' ft' ،،' 
a tt a 

ft' a' tt؛
٠J fl. ٠٠ 

Ö7 ،؛' 'a

3*νι а = ؟١'

h = لآ
4 ٦ h لآ

; а د'
a' لآ

1 0.-1'
& 5
r b'

a S
a' ~ 5'

4 1 я = 5

;، lioII!ة 
ه

3*ντ h :لآ
1لا c - : 8'

11

4 12 1 h لا
b' -- 8'

، 13 ل h _لا

6 ٠ 11
A '؛٠
h لا

- ' 'h

a & e 
ah ٠ 
all c 

I) ъ
1г/ 6؛

а, а 
а‘а‘Ь

ѵѵ
tt а 
ft' a' 

h b' 
aVb 
11, c 
Ih c 
lhc
1 7 ٠.1 b b'

&!7ل
ъъ 

إ٤ل ' b'



Ab- Syni- Sym- Typus
I. Ordnung

Charakteristische Zahlen
Symbol 

des SystemsNr.leitungs­
form

metrio-
art

metrie­
grosse Explicite

Syiimetrie Verbandsymmetrie

٠٠ bl 3*VI' ٠٥٥' ؛7=4 1*)2( )1 ٢هئل،ت٠

1٥7٠ 4 = 7 cته = ة 3*1(1 VI')٠S٠8'

aib 7=لآ- ٠ = ؛؟' 3*1(1 VT)* 5'
ttbli 3*VII a = b' b = v 2*1(1 VII).
ahh a == 5' تة5

'l) : X 0ل = لآ
1(*2)(1ѴІІ).

abb 1(*2)(1ѴІІ)٥'
а а a
٠' а a

n ٢١'
1 ئ VII 1( )2؛( .6'

а ا ا؟( a 0'
a' a' a' α' = 7* 3*1(1 ѴІІ)і،5،

b b لآ H ا_٠ ' VII 1(1*3؛(' 5،
'b لأ

'ة؛ة4 1 t'-F VII 1(1*3؛( ٥٠
٠ a a'
a' a' a 1 b . K* 2) (1 VII؛( 5'
ab b 3*VII' 4 == ъ الآ = a к* 2)(1ѴІІ')٥
abb Cl = الآ أ٠( = ؛؟<، 2*1(1 VII').
ab b Cl = 4 ѣ — الآ 1(*2)(1ѴІІ).' 

2* 1(1 VII').'abb а = 4 δ = 8'
abb а =!6' (! = ؟'< 1(*2)(1Ѵ11')٥"
abb а = 8' دلأ4 1(*2)(IVIT).'

a a' a' а الآ
a' a Cl Ί؛α VIT 1(1*3-؛(8'

لأل7ل7 Γβ7
νιη 1(1*3:؛8٠

a a ؛ا
'a ؛a' a I ~اًة87 3*l(lVII')j.8٠

4 1 ٠
а

ΐνΐ1)(2(*1؛('5٠

„،؛ 4 ц ٠"٠ ' VII 1(1*2؛(' ٥٠

1 ٠ 4 = ٠ | = 7
νπ 1( )2 (* 1،؛؛('8٠

IJI. Rhombische Syngonie.

4)1 VW 
)2( )1 VI 
)14)(1 VI(, 

 VI 1)(4..،؛(,(

,٥،2,)6 )1 ѴІ 

6)1 VWss- 

 ΐνΐ٠)(14(؛(٠8-

.g .)1( )14؛ VI(

7 VI CI = لآ
)L == لآ = لآ٠

1 Γη.

b' ة'

1 а ت 5 لأ

إث
دء

٠

1
Cl' انخ

7 6 VI 4

'8

ab e 
ab c 
all ٠

'؛ '؛؛
(lb-b 

« a 
a' а c 

[fF/



ة ة ر؛

Symbol 
des Systems

Charatteristische Zahlen

Verbandsymmetrie
Explicite

Symmetrie

Typus 
I. Ordnung

6 VII а لآ
α' لا )ѴІІ 1(1.141,.,؛

7 VII « = 4 ъ=4' 4 (1 VII,).а-4 (2) (1 VII,).а — 5 (14) (1 VII,)،
1 а = 5 

а 4،
ъ = ® (2) (1 VII,).

1 (Г ٠ة 6(ivii٠)،,g,

I »‘ع8ت ,g)1)(4,؛ VII٠(
،،؛ 4'

1 a' ة )1ѴІІ٠( )4؛(٠5

ح = ة b = 6' 6(1 ѴІІ ٠)٠ 5
3 φ“ VI а — 5 ъ ل٠ 6 (,VII و 1(21

а تت نأ 2 .,4(1 VI,)а — 6 تة5 1(۶3) (1 VI,)
1 а == ö 

а b ,)1VI( )1 )اءو
' а' 2 Зузіѵи;«

г6 3۶'2(ΐνΐ,)٥٠
3ψ‘ VI ،ا؛ت8 1؟)ΐνΐβ( )4؛(8

1 (1 == 5 b' — ؛؛ 3۶ 1(1 νι٥)*8
3ψ‘ VI' Ϊ7 ~ 8؛

8 ٥
1؟)ΐνΐ٠)(4,؛(8،

V و)ا4)(1٢1،خةل.

Га а = 8' 3۶3(lVIö)j,g
3φ‘ VII 1 Гб 8 p» 1(1 VH.),,

а لآ

Г ة 1(у4)(1УЩ
ρ" VII3؟ (1=4 ъ — f) .(,VII و4)(1)1

VII,).<1 = 8 و 4 (1 2
61 : 4 .(,VII و 3)(1) 1

” '' ' а —4 
а 4
а، 5

VII,,).I و1(21
' '

ινιι(3?3؛(,5

а' "-ة
٥,)(2)'ΐνΐΙ3؟

3۶"νιΐ' , . й = 8 δ = 8' .(,VII و 5(21
I а = 8 ٥(,ΐνπ) (و4)1
'

؛ '
1(۶3) (1ѴІІ,)٥

δ = 8' 3۶1(1 VII,).
а == 8، 1(۶4)(1 VII,).'

; сі = а' b 8 ".(,VII و4)(1)1
،' и 8' 3 φ' 2(1 VII,)1،8,

,, 1 ؛ 1 V 
Г'،؛؛ ,g, ,)1(3؛ VII3و

,,3 9ا VII 1(8ه(أ 8، І ؛ 7ل8"'

ؤ

؛

اًاً

ц

Ab-
leitungs

form
Sym- 

- metrie­
art

Sym­
metrie­
grösse

a a' α٠
4<٠4 а, а

аЪЪ 4
abb 4
ab b
ab b

а а а
a' a' а' 
г а" а"

а а
؛11

ς
.٠٥ ن

ab e
ab e
abc

اع اع

a' Cl " 
а а‘

4а а
ьь

аѵъ؛ 4
b &،

٥ѵь 7 4

&ل7له 1 4
b b' 

1b'δ 7
Γ٠؟ν 7

اع a اع 7a' a' a' 
a a' ٠, 7 ل
I.' a' a' 
abb 7 4
ab b
abb
abb
" 1 1

“,b b
4bb ن

abb
اًاع1 آ(

ab لأ
abb
abb

а а а
1، 'a '١ 
'а a' a

" а

b <ا 
'b'b إ ٠



Symbol 
des Systems

Charakteristische Zahlen

Verbandsymmetrie

2ئ6(ا٢1أ(
.

14 ئ2)(1لل٢1أ(
)8 )x S) (3 VI 

4)(3 VI(,3ئ 
,)2 )z 5) (ЗѴІ 

،5 2( )3 VI,)g5ئ 

 5χ3(3 VI,(ج2'
4ζΐ(ΐχ‘ VI(, 

,)2)χ4)(1Ζ'νΐ 
2)(1'* VI(,8ئ 

)14 )z 1) (Iri VI 

 4ئU'VI( )2,(ة5

6χ1(1ζ' VI,)g6 

s)14؛fel)(l^'VIg 

4،і('7*1(3 ѴІ٠ 

l۴(6) (3VI2 ئ٠ 

*і(7 Z 1(3 ѴІ٠

 ا4*؛1'زل'١1،؛(':)5,

 l)(l*'VIg(*14؛(' 5'

2ئ6)(3لآ-هل('جة,

7*1 )8 ٢ا،ادلل

 fee 2()3١-لل٠(ة2'
 xlfe'VII٥(14؛(5

2 )χ G) (ІггѴІІ.(,
٥,)4*8 1٦ѴІІ 
,).2)(1® VII14ئ 
٥,)6( )1лѴІІ 2 )ز 

,').5( )3 VII 2 ئ 
٥,')4( )3VII3ئ 

,').'4)(3 VII3ئ 
'5( )3 VII,')c2 ئ 

٥,')3( )3VII 3ئ 
3*)3( )3 VII'.(', 

٥,}14*)l)(U'VII 
4( )1 χ'VII.(, 2 ئ 
2 *)2( )1'*νΐΙ,ί 

 4از )ازا VII7<ء
 l(U'VlI*6؛(,٥

'i ,')؛δχ3(3 VII

& = 2'6 c = 2 β'
لأ = ةلآ'ة = يء٠'ذا  

b = V6 - —اب 
ί> = δ'6 e = 1'2
ъ Ѵ2, ة = 6'ة  
δ = ΐ'2٥ = δ6' 
ъ ==Ѵ2,،;!

6 = 66' 6 = 22' 
6 = 22' 6 = 6 6' 
δ = б й' e = 2 2'

1١ = لآلآ٠ = 6اة

6 = 22' 
b )4' 
6' — δ 5' 
b 4اة 

b' — VS

l'S'

a = 1'5 
-­
a = 2'6 
„ = Й 6' 
a = 6 6'

6ه

5'2 ٠

'5 a = δ 
'66 = a

)r = لآ
'6 6 = a 

b' ة a 
a' - ΪΥ 

'6 6_ a
e— ،؛'

a = ss' 

a = 4'δ 
'b V6

'8'4 
θ٠\' '8 4

5ل7

'لأ 6 8'

'؛؛؛
δ = 4'δ 
b = 6S' 
δ = 4 Й'

1ا = 46
δ = δ 8' 
δ = 1'8 
ъ = 6 6، 
b==44

:8 8'

δ = 88'

 2'؛

'25 

'2 2 
ة' ى ة'

٠ = 4'ة ؛,؛؛
= 4،5' 

я = 1'4 
،1 = 46' 
« = 8 8 
а = 88' 
α = 44' 
fl- - 4 4 
а 4 4' 
Гйй7 
а 4'δ 
ίΓΪΪ7

Explitiite
Symmetrie

Typus 
I. OrdnungNr.

Sym­
metrie­
gösse

abc г 7 у VI
ab c
ab c
ab e
ab c
ab c

0, a'
8

fl a
a اع

a. a،
a٠b c
ab ٠

ab ٠

аЪ c 
а a

;; 11'

تة٠ل

i,“b
а a 8

avv
٥

6* VI

aVb

7(7(1
'b 1ا

1.5

aVb

1(7 δ7

م '&

b b'
ا6ة'

а اع a
a' a' '،،

a a' اء٠
1 6 я VII

a' a ة' 
fl fl* а
a' a a'
II b b 7* VII
ab ١.ا ٠١
ab b
ab b
ab ١ا

ab b
all b
ab b
ab b
ab b
a ا) ъ
ab b

؛
all b
all ا>

а'Ы 18

θ' 11

Sym­
metrie­

art

Ab-
leitungs­

form



Symbol 
des Systems

δ ئ S VII()2..؛(,

4)ر2)(درا ١٢دألل45

,).4( )3 VII3)ر 
).ЗѴІІ7( ة) 2 ئ 

. ....
,')."8 *)8( )3 VII 
,').'"3( )3 VII3)ر 
,')«"4( )3 ТО 3 )ر 
 3)إVII 3( )4"'.('؟

2)ر4)(1م11(',ء
14....... .
 »(',ѴІІ/ر2) (1)2
4*1(1 *'VII,'). 
2(*2)1'νΐ1,')٥

ا4ئ1)(1'*٢1ل(',ه ' 
δ 3) (2 ئ TOJi'.، 

5*3(3 ٢π,۴ί.٠ 

ة3)3٧1ل7ةد'5تم &

2( ر2)(1ا'٧11(',ا,ة .

4fe2)(l*'VII,'Js،

 4)إ2)(1*ا1(',ط

ТО*' 1(1*8,.؛(',

Charakteristische Zahlen

Verbandsyinmetrie

&=1'8

4;ѳ;
1ة'ة٠

,8 5 = 6 
1ا=ذ'4

ь == 5'8 
& = 5 8' ь = 5'8'
.

 'ь = 5'8ة —58
6 = 1-4' 
6 = 58

а 4'ج 
α'_ 4 5' 
а, 4 4؛
аПТь.
“=48 
а 1 4;8 

: Ѵ4 

а —- 1'4'

b==VÄ٠

5'8'
1'5'

a'

'ة

r 58'

a'

a' 5'8'

5'8،

«'

Explicite
Symmetrie

'11

اًإ

14

Typus 
I. Ordnung

7 у VII

21

34

Sym­
metrie­
grösse

Sym­
metrie­

art

-لأد
leitungs­

form

لألأن

؛11
“α٥6

»لألأ
»لألأ

 ab لأ
»لألأ
١١١١«

»b لأ
ab لأ

abb
»لألأ
»لألأ

 а ١ل ١١
»لألأ

а а а 
«' a' а' 
a a' a' 

" " 
αο؛_ 
a' а 

сьаа 
«' a' a' 
Cl «'«' 
а' а а 

а а.
а а

؛,لألأ

IV. Tetragonale Syngonie.
(1 = 5 b — 7 C = B №)(1 VI)

1 (15)(lVlJ
b _3

;لآت Ъ—1)18( )1 ٧اً(ل
(β)(1 VII)

1
а 3
~0Γ"٦ )VII 1( )15؛(

a' 3 )VII 1)(16؛(
23 — β 7 C 45 ة دب=α 6 (ο٠2) (1*' VI')

α=58 7 2 == ة c = 36 6(φ3) (را'VT)
α==34 b — 78 .(VII'را)(2^)6
a == 3 8 b — 47 .VII'*ى3)(1 6
a = 5 ?1 = 7' c = 3' 2^(1 VI)

ا=ة ١'<- = اآ Згг(іѵі)д,;,
=»؟'< د = ٦ا 2π(1 VII).

а 3
0Γ٦٠ Зя(ІѴН,,,؛(

all ٠ 9 VI1Ы
ل6؛&7 9

abb 
а а* а'

9 VII

a' а а 
а a' а'
«' а а
ab с VI ي 9
а ١٠٦ с
α١ι١١ VII 9 ؟١
а ١١١١

ab с 
b b'

ЗяѴІ

aVb
.)١ ab

а, а '؛{
1 ЗггѴІІ

«' «' а,'
Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XX. Bd. II. Abtb.



Ab-
Jeitunga-

form

Sym­
metrie­

art

' Sym- Typua
1. Ordnung

Charakteristische Zahlen
metrie­

, grösse
Ni. Explicite

Symmetrie Verbandsymmetrie des Systems

аЪс 
all م. ج

9 z VI 15' = 3'7 = لآ٦ ' 6(ζ2) (Irr VI)
2 = δ 5ل & '٦٦ = ' 6(zl)(lz'VI)

'6' bا 1

— 'و7أ 6ئνΐ 3( )2؛(٠3٠
4؛ ==ة٠٦٠لآ

g, 3(و VI17 1( ؛ )z
0,1 'b
л/h h 9 z VII b ة٦٠ =

= ئ،
6(ζ2)(1^νΐΙ)٥

a a' α٠
b لةة = ٦٦٠ = 6 (ζ 1)(1 ζ'VII).

¥~ا' ζ2) (3VII(6؛(٠8٠
а о, اع

a' ft' a'

aa :ه:ا

і'з(ЗѴН) (ئ1 17
a ١١ c 
a, h م. 13 8

11 VI :؛،
-4'5 & = 6'7 = 2'3 (8) (8 VI')

2 -5 8' & = لأ'٦ = 36 (18) (3 VI')
h δ'7 

- 2'3 )VI 3( )19.؛('
ζ

1b7 b'

8

:

}>_

6_

23 
- 'ج7ا )VI 3( )20؛('

)VI 3( )23؛(
1Π7

b b
1 h'h'

٥

r

'4 3
ة'ج

'8(4

)S VI( )24؛(

)VI 3( )18،،.؛(
٠;;٠٠ ! 2'6' = 4'8' (21) (3 ν٠3

abb
Club 13 8 2

11 VII a =
: 3 4' 6 :

= 7 8' (8) (ЗѴІІ)с
a a' n' 16 - ٥ '8 3 = (18) (3 VII).
a' 11 a )VII 3( )19؛(
ft a' n.'
a' a tt

a 7 8؛
)VII 3( )20؛(

a a’ a'
a'a a. δ a

3٠'2

' لآ'٦ )VII 3( )23؛('
a ct' a'
a' a a e a 6 7

2'3 )VII 3( )24؛('
a اع' اع'

اع' a ٢ا

_؛؛ 4 8'
2'6' )VII 3( )18.،،؛(

а а ft' 

ft' ft. ft
b b‘

8 a 48
(21) (3 ѴІІ)зі٠

aib 7,1 VI = 5 6' b = 3 8
5(l(3VI)g,،

ab c 
ab c 14 ج 3

= 68 &== '2'7' ٠ 3'6' 2(٥i)dz' VI')= 45 ة = 6'7' ء 2'3' ('fl у'VI ق 4
aVb 8 تةقةت = 3'6'

2'7' 61z' VI').,.,
</ل7ته '7'3

لآ'ذا'
bl (3 VI 5,..؛(

ab c 
ab c U 8 7

VI د 6 ٥;= δ'β' ة =
C 'لأ٦ 3'6 ('VI ق3(53

4'5 b = 2 3' e ذا٦' ('VI ج1(53
‘h !>' د

1
7لاد1 ا

l· 3'7'
iw ،.2( )evis 2 )ق

aaa
a' a‘ a' إ

67؛
3VII')2f5 )داد )٠



leitnngs-
form

Sym-Ii^etrie-
art

Sym­
metrie­
grösse

Typus Charakteristische Zahlen
Symbol 

des Systems
Nr. I. oLigi Explieite

Symmetrie Verbandsymmetrie

abb VII و 7 Ъ=4;'Т ?>'؟<٠ = .lJ(l^'VII) ة) 2
abb й٦'٠ = ь 4لآ٠ = 4 )ق1د٠  VII)«
aaa ٦٠ة٠

a. a' a' 1 ,VII)4،g '65)زا
a a‘ a' اثم

tt' a a = 77 ѴІІ 3(1 55,؛(4-
abb VII ج 6 Ъ = 4Т ؟ا'ة = 55 3 (3 VII).

b وا a в‘٦ = ъ ة4-— 551(3 VII).
a a' a'

a' 'a a 7 3'7' VII 3( )2 5(2؛( 3'
abc 11*ѴІ 1 2' 5' 6 7 6'3'2 = ٥ '458(1 = )2( )3*νΐ18 ئ

'7'6 3 2 = ٠
аЪ c 16 12'5'6 = 1'4 5 8' 0 = 236'7' )VI 8 )ز 8( )3 ز

c = 2'3'6 7
b V 2367 ь ثم ثم

٥Vb 1 4' 5 8' قا67 ،٥٠ ئ؛ ي؛ і٠2٠(ѴІاز) (6) 21
4γ 1266 8،2( )3φ"νΐ)ι 2ا)ز

3 4'7'8'
ا77 1256 7

=ا:ق;:؛ 18(ζ2)(37'νΐ)!،3،

ل77 1458 7'
؛ليا8' 18)ز4)(37٧1،؛(2،

ab с 11'4 4' = 5 5' 8 8' 5 = 3 3(66' ')37 VI( )8)از
c = n‘٦f

ab с 11'4 4' '٦٦‘і2,؛ = ъ ةةاةة٠ = ')37 VI( )18 )از
٠ = 3 3'6 6'

1'لآ'ة'٦'
ا1 ٠ ІІ^ѴІ 1357 7

يياًة- 7 )ز4( )9 ٢لآ؛لل٠
13 57v٠؛b 13'5 7' 7 а 8'6 2،4 ا 2 4 6 8 21)ز1)(3ى1-؛(ة،

ab Ι١ llzVII 12 5'6' = 3 4 7'8' 5 = 3'4'7 8 18 ( ز 2( )3 ز  VII).
abb 1 2' 5 6' = 3 4'7'8 5 = 3'4 7 8' .(Зж VII) (ز3)8

a CV CV 1 ة 5'6
a' a' a'

12'5 6' 3 4ً'ا 8' i'3(VITاز) (6) 21
CV CV CV ١'4٠اة8٠

a' a' 'a' 16 1458 = 2 3 67 21ئ2)(37'٢لل(ا'ة
CV CV' CV 1'4'5 8'
777 1458 7 2'3'6'7' 18(*2)37'νΐ٠،
CV CV' CV. 1'2'5'6
CV' CV CV

1256 3'4'7'8' 18)ز4)(37٧للً(ا3
abb 11'2 2' = 3 3)44' 5 = 7 7'88' ).VII'8 )ى 1)(3؟د
abb 11'6 6' = 33'8 8' 5 = 44(7 7' 37) (1 ا8ئ ѴІІ).

CV a,' CV' 2'4'6 8
'a' a a 16 1357 І'З'бГ 7 )ز ѴІІ 9( )4،؛(2'
CV a a 2 4'6 8'
а' (V a'

16 13'5 7' 1'3 5'7 21(χ1)(3^νΐΙ))-3

V. Hexagonale Sy n goni e.

16« VI 11، la
5' 5'،5'ة

4' 4'؛ 13VI'4g(1«14.؛(5،

16« VII m
- 5' 5'ا 5'ة VII 13(1 «14؛،؛(
4' 4'ا 4'ة



Ab-
leitun gs- 

form

Sym­
metrie­

art

Sym­
metrie­
grösse

асца؛؟ 28

асч аг 2
асцсц 1

σ, сц сц

а сц ج t) 1

а сц сц 24 1

а сц сц 1

Symbol 
des Systems

Charakteristische Zahlen

Verhandsymmetrie
Explicite

Symmetrie

Typns 
. Ordnung

VI. Kubische Syngonie.

(2δ) (13 VI) 

19(13 VI) 

25(*l)(13aVI) 

19 у 1(13« VI) 

(VI و (13 ۶ 19

(9) (16 VI)

VII »ئ2) (16 9

'6٥ 5،'2 = ،α د2ة'2 6'ا
»2 دى ئ2 5ل 6<

= 2'ا5 6'ة »1 = 2'ة 5ا 6'
»2 = 2' ة2 6'ا
= ا2' 2ا2ج'2 6 6'ا

= 1" 2ة2ا'ج6ا 6ج'
= 1'ل2 2إج'ة 6'خة

= 1'2ة2'ا56ا 6٠'
1'ل2.2'ذ 6، 6؛ 6'

= ا2'2، 2' 5ة6 6'ا
= 2'ا3'،4 5 6'ة 7٠'
 = 2'إ3'ة 4، 5ا 6'7'
= 2' 3'4ه ةج6'ا7'ا
= 2'إ8'^هإ7ا8آ
 -2'ه3 5ا 6' 7ة8'ا
 = 2' 3ا ة2 6'د 7 8'ة

 1'222'ا3ة3'ا456ةا2'7ا72'8'
 =1نم22'أ33'؛4،جا6إ6'7؛7'8'ل
ا-2'2ا2'3ا3'4;؛ةة6 'اة7 ۶'ا8'ة

اااا2

 )1 د'ج3

3&') 1( 

18,3( 

)1 4(،أ

(14' S' 8)3

21 VI

212 VI

VI ة 21

24 VI 

24* VI

Hexa- uud HeptaparalleloSder VI. Ordnung.

 )VI 1( )26.؛(

27(1 ѴІ£(( 

)26( )1ѴІІ£( 

)£)27( )1 ѴІІ

Hexa- und Heptaparalleloöder VIII. Ordnung. 

III- Rhombische Syngonie.

16 VI 1
a. 4ا

a 4'

г" 4ي

16 VII а 4
0,1 4ا٠

2 а 4

a' 4ي

aaa 
a' a a" 
aaa
a' a' ة'

aaa 
a' a,' a' 
aaa 
a' a' a'

7 г VI 1 7*1(1 VI,)
1 α = 5 'S ?د' С 6'

,2J(VI ئ 5) (1 2

1 а —؟١ 'ify

с 2''

e' — V 4*2(1 VI,),...

' I. α==6 ١د ج

V لأ٠ е. — لآ ,,.,(,VI ئ3) (31

1 а : 6 h 4
7~ъ‘ ,),„2( )1ѴІا4ئ

1 ٠ةت
'b ة٠

V 2
'5 ٥ 1 VI,)i،s2جئ)(٠

1 α = 2, Гѵ
'6 ٠

с'—2' VI,)i٠s٠ د(61*)2

d h c

4?
،٠:.:·:؛٠

4ؤ

٠'؛'؛

4ؤ

٠4.ؤ



Sym­
metrie-

Sym­
metrie- Typus Charakteristische Zahlen

leituags Nr. - Symbol
Explicite

Symmetrie
form art grosse

--
I. Crclming

Verbandsymmetrie

ل

des Systems

аЪ e 
аЪЪ

1 8

8
VII زج ; %==.» لأ=اة 0 = 4

a 4' لأ 4ا
'5 &' "8 '٠

7*1(1 νΐ)6)
і-8٠(ѴІІвز5) (1)2

аЬЪ
ä'VV 1

٠, - V ;٠

ft' ٧ -لأ ' y 4*2(1 ѴІІ٠)1۴
а ъ ъ 
ѵѵѵ 1 fl 4’ د ج‘

—V Гу 3(*3)(1.νΐΙ،)ι۴
а لأ لأ

а'ѴѴ 8 1
ذإ 5' ٥ 1'

a' ~ 8' ٥٠—آة
і۴1)(2(*14؛ѴІІ٠

«لألأ
a' b* ة' 1

 а V لأ اج
a™' 5' /?تت4ت ί6٠(ΐνΐΙ٠) (δ ئ 2

«لألأ
»1VW

1'
1

»٠ '& لأ 4'
4' Гу ا! '15(ѴІІ٠ئ 6) (1 2

IV. Tetragonale Syngonie.
abc 8 VI9 ?؟ ،؛ = C 7 — & 8 = ج )1 VI)(17 )ةو
dvl· 8 1 3 ٠ 4 bjق_

6 (q? 4) (1 ѴІ)2 g
ab ٥

!الألأ
г-Wb

9φ٢ΙΙ
1

4 = 3 ъ = 7 с -- ،,
٦ b لأ а
4 νΊ '™ا

 (VII ي 2) (1) 17

*lVIDs) (ج4)6
c لأة

VI’ز 9
ά = 4' لأ=1ا 0 = لأ' (VI ز 21 (1) 6
٠\٠γ ع = اة ١٠' =١؛

6(*2)(lVI)gs,
لأج ٦' C الآ

Γν TV ع = د ,j,j(VI از) (1) 17
ttbc VII ز 9 fl = لآ ١٠ = ٦ 0=د' (VII ز 2) (1) 6

'١٠ a b
h ٠!',٠؛ 2 а ة لأ ٦

'٠' ' ٦! а'™і ,Vlög-g ئ 2) (1 6
 .لألأ'

ъ '١٠ 'a S 1
٦٠ a 'v h

'i '؛؛٠'; ‘a 17kl) (ΐνΐΐ)ι-ί'
ab с 11 VI y = 4 لأا = لأ 0 = 1

(21)(1Ѵ1)

٠&ѵ
 لأ c 1 ة
N '»='؛ ٠7ا (18) (1 VI)g،g

٠&
1

, لأ 1 ٠ لآ
٠عقت ==ته6' 0-1 = 3 (19) (1 VI),.

،ا؛ا17 4 1 ع = ة٠ ا’لأ- = ١١٠ ةه- = أ (20)(ΐνΐ),
“й ٠٥٥' ة = ة ؤ = 3؛ ...

13 ٠ = 4٠ -'؛ = ٠'؛ تتؤ7 (24) (1 VI)،
ъ b 

h' 7.7 د 13 لأ الأ
Гу )VI 1( )23؛(

لأ لأ
٥٠ &' 1 1

% ٥
)1ѴІ( )24؛(١

ab c 11 VII ،8 = 7 с ة== а: В ... .
V لأ a а لأ 0 ٦

α'ν¥ У ٠الأ 'а )VII 1( )18؛( ،،
а لأ ا١ Cl· لأ T) ٦

a' b' b' 1 a' - 4 b' У (19) (1 ѴІІ)١.
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Nr. Typus
I. Ordnung

Cbarakt-eristiscbe Zahlen
Symbol 

des SystemsExplieite
Symmetrie Verbandsymmetrie

a ا( ١ )
α.νν ٠٠ 11 VII V

ا3
(20) (1 VII)،

b ١آ a 
Л' b' ъ؛ 1

aa ]
& 7

(23) (1ѴІІ))-
ftbb
І'ѴѴ

a 7 3
(24) (1 VII)،

tt Cl' tl' 
a' a tl

ft
ة_

)VII 1( )23؛(
a a' a' a ا

a‘ a a =e (24) (1 VII)?
ab t 7د٢1 =ق 751(1 ѴІ7)
ab'7 F

"٦ — _3'
552(lVIi)2،s.

V.؛
1 _7'

c؛
3'

451 (lVI?)„,

1
b r c

i
' 2)5 2( )1 'اً.ة(لل؟

ЛЬ c 65 VI b:= τ
٠;=

5(5 1) (1 VI.)4ؤ _7 =ؤ 2(5 2) (1 VI٠١2 3'
ab c

a أ( وا VII ق 7
٥٥٠;

= 7' = 8' 7 5 1 (1 ѴІІ7)

'b '؛! *a
a _3' & ._٦٠

،k)2 55؛ )lVII7
a b b 
a'F F 1

a _4' ъ _7'
4 5 1 (1 ѴІІ,)®،4,

a h h
ä.vly

a
i'

2(52)1ѴІІ7)д,4,
a وا ٠  

a b b'
VII ى 6 a == 8

٥::%
5(51) (1 VII«)

tfb'b ى، _3 ة-
٠І«)1( )2 5(2؛ѴІІ

abc
rt 1 H* lizVi -V? - 3'7 --2'6 21 (у 1) (Ія VI)

Л ا دا ، Ü ؛اً = &'!' - 2'8' ('ly'VI) (ئ 2 21
21 (у 1) (3 VI')

”-I,',·: ІІ^ѴІ 14' π 3'6_=غ 2'7
8(у4)(3 VI')g g.

avb 3 3' 
2 2' 18(уЗ) (Іу'ѴІ)гз

abc
7, ;ثم اًإ 1 ly VII = 3 7'

٥:= 3'7٠
C: 21 (у 1) (Ія VII)

21 (у2) Оу'ѴІІ)ah C % ة 3'8'

a h b‘ = 3 8' 21 (yl) (3 VII)
FFF
a h h a'

3'4 ٥ _7'8
8 (у 4) (3 VII)„,

٦' h. h
'3 3

iV .؛ -
7 7'

- 8? 18(уЗ)(1у'ѴИ)зі
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grösse
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T. Ordnung
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leitungs­

form
Nr. Symbol 

des "SystemsExpliciteSymmetrie Verbadsymmetrie

VI- Kubische Syngonie.

a СЦ СЦ VI ;21؛ 1 1ا 1ة d — 1 2ج 6ا )ا\ — 2اة اة اج 21 2 1(13 VI)
a СЦ СЦ VI و 21 1 وا ا2

»2 = 2.6؛ 6'،
لج = اة٠4٦ي ء4 = ية ؟،؛؟,٠ )1)13 VI 21 ي

а СЦ СЦ 24 VI 11، L d = 3؛ 7ا 8' »1 - 2' ج2 6'، (38) (13 VI)
a оц СЦ

٠2 = 2'5؛6'ا
=»1'٠؛'اة؛6ا8'ا

1 24 у VI )1 ('ذإ3
'β 6ل» = 1ة'ا2'ة 5ل ٠

 لا2 = ا2' 2، 2ذج'6 6'ا
» = 2'ل3'،4&62'7'؛

)2( )13 а VI 38(ئ(

48а СЦ СЦ (18)8 (38 (χ 1) (13<pVI)
 ا،ء = ة2 8 2 41 5ل اج V ر

٠а СЦ СЦص2٠'ه4ة6و6'ا 7/ 24 1 205ѴІІ а = لة2 4ا ü 7± = 3' ي2 7ا٠ (VII ة1) (13) 22

23 VII
»2 = 3'، 4 7'إ

СЦ СЦ ا 1 لعتتة '8 7 ,3 = «، '01 72 3 “«='
'δ أ2 :: ة2 7ا(
ته 3 32' 4ا 72 7' 8'ل

(39) (13 VII)

48сь СЦ СЦ 23*VII )1 5،د3 (VII »ئ 1) (13 39

1
ا» = 3ا3'4ل7 7'ا8'ة
»2 = 3ة 3ا' 4 7ا 7ة' 8'

66. Was die Auffindung der Tetraparallelogdersysteme betrifft, so ist dieselbe für alle 
Symmetriearten, ausser den hexagonalen, durch die nalie Analogie mit ™ '·٠ ----­
in äusserstem Grade vereinfacht, so dass diese Auffindung fast als eine Wiederholung- zu be­
trachten wäre. Dieselben Symmetriearten werden aber jetzt durch andere charakteristische 
Zalilen ausgedrückt, und zwar anstatt 5 muss man jetzt 7, anstatt 5' - 7،, anstatt 2 und 6 
2 und 8 und anstatt 2' und 6' 2' und 8' setzen. Aus dem .Standpunkte der Lehre von 
der scheinbaren Synnnetrie sind aber ,jetzt die Symmetrieelemente 2' und 8،, 2 und 8 absolut 
von einander zu unterscheiden, und zwar desswegen, weil 8' und 8 senkrecht zu Schicliten 
sind, welche durcl] 2' und 2 bedingt werden können. Aus diesem Grunde erscheinen die 
meisten TriparalleloSdersysteme der monolilinen Syngonie und diejenigen des Typus 5 III 
der rhombischen in Doppelzahl. Das ist nur dann nicht der Lall, wenn Symmetrie­
elemente vorhanden sind, durclr welche das Zustandekommen beider in gleiclier Form 
(central resp. schneidend) bedingt sind.

Es bleiben also speciell die Systeme dei- hexagonalen Syngonie zu besprechen.
Der leitende Hauptsatz bei dieser Auffindung ist der, dass die der singulären Ebene 

parallelen Schichten entweder I. oder III. Ordnung sein können. Utn den Beweis dafür zu 
ei'bringen, braucht man nur darauf hinzuweisen, dass den Grenzflächen der singulären Zone 
ausschliesslich 5 und 9 zukommen und sämmtliclie andere ausgeschlossen sind. Diese Zahlen 
weisen auf die peripherisch auftretende 3-zählige Symmetrieaxe liin; die Zahlen 3, 3'١ 7,7', 
11, 11' würden auf die explicit auftretende 6-zählige Symmetrieaxe oder auf die Axe dei- zu­
sammengesetzten Symmetrie I. Art hinweisen (was direct aus flem I. Satze, § 13, I. Theil 
folgt); die Zahlen 1', 5' und 9' würden auf das explicite Auftreten der 6-zähhgen Axe der 
zusammengesetzten Symmetrie II. Art hinweisen. Was endlich die Symmetrieelemente 2, 2', 
4, 4', 6, 6'١ 8, 8', 10, 10', 12 und 12' betrifft, so bann keines von denselben als peri­



pherisches Verbandsymmetrieelement auftreten, sondern nur entweder als centrales oder als 
schneidendes, also nicht in der Form von Symmetrieaxen oder Symmetrieebenen, sondern 
in der .Form 2-zählger Schraubenaxen oder Gleitebenen. Dieselben !)edingen aber die 
Entstehung der Golonnen der Reihen I. oder II. Ordnung. Bei der Anwesenheit eines von 
diesen Verbandsymmetrieelementen müssen also in der singulären Schicht und zwar in jeder 
derselben angehörenden Colonne oder Reihe die Glieder des aus gleich orientirten Ein­
heiten zusammengesetzten Netzes anwesend sein; somit kann jede Colonne und jede Reihe 
dieser Schicht mit der anliegenden parallelen Colonne resp. Reihe durch einfache Translation 
verbunden sein; das resultirende ٦ ... ٠  der 2-zähügen Schraubenaxe oder Gleit­
ebene mit dieser Translation würde aber den Sätzen § 13, I. T Ir eil gemäss eine 2-zäblige 
Symmetrieaxe resp. Symmetrieebene gewesen sein. Dieselben werden .aber, wie eben hin­
gewiesen, als Elemente der Verbandsymmetrie ausgeschlossen.

Auf diesem Satze fassend, schliessen wir, dass sämmtliche Systeme II. und IV. Ordnumr 
nothwendig Schiehtsysteme sind, welche aber sehr leiclit nach der Ordnung der auftretendeO 
Symmetrieelemente erschöpfend aufzufinden sind. Von denselben zeichnen sich diejenigen 
IT- Ordnung durch .phanerotopische singuläre Colonnen aus, während in den Systemen 
IV. Ordnung die Gleitebene resp. die nicht polare 6-zählige Schraubenaxe dieser Colonnen 
kryptotopisch auftritt. In der, Systemen III. Ordnung tritt die polar.e 3-zählige Schrauben- 
axe central auf. In den Systemen VI. Ordnung tritt dieselbe Axe kryptotopisch auf (was 
auch im Ralle der central auftreten den polaren 6-zäbbgen Schraubenaxe angenommen werden 
kann). In flen Systemen All. Ordnung tritt nothwendig die polare 6-zählige Schraubenaxe 
kryptotopisch auf. Schichtsysteme von noch höherer Ordnung kann es natürlich nicht 
geben, und selbst bei den Systemen XII. Ordnung sind die Elemente der geraden Symmetrie 
ausgeschlossen, und es bleibt somit allein die 25. Symmetrieart zulässig.

Ln '-len Systemen, welche nicljt Schichtsysteme sind, tritt die 3-zählige Symmetrieaxe 
(resp. 6-zählige Axe der zusammengesetzten Symmetrie II. Art) peripherisch auf.

Es ؛leibt zu erwähnen iibrig, dass die 6-zählige Symmetrieaxe gar nicht peripherisch 
anfti ؛ten kann, ؛vährend die 6-zählige Axe dei- zusammengesetzten Symmetrie I. Art lediglich 
peripherisch in Bezug auf die Grenzfläche Й (also halbperipherisch) auftritt.

W egen der anschaulichen Charakteristik der Systeme werden in den Symbolen die 
Buchstaben s, у, c und k eilige füll rt, von welchen der erste die horizontalen Schichten, 
der zweite die verticalen Schicilten, der dritte die verticalen Colonnen und der vierte die’ 
horizontalen Colonnen bezeichnet.

VI. 'Itrapariilleloiider II. und höherer Ordnung.

Sym- Sym- Charakteristische Zahlen
leitungs- mstrie- metrie- Nr. Typus Symbol

form tot grösse 1 I. Ordnung Explicite
Symmetrie Verbandsyinmetrie des Systems

Tetraparalleloöder II. Ordnung.

I. Ti-ikline Syngonie.
a 1' ! 1л(1ІѴ):
« == 7' I 1.1(1 IV)"
α = ٦' , hillYl'i

2 111V
2

1 1 
2 JJ

2 2 3



Symbol 
des Systems

 )IV 1)(1؟(.
ν1( 2(؛؛ ΙΥ 
Α1(3(؛ΐν 
٥„)3)1ІѴ 

l)(lIYs)r(
3)1 IV-/(„ 
3)1 IV„')S 

)1)(1 IVs„('
3)1 IVa*'(' 

 1IVS*(1؟(
1*'(1 ly 1(1 IV٠'.(؛
 IV 1(1*1؟(„

ly 1(1 IV.(„ 
 l.y'l(lIVä؛'(

٥')1*1)1ІѴ٠ 
1*1)1 IV„'R 

Ä؛')ly'l(lIV 
1*)1( dVJo

لعا)ااة؟ر
 3)ذ1*1٢أإ

 2ІѴг*(2؟(
ѵ3(،؛ у 1 (2 ІѴ 

)*Зу(2 ІѴ٥ 
 *)!іНіуіѴз؟(

2χ{\χΙΥύ< 

)'-3>*ι*ΐν2 
1πΐν(1*2؟(؛
1*2( dVg.(
3*1 dVg*(

 IVg 3(1*3؟(
2*1)3 IVgJv 
3*1)3 ІѴд)й 
 l*'IVg*(3؟(

1 '*!)(!*) IV.(„ 
3)*1 y' IVg*(  3yl dv؟(„

1*)2( )IIVjJ 
3*ЦІѴд)й 

3 у 1 (3 iVg')s 
2*1)3 ІѴ9')ѵ 
3*1)3 IV*('„ 
3)*i*'iVg«('

۶'*)! 1)(1'*1Ѵ٥ 
')*3)*l*'IVg

Sym- 
- metrie­

art

Sym­
metrie­
gösse

Ni. Typus
I. Ordnung

Charakteristische Zahlen

Explieite
Symmetrie Verbandsymmetrie

II. Mon
2 IV

ohline Syjlgonie.

2 2 1 а — 1

3IV '2 = ٠
a = 2'

،، = ،غ٠
3IV' α = ٥

α=4٠
аΙχΐγ == ؟<،

,,
α=١'

ly'IV α = 8
α : ؟<

α = 8
α = 2
α=2
α — 2

2* IV ام'٦
α=\1
α=Υΐ
η=Χ'٦'
α = ΥΤ
«, = ٦'١ '
.. . -
α = ٦τ
α^ΊΊ'

3*IV a = 'i's
α — 2'8

5 α = 2/؟<
$α == Ί٠

α = τ%
(Ι==η
-

Τ,'؛؟ = α
3*IV' 0==,اةلآ

α = 2 8' 
α = 2 8'

22 I 18; α = ϊ٦"
23 18؛ α1 = ؛٦' α = ϊΤ

α = 7'8'
26ً ا α = Τθ'

27 ؛ 12 a = d'ö'

Ab-
leitungs­

form

laa
aaa
all

aal

aal

Xaa
n f fl.

all 
1 ،، 1 
aal

aal 

1 а a 
" " "

Vaa 
a ct a, 
laa 
<1 а a
all

1 ،؛ 1
aal
all

aal
؟1

a «■ \

aaV

aal

aal

III. Rhombische Syngonie.
4 1 5 IV .٠ = اةالآ 12IV 5؟(

а = 2'8' (2) (2 IV).
3 а = 2'8' 6(2 IV)*
4

؛إ а = 7 8' )IV 3( )4؟(
؛ S a —1 ة٠ (3) (3 IVR

6 а؟٠ = а )*3 IV( (&؛

aal

aal

Abb. d. II. Cl. d. b. Ak. d. Wiss. XX, Bd. II. Abth.



Symbol 
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)IV 3( )4؟.('
3( )ЗГѴ'،((

‘')')5( )3 IV 
)،l(SIV2/؟٥ 

..)،■5 5)3 IV2 ؟ 
)"2)3 IVa3'ي

1^)5()1'ز1١٢ه('ة
2ي2)1ذ'اس

')"З^'Цу'ІѴг 
 1<؛؟)и'ІѴ)(5*(،؛

ѵ(ІѴ2و2)1'ز ٠ 
).IVg *3'ي1)1؛ 

s)٠:'2(3 rVg3و 
8)3 1Ѵд')у2ي 
')"3 iVg3)ا'ي 

3ي2)1ا(ااس
lziVsi( (1 داي

 l(lyIVä'3۶"؛
IVgl3/ا)ي 

l(?,2)(ly'lVä)r 
 Stly'iv"؛؛
)»2)3 IVg3ي 

 2ي3)31٧8لأ
)"1)3 IVg3'ي
3ي2)1س8أ

)-1,)р1)(1у.ІѴз 
1 )ly IVg"(3'ي 

٥')3۶)ly'IVg 
٣'1۶2)(1'*ІѴ٠ 

IVg'j" 8.*ا)'ي 
5*1)2*ІѴ،(

2 )yl)(2y IV«( 
6yl(2ylV"( 

4)yl)(3ylV)s 
Ѵ.<(؛З(у2)(Зу 
5)yJ)(3ylV:)Ä 
').4*)l)(3yIV 
2( )ЗуІѴ')г3ئ 
5)rl)(3yIV"(' 

6*1 )S IV«( 
4*2)5 1Ѵ٣ 

бу 1(5 IV"(
)،5)*3φ' IV

 2ئ3( )3'ي1٢ذ
)"IV6 )3 'ي у 

').IV 4 ئ 1)(3 ي 
1( )3.IV«(' 3ئ 
5)yl)(3yIV')Ä 

)،IV 4 *) )(ا3ي 
 8ئ1)(3ي1٧ذ
)"IV 5 ئ 1)(8 ي

Charabterlstisolie Zahlen

Verbandsymmetrie

اًإًا
а;

а!

a==r?&
)أ^:-ا
1 2' a η

-
а = 1' لأ
==أ،1ر8
8'1=Λ 

'69 = а 
 а =؛ 8 8'

:а

؛ ;ا!8إ'

؛إً==ا اًاة
ح 2 2،

إ ؛٤٠
 a r: لا 2، 8 8'
'88'22 = a
ًئا=ذ٠لآ٦ة‘

Cl-

:ب

;:
:إ

:ة

1' 2 7 8'
= 1'278'
= 1'2'78 
= 1' 2' 7 8 
= 1'2'7 8 
= 1'27'8 
= 1' 2 7' 8 
1' 2 7'8

ا' '1' ٦' ؟<٠
'8'7'2'1 
'8'7'2'1 = 

'88)77 = 
'8 8'7 7 = 
'8 8'7 7 =
= لآلآ'٦7'
 = لآلآ'7 7'
'7 7'2 2 =

Explicite
Symmetrie

::

ا

اًإ

'7 7'11
'٦٦'11
'7 7(11 

8'7'12 
8'7'12 
8 '7 '2 1
لآا٦'ة'

 ا2٠ 7' 8'
'8 '7 2 1 
'8 7'12 
'8 7'12 
'8 7 '2 1 

1278 
1278 
1278 

'2 2'11 
'2 2 '1 1 
'2 2'11 
'8 8'11 
'8 8'11 
'8 8'11

Typus 
I. Ordnung

IV'ي 2

3۶ΐν

ЗуІѴ'

5 у IV

إ

;ت

Sym-
inetrie-

art

Sym­
metrie-
gröese

8
88 '

leitun gs 
form

all

aal

1 а 1
aal

aal
all 
1 .1 
aal 
all 

aal

aal

aal
all 
1 ،، 1 
aal

aal
all

aal

aal

aal

1 а 1 
aal 

Ifli
а а 1

aal

lal
aal

lal
aal



Symbol 
des Systems

 12 ي IV 12(1؟.(
 12 ص IV 12(1؟(

12α (12 IV»(
14 )12 IV»(
15 )12 IV»(

 α 14 )12 و IV؟(
8)14al(12aIV 

 14α 1(14 IV؟(
5)15а(12۶ІѴ 

15al(!2aIV»( 
 а 1(15 IV 15؟(

)IV 12( )28؟(
 IV 17( 1^17؟(

 φ(28 1( )12و IV؟(
5)28)۶2)(12'^ІѴ 

 ж (12 IV 12؟(
28*)1)(12٠ІѴ»( 

у (17 I V 17؟(
٥)28*)1)(12πΐν 

)IV 14( )33؟(
-

 IV 17( 18؟(
 14ІѴ( 1^14؟(

 14jt(12۶'IV؟(
 12jtIV(1^14؟(

 15ж1(15ІѴ؟(
 π (12 ۶ IV 15؟(

 15гг(12ггІѴ؟(
 83 ئ 14α IV( )1؟(
 ϊ2)(15αΐν(33؟(

 χ (17?, IV 18؟(

٥)18^1)17χΐν 

 IV 18(1 ^18؟(

 33 د) гг IV 14( )2؟(

yl)(15jrIV(33؟(

(10) (1ІѴ),.

(11) (1IV)J 

12(1 IV)؟ 

13(1 IV).,. 

13(ΐΐν)ί

leitungs­
form

Sym­
metrie­

art

Sym­
metrie-
giOsse

№.. Typus
I. Ording

Charakteristische Zahlen

Explicite
Symmetrie Verbandsymmetrie

V. Hexagonale Sy и go nie.
all 12۶IV 159 α = 4812

12φ'ΐν 159 « = 26 10
all 12« IV 159 ٦ν'؛'٦' = α
all 14IV 159 α = ϊ؟١"№'
all 15 IV 159 α = 4' 8(12'all 20 14 «IV 1 458912 

13'5 7'9 11' 
12'5 6'9 10'

α = 2' 3' 6' 7'10'11'all α = 2'4 6'8 10' 12all α = 3'47'811'12.all 15« IV 1 2 5 6 9 10 a = s'4‘TSn‘U'all 13'57'911' а = 24'6 8'10 12'
all 1 4' 5 8' 9 12' а = 2 3' 6 7' 10 11'

17 IV α = 3711
17yIV 1 357 9 11 ،، = 2468 10 12

«11 1 458 9 12 а = 2367 10 11
a. 1 1

12'4іѴ 1 256 9 10 а==тт\2,all 159 а = 1' δ' 9'
17* IV 13'5 7'9 11' 11'9 7'5 3'1 = а

а=ѵ1 3579 11all لآ‘ى ٦٠ لأ٠ 14 11'5 5'9 9' α = 3 3'7 7'11 11'
18 IV 12'5 6'9 10' -

а = 2'3 6'7 ΙΟΊ 114'5 8'9 12'
12 1 35 79 11 

12'5 6'9 10'
а = 2' 4' 6' 8' 10' 12' 
re = 1' 2 6' 6 9' 10all 14πΐν

all 1 2569 10 
11'5 5'9 9'

а = 1' 2' 5' 6' 9' 10'all α = 2 2'6 6٠ 10 10'
all 15πΐν 14'5 8'9 12' а =1'4 5'8 9'12all 14589 12 

11'5 5'9 9'
re =1'4'5'8'9' 12'
α = 44'8 8'12 12'
،1 = 1'2 3 4'5'6 7 8'9' 10 

1112'
all 24 1 18 ن IV إ 1 2' 3' 4 5 6" 7' 

89 10'11'12
all 123'4'567'8'

9 10 11'12'
а =1'2'3 4 5'6'7 8 9' 10' 

11 12
24 12345678

9 10 1112
 'i'ة'4'؟د'؟د'1'ة'لأ'

'12 '11 '10re 1 1 24 i 11'33'5δ'77'
99(1111'

а = 2 2' 4 4' 6 6' 8 8' 10 10' 
12 12'

24 6 12'34'56'78'
9 10'11

а = 1'2 3'4 5'6 7'8 9'10 
11' 12rell 24 11'22'55'66'

9 9' 10 10'
re = 3 3' 4 4' 7 7' 8 8' 11 11' 

12 12'
а = 2 2' 3 3' 6 6' 7 7' 10 10'all 24 ٠" 1 11'44'55'88' 

99'12 12'

Tetraparalleloödersysteme III. Ordnung'.

12 IV а 9
،1' ة

1
а δ
a' لآ

1
ь б

9“ ٥٢

1
а 9

لآ'—لآ

3 а. δ
لآ٠ — لآ

؛٠٠
؛٠٠

a a, a' 
a' а. "а 

٢لل ٠ , a' 

a‘ ai а



Sym­
metrie-

Sym­
metrie- Typus

I. Ordnung
Charakteristische Zahlen

Symbolleitungs-
Explicite

Symmetrie
form art grösse Verbandsymmetrie des Systems

6 6'
I &'ة 6 1 12.ІѴ ъ 5 12 

b' ~ 4 9 ٥(ІѴ'*س (121
b V

لأ'هل 1 15 IV ъ ьхч' 
b' — 4' 9 IV 4( 14؟('

,؛11 I 17 1.Ѵ « 39
a' —5 11 )IV 3( )29;؟

؛11 17 IV XX 1 ة،
39 'а )IV 3( )30؟

 ٠ b اوا
6،ί ع 1 12ίϊΐν لأ لألأ'

الأ—لألأ٠ 12٠(1*ІѴ)،٥
V لأ 
1 '&ة 12 17*ІѴ XX'7 7' '11 11'55 ٥ 

'9 9 '3 3 '5 δ2)(1(*28؟*ΐν

'»إذ 1 18 IV 12'7 8' „ 3 4' 9 10'
«' - 5 6.1112' )IV 5( )34؛(

ذذة 18 IV 12'7 8' а 5 6'11 12'
—3 4'9θ )IV 6( )35؟

لأ ١اا
1&Τ 1 15 JIIV 11'8 8' ة 5 5'12 12'

V 44' 9 9' 14π(3^ΐν؛(٥

2*1)1 IW 
 10؛ UV( )2*(؛؛
 IV 1)(2(*1'،'(؛
 IV 1( )2(*1"*(؛

Λ(1(*1)(1ΐν٥ 
 IV 1( * 2'(؛‘
 1IV( 1 *2.(؛
 IV 1(1*3(؛
IV 1(1*3'(؛

fl IV(„ 3 -ر 
 IV 1)(1(*1؟.(؛

Λ(3*(1 ΐν٥ 

 IV 1(1 *2-(؛

 IV 1*(3'.'(؛

IV 1(1*2'.(؛

 IV 1*(3(؛
2( )1 IVg*(ا(* 

l(*2)(lIVg)Ä' 
...

2*1)1 ІѴз'.'(
Α"(K* 2) (1 ΐν٥ 

1 *) 2( )1 IVg'"*( 

S٠7٠)3*1(1 IV٠

لا = ٦'

Tetraparalleloöder IV. Ordnung. 

II. Monokline Syngonie.
2 *IV

٠٥7

'إ؛

 ١=؟

 لأ =7'
لأ = لآ

لأ = 7'

لأ = ة٠

а =7' 
а, == 7ل 

α==7r٦

لأ==7'
α=1

fl ' T
«' — f'

ί
,؛

&,

1ل'ه

а
а = 8٠

т

ΐ_

Г

т_

ًا .ر
3*ιν

11

14

23 إ

π.1ι٦

аЪХ
abl
abl
Й. 1 ة 
.?،1 
1 ίι с 
аЪ с 
а }) с 
ab с

ننج
 هؤ1
 ع .خ 1

 4ت

تهل٠
al·
alix
aliX
aliX
abx
Я ?> 1 

abl



ة73

Ab-
leitun g-s- 

form

Sym­
metrie­

art

-Sym إ

metiie-
grösse

.Ni إ ®Typu؛I. Ordnung إ Charakteristische Zahlen
Symbol 

des SystemsExplicite
Symmetrie Verbanclsymmetrie

-ة1

&ل7ل
لب

,
χΐνإ 3

1

؛-؛٠'-٠-٠-'

Β*1(1ΐν،)ί،7٠

1
1) T

g,)1( )2,؛ IV 1 ئ :
ъг\ سه٠

g,)؛,Szl(lIV
اب

اب
1

b
1ئ2)(11٢ه(ج,أ,

1 ١=لآ =ج
ζ2)(1ΐν(1,؟,؛(,

اب

aby 
ab ن 

aby 
ab 1 
ab 1 
all
؛”

5

5

4

4

29

30

؛؛

؛5

3χ”ΐν'

:

1 \٠تت٦ة٠ .لاتت

 а = ٦٠ لأ = لآ
а = ٦٠ b لآت

٦٠ = а==Й b
2 = й = 8' ъ
٦٠ = b لآت«
а == لآ ъ ت لآ

ة٠“لآ

IV 1(1*3,؟,؛(,

2( )1IV*'(', 1 ئ 
'٨,')1*)2)(ІІѴ 

.').2*1)1 IV
xW ANä۴لآ ٠ 

"2( )1 ΐν,')Λ1ئ
2( )1 IV.(',ئا 

,g')3؛zl(ll٢a

؛٥1 4 1 لآ = ة لأ = لآ ,g,')3,؛ z 1 (1 IV
il· b _٦٠

Hx 2) (1IV(',؟؛,
f

t

٠;؛؛'

4 1 ، ٦٠ V
8 '،■ 2٠ ٠; IV 1(8،1,?؛(',

4 I
b ٦٠

٠r)؟lfca)(liv٠٠

4 1 ѵ=٥ ١٠لآ

٠١_'٠'Й آ ٦٠

,g,')1( )2,؛ IV 1 ئ
‘ ζ2)(1ΐν(1:؛(',8,

ة٠

(14) (1 ІѴ)٥ 
(14) (1٠.
(3)(lIV)ft
(ЗНПУУ،'
(2)(1ΐν)Λ

٠لآ١سا١!ء'

g,)1( )4,؛ lV( 

g,)1( )5(,؛ IV 

IV 1( )2(,؛(7

)2( )لا٢ً(ا8إ

 )1ІѴ( )4؛(8،

)liv( )4؟,؛(

III- Rhombische Syngonie.

a لآت

«لآت

а ات

 а ت 8'
'2 = а 
'8 = а 
'2 а
 ί“8؛
'2 « 

α؛1
ъ لآ
٦ “ .b
 b ى
٠٦٠ ... 'b 
 b _لآ
٠٦“'b 
 b لآ
٦ 'b

إ

«δΐ 5 IV
«δΐ
abv
Я&1
abv
abv
ل!ة

pH؛

لتةا

ةل7ل

إؤه
٠٠ 12'



Ab-
leitungs-

Sym- Sym- Typus
I. Ordnung

Charakteristische Zahlen
Symbolmetrie- metrie- Explieite

Symmetrieform art grosse Verbandsymmetrie des Systems

ab 1 1 2φ' IV 1 a = ٦  ψ 4, (1IV(1،'(؛
φ 4) (1IVab X( 1'*(؛ a==l

ah 1 1, = ؛1 2a — 8 و3)ا IV*(؛ у 3(1 IV 2'*(؛
ab 1 a==‘l ==ة8 1(<ρ S) (1 IVal*

1.1all X ل٢س a = 8 
b _ لأ٠

b == ،؟
4ل

2φ5(1 IV؟،؛ 7
لأ ٦

11)71 Гв 2لو6)11ا7ً(ا8
l؛n 1 1=لآ 3تو IV 1(3؛(؛ 8
4ا 1 6' 2

ίί == 8 3 دج ІѴ٥ 1( 3؛(7
nol IV3<؟ a تتن 8' ІѴз١л و, 4(1 2
а 1)1 а : 8ا IV 1(3^2*(؛

X اا ،آ b = %' ليا IV 1( )2*(؛
all X ١, 1 (φ 1) (1 IVg)*
1,11) X а —8 φ 4) (1 IV( 1*(؛

δ = 8' 1(ψ 4)(1 ІѴз)٥'
؛11

s—ح 3φ2(1 IV^-g,

؛6 1 1 .٠αΊ> ъ ت ,g)1( 1 '۶ 3,'؛ IVg

4ا
1 7 = تة ψ{1 3)(س8١ة8'

لا;؛لآ
π ,IVaigg ةىا) (1

a'bx 3^IV' ه=لآ' Λ('4 (1 ΐν2 ,.؟ ٥ηδ 1 ا=, لآ' ')'.lIVs2^3؛
all X X, = ٠)-' ')*1 )۶ 2( )1 ІѴ٥ 

φ 1) (1 IVη 6 1( 1*('؛ 1==ة
a'bx η=2 1(ψ 4)(l[Vg')*

abx'*(ІѴ7ي4) (1)1 η = 2
؛٠٠

ل"بة2ت 3*2)1 1٢ا'ط

؛٥٠
7؛، — 7“ ة٠ = 2 3لو'IVj 1(1'؛('٠2،

ل6لا 6 2 1 (ψ 3)(1 IVg-gg,

)،لتة 1
r r
V ‘غ‘ ۶δ1ΐν(1؛{'*8>

5*IV α==ν٦ 6 = 2'8 XX Ѵ/ХНЫТ)'1 
η 6 1'*(UV) (اي 14 - -- b =؟؛؟؛'<

«. 6 1 ؛ η = 2'8 ا١ = 1.1 3 (/ 4) (1ЛГΙΥ)/،
д 6 1 а-ى 2 8 6 = 1'7 Λ'ηδΐ(Ιπΐν) (ي34 а = 2'8 6 = 28' 6)δ) (HV 2 ى 

 2β=28ى 5(1ء-- IV'؛'(
а ى- Χ'Ι'

6 = 2'8η٥1 لأ = ؟لآ<‘ .''(IV ي 4) (2 2
η 6 1*(IV اى) (2 2 а = 1'1ا

а —- 2'8 b = x'٦' )*3 )2 IV 4 زηδΐ а - 2'8' ة = 28 )"2 )2 IV 4 ز
« = 28 b = x'٦'

لأ = لآ*ة٠
)*2 IV( ة) 2 ىabx а ا 2 8 )*6( )2 IV 2 ئ

؛11 а 1'٦'
7' ---- 'ة8' δ 2) 1 د ІѴ)І2"



Symbol 
des Systems

 4у2(2І.Ѵ.؛(2،

2( )3 ΐν)Α 8 ئ 
2 )у 2) (3 IV)/(

Λ(3 (y 4> (3 ΙΛ٢ 
3)у4)(3 IV'،/( 
14)y2)(3IV)A 

"‘)/3)у 4) (3 IV 
 3ئIV 3( )3؛(٢,

 4 ئ 3IV( )2؛(7.
3)у2)(3 ΐν')Α 
2 )z 2) (3ΐν')Λ 

З(у4) (3 IV/('‘ 
МУЛШІЧ'Ѵ 

3 IV/('‘( ة) 14 ئ 
"‘')/3 )z 4) (3 IV 

 3ئIV 3( )3؛(' 2'

 4ئ 3IV( )2؛('‘,.

‘)/14)yl)(lyIV 
1( )ly IV/(‘' 14 ئ 

3 )z 2) (1у1Ѵ)Л 
'‘)/З(у2) OylV 

‘)/2( )ly IV 2 ئ 
2( )ly IV'*/(2 ئ 

 у 1) (1 χ IV( 2؛( 7

g)2؛ )у 1) (ly IV 

 3ئly IV( )2؛(و

g )3؛ )у 2) (ly IV 

Я (у 2) (1 у' IV*(
2 )у 4) (1 y' IV'/(

.. .. . 
14)yl)(ly'IV/(‘' 
2 )у 3) (ly' IV/(‘ 
3)yl)(iy'IV)A 

g,)4,؛)yl)(ly'IV 

 yl)(ly'IV(5.؛(2,

2)у 2) (ly'IV)g- 

 У 1)(1 y'IV( 4؛( 2'

З(у2) (ly'IV')A 
2)y4)(ly'IV')A 
14 )у 1) (ly. IV/('‘ 
14 )y l)(ly IV/('‘.
2 )y 3)(1 y'IV/('‘

‘')/3 )у 1)(1 y'IV

Cbaraliteristis.be Zahlen

Verbandsymmetrie
Explicite

Symmetrie

V ١

a — ةلأ٠
a - ا'لآ b = ٦ ة*
٠ا“1'لآ b = ٦'s

α=٦8' b = ا'لآ
0■ : ٦ b' b = ٦'8

α = 7'8 b —- A‘i
α==٦'8 

b Τ8
b' — ٦ 8' 
b' ٦'8

٦8٠ = 1١

b — Тй fl = 1'2
0 = 1'8 b = ة'٦

ه = 18 1ل = لآ٦‘
اء=لآ'٦ ة = 1'8
ح=لةل٦ 1 = لآ٦ا

Ъ = 1‘80 = ة٦٠
 ه = لآ٦‘

1١ لآ ٦٠
لآ—

V لآ٦'

b==i'٦

& ~~ ¥ا а = 1' 8
α = ٦٦' ل< = لآلآ'

α=٦٦' 7ر = 8 8'
،أ = لآلآ' b = ٦٦' 

b = ٦٦'« = 8 8'
ة = للآلآ Ъ = 8Й

'8 8 = β
У‘لآ b 

 لآ—لآ٦'

 І1 ةة٠
'٦٦— 'b

ا< لآلآ

b = n'

لآ- ٦٠٦'

h 8 8'
я = 8 8'

b'— ϊτ а = 22'
ه = ة'٦ا آا = ة٦
٢ا = لآ٠اً' b = 1٠ة٠

ع = لآ٦ b = لآ'٦ا
27 = ٠ - -ب

а = 1'й 1< = لا٦٠
о. = 1'Й 

а لآ'٦ا  
a'— YS' 
а لآ'٦ '

؛ا = لآ٦

Υβلآ٠—٠ 
 b لآ٦

 '(! — لآ'٦'
b ة٦

لأ = لآ٦

&'٠ —2.7، а = 1٠ة٠
а = ٦'й 
α = ٦'8٠

b=٦8
b = l'i٠

a = 78 b = ٦‘8'
α = ٦Β

ا. = 1الأ'
1( = 1الآا

b = T&٠
ا=1"لا b = ٦8

17; 

1 2'

إ 2'

؛؛ا
'ً18

!؛؛;

I

11'

li;

1؛

ًاًا

Typus 
I. OrdnungNr-

I Sym ؛
metri ؛ ؛- metrie­
grösse

Sy IV14

20 
21 j

22 إ

i ؛؛  ؛إ ؛
28 

I ًاًا 

36

39

ًاًا

46

47

50

54

8

Sym■
metrie

art

Ab-
leitungs­

form

ijbl 
”'a bl 

abl 
ab 1 
ab 1 
ab 1 
abl

4ل
4ا

ft, bl 
ab 1 
abl 
ab 1 
ab 1 
abl
اةا

“لته

ab 1 
ab 1 
abl 
а & 1 
a&l 
abl

ل:إع

a b? ل
a&l 
ab 1 
abl 
abl 
all 1 
abl

لهج

لتهت

Я&1
abl 
abl 
abl 

fl 7| 1



Sym- Sym-
Nr. Typus

I. Ordnung

Charakteristische Zahlen
Symbol 

des Systemsleitungs­
form

metrie­
art

metrie­
grOsse Explicite

Symmetrie Verbandsymmetrie

<ة٠ δ у IV
a \ ٠بلآ  
(Γ VS 4ئ1)(1ر'1٣,؛(أ,

&ج1 £-ة ها٠ا у 11(1 VIVO( 5„,؛

1&7І ъ 18
V — 1‘8' 2ئѴ 1/1( )2؛('7٠

4ا ة = ًؤا ٠ = ة'ا'
......

 14ccl(12IV,؛؛(3,

15 а 1(12 щи, 

 12ІѴ)(1(*28,؛(3,

)33( )12 ,.لآل

 л 1(12 IV 14؛( "2،

15π1(12ΐν,؛(4,

 88ى3){12ج1٢؛(١،

33 )حذ1)(12لو IV؛('2'

2'6'10'

3'7'11'
4'8'12'
3'7'11'
1'δ' 9' 
з'7'll'
2'6'10'

4'ة'12'
'10'6'2

'9'5'1
4'8'12'
1'δ' 9'
1'2'5'6'9'10' 
3'4'7'8'11'12' 
1'4'5'8' 9' 12' 
2'3'6'7'10'11'

V. Hexagonale Syngonie.

٠'

ä‘

а'

а'

«'

اازاً 14« IV 159

ج11 12 15« IV 159

ج11 17* IV 159

؛٠٠ 1. 18 IV 1 5 9

؛٠٠ 1 14яІѴ 159

؛٠٠ 15 я IV 159

؛٠٠ 1 18 *IV 1 2569 10

؛11 1 458 9 12

TetraparalleloSdersysteme VI. Ordnung.

1)1 IV( 12 س 

14)1 IV(

 IV 1( )26(؛(

)1IV( )27؛(

)HV( )12؛(

)1ІѴ( )13؛(

)1IV( )31؛(

)1IV( )32؛(

)12 я (1 IV

17 1 12۶ІѴ 1 b' لأ
,5 IV а. = 8' 'ةً اًا

а 4' 
а‘ “ 12' 
а 12'
сГЧ.

14 IV а 8'

I 19 а 2'
сГ 8'

17 IV 1
« 11 
<г і

1
а 3

0؛ - 11

л IV 12صة3



Ab- Sym- Sym- Typus
I. Ordnung

Charakteristische Zahlen
Symbolleitungs- Nr.metrie- Bxplicite

Symmetrieform art grosse
Verbandsymmetrie des Systems

؛11 14ІѴ '4 3 ٠
a'— 11 12' )IV 3( )36؛(

لاج 2 Я 1112'
٠' 3 4' )IV 3( )37؛(

؛11 15 IV « 3 10'
— 6' 11 )IV 3( )36؛('

Ci'ъ &' 

t

a 6'11
«' 3 10' )TV 3( )37؛('

1' 15 «IV ٠ = 'ا8 جا؛=ة0' 14π1(3 IV')

TetraparalleloSdersysteme VIII. Ordnung.

لهق 5ζΐν ѣ=1 تته2 3 ئ I ІѴ( )4،*؛(8،

-؛٠٠ 1 ы = ق 3ئІѴ 1)(4؛؛(8-

؛61 ١'٠ل χ1)(1ΐν(14،,،؛(

؛61 1 и ٥ = ٥ 14(zD(lIV)?:7.

ج٠6ا ?-؛ ,-، z4)(lIV(3؛(7

bl.؛ ?-؛ ٠'- 1ІѴ)(4(*3،؛(8،

bl؛ 7 и Μ٠ 2 ئ δ) (1 ІѴ؛(7

؛61 8 ء-ة ٠'له χ5)(1ΐν(2،؛(8،

9 1 ؛؛-؛ ٥٠, 1ІѴ)(2(*3،'؛(2،

؛6 1 JO 1 1 = Ъ س = ه، ,g)1( )2,'؛ IV 3 ئ

؛61 ؛ا = لآ ١ = ة 2)رІѴ 1)(2،'؛(2,

؛61 1 ؛=؛ 6=2 2 ئ ІѴ 1( )2،؛(8،

a 6? ل ٠'عت 'اً--ة r 4) fl IV( 2„؛(

4ا ٠٠ 1 -م-ة 2 ئIV 1)(4؛(8،

s 8 لآم ١م٦ج (هئة )1IV؛(8'

4ت 8 1 لأم ١أ٠لآ٠
2ةلأ)(ІѴ 1،؛(7

٠ج7ا 1 ٠٠!' fr 14 ئ IV 1)(1،,'؛(

اؤه 1 α==ν ؤ=ة g)1)(1,؛ IV 14 ئ

4ل 1 قته ة=ة g)14،؛fe2)(lIV

Abb. d. II. CI. d. k. Ak. d. Viss. X X. Bd. II. A) th.



Sym- Sym- Typus
I. Ordnung

Charakteristische Zahlen
Symbol 

des Systemsleitungs­
form

metrie­
art

metrie­
grösse

Nr. Expli eite 
Symmetrie Verbandsymmetrie

4 1 IV حرة ،*== 8 b ٦'
٠ 2 14ئIV 1)(2؛( 7،

4ل ΐ لأ
Гт

14 ئ IV 1)(1,؛(7ا

4ل
b ;٠

b' ٦' ,g)14,؛)zllIV

4 1 23 a == لآ لأ ٦'
٥Ί 2ئ6)(11٣،؛(8'

а — 8'
T لأ 
Γ لآ 2 ئ 1IV( )6,,,؛(

4ا 1 α = 2 b. “ه‘ 1٠ئIV 1)(2؛( 8،

.اؤ a = s V 1. ا4ئIV 1)(2؛( 2,

4ل
'،'<، ل٠: 8? 2ئ5)(11٢إجل٠

4ل 1 а —6'
لأ ة

لأ' ة٠
ئق1IV( )6؛(2'

4ل 8 1 СЕ = 2 لأ' = ٦ل
2 ئ δ) (1IV,,؛(

“ؤ1 1 я = 8 ν~|٠ν 2ئ1ІѴ( )5,,'؛(

*، خ7 1 1 а == 2'
لأ ٦

"Гт 3ئ3)(1ا,,؛

٠٥٠ ل а = 8' Гт 1IV( )3(^3,,'؛(

api آ٠' - ٦
2لائ )1IV,؛(

α\, 1 1 Γ7 2 ئ 1ІѴ)(1؛(8

4ا 8 а = 2' لأ ٦ 4؛3ئІѴ 1)(3؛(8
1 а == 8،

 -لأ ٦
2— 3ئIV 1)(3,؛(

Tetraparalleloödersysteme XII. Ordnung'.

 )IV .1)36؛(

)1ІѴ( )37؛(
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sammen

Symbol
g ج٠و  Symmorphe Systeme Systems ٠ 7

٢". Die Gleichungen der regelmässigen Punktsysteme im Raume.

Asymmorphe Systeme تجي Hemisymmorphe Systeme تف

I" Trikline Syngonie.

1. Hemipinakoi'dale Symmetrieart o == b■ .? — c; V == d)

' +Λθ’+Λι keine keine

2' Pioafcoldale Symmetrieart Gy m fb; ٠;،ماع لىسإي„٠

.ئ +1, ب د0 , +لد

W.أه »آ»جا٦٠

II- Monokline Syngonie.
3' Hemiprismatisch-aiiale (spbenoidisehe) Symmetrieart {y == b: 0

2- ر+٠, لب٠ا.;ب,keine<قا + اًذ٠, ,دا

3ايا+- ههلب؛ + عد

٢у 4. Hemiprismatisoh-axenl.se (domatisohe) Symmetrieart;؛،». ليه٠; .٠٠

 -R دا٠, ودا lzi. ,دا + د٠ا باًإا
·'*! ٠ب٠ا"قمل ل+٢اؤ د؛ 1*1 +۶ا؛ ,|?ل+ ؛

keine
ؤب

Eliomhoprismatische Symmetrieart '5 )۶٠٣؛إ ٥:

,Ы- ق+ ٠،)٠,،.+.( ,.دب .И- +2. لا،. .ل,+Η +لأ٠.ل

11,2.( + ٠,؛ +ζ,°؛ ,ر؛

 2·* -ذا اهذا د+٠ا 2*1. ,دا + د٠ا + 7ؤ

_3اق+ا+ل ،د؛ 3*1. + قد٠هجد+٠ + *ؤ

III. Rhombische Syngonie.

SphenoSdrische Symmetrieart ■6 )۶ = «ا؛إ ==،٠٠,٠؛ ا»تلآ+دىع٠

)2.( ,دا ؤة+,ؤ^ا

)3.( +٠ق٠ د؛٠ا ودب

)اا4+-4+4°٠

)5,ؤا+,؛ذأ+ا)؛.د ؤى
ا)4ل٠ ،ا}+اقبأ+ + ,ه خلآ+

keine4- ,د؛ دا0, ادر 

 5. ,دا +2٠,ؤ' ل+ؤ?

 ■» + اقد +هد٠+هئ
7. ,إدب +?)+٠؛(٠

+ ٠ؤ
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7. Rbombopyramidale Symmetrieart (لآ = ъ·, г = ■пѵс ١دأ==جللص١.

2y. + Λ, + 7.1 + ا0أ 2ιρ1. 7.1 + .,я؛,+у + Kyl). t +7-0؛ +7ا

2φ2. + Я, +yf, +7ا 1(у2). + ." 2 ؛ ب 7ا> ؛ ب у ؤ

2уЗ.
+ y,؛ + у؛0, + 7ا

КуЗ). +' لال2اع+لئ'ج+ل

2φ4.
+ у+,؛у -؛?+,?)؛

1(у4). +
٠بؤج+.ف٠ؤا

2φ5.
+ y-'+7+'؟؛y؛

1(у 5). + ؛-٠' ؛-
2 +٠ +7ق'ئبلؤأئبا

2<ρ'ΐ.
+ у|+4,+і|

3φ. + ئ١ل.د+لبؤأئ+,ؤ
ΖφΙ. + ل7'لق قل)+١+9,ق+ + 7ا

3<ρ2. |у + +؛'؛ ,|لبل, +

8س٠ +F,؛
3.ل'و + І.І + ئ)٠ؤ(ج+٠ + F؛

3 + 2-
+ (і+у)^+4°,+4

ا؛؟ق·" + ،ل٦ي , ,؟ق(ج+لئ)+ Зу"1.
+ )2)+ا؛(ذو+س2+?2ى

+ رى2ا + + )+خ2ج + إ(ي

8. Rbombobipyrainiilale Symmetrieai't (у — nh+zbj г = пѵс] V == м®+'،й).

+ +ل-د7,ؤ، ؤع+

Γ> +(7i + z)f؛Α+،7ا+

 Я+, )ب7بع؛(/0ل + )7+،4ل

 +.؛*+٠+.؛٠؛
 + ,؛* №+ + ؛&+,؛(*

+ لب )+·Α + Ζ,؛(؛(*+№+

+ ائلأ ا 7-0, +7-1

+ ٠2ل د+0ا + Ζ 2ل

+ ٠+,؛٢2ه+,7-1

+ ٠؛؛ + '؟؛* +ا2

ب٠ق٠ + ¥*٠¥*+

+ ,جرأ ا#-أئب +أئ)ب2ئا(
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6ئ1.( +ص+لآ(إ +ؤر٠ +د'ؤ
50؛ 2·( بأ№+٠ق(٠ + *)’,؛(*+ -ل|لدب

ا4ائ■( ئ»ب. ح)ب-ا-٠+,؛(٠؛

ا4ة2.( لب٠ع٠اابم)+(ؤ٠

+ لا) + ؤك

Hemisymmorphe Systeme
Symbol

des
Systems

Symbol
d۶s Symmorpbe Systeme 

Systems

IV. Tetragonale Syng-onie.
9· T e t r & g 0 B a 1 - p'y r a m i d a ل e Symmetrieart 0=4; ءجآهلآ٠; '؛تإلآ٠لب(ا  

8· + ل،ر;+٠0٠)،;+ا  keine (6). ب٠اي  -Mo, ·Η

(15). ®"ث+<د0عبل0

)16.( اب ,غ ب،;٠, + حل0

.. .

٠. ؛^'+٠+ؤص٠ + د١ؤ

10. Ditetragonal-pyramidale Symmetrieart 0=4; ت ي  ; У[ т ь\{пѴ).

8۶+.ا۶ة-٠ ،ر+0ا د+0,؛, υ4.0+ .(اج)6

ة ج 2■ + ,،; +ؤج< ؤ.لب

ة ·ج <-ر+ ،رب0ا اد+

 6)و2.( + ,؛(.+») 4-0, ؛ر٠

9٢Λ + *ؤصة٠*+ؤ ق تج 8· + ,؛ي + ؛.٠, +ؤا٠ 6.)3.( .. ر,,ليى ٣’

F+( .9.1^-(.++4“, <+ا| 6.)4.( ب٠إ٠|جب+اثلج0

 ا7)لاج٠ )+2بمل٠ثل٠هب,ب)ا?4ل٠(,ؤ

17.) 2.( )ا2۶ا2.لآا^),؛(لآ٠

ئ)ب’جلب(ا~ ٠ 12

Tetragonal-sphenoSdrisobe Symmetrieart . {у == fb\ у0 == i .11 ; لآل — بإب،:خ.

0 beine keine'2ءد٠ +د< ؛د-0 , +ز
٥٠. + د٠ق٠ا--د٠ؤ٠+ؤمد 9
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12. Tetragonal-bipyramidale Symmetrieart [y == nz b; yQ == &٠; Уг = اة,اب )·

.я ؛ ,λ6 ئ 1.( + بأ ؛ , + ٠ 

 6 *)2.( + ,؛» +4 + 4

17 ئ 1.( + )2ء+١(.ؤ+,4ه, + (*++)ؤ 6

8*. +Я, +;1*8 0 ٠, +ع . + Я, +4 + 4

9χ. ؛۶,؛ + 4٠ +4

13. Tetragonal-trapezogdrische Symmetrieart (> :» ٠;؛ لآ0=ة; رة==إلآ٠٠ع ).

10. + я, +Я0, +Я. keine (7). + Я, ب Ti ذ١, ب7ل—؛

11. +4+4+4" (8)- +« ؛٠ +ر،٠ا +ر،ه

)18.( + № + ا؛(لأ اؤا+ +7ؤ،

.U. (20) (19)اا±4٠رل٠0ل د+0

)21.( + )2+أد٠إ-(٠ +4+4

)23( .لا )24.( ±4 + 7اؤء + 4

14. Tetragonal-skalenoSdriscbe Symmetrieart (у = пяЪ\ уа:Ълі ا/ل=أ_؛يعأ )·

45. + я, +я٠, +я٥

Η+4.+4 ■ده

65. +4+4+4"

4'ة1. + <قق + د0: ر+٠ه +δ\γ + Я, +5اؤ + فل

651. + ؛د٠+4+4٠ 2(52). + ؛»٠ + ؤد + ٠ؤل

5 5 2. +ι٠+(ί4-4>+4 5(51). + اإئق + 7.0, + ؤو

553. +'ل)+ا؛ة+5اؤ( +4

هق+ل)+++)+٠(ؤ?؛+,هئ

bipyramidale Symmetrieart (,ушп’ دا٢7. 1( ٠٦ لأ٠-دآ٩ل٠١ لأ-ل  — Ъф,\

10*1. я0+ ,ة* + ٠, +د 7(*1). ++ + 7،اؤ + 7،ؤ

10*2. + Λ,+*f, +*" 7(*2). + ع)+اع*+ؤل. (*+،/)+

10*3. + Гд,+4+4 7(*3). +4،+ؤ,ب،ؤ

11*1. + (++ζ)|++|, +і| 7(* 4). )7ί+ζ+( لهق)4 + )74ا+

8(*1). دأ٠لإئ +د0ا +  + Я.

10*. + я, +я٥, +Я.



V. Hexagonale Syngoaie.

16. Trigonal-pyramidale Symmetrieart ( آه==لآ لآ0 == ; لإه=للآ4ا  i).

12- +;0 ٠, يب0ل+ا  
13. +і| + هل +ρλξ

17. Ditrigonal-pyramidale Symmetrieart ( آه==لآ لآ0==ه;„ لآ و  == Vf٠n0 ؟٠

٩٨٠, ٩٨٠ ,Λ| .<?؛،!  120 وو1. + ,؛,? ذ+0, اب

ا8لج. +2, ب *ه + ه ٠.!' لقا؟ب+ؤل, بتب٦ؤ

13?,. +)|+4’+4° 13*1■ +4+ ةس’ؤاإ+’ؤر+

18. RhoinboSdriscbe Symmetrieart [ymfb\ y=f b„·, الآ ت  re. ίί٠ + χ).

12α. دب ,ؤب ؤب,  beine keine

؛د٠’؛,؛تد'ؤ, +ر'ؤ .»13

19. Trigonal-trapezogdriscbe Symmetrieart (لآ = re* آه لآ0=آلاه ==تلآ لبلأه ،/،)

keine (12) а. (13).

12.,? ؛1, !؛٠, +1٠

і* + ,ا؛أ± هؤا،قب

.Л (26)±١أ؛ل د0ا U. (27).

 14. عب٠ ل+هلب٠ه

15. +1, +د-0, +ر.0

F+ .16,؛ ب,°|(?)بب4°
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20. Hexagonai-skaienog (Irische Symmetrieart ى = и“+'і 6;

keine.4 + إ؛٠+هثم« +
я٠+ ,2؛» +٠, +

.+۶؛ + “ؤ+إ’؛٠’+۶ؤ

lio. ب2ل  +і|°, +14.1 ؤلئ. 

15 α. ~\~λ, 15 0 -رب0ل 4~ي  а 1.

لبهل4٠’لب4ه 1٥٠1+ .»16 .

).Ί-4Ϊ——االأ٠لألل١ل٠١ الأ
+لآ؛-؛ +2٠, +20

'±ربأخلا،0ربل-0
±لآ؛ل + 2٠ا + 2٠

21. Hexagonai-pyramidale Symmetrieart ( لآ = اًلع  

1'7. +!,+;: ٠, ه-د+  keine (28).

(29) и. (30). 

(31) ϊ. (32).

22. CihexagonaJ-pyramidale Symmetrieart 0==ί>; لآ0 = ة٠; لآ١ == (صبة٠  

17у. +2, + 2٠, +2٥ 17φ11 + .(1 ٠ ؟+لذ + -د0ا ب2٠ 28ً)ما ’|,+я0, я0

28( لو2.( ب )٠ + ؟٠ ) j, +204 0، ا د-ا-

28. Trigonal-bipyramidale Symmetrieart 0 لةلا:خ 3ا  = δ.π; < ا! = ابة ).
اه.دا ؛ذ-ه ,2+ .®12  keine keine 1

24. .H e X a g 0 n а I - b i p y r a m i tl а 1 e Symmetrieart (у — пх ъ; у о == ٥٠ ١  2 اا ت لة٠اب )·

17X· +2, + 2٠, +/.(, keine 282 0 ئ1.( ب4 ؛د.اه اا

2&. HexagonaJ-trа,آلezoö(Irische Symmetrieart (у == nhb-, у0 == i; لاأ:ع٠عب؛ ),

,-؛ ;+٠٠ r؛ .keine (33) я٠ + ,я٠ ا ,2+ .19 , t я.

(34) и. (35). + Cg-> + я٥, +я٠

(36) и. (37). ألآب ا,  я6 -٠, ه.ذ-ا

26. Dit 1'igo II aJ -1) ؛pyramidale Symmetrieart (у == ft"/‘ ъ ; у о == і ؛ у٠ 1 ضبة٠)
14®. +я, ب-F t, 14 °4اπ1. ة„ا, ؛+’,؟؛ ق-للب  keine

15®. +я, +2.І +я٠ 15®1. +®-؛,+Я ٠؛, Я٥ 4

27. Dihexagonal-bipyramidale Symmetrieart о == и'،+г Ζι; Уо = 6٧; у1 == ٥٠4-„،і).
Я», +Я4 + .1 ا ,2+ .*18 ا8ر  ٠ + До, ب2٠ 33ئ1.( <ؤ:ا؛ ؛ я ٠١ ؛ я.

4 ٠.;+ ,i +20 (؛/+؛،)+ .(2^)33
21 ' ίο -5 1ةΪΓ
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٠); ،fb..٩٠٥٠..؛،. ،،٠٠؛; ٩ ٠( Symmetrieart 

)ίΗ-Η+( ).22'٠-(؛ )؛F؛Ä,؛(.
)؛د+'،ؤلآ

';h-|- +?،22.( №+ + ٠,؛( ,؛(

28. TetartoSdrische

دبل ب 2, دب .19

20. +F± +lj, بب|

٠ -٠الا .21

*'ة — ربسإ »0+2,(
OoDodekaSdriscbe Symmetrieart ~ اا"صه ؛؛،٠; وته == ا+لار ;

22 ئ 1.( ؛ د)’(لابحب )+,|i+Zt+z( ,؛

)|٠y+i( +

25 .(اي) )بلذ(لا+،ا)ب7|»باإسبأ

19ء +2 د+,د+ 19*1. ب4’+4بل4

20د٠ ,|بب |بب,ا<+

2]ل لب1أئ)ب'+بة(ه٠ي 21*1. )+۶)+,؛ك+۶+٠+(؛(٠؛

SymmetrieartTetragdrische)٩ — »ي 0؛о ؛ *η" Я.+Н == 5.1 ;٩ =ص«+٠ ٠٠دد٠

22)51.( ,-.3,, ن

+ (خ؛اد) +؛5)+,؛ο+۶؛؛(5؛

195. ااب ,د) ;+٠ 1951. +5اؤ ؤه؛٠ عج.

205. +7|بب,|?ب,|'?

2،لب-هل١ق٠*)ب٠ب٠ب,ق(٠ة 2151. بير)+5)+ة(۶+٠+.؛( ؛ج

).2 == n'Z+k+v α0+2ηα٩ — «٠+ه ®ه+٠٠ى ; تع

،ج ·؛ بيال+ةع٠+قي
)38.( ؛ب2د١—)ب,ة-(؛ا،2بل2٠إخ(ق_

)ب2ل(قاة

І 39.( )ب2بمل2غ—|(ي٠ )ب2مل—دق(

)ب2ئ١ب2لآ —لل(ع

)40.( )+2٠ —٠,؛ )ب2،٠ب2ح —ى(ل,

+ )21إ —d؛(

2 h—d( -2+لآ2٨ —ا؛(ق )ب+( (،!).
2٠r_iZ( +؛( 8

31. Gyrogdrische Symmetricart (χ0 == nHd α0\

keiae22, ,دب دب. —f—Λ

 23. أ؛ص+ لف?+ |?ب

24. + د١ت٠ ب?)+٠ئ(٠

.d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XX. Bd. II. Akth ·لألأد



Asymmorpb. Systeme ünLü

ة86

Symbol Symbol Symbol
des Symmorphe Systeme des Heinisymmorpbe Systeme des

Systems Systems Systems

Oktaedrische Symmetrieart (#0 — nA+d+z .32 ;» ; ،£؛ ؛،+*»== ;.ع; X == n'i+h+v بي2.(عهل

22z. H+;٠,+;، 22*1. tz ؛,fz 1’ ■ha 9 (*11. +4+4+4

23z· +4'+4+і| 9(ζ21. +(rf+z)a+(Λ+Ζ)3

1. 24*1. + (۶+Ζ) j,
+ №-+٠)(. ؤد*+ع)+

+٠■؛ + .Ϊ 38(*11. 3 )ب2أل٠صبع--  

+ (3 ل١+2ج  i+*)f,

38 (*2).

+ )2٠ق- + ؛(*

,2F—d-z)j( ب

+ (2Fj-2G--d+x)~,

39 (* 1).

 + )2D_d+*l؛

+ )2؛+2ft-dl,؛

+ )2F-\-2χ — d( ال

+ )2+أئ2<ا —؛4

16 36
103 230

67. Vergleichen wir die Jetzt insgesammt erhaltenen Resultate, welche alle, Hauptpunkte 
besitzenden, regelmässigen Punktsysteme umfassen müssen, mit den früher aufgestellten Punkt­
Systemen (in der Anzahl 230), so finden wir, dass .jetzt alle diese Systeuje vertreten sind 
mit Ausnalime der als (40) und (41) bezeichnten Systeme, welche beide der gyrogdrischen 
Symmetrieart entsprechen (deren Symmetriegrösse also 24 ist). Der Beweis dafür, dass diese 
Systeme wirklich keine Hauptpunkte besitzen, ist in dem vorhergehenden Ableitungsgange 
entlialten. Würden diese Systeme Hauptpunkte enthalten, so entsprächen ilmen somit etwaige 
reguläre Paralleloädersysteme, und hätten wir- daraus das-Vorhandensein anderer Systeme, 
und zwar der tetragonalen Syngonie (13. Symmetrieart) bewiesen, welclre von jenen durch 
die Abwesenlieit der З-zähligen Symmetrie- und Schraubenaxen und natürlich auch einer 
Anzahl resultirender Symmetrieelemente unterschieden werden. Solche Parallelogdersysteme 
würden höchstens VIII. Ordnung gewesen sein und die Einführung der 3-zähhgen Symmetrie- 
eleiuente zugelassen haben. Da aber unter den Systemen der 13. Symmetrieart solclie Systeme 
niclit vorhanden sind, so entsprechen auch den Systemen (40) und (41) keine ParalleloCder- 
Systeme.

Kraft der in § 19 entwickelten Betrachtungen müssen wir nun die liierzu gehörenden 
regulären Raumtheilungen als aus einer Anzalrl Parallelogder bestehend auffassen. Diese 
Frage muss besonders besprochen werden.



Jene beiden Systeme können als ein einziger Fall besprochen werden, da dieselben 
im Grunde genommen gleichartig sind, und eines davon durch Spiegelung aus dem anderen 
sicli ableiten lässt.

, Aus den Gleichungen dieser Systeme lässt sich der Beweis erbringen, dass in denselben 
die 3-zä٠hligen Symmetrieaxen mit den 2-zäh!igen Symmetrieaxen z zum Sclinitt kommen. 
Ein solclier Schnittpunkt für das System (40) lässt sich z. B. durcli die Coordinatengrössen 

■% ؛0= — -ؤ, ==عبح— ئ٠ا تح2==—- ق  bestimmen. Fuhren wir diese Coordinatengrössen in die 

betreffenden Gleichungen ein, so reducirt siel.1 eine Gesammtheit von 24 Punkten verschiedener 
Bage in eine Gesammtheit von nur 4 Punkten. Dasselbe gelrt nocli ersichtlicher aus dem 
entsprechenden Diagramm hervor. Diese Punkte sind also die trigonaltrapezoSdrischen 
Symmetriecentra, d. li. Punkte, in welchen eine 8-zählige Symmetrieaxe siclr mit di'ei dazu 
senkrechten 2-zähigen Symmetrieaxen schneidet. Nun ist bewiesen worden, dass unter allen 
Parallelogderarten solche Symmetriecentra nur in HeptaparalleloSdern halbperipherisch auf­
treten (d. h. von der Gesammtheit der diesem Centrum angehörenden Symmetrieelemente nur 
ein einziges explicit auftritt).

Zu demselben Resultate liominen wir aber durch den Vergleich dieser beiden Systeme 
mit dem System (39). Das letzte, wie dies direct aus dessen Gleicliungen zu ersehen ist, 
kann als eine Gesammtheit von zwei Systemen (40) resp. (41) angesehen werden. Diesem 
System entspricht aber eine einzige Lösung, und zwar das Paralleloedersystem (39) (13 VII) 
Ѵ.ІІІ. Ordnung. Daraus kann direct gefolgert werden, dass den Systemen (40) und (41) 
ebenfalls Raumtheilungen entsprechen, deren Einlieiteu als aus z١vei benachbarten Hepta- 
parallelogdern bestehend zu betrachten sind.

Die ausführlichere Behandlung dieses Falles wür'de viel Platz gefordert haben, ohne 
durch besonderes Interesse desselben belohnt zu werden.

Jedenfalls ist durch das Vorhergehende die gestellte Aufgabe der Aufsuchung der 
regulären Plan- und Raumtheilungen vollständig aufgelöst. Keine anderen Typen als 
die aufgestellten sind möglich.
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