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Verallgemeinerung eines Satzes von Newton

Von Ernst Kunz

1. Einleitung

In seiner Abhandlung aus dem Jahre 1704 iiber die Klassifikation
der ebenen algebraischen Kurven vom Grad 3 hat Newton den fol-
genden Satz angegeben: Eine Gerade g schneide eine ebene kubische
Kurve C in 3 Punkten und es sei P, der Schwerpunkt des Systems
dieser Schnittpunkte. Durchliuft nun g eine Schar paralleler Geraden,
dann liegen die Schwerpunkte P, auf einer Geraden. Solche Geraden
nennt Newton ,,Durchmesser von C. Der Newtonsche Satz gilt
entsprechend flir ebene algebraische Kurven belicbigen Grades; er ist
auch leicht zu beweisen.

In der vorliegenden Note soll der Satz wie folgt verallgemeinert
werden: Im #n-dimensionalen Raum seien # (algebraische) Hyperfld-
chen gegeben, die nur endlich viele gemeinsame Schnittpunkte besit-
zen und keine gemeinsamen unendlich fernen Schnittpunkte. Dann
kann man vom Schwerpunkt des Schnittschemas dieser Hyperfli-
chen sprechen. Es werde jetzt eine der Hyperflichen um die Vielfa-
chen eines festen Vektors v # 0 parallel verschoben. Dann liegen die

Schwerpunkte der entsprechenden Schnittschemata auf einer Gera-
den (Satz 1).
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Man erhilt das gleiche Ergebnis, wenn man statt paralleler Hyper-
flichen cine Schar ihnlicher Hyperflichen mit festem Projektions-
zentrum verwendet (Satz 2).

Wendet man Satz 1 an auf Kurven im n-dimensionalen Raum, die
vollstindige Durchschnitte von n ~ 1 Hyperflichen sind, und auf die
Schnitte mit einer Schar paralleler Hyperebenen, so sieht man, daB
auch solche Kurven ,,Durchmesser® besitzen.

N

Wie so viele Aussagen der Schnitt-Theorie (vgl. z. B. B. Segre [6],
Griffiths-Harris [1], Chap. V und [2]) ergeben sich auch diese Tatsa-
chen aus der héherdimensionalen Residuentheorie und dem Resi-
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duensatz. Wir stiitzen uns hier auf den von Scheja und Storch
([4],[5]) elementar und rein algebraisch begriindeten Residuenkalkiil
und die in [2] und [3] angegebenen Erginzungen. Die angestrebten
Aussagen haben fiir Hyperflichen tiber einem beliebigen algebraisch
abgeschlossenen Korper einen Sinn und sie werden auch so bewie-
sen. Wir beginnen mit ciner Zusammenstellung der relevanten Tat-
sachen der Residuentheorie.

2. Residuenkalkiil

Im Polynomring K[X] := K[Xj, ..., X,] tiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K seien # Polynome f;, . . ., f, gegeben, die
cine quasiregulire Folge bilden, d. h. fiir jedes maximale Ideal P von

K[X] mit (fy, ..., f,) € Pistf:= {f;, ..., fu} cine regulire Folge des
lokalen Rings K[X]p. Aquivalent mit dieser Bedingung ist bekannt-
lich jede der beiden folgenden:

a) Die Hyperflichen f; = 0 (i = 1, ..., n) haben nur endlich viele

Punkte gemeinsam.

b) Die K-Algebra

() A=K[X, ... X U1, - fo)

ist endlich-dimensional.

Wenn die Bedingungen erfiillt sind, dann zerfillt A nach dem chi-
nesischen Restsatz in das direkte Produkt der Lokalisationen nach
den maximalen Idealen von A:

(2) A=Aplx...XAph

wenn Py, ..., P, die (f) umfassenden maximalen Ideale von K[X]
sind. Dabei ist

3 Ap=K[X]/(NK[X]p (P ef{Py, ..., P})

und natiirlich ist auch Ap eine endlich-dimensionale K-Algebra.

Der kanonische Modul w4k := Homg(A, K) von A/K ist ein
freier A-Modul vom Rang 1. Ein von der Prisentation (1) abhingi-
ges Basiselement (eine ,,Spur® von A/K) wird wie folgt konstruiert
(Scheja-Storch [4], § 4, vgl. auch (3], Anhang F): Es bezeichne x; die
Restklasse von X;in A (i = 1, ..., n). Fernersei A:= A@yx Aund I
sei der Kern der Abbildung A*— A (a @ b+ ab). Dann ist Anny I'in
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kanonischer Weise ein A-Modul und es existiert ein kanonischer Iso-
morphismus von A-Moduln

¢Z AnnAe I= HomA (Cl)A/K, A)
mit ¢(Z a;Q b)) () = Zi(a)b; fiir alle 2 a; @ b; € Anny Tund alle [ €
wak- In A[Xy, ..., X,] =: A[X] hat man Gleichungen
4) ﬁ= Z a; - (X; — x)) (aj € AlX], i=1,..., n)

Bezeichnet AL das Bild von det(a;) in A = A[X}/(f)A[X], dann ist
Anny I = A - AL Die Spur 75 : A — K ist nun definiert als das
(eindeutige) Element von wpx mit

) o@D =

Mit der Standardspur (kanonischen Spur) o044 der Algebra
A/K hingt 77 durch die folgende Formel zusammen ([4], 4.2 und

[3], F.23): Bezeichnet == f das Bild der Jacobi-Determinante

—-———a(fl""’f") in A, so ist
a(Xla ey Xn)

6 = = - T}

6) oux Ax f

Auf die gleiche Weise wie 7§ kann auch ausgehend von der Prisen-
tation (3) unter Verwendung der in Ap[X] zu lesenden Gleichungen
(4) eine Spur von Ap/K konstruiert werden, die wir mit (z})p be-
zeichnen:

(t)p: Ap— K, wax = Ap - (Tf)p

Man hat auch hier den zu (6) analogen Zusammenhang mit der Stan-
dardspur von Ap/K

(6%) Oayx = % (P) - (tf)p
of

WObCl — (P) das Bild der Jacobi-Determinante in Ap ist. Man sicht

auch lelcht, daB (7f)p gerade die Beschrinkung von 77 auf den direk-
ten Faktor Ap von A ist. Fiir jedesa € A mita = (al, ceer @n), a; € Ap,
gilt daher
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D T@=3 (@)

i=1

Es sei nun ecine Differentialform o = h - dX; ... dX, € Qfxyx
gegeben (h € K[X]), es bezeichne 7 das Bild von # in A und 7p das
Bild von h in Ap.

Definition: [ [j[)] : = 17(n) heibt Integral von w bzgl. fund
Resp [j:] : = (77)p(np) heiBt Residuum von o bzgl. fan der Stelle P.

Dabei wird Resp [j:] = 0 gesetzt, wenn das maximale Ideal P aus

K[X] das Ideal (f) nicht umfaft.

Man zeigt leicht, dafl Integral und Residuum von o und f, jedoch
nicht von der Wahl der , Koordinaten” Xj, ..., X, abhingen ([5],
1.5). Ferner ist nach der Definition unmittelbar klar, daB Integral und
Residuum in @ K-linear sind. Aus der Regel (7) ergibt sich

U A e

Weiterhin folgt aus der Definition, dal3

o [;

und

(9%) Resp [‘}’ ]= 0 fiir alle @ = hdX mit h € (/) K[X]»

=0 flir alle w = hdX mit h € (f)

Uber die Abhingigkeit des Integrals und des Residuums von f gibt
[5], 1.1 Auskunft (vgl. auch [3], F.26). Diese an und fiir sich sehr
wichtige Formel wird hier nur in dem trivialen Spezialfall benutzt

werden, daf} alle f; mit Konstanten ; £ () aus K multipliziert werden:

Oy

Entsprechendes gilt fiir das Residuum. Wesentlich ist jedoch die
nichste, als ein hoherdimensionaler Residuensatz zu betrachtende
Tatsache:
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Es bezeichne Gf; die Gradform von f;, d.h. dic homogene Form
hochsten Grades, die in f; auftritt. Es wird vorausgesetzt, dal Gf: =
{Gfi, ..., Gf,} eine regulire Folge in K[X] ist, was damit dquivalent
ist, dafl die Hyperflichen f; = 0 keine gemeinsamen unendlich fernen
Punkte besitzen. SchlieBilich ssi di:=degfi(i=1,...,nmyund h e K[X]

cin Polynom vom Grad = (2 d)) — »n. Dann gilt (vgl. [2], 4.6)
i=
hdX hdX [GdhX]

(11) J

f S Gf
Hierbei ist das Residuum auf der rechten Seite in dem mit O bezeich-
neten maximalen Ideal (X, ..., X,) von K|[X] zu bilden, also im
Ursprung des affinen Koordinatensystems. Nach [2],4.6 verschwin-
det dieses Residuum, sobald deg h < (£ d;) — n.

=2 Resp[
P

3. Der Schwerpunkt

Wir bezeichnen jetzt die Hyperfliche f; = 0 im affinen Raum A"(K)
selbst mit f; (i = 1, ..., n) und identifizieren dic (abgeschlossencn)
Punkte von A"(K) mit den maximalen Idealen P aus K[X]. Es sci
fi 0 ... n f, das Schnittschema von f, ..., f,, d.h. dic Menge der
Schnittpunkte P versehen mit den jeweiligen lokalen Ringen Ap. Es
ist dann pp(f) = up(f1, ..., fu) := dimg Ap die Schnittmultiplizitit
von fi, ..., f, im Punkte P. SchlieBlich seid;:= deg f; (i = 1, ..., n) und
es werde vorausgesetzt, daB die f; keine gemeinsamen unendlich fer-
nen Punkte besitzen.

Definition: 2 (fi, ..., f,) : = Z up(f) - P heilit der Schwerpunkt von
An...nf, i

Hierbei ist die Summe als die Vektorsumme in K" zu betrachten (und
nicht etwa als der Schnittzyklus).

Um im Reellen, wenn alle Schnittpunkte reelle Koordinaten ha-
ben, den Schwerpunkt im physik,?lischcn Sinn zu erhalten, miifite
man noch durch die Gesamtzahl IT d; der Schnittpunkte dividie-
ren. Wenn die Charakteristik VOI,1=II< diese Zahl teilt, dann ist diese
Division natiirlich unméglich, und wir haben gleich ganz auf sie
verzichtet. Die zu beweisenden Aussagen fiir Z(fy, ..., f,) sind bei
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beliebiger Charakeeristik giiltig, und die Division durch I1 d;, wenn
mc'jglich indert nichts Wesentliches mehr. Allerdings ist

y Z (fi, ..., f») invariant gegeniiber beliebigen affinen Koordi-
1-

natcntransformatloncn, wihrend Z(f}, ..., f,) nur invariant ist unter
affinen Koordinatentransformationen, die den Ursprung festlassen.

Lemma 1.

S(fis o0 fi) = J([de] [Xﬂdf])

Hier ist df = % dX, und das Integral wird auf das n-tupel gliedwei-
se angewandt,

Beweis: Sei P = (a4, ..., a,) € A"(K). Wegen der Linearitit des
Residuums gilt

A = g, Resp {a_'f]+ Resp [(X
LS f

Mit Hilfe von (6%) findet man

RCS[)

I

. of
—=d:
Resy [ = Resa [FE¥ = e 20@) = 00t =

= (dlmK Ap) ) 1K = ‘up(f) . 11\'
und

I{CSP [ (Xl —_-fai) (l’[

Nun ist aber x; — a; € Ap ein nilpotentes Element, daher verschwin-
det seine Spur. Es ist jetzt gezeigt, dal

(Rcsp [X}"f ] .. Res, [X}“V D: () - (@1, s @) = () - P

ist, woraus mittels (8) die behauptete Formel folgt.
Im nichsten Lemma wird diese Formel mit Hilfe des Residuensat-

= OA,,/K(Xf ~ a)

d;
zes (11) umgeformt. Sei fi = Z fi die Zerlegung von f;in homogene
k=0
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Komponenten fi, vom Grad k. Insbesondere ist Gf; = fi, (i = 1, ...,
n). Im folgenden werde der Einfachheit halber g x fiir die partielle

Ableitung 58—;;— eines Polynoms geschrieben. Die Eulersche Formel

fiir homogene Polynome liefert
" di=1
(12) '21 X,(f;)xj=dlf;_ kEn (dl_k)f;k=d‘_f; —_/;dl —1+ij
j= e =
mit einem Polynom ¢; vom Grad < d; — 2. Wir kénnen X; _éi?_)f_{_ be-

rechnen, indem wir zunichst die j-te Spalte von O det((f)x,)

mit X; multiplizieren und anschlieBend nach (12) diese Spalte ersetzen
durch die Spalte (df; — fu—1 + @)i=1, ..., »- Es ist dann

of _
wobei A; aus det((f)x,) hervorgeht, indem man die j-te Spalte durch
(@i — fia—1)i=1, ... nersctzt. Dadeg @ = d; — 21ist, ergibt sich fur die
Gradform von Ay

(GH)x, - —fu—-1 - (Gh)x,
(Gfx, - —fa-1 - (Gh)x,

: : | deg GAj = (2 d) —n
(Gf)x, - —fu-1 - (Gf)x,

oder diese Determinante verschwindet und die Gradform von A; be-

n
sitzt einen Grad < (£ d;) — n. Wir setzen noch
i=1

Dlj = (_1)i+j_l : dCt((Gﬂ)X,)k#i (11 _] = ]1 tre ﬂ)
I#]

und betrachten die n X n-Matrix

A(GS, X) - = (Dij)iJ=1, et

Durch Entwicklung der GA; nach der j-ten Spalte erhilt man die
Matrizengleichung

(GAly feey GA“) = (_fldl—b "'7_f;ui"—1) : A(Gf; ‘\')

Nun folgt aus (13) in Verbindung mit (9), aus Lemma 1 und Formel
(11):
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Lemma 2.

S oo f) = Reso[ («fl.,l_],...,ﬁ,dn_o-A(cﬁX))-dx

o]

Auch hier wird das Residuum auf einen Vektor komponentenweise
angewandt.

Das Lemma zeigt, dafl der Schwerpunkt nur von den Gradformen
und den Formen zweithSchsten Grades der f; abhingt.

4. Wie wirken sich Verinderungen des Schnittschemas auf den
Schwerpunkt aus?

Diese Frage 1Bt sich jetzt in zwei Fillen leicht beantworten. Wir
unterwerfen zunichst jede der Hyperflichen f; einer Parallelverschie-
bung um einen Vcktor

i) = (hf), ..., iy € K. Die neue Hyperfliche wird dann durch das
Polynom F; mit

FiXy, ooy X,) = filXy + H, .., X, + b
gegeben. Offensichtlich ist
F,'dl =_ﬁd, und Fidl—l =_ﬂd‘_1 + (Grad G_f;, l’lﬁ)>

wenn Grad Gf; den ,,Gradienten® (Gf)x,s -e-s (Gﬁ)x,,) bezeichnet,
und <, > das Standard-Skalarprodukt. Auf Grund der Linearitit des
Residuums liefert Lemma 2:

SatZ 1. Z(Fl, Bod) [:,,) = Z(f]a ---v_f;x) =

Resq [Gf] ((((Grad Gf, KV, ..., (Grad Gf,, Yy - A(GS, X)) -dX

Ist hierbei etwa h® = -+ = h" = 0 und ist f{* fiir € K durch
f“\ (Xiy ooy X)) 1 = f, (X'1 + AR X+ Ay gegeben, so
durchliuft Z(_f“) s Sy = Z(fi, ---, f,) alle A-fachen cines Vektors,

z : A)
der nur von den (;_/: abhingt, d. h. die Schwerpunkte Z(fi”, 5, ..., f.)
liegen auf einer Geraden. Dies ist die angekiindigte Verallgemeine-
rung des Satzes von Newton.
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Wir unterwerfen jetzt die Hyperflichen f; gewissen Ahnlichkeitsab-
bildungen: f; wird ersetzt durch die Hyperfliche F; mit

F,'(Xl, veey X,,) =f,»(/1,~X1, ey A.,'X,,) (A, € K*)
Es ist dann
=M fa und  Fy_y =27 fi

Lemma 2 und die Transformationsformel (10) ergeben hier

Satz 2. 2(Fy, ..., F)) — Z(f1, .-, fi) =

1 1
Reso | o | (G = Disss o G = D) AGE )X
Ist hierbei 4; = -+ = 4, = 1 und A, = A beliebig, so ist fiir ﬂA)
mit j“ (X, .. X,,) = £ (X, . AX,,) die Differenz
(A, f . —Z(f, «oos fu) dqs 1 — 1)-fache cines Vektors, der

nur von denf abhangt und die Schwerpunktc (Y, for .-, f) liegen

fiir variables A erneut auf einer Geraden.
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