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Von den

wahrscheinlichsten Ereignissen.

§. 1.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung gibt reichlichen Stoff zu Beantwor-
tung wichtiger und anziehender Fragen. Ins Besondere fihrt die
Bestimmung der Wahrscheinlichkeitswerthe bei Wiederholungsversu-
chen auf manche Aufgaben, deren néahere Untersuchung nicht unin-

teressant seyn diirfte, und die wir deswegen zum Gegenstande einer
weiteren Betrachtung machen.

Wir heben hier eine besondere Art von Féllen hervor, die wir
mit dem Namen ,wahrscheinlichste Ereignisse‘ bezeichnen
wollen. Sie erregen durch ihre Eigenthiimlichkeit Aufmerksamkeit:
wir versuchen daher eine nahere Erorterung nach Hriften zu geben.
Die folgenden Blitter machen auf eine erschopfende Behandlung die-
ses Gegenstandes, dem man eine grossere Ausdehnung geben konnte,

keinen Anspruch; sie sollen nur einzelne Punkte betrachten, Unbe-
kanntes aufsuchen und es an Bekanntes reihen.

Treten zwei oder mehrere Ereignisse, deren Eintreffen im ein-
zelnen Falle durch besondere Grade der Wahrscheinlichkeit bedingt
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ist, in bestimmten Fallen in Verbindung mit einander, so konnen sie
sich auf manchfaltige Weise entweder gleichzeitig oder in einer Zeit-
folge nacheinander anreihen, oder zusammen ordnen. Jeder mogli-
chen besonderen Verbindung wird ein besonderer Grad der Wahr-
scheinlichkeit entsprechen, der sich im Verhiltaisse der Maoglichkeit
bald mehr, bald weniger steigern wird. Diejenige Verbindung unter
allen moglichen der gegebenen Fille, fiir deren Eintreffen der grosste
Werth der Wahrscheinlichkeit spricht, soll unter dem Ausdrucke
swahrscheinlichstes Ereigniss‘ begriffen werden ).

Wir wenden uns nun zu der Betrachtung einzelner Fille.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen ecines

Ereignisses im einzelnen Versuche sey , die des Ge-

m

——

——— —

*) Der aufgestelite Begriff von den wahrscheinlichsten Ereignissen ist dem Begriffe von
dem grissten Werthe (Maximum) der Wahrscheinlichkeit iiberhaupt untergeordnet
und deswegen nicht damit zu verwechseln, indem er die Frage aufwirft, welche
Verbindung von Ereignissen in bestimmten Fillen am wahrscheinlichsten eintreffen
werde, also von speciellen Fillen ausgeht, und fiir ihn den grissten Werth unter
allen moglichen Wahrscheinlichkeiten hestimmt, wihrend der Begriff von dem Maxi-
mum der Wahrscheinlichkeit iiberhaupt von andern Bestimmungen ausgeht und sich
die Lésunz noch anderer Aufgaben unterordnet, wie z. B. den umgekehrten: welche
Verhiltnisse man wihlen miisse, um den hichsten, oder an die Gewissheit grenzen.
den Grad der Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen eines Unternehmens herbei zu fiihren?
Denn es ist klar, dass man durch anhaltend fortgesetzte Versuche das Eintreffen eines
oder mehrerer Ereignisse_auch bei sehr geringer Wahrscheinlichkeit des einzelnen
Falls bis zur Gewissheit steigern kann, ohne zu wissen, welches bei einer bestimm-
ten Anzahl von Versuchen dasjenige Ereigniss ist, dessen Eintreffen man am wahr-

ascheinlichsten erwarten darf.
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gentheils Es werden p Versuche gemacht, in wel-

chen beide Ereignisse unter sich alle moégliche Verbin.-
dungen eingehen kénnen. Welche Verbindung ist das
wahrscheinlichste Ereigniss?

Das fragliche Ereigniss kann entweder p mal, oder (p — 1) mal
und sein Gegentheil einmal, oder (p—2)mal und sein Gegentheil
omal u. s. f. eintreffen. Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten
sind

a®* p af~'b p(p—1) a?—2h? p  abr—i- he
;i;; T nm? ? - mP R e, S T ) 1P ’ mr
; J . . b\* .
welches die Glieder des Binomiums :a_-_t_ sind.

Die Beantwortung der vorliegenden Frage beruht auf folgenden
zwei Punkten:

1. Wie 1st das Verhaltniss beschaffen, worin die Glieder des Bi-
nomiums zueinander stehen?

2. Findet ein Maximum statt? und in welchem Falle?

Zur Beantwortung der ersten Frage vergleichen wir zwei Nach-
barglieder von folgender allgemeiner Form

pip—1)..... (p—s8-4-2) aP—*ti]e—t plp—1)..... (p—s-1) ar~*.b
2 L v (s—1) : m"ﬁ T D e P J mP

Sie fithren zu folgendem kurz darstellbarem Verhaltniss

' a p—s-1
1, "'"‘:
b 8

worin a, b, p unveranderlich, 5 verdanderlich ist; alle vier Grssen
aber nach der Natur der Aufgabe ganze und bejahte Zahlen sind.
Die Grosse s kann die Werthe 1, 2, 3 ..... p durchlaufen. Die
Untersuchung des vorstehenden Verhéltnisses ist unserm Zwecke nicht

20 *
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dienlich, denn es gibt keine Folgerungen fiur das Allgemeine, sondern
nur fiir einzelne Falle. Um allgemeine Resultate zu erhalten, machen

wir p von a+b abhdngig und setzen

p = m(a-b)
dann wird s die Werthe 1, 2, 3....m....bm..... QN sisiis m (a - b)
durchlaufen miissen unter der Voraussetzung, dass a >~ b ist. Die
Einfithrung dieser Werthe in Nr. 1 gibt fir das Verhiltniss des ersten
Gliedes zum zweiten, des zweiten zum dritten, des dritten zum vier-

ten folgende Zusammenstellung beir schicklicher Anordnung

—_— - -

5 m b* N b m b? I Gz 10 b m h* 2 h

& - T 9 2a 2a - 0 i &'il

fior das Verhaltniss des m' Gliedes zum (m+14)"
h(b— 1) b

S s - ==
fur das Verhaltniss des (bm)* Gliedes zum (bm + {)*
1
1 1 -4 e
fir das Verhaltniss des (am)" Gliedes zum (am 4+ 1)“" Gliede
b bm--1
: _a- | a1
fiir das Verhaltniss des [(m — 1) (a+b)]*" GL. zum [(m —1) (a+b) 41|
& ) a(a-4b)-J-b
a(a—b) (m—1)

und endlich fir das Verhaltniss des vorletzten zum lelzten
b

S
ama--h)

Eine einfache Vergleichung zeigt, dass unter den oben ange-
nommenen Bedingungen die Glieder des Binomiums am Anfange re-
gelmissig steigen, und am Ende regelmassig fallen. . Sie sind daher
einer Curve zu vergleichen, die sich von einem Punkte einer gera-
den erhebt, und dann wieder zuriick kehrt und an einem zweiten

Punkte in sie einschneidet.
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Das Gesagte gilt eigentlich vorerst nur fir den Fall, wenn der
Exponent gerade ein Vielfaches von der Summe der das Binomium
erzeugenden Grossen ist. Die Exponenten des Binomiums, welche
nicht gerade als Vielfache dieser Grissen erscheinen, sondern zwi-
schen ihnen liegen, ordnen sich aber leicht diesem Gesetze unter,
denn die Falle, worin die Exponenten als Vielfache der Grund-
grossen erscheinen, sind nichts Anderes als Tréager eines allgemei-
nen Gesetzes, das an ihnen deutlicher als in den andern Fillen
hervortritt, deswegen verbiirgen die hier gemachten Schliisse die
allgemeine Giltigkeit des aufgefundenen Geselzes.

Ein anderer hieher gehoriger Umstand ist nicht zu iibersehen.
Sind namlich die Grundgréssen a und b Vielfache von einander, so

dass % = n und nehmen wir ferner an: der Exponent p ubersteige -
die Grosse n nicht, wornach also s allméahlig die Werthe 1,2, 3..... n

durchlaufen kann, so stehen die Glieder des Binomiums der Reihe
nach in folgenden Verhaltnissen

und man erkennt hieraus, dass unter diesen Bedingungen die zwei
ersten Glieder an Werth einander gleich sind, die folgenden aber

il

fallen. Ist der Exponent selbst kleiner als der Quotient l
)

, 80 fallen

die Werthe vom ersten an bestandig.
Aus diesen Bemerkungen ziehen wir folgende Schliisse:

2. Ist der Exponent eines Binomiums kleiner als der
Quotient, welchen die Grundgrossen des Binomi-
ums erzeugen, so stehen die Werthe der Binomial-
glieder in hegtindiger Abnahme oder Zunahme, je
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nachdem man mit der grosseren oder kleinern
Grundgrosse bei der Entwicklung beginnt.

:'7;

Ist der Quotient der Grundgrossen eine ganze Zahl,
und dem Binomialexponenten gleich, so erzeugt
die entwickelte Darstellung zwei an Werth einan-
der gleiche Glieder, die zugleich ein Maximum
bilden. Die Werthe der iibrigen fallen in dem Ver-
hdltnisse, wie sie von ihnen entfernt liegen.

4. Ist der Exponent des Binomiums grosser, als der
durch die Grundgrdossen erzeugte Quotient, so
wachsen die Werthe der Binomialglieder, erreichen
einen hochsten Werth und fallen dann, man mag
bei dieser Vergleichung von den Anfangs - oder
Endgliedern des Binomiums ausgehen.

Da nun hieraus hervorgeht, dass unter den Binomialgliedern ein
Maximum statt findet, so fragt es sich, in welchem Falle es statt
finde? Stellen wir drei aufeinander folgende Glieder des Binomiums
zusammen , 80 muss, wenn ein Maximum statt finden soll, seyn

b(p—-‘l).‘...(P—S"l'_'_:_‘z_)_ . n"-'+l£: 2 p(p—1),,?_(l, s4-1)  ar—*. b

1.2 ..ic (8=—1) mP L = —
" pp=—1)e.... (p—58) ar—*—1, pobt
1.2 .T...(s-i-” ' P

diess fithrt nach der gehorigen Reduction zu folgenden zwei Bedin-
ungen

s p.b 1 b

a - a-}-b

p.Db a

a--b a

Nach i1thnen bildet -—-|-J— und =

a-}b a--b’

gleich sind, die Grenzen, zwischen welchen sich der Werth von s

die zusammen der Einheit
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bewegt. Je weiter auseinander diese Grenzen liegen, desto unbe-
stimmter ist der Werth von s, je enger sie sich zusammen 2ziehen,
desto genauer wird der Werth von s bestimmt seyn, und das Ver-
hialtniss des Unterschiedes in das der Gleichheit iibergehen. Da s
nur eine ganze Zahl bezeichnet, und die Grenzen von s zwischen
die Einheit fallen, so fliesst hieraus die Gleichung

o I
PLLA
a1
woraus sich die Proportion zur Vergleichung der Exponenten
p—8 8 = Azhb

abgeleitet. Man entnimmt hieraus die Behauptung.

5. Unter den Gliedern des Binomiums hat dasjenige
den grossten Werth, worin die Exponenten im ge-
raden Verhaltnisse mit ihren zugehdérigen Grund-
grossen stehen.

Ist der Exponent eine Zahl, die sich nach dem Verhaltnisse der
Grundgrosse nicht genau in zwei ganze Zahlen zerlegen lasst, so
wird dasjenige Glied den grossten Werth erhalten, in welchem die
Exponenten sich diesem Verhiltnisse am meisten néhern. Ist a = b,
und der Exponent eine ungerade Zahl, so entstehen bekanntlich zwei
einander gleiche Glieder, die zugleich Maxima sind. Diess folgt aus
dem angegebenen Satze. Aus dem Gesagten entnehmen wir fiir die
oben vorgelegte Frage folgende Antwort.

6. Werden p Versuche angestellt, bei welchen nur
a

zwei Ereignisse, deren Wahrscheinlichlkeiten — und
il

l' » - . d . .
— sich imeinzelnen Versuche gegenseitig ausschlies-
n

sen, eintreffen kOnnen; so ist unter allen Verbin.
dungen diejenige die wahrscheinlichste, worin die
Anzahlen der Wiederholungsfille im geraden Ver-
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haltnisse mit ithren zugehoérigen Wahrscheinlichkei-
ten stehen.

4

§. 3.

Von dem Falle, worin zwel Ereignisse mit einander in Verbin-
dung treten, gehen wir zu dem, worin drei und mehr sich mitein-
ander verbinden, tber.

Werden p Versuche angestellt, worin dreiEreignisse,
ik mod o a b ¢

mit den besondern Wahrscheinlichkeiten -'-, £s — im
I h Ml

einzelnen Falle, die sich zur Einheit ergédnzen, eintref-
fen konnen, so fragt es sich, welches ist diejenige Ver-
bindung, in welcher diese Ereignisse am wahrschein-
lichsten zusammentreten werden?

Die Beantwortung dieser Frage hiangt davon ab, dass wir das-
jenige Glied bestimmen, welchem unler den Gliedern des Trinomiums

& b ¢ \* « 4

( ll' -+ 25 g% = der grosste Werth zukommt. Wir fuhren zu dem
1) ! H

Ende das Trinomium auf das Binomium zuriick, wornach 1st

(b e =)

ni n i ni
Nun ist nach Nr. 5 §. 2 mit dem Gliede

Pip—2)(p—2) esoseed « Z « 1 & °
) v 0 . T i Bl Lk - W WP

der grosste Werth verbunden, wenn n:r = a:x und n+4+r = p 1sl,

der bhegleitende Factor 5:; ist aber selbst ein Binomium, das (r+ 1)

Glieder enthalt, worunter selbst wieder nach den namlichen Bestim-
mungen ein Grosstes auftritt. Dieses ist
(p—n)(p—n—1).....3.2.1 b*.¢
T T T ¢
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wenn s:t = b:c und s4+t. = p —n ist. Fiithren wir diess in den

vorhergehgnden Ausdruck ein, so erhalten wir fiir dasjenige Glied,
dessen Werth ein Maximum 1ist

Pp—1) e (P—2) eeceeee. 3.2.1 a".b*. ¢t
T e L e . (U S S

wenn a+b+4+c =m; n4+s+t = p'_und n:s:t=a:b:c ist.

Auf die namliche Weise, wie der Uebergang von dem grossten
Gliede des Binomiums auf das grosste unter den Gliedern des Trino-
miums gewonnen wurde, wird auch der von dem grossten Gliede
des Trinomiums auf das grosste des Quadrinomiums gewonnen. Der
Uebergang ist allgemein. Es bat also unter den Gliedern des Poly-

= R P ; das Glied von der Form

nm

‘ Ay dg
nomiums | — -+ e -1~

p(p——'l)(P-—Q) seccecse 3.2 .1 n%1, n.%2 , 9%
L s Dot o 1520 v Oy sinss 1: T P
den grossten Werth. Wenn a,:a5:a;5 .... @, = ag:a:8;...

v B g
ay+a;+az.... a, = pund a,+a;+4a;..... +a, = m ist. Hier-
aus folgt das allgemeine Gesetz:

7. Unter den Gliedern des Polynomiums hat dasje-

nige den grossten Werth, worin die Exponenten im

geraden Verhdltnisse zu ihren Grundgréssen ste-
hen.

Die vorgelegte Frage beantwortet sich hiernach so:

8. Werden p Versuche angestellt, worin n Ereignisse

mit den besonderen, sich zur Einheit erganzenden,

Wahrscheinlichkeiten X, 2, = A,

LI N — im einz l
m’> m? m? m einea

Falle eintreffen konnen, so ist diejenige Verbin-
dung der Ereignisse das wahrscheinlichste Ereig-
niss, worin die Anzahl der Wiederholungsfille der

4
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+ einzelnen Ereignisse im geraden Verhdaltnisse mit
den zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten steht.

S 4.

Nun vergleichen wir die wahrscheinlichsten Ereignisse selbst
untereinander, und fragen: Welches Ereigniss ist unter diesen das

wahrscheinlichste ?

* Zu dem Ende betrachten wir zuerst zwei Ereignisse. Das wahr-
scheinlichste Ereigniss fir n m Versuche ist durch den Ausdruck

nminme=1) cusss 3.2.4 o= 5"
T SR S [ nh ™
wenn die Zahl der Versuche nm = n(a+4+Db) und die Wahrschein-
o h .
lichkeiten im einzelnen Falle wie oben — + — = 1 sind. Werden

1 m

nm + 2 Versuche gemacht, 8o ist das wahrscheinlichste Ereigniss

durch -
(nm -} 2) (nm-1) nm ... 352 .1 gredl  |ebept
LoD snvie na(na--1)1.2.... nb(nh41) "’ nm 2

bestimmt. DBringt man das Verhdltniss zwischen beiden Ausdriicken
auf die einfachste Gestalt und 16st man m in seine Bestandtheile auf,
50 hat man fir den Uebergang von irgend einer Anzahl Wiederho-
lungsversuche auf eine um zwei grossere Anzahl folgendes Verhaltniss
! a’(an<=1) 4= b*(bn--1)
(@*4=2ab--b*)(an-d-1)(bn-4-1)
da nun der begleitende Bruch ein Bruch ist, dessen Nenner offenbar
grosser als der Zéahler ist, so erkennt man, dass die Wahrscheinlich-
keiten, der wahrscheinlichsten Ereignisse, im Abnehmen  begriffen sind,
wenn die Zahl der Versuche zunimmt.

g Y

.+ Die Schlitsse, welche das Fallen der ‘Werthe detr wahrscheinlich-
sten Ereignisse begrinden, wenn zwel Ereignisse mit einander in
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Verbindung treten, lassen sich leicht auf die Fille @bertragen, wenn
drei und mehr Ereignisse sich mit einander verbinden. Sind namlich

die Wahrseheinlichkeitea fur dr,ei Ereignisse id +..l.).. B e 1, ist

m m m o

g

ferner '-‘- + ;::] = = und werden die Werthe der wahrscheinlichsten
m

Ereignisse fiir n m und nm 43 Wiederholungsversuche verglichen,
so ist nach dem Gesagten das Verhaltniss der Werthe |

2 e
—

1 .R.utor DR.1.2.3 00008 ™™ T 1.2, (a1} tnRiis., (g 2)
all-f-l.gng-f-a

nmnm-=—1) ...... 3.2.1 a**.p"® (nm-43)(nm-4-2) ........ 3.2.1

nlln-l-l

im Fallen begriffen. Nun wvertritt -f-l die Stelle zweier Wahrschein-

lichkeiten, die denselben Gesetzen unterliegen, deren Werth durch

nging— D....3.2.1 how, phe . (ng+2)(ng..}_.‘|) ..... 3.92.1 fyabtt  medtt
1:2.0senb1:2.0sn€ m*® T 1.2 (0b41):1:.2:.(ncF1) " e

ausgedriickt und gleichfalls im Fallen begriffen ist; demnach miissen
die aus allen zusammen gesetzten Ausdriicke

nm (hm — 1) <seones 3 &'2:% R o
§ & v Bl 5 $.0 8 055, BB s DeZion BE " RH
: (nm-4-3)(nm-}-2) (nm—4-1) ...... i

I OF, TR T e ) e (nb—}—*l).l.‘l.?..(hc—[—ﬂ'
a-_u+t . brP+1 o) CRS TS

m-n-{-.a

ein Verhaltniss bezeichnen, das nogch etirker im Fallen begriffen ist.
Hiebei ist a4+b+c¢c = m, und also na+nb+4+n¢ — nm. Diesem

Gesetze unterliegen auch die Fille, worin mehrere Ereignisse sich
verbinden.

| _Zugleich fo'lgt. hieraus fur die Vergleichung ‘der Werthe der
wahrscheinlichsten Ereignisse bei gleicher Anzahl von Wiederholungs-
versuchen und zunehmendeér Zahl der ‘Ereignisse, dass

Rl
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nm(nm—1)....3.2.1 a“.p,"\nm (nhm—1...3.2.1

15200l 2 sng” W™ T K2 anmil . en Bt S n ik
a*s, e ks o n m (Aami==1)" . wpeeeis 3 2.1
) m*= 1.2....na.1.2....nb.1.2...n¢.1.2...0h

u. 8. w. ist, wenn m = a+g = a+b+c = a+b+c+h us w
g"s ngng—1)....3.2.1

ist. Denn es liegt vor Augen, dass TRl PR T T
bre. k" Eo il A e B nk(ink—1)....3.2.1 ¢**.h** o i ey
' ? me 18 e R i e B, AR

m°é n

Benutzen wir hiezu die bekannte kurze Bezeichnung fir Fakul-
taten: 4.2.3.4.0.0..x = 1*1' = x*I—1 50 gewinnen wir folgende Zu-
sammenstellungen
gPIt a2  bf ... n' (P11 | qett B
gelt 1‘9".:-._1”" mP gttt 48l | 47t | mP

gp20t a®t!  bAt+t ¢ ....n"

qettlt | gA+t et opr | met?

und
gPIt a5 b 4Pt = .  bA ., ¢ Pt . qo . BA . o . d°

—

golt A1t mP  qelt  gAIt grlt e T et gAlv it 43t o

Die Glieder dieser Reihen convergiren. Die Bedingungsgleichungen.
fir die erste Reihe sind a+b+c+...+n = m und a+fB+y+...+v
= p. Die fir die zweite sind der Reihe nach a+b = m und a+f3
= p; a+b+c = m und a+3+p = p u.s.w. bei unverdnderlichem
m und p. In beiden gilt a:b:c:.....:n = a:[F:p:....: 7

Hieraus fliessen folgende Satze.

9. Werden mehrere Versuche angestellt, worin n Er-

eignisse mit den besonderen, sich zur Einheit er-

a b c n

gianzenden Wahrscheinlichkeiten St IR gy veses oo
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im einzelnen Falle eintreffen konnen; so wird das
wahrscheinlichste Ereigniss um so eher eintreffen,
je weniger Versuche, und um so weniger, je mehr
Versuche angestellt werden.

10. Wird unter den namlichen Bedingungen, wie vor-
hin, eine bestimmte Anzahl von Versuchen ange-
stellt; so wird das wahrscheinlichste Ereigniss um
so eher eintreffen, je kleiner die Zahl der mogli-
chen Ereignisse ist, und um so weniger, je grdsser
diese ist.

Beide Satze fithren zu folgendem dritten.

{1. Werden unter den genannten Bedingungen Versuche
angestellt, so wird das wahrscheinlichste Ereig-
niss um so eher eintreffen, je geringer die Zahl der
Versuche und der moglichen Ereignisse ist, und um
so weniger, je grdsser die Anzahl der Versuche
und moglichen Ereignisse ist.

Es ist iberflissig zu erinnern, dass die Zahl der anzustellenden
Versuche immer so gross wenigstens seyn muss, dass das Verhalt-
niss a:b:c:.... n = a::yp:....» statt finden kann*).

 E— —

*) Von den in den §§. 2—4 aufgestellten und bewiesenen Sitzen bemerken wir den
Nr. 5, von dem wir wissen, dass er schon frither aufgestellt «wwurde. Er erscheint
in dem Traité du calcul des probb. p. 8. F. Lacroix Paris 1816 §. 27 Pag. 41 und
59 mit einem Beweise, der uns unzuldnglich scheint. Von den iibrigen Sitzen ist
uns nicht bekannt, dass sie schon von anderen Mathematikern mitgetheilt worden
sind.
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IL
§. 5.

[n einer Urne sind an verschiedene Hugeln von
einer Farbe, bn verschiedene von einer zweiten enthal-
ten. Man nimmt p = a+b HNugeln heraus. Welche Mi-
schung wird unter den gezogenen HKugeln am wahr-
scheinlichsten zu erwarten seyn?

Die Beantwortung der Frage verlangt, dass die gesammte Kugel-
anzahl in zwei Abtheilungen gebracht werden solle, wovon die eine
p, die andere aber die iibrigen enthdlt. Unter den gezogenen seyen
x Kugeln der ersten und y der andern Farbe enthalten, welche die
Eigenschaft haben der Frage ein Geniigen zu leisten; so ist die Zahl

der hiebei moglichen Falle durch den Ausdruck

an(an—"1) (A0 =—2) cesees 3.2:1 - bnbn—1) (ha—8) .o 8.2, 1
L N R X1 iDeB inselBR—%) s AsBeBaiavies Y5 1o 2B dnsnves (bn—y)

den wir als bekannt voraussetzen, bestimmt. Nun ist moglich, dass

die gezogenen Hugeln sammtlich nur der einen oder der andern Farbe
angehoren; oder dass sich p— 1 von der einen und 4 von der an-
dern Farbe u. s. w. zeigen. Jedem besonderen Falle wird ein be-
sonderer Werlh entsprechen. Es fragt sich also: Welchem unter allen
Fallen entspricht der grosste Werth? Diess wird sich dadurch be-
antworten, dass wir bestimmen, wann der Werth der vorstehenden
Formel ein Maximum wird. Da x und y alle mogliche Werthe von
(0 bis p durchlaufen miissen, wahrend sie sich immer zur Summe p
erganzen, $0 zieht man zur Vergleichung folgende Zusammenstellung:

nnel—t aprti-t hptt=t ant—32-1 |21t

'—-'_'1'[."_ . .lp-—lli.iill . 1?"’2]‘.1‘l‘ @ & & & = & s . 9 -9 @ e e, o e
anb—1l—1_ ppettl=1  gpti=t  ppal—t antHtl=t b e=1l=t

» ® s 8w 0w tlb—‘ll .'l.+1ll . --1b|‘.1l|1. . - 1b+1l"'-."'1-.__'_"'— s 8 @
ant—t=%  hptrii=1= an*=1,.bn*—? : an*tii=t phpt-ti-t

""" =111 _qb 101 : Qo171 _qo 13 il p _—1.+”'.1'__‘.'_‘__ R

anti=t L hpe=ti=t g
................. _t‘l”' -h. 1’_;]—‘-—— . —-i-;-i-;—
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Die Vergleichung des ersten Gliedes mit 'dem zweiten, die des zwei-

ten mit dem dritten gibt.
na(h—l)-}-nb’—{-p——-l; § 590
na—p-1
die des b™ Gliedes mit dem (b <+ 1) gibt
(a2 —=LH)n--(u+42),a—h-l-1
b(bn—a)
die des (b + 1) Gliedes mit dem (b + 2)*" gibt
(a®?—~(b41)b)ynda—h—1
| . (ba—a~1)(b-}1)
die des 2" Gliedes mit dem (a+ 1) gibt
ap — (A —b—1)

22 b n—1)ab

die des (a -+ 1) Gliedes mit dem (a + 2)* gibt
bn4a—b—1

(bn—b--1) (;x-{jl)
die des vorletzten Gliedes mit dem letzten
(p—1)bn~-p—1 %)
. pan

Aus dieser Vergleichung geht hervor, dass unter der oben ange-
nommenen Bedingung a > b die Werlhe der Glieder vom ersten be-

(b—2)an-}-(b—1 hn4p—3
an—p-2

1:14

1:14

1:14

1 : 1 —

R

-

anti=2 higpti=1

standig Zzunehmen, bis zu dem Gliede ORI m 1hm den

héchsten Werth erreichen und von ihm an bis zu dem letzten bestin-
dig fallen. Nun erkennt man leicht, dass dieses Glied derjienigen
Hugelmlschung zugehort, worin die Rugeln im geraden Verhiltnisse
wie ihre Anzahlen stehen, dass ferner die namhchen Schliisse gelten,
wenn 2p = 2a+2b, oder 3p = 3a-+3b u. s. w. Hugeln, oder
wenn auch eine Zahl r von Hugeln, die zwischen dem Vielfachen
von p liegen und wobei das Verhaltniss nicht mit gleicher Deutlich-
keit hervortreten kann, gezogen wird. Diess fihrt zu dem Satze::

') Die Glleder worin a>bn+l werden sollte, fallen heraua da Bie nach der Natur
der Combinationen nicht moglich sind. |



12. Wenn aus einer Urne, welche Kugeln von zwei ver-
schiedenen Farben enthédlt, irgend eine Anzahl ge-
zogen und nicht wieder zuriickgeworfen wird, so
wird diejenige Hugelmischung am wahrscheinlich-
sten sich zeigen, worin die Hugeln im geraden Ver-
haltnisse zu ihren beziiglichen Anzahlen stehen.

Hiebei kann p nicht so klein werden, dass das genannte Ver-
haltniss unmoglicher Weise eintreten kann. Sind in einer Urne Ku-
geln von drei verschiedenen Farben an, bn, cn enthalten, und
werden p = a~+ b + ¢ Hugeln herausgenommen, und fragt man nach
der wahrscheinlichsten Mischung, so ist der Ausdruck

an{an—7=1) e (an—x-41) bnthn—D...(bn—v-41)
bl T s X ' RS-

ecn(en—1)...(cn—z-1)
R 7SR z

I< e

welcher die Zahl der moglichen Falle bezeichnet, so zu bestimmen,
dass sein Werth ein Maximum wird. Nimmt man zu dem Ende an,
die Grosse x habe gegeniiber von y und z die verlangte Eigenschaft,
so muss der Werth ein Maximum seyn, wenn y:z = b:c¢ ist,
dasselbe gilt von x und y gegenitber von z und von x und z ge-
geniber von y. Daher wird ein Maximum entstehen, wenn x:z:z
— a:b:c ist. Diese Schliisse tragen sich leicht in das Allgemeine
itber. Sind daher in einer Urne Kugeln von mehreren verschiedenen

Farben q, r, 5, ..... z und wird daraus eine Zahl p herausgenom-
men; 80 gibt der Ausdruck

qalt : it : e R YEL
L“ll‘ Y 1‘;[‘ . 1b1|" ¥ 1b2|‘ X ;loll' = 10‘!“ - r .._:_:L 1“1'1 __;is"
ein Maximum des Werthes an, wenn a;:by:¢q.....:k; = q:r:s....:2
und a;+4a; = q, by+b; = r, ¢;Fc; =t ...... kKi+k, = z und

ar-bitci+ ... +ky = p ist.
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3. Wird daher aus einerUrne, welche Hugeln von meh-
reren verschiedenen Farben enthalt, irgend eine
Zahl herausgenommen; so ist diejenige Mischung
der gezogenenHugeln . die wahrscheinlichste, worin
die Kugeln im geraden Verhaltniss zur Anzahl der
bezi’iglichen"quben stehen.

Geht man nun zu dem Falle iiber, wenn Hugeln von mehreren
verschiedenen Farben, in drei und mehr Abtheilungen auf dieselbe
Art, wie vorhin, gebracht werden sollen, und fragt nach:der wahr-
scheinlichsten. Mischung, welche die Kugeln in den sammtlichen Ab-
theilungen zeigen werden, so beantwortet sich die Frage leicht,
wenn man sich die Kugeln zuerst in zwei Abtheilungen, dann die
eine dieser Abtheilungen wieder in zwel u. s. f. gebracht denkt, und
fur jede Verlheilung‘l_ den Werth als Maximum bestimmt, und dann
die Maxima mit einander verbindet. Sind die Zahlen der verschie-
denfarbigen Kugeln q, r, 8, ..... z; die Zahl der Abtheilungen n,
8o ist der Ausdruck | |

1q|| ; 1?" . 18" A S |7.l|
133“.;32“““ 1a.|t. 1bl|’. 1b‘z|'.m ,|bn|‘. |°1|!. 102““" 1Cni1 . 1k1||. 1k2|1"”.‘k.ll

seinem Werthe nach ein Maximum, wenn

al:bizc‘:....:ki=agsz:02:....:k2=a;:b;,:c-;:....:ks=....=q:r:s:.,,,z
u. a,+82+33---+an=q5 b1+bz+bs+---+bn=r; Ci+Cr+cCs;+4...c,=5...
ky +ky 4 ks 4o kg = z ist. Diess fiihrt zu dem allgemeinen Satze.

14. Werden aus einer Urne, worin Kugeln von verschie-
denen Farben q, r, s, .... 2z enthalten sind, die Ku-
geln sammtlich oder zum Theil herausgenommen
und in'n Abtheilungen gebracht; 50 wird diejenige
Mischung der Kugeln die wahrscheinlichste seyn,
‘worin die Kugeln im geraden Verhéltnisse zu ihren
beziiglichen Farben stehen.

28



218

Sind die Hugelanzahlen so beschaffen, dass die Verhaltnisse auf
ganze Zahlen fithren, so wird der Satz deutlich hervortreten. Ist diess
nicht der Fall, so wird diejenige Mischung als das wahrscheinlichste
Ereigniss eintreten, welche sich diesem Verhiltniss am meisten nahert.

Die Werthe der Wahrscheinlichheilen_, welche den wahrschein-
lichsten Ereignissen zugehoren, sind sammtlich in dem allgemeinen

Ausdrucke
W el Sl R et
T 1n,!1.1a,ll””1a-|‘!.1b.|!_15211._._15:.!1 ...... 1‘\,'1."(2'1 1klll
1a|l 1ﬂ|! : 17[!
‘_;qr} r--s -+ 2|1

worin ausser den zu der vorigen Formel angegebenen Bedingungs-
gleichungen auch noch folgende gelten a; b, -} ¢t «ooe Tk = a,
ag+bz4-ca+ .... +k, =.ﬁ.: ﬂ3+b3+03+ I---- +'k'3 = Yy cerennn
und a,+b,+¢a4 .... Tk = 2. Der Werth, welcher dieser Wahr-
scheinlichkeit entspricht, ist immer ein dchter Bruch.

§. 6.

Vergleicht man nun die Werthe der Wahrscheinlichkeiten fir die
wahrscheinlichsten Mischungen der gezogenen HKugeln untereinander,
und geht bei unveranderlicher Hugelanzahl von der Vertheilung in
zwei Abtheilungen zu der in drei und mehr @iber, so findet man
leicht, dass die Wahrscheinlichkeiten im Fallen begriffen sind; denn
setzt man den Werth der wahrscheinlichsten Mischung: bei einer be-
stimmten, aus verschiedenen Farben zusammengesetzten Hugelanzahl,
die in zwei Abtheilungen gebracht werden, und wovon die erste Ab-
theilung x Kugeln enthalten soll; W, und! nimmt, ferner an, dass
nun auch die Hugeln der zweiten weiter in 2zwei Abtheilungen ge-
bracht werden sollen, wodurch die Wahrscheinlichkeit W, erzeugt
wird, so ist der Werth der letzten wahrscheinlichsten Mischung aus
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beiden -Wahrscheinli¢hkeiten zusammengesetzt und W = W,.W,.
Offenbar aber ist. W, > W,.W,, wenon W, und W, é&chte Briiche
hedeuten.. Das Gesagte gilt auch von Wahrscheinlichkeiten, die aus
einer grossern Zahl Abtheilungen hervorgehen und ist allgemein. Es

filhrt zu folgendem Satze.

15. Werden aus einer Urne, worin Kugeln von verschie-
denen Farben q, r, 8, ..... z enthalten sind, die Ku-
geln sdmmtlich oder zum Theil herausgenommen
und in mehrere Abtheilungen gebracht; so wird die

"~ wahrscheinlichste Mischung um 80 eher eintreffen,
je weniger, und um so weniger, je mehr Abtheilun-
gen gemacht werden. o

Vergleicht man die Werthe der Wahrscheinlichkeit fiir die wahr-
scheinlichsten Mischungen bei unveranderlicher Zahl der Abtheilun.
gen und veranderlicher Zahl der Hugeln, so ergibt sich gleichfalls
ein Fallen, wenn die Hugelzahl wachst. Diess zeigt sich schon bei
den Wahrscheinlichkeiten der wahrscheinlichsten Mischungen, welche
entstehen, wenn zwei verschieden farbige Kugelanzahlen bn -} an
und an {14 bn in zwei Abtheilungen gebracht werden. Sie fith-

ren auf folgendes Verhéltniss

antr=e ; bn""_: qot-pit = _ (an - 1=, pytl-t
41, qbin : (an == bmykri=t ° qa111 DL
1!+b+l|l : I (l‘l——1)b
T R e e e O Y Py Iy

welehes offenbar im Fallen begriffen ist. Ein Gleiches gilt von den
Wahrscheinlichkeiten, die aus den Vertheilungen in drei und mehr
Abtheilungen hervor gehen. Hieraus zieht man:

16. Werden aus einer Urne, worin Kugeln von ver-
schiedenén Farben q, r, 8, «... z enthalten sind, Ku-
 geln herausgenommen und in n Abtheilungen ge-

28 *
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bracht, so wird die wahrscheinlichste Mischung
um s0 eher eintreffen, je weniger, und um so we-
niger, je mehr KHugeln in jede Abtheilung aufge-
nommen werden. ‘ '

Beide vereinigen sich in folgendem Satze.

1. Werden aus einer Urne, worin Hug'eln von verschie-
denen Farben q, r, s, .... z enthalten sind, Hugeln
herausgenommen und in n Abtheilungen gebracht,
sowird diewahrscheinlichste Mischung um so eher
eintreffen, je Weniger A'btheillungen gema'cht und
je weniger Kugeln in sie genommen, und um so
weniger, je mehr Abtheilungen gemacht und je
mehr Kugeln in sie aufgenommen werden..

& -

Wir wenden uns nun zu einigen Anwendungen, und benutzen
die Formel in §. 5 nach Nr. 13. = Sind namlich in einer Urne, q verschie-
dene Kugeln von einerlei Farbe enthalten, und werden sie herausge-
nommen und in n verschiedene Abtheilungen gesondert, und fragt man:
wie muss die Zahl der in den Abtheilungen enthaltenen Kugeln be-
schaffen seyn um die grosstmogliche Zahl der Félle zu erhalten, so
hat man r =8 .... = z = .... 0 wodurch auch by, by, ... b,;
Ovi ©hs By swi'e Ca ainidan ki, kg, .... k, in 0 tibergeht, und ferner
zu beriicksichtigen, dass 1"''=1 ist. Hiernach erhdlt man folgenden
Ausdruck fiur die grosstmogliche Anzahl

q (q—1) (q — 2) b L7 N ra , S v S
1 c.-)--oa 111.1 02000 32-1-2.-- as """ 1'2"' “I.
Unter der Bedingung, dass/a;.= a, — a§ =~ .- .i .4 .= a, und

a, 4 a, + a5 . ..+ a; = q ist. - Die zweite Bedingungsgleichung
ist immer moglich;- die erste nur wenn. q ein' Vielfaches von ‘a oder
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na = q ist. Betrachtet man die Zahlen als n fache voneinander, so
erzeugen sie die Rest 0, 1, 2, .... n — {; und demnach hat man
zu bestimmen, welchem Gesetze die Maxima, die hiedurch erzeugt
werden, unterliegen. Geht man nun zuerst von der Abtheilung von
g Hugeln in zwei Abtheilungen aus, so sind die in den Abtheilungen
enthaltenen Hugeln entweder gleich, oder um die Einheit verschieden,
je nachdem g eine gerade oder ungerade Zahl ist. Geht man hievon
auf die Vertheilung der q Hugeln in drei Abtheilungen iber, so ergibt
sich leicht fiir Auffindung des grosstmoglichen Werthes, dass immer
zwei Abtheilungen gleiche, oder um die Einheit verschiedene An-
zahlen von Hugeln haben miissen. Dasselbe folgert sich leicht fiir
die Vertheilung in vier und mehr Abtheilungen. Diess fithrt zu der
allgemeinen Behauptung.

18. Werden q unter sich verschiedene Hugeln einerlei
Art in n Abtheilungen gebracht, so wird diejenige
Vertheilung den grossten Werth bieten, worin die
Hugelzahlen in den einzelnen Abtheilungen entwe-
der gleich, oder nur sammtlich nur die Einheit ver-
schieden sind. | '

Halten wir nun die so eben gefundene Formel

Q@@= —2)  ceaews e 3 2.1
1 023 se08; 01 o2 a0l 62 cio B0l 62,000 8,

mit dem Satze 18 fest, so kann die Formel nur dann einen grossten
Werth liefern, wenn der Nenner {a.[t . fa.[t | ja5)1 | . .. {3alt ein
Minimum ist. Jede andere Gestaltung in den Fakultiten des Nenners
muss einen kleineren Werth in der Formel und also einen grossern
durch sich selbst erzeugen. Sind nun die Grissen a;, as, az .... a,
unter sich veranderlich, so darf diess nur in 80 ferne; geschehen als
immer a, - a, + a; + ... + a, = q ist.

Geht man daher von dem Gesichtspunkte der Zerfdallung der
Zahlen in ihre Bestandtheile, wie dieses von Euler im 46 Hap. seiner
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Einleitung in die Analysis des Unendlichen und Nov. Comment. Acad.
Scient. 1imp. petropol. Tom IIL. 1750 und 1751 pag. 125 seqq. u. a.
geschehen, und von mir in der ersten Untersuchung meiner For-
schungen in der hoheren Analysis (Heidelberg bei Osswald 4831)
weiter verfolgt wurde, 60 zieht man hieraus folgende merkwiirdige Sétze.

19. WennZahlen in ihreBestandtheile zerlegt und letz-
tere als hochste Factoren von Fakultiten betrach-
tet werden, so bilden die Producte der zugehari-
gen Fakultaten ein Maximum, wenn die Unter-
schiede der hochsten Factoren ein Maximum sind;
ein Minimum aber, wenn diese Unterschiede ein
Minimum sind (die Einheit oder ().

20. Wenn Zahlen in ihre Bestandtheile zerlegt und
letztere als hochste Factoren von Fakultdaten be-
trachtet werden; so findet unter den Maximis, wel-
che die Producte der Fakultiaten erzeugen, ein Ma-
ximum statt, wenn die Zerfdllungsklasse ein Mini-
mum ist, ein Minimum aber, wenn die Zerfallungs-
klasse ein Maximum ist.

Der gleiche Satz gilt von den Maximis.

Der Vollstandigkeit und Vergleichung wegen stellen wir folgende
zwei, mit ithnen in Verbindung stehende, zur Seite, die wir in un-
sern Forschungen p. 67 u. f. schon mitgetheilt haben. |

24. Wenn Zahlen in 1hre Bestandtheile zerlegt und die
hiedurch erhaltenen Bestandtheile als Faktoren
betrachtet werden, 8o erzeugen ihre Producte ein
Maximum, wenn die Unterschiede der Faktoren ein
Minimum; ein Minimum aber, wenn die Unter-
schiede ein Maximum sind.
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22. WennZahlen in ihre Bestandtheile zerfallt und letz-
tere als Faktoren betrachtet werden, so findet ein

Maximum unter den Maximis statt,

wenn in einem

Produkte nur die Zahl 3 oder die grosstmogliche

Anzahl der 3 vorkommt;

ein Minimum aber, wenn
die Zerfallungsklasse ein Maximum ist.

Dagegen

findet unter den Minimis ein Maximum statt, wenn

die Zerfallungsklasse ein Maximum;

ein Minimum

aber, wenn die Zerfdallungsklasse ein Maximum ist.

Zur Verdeutlichung diene folgendes Beispiel:

Maxima und Minima fiir die Zerfillungen der Zahl 9 in Fakultiiten
3’; nach den verschiedenen Ilassen.
w —— —
(<]
z Maxima. Minima.
1.|11%1 — 362880)1°%!1 — J6288
9. RI°IE, qLis == 40320]1!t , 1818 = 2880
| [ RAR IR LEE SRR LR — 504011318 , 4312 4302 — 216
4. 16!t , 9201 qtit 4t — 72011211 , 1811 4213 4301 — 48
5. (1811 , 1311, 4112 | 4%t 411 — 12011%1% , 4312 4812 4812, 4qTiL 0o
6.01.2.3.6.1.1.1.1.1= 24/11.2.1.2.1.2.1.1.1 =
el :239:5%%1 52« V' 4 = GlL:i %42 .9:1:%.1:% ==
M- 2: 302 a 28 = Y2 Y i Yalla) i Ba X s X
Rnleilel:Y:1:1:3telal = 1'l.1.1.1 sl 1510 =

H

Maxima und Minima fir die Zerfillungen der Zahl 9 in Faktoren
3,5 nach den verschiedenen Klassen.
g p
v Maxima. Minima.
1.9 = 9|9 = 9
2.1& . 9 — 20(1 .8 —
Sll3iv:d e 3 —38 74 ) IR (e — I |
2. 02 o 2.2 .3 =~ 2411 . 1.:1:6 — W
5.1.2.2.2.2 = 16{1.1.1.1.5 = 5
6.f1.1.1.2.2.2 = 8/1.1.1.4,1.4 = 4
=l 111122 = A1 sV:1221:%5:3 — 3
R‘.loio1olo1c1.1-2 =21010101 1010'1.2 i
of1.1.1.1.1.1.1.1.1 = 11.1.1.1.1.1,1.1.4+ =
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§. 8.

Die Vertheilungen der Harten bei den gewoOhnlichen Spielen un-
terliegen den in §. 5 — 7 aufgefundenen Gesetzen. |

Im Lombre-Spiele werden 40 Harten unter drei Spieler so ver-
theilt, dass jeder Spieler 9 bekommt und {3 Karten bis zur zweiten
Vertheilung (Hauf) zuriickbehalten werden. Diese Vertheilungsart
ist nicht die giinstigste, denn sie gibt nicht die grosstmogliche An-
zahl von Combinationen. Um diese zu erhalten, miissten jedem Spie-
ler 10 Harten gegeben und {0 im Riickstand behalten werden. Die
Zahl der Fialle, welche das Lombre bei der gewohnlichen Verthei-
lung bietet, verhalt sich zu der grosstmoglichen Anzahl wie

Qi1 Qo1

1011, 1011 | o1, qut : (IIUI;F

1000 : 1716

so dass durch diese veranderte Vertheilungsart die Zahl der: wirkli-
chen Félle noch nicht 3 von der grosstmoglichen Anzahl erreicht.
Da nun die Zahl der Fille im Lombre - Spiele schon so ausserordent-
lich gross ist (sie betragt 5484 103579 339825440000), so hat da-
durch das gesellige Vergniigen keinen Verlust erlitten, denn, wenn
auch drei Spieler taglich 3 Stunden Zeit diesem Spiele widme-
ten und bei sehr schnellem Spiele 200 Spiele taglich spielten (wobei
auf ein jedes Spiel noch nicht eine Minute Zeit gerechnet ist), so
miissten sie 75124 7106566298979 Jahre leben, wenn sie ihren Zweck
erreichen wollten. Wenn nun die gewdohnliche Vertheilungsart an
Zahl der angegebenen Falle nachsteht, so erhoht sie doch durch
moglichen Hauf und besondere Spielniiancen sehr das Interesse und

den Reiz bei dem Spiele.

Eine bedeutendere Beschrankung hat das Piquet- Spiel  erlitten,
bei welchem unter zwei Spieler die Harten so vertheilt werden, dass
jedem zwolf, und die ibrigen in zwei Haufen zu 5 und 3 (der erste
zum Haufe des ersten, der zweite zum HKaufe des zweiten Spielers)
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zuriickgelegt werden, Wiirden die Harten in vier Abtheilungen, jede

zu 8§ Karten, gebracht; so wiirden sich die verschiedenen Fille wie

|33[l 132]1
= 784 : 49005

(11211)2 7 .lb—l 3 13[ . (1&!1)4
verhalten, und die Zahl der Falle wiirde sich um das (G{fache stei-

gern.

Das Whistspiel ist dasjenige, welche die grosstmogliche ‘An-
zahl verschiedener Spielfille, die bei einer Vertheilung von 52 Kar-
ten unter vier Spieler vorkommen konnen, aufweist, denn die Karten
werden zu gleichen Anzahlen vertheilt ). ‘

111.
§. O.

Von zwei Urnen enthalte jede irgend eine Anzahl
Hugeln von zweierleiFarben (weisse und schwarze). Zu
gleicher Zeit wird aus jeder Urne eine Hugel herausge-
nommen und in die andere geworfen, und diess p mal
wiederholt. Es fragt sich, wie wird nach p Wiederho-
lungen das Verhédltniss der verschieden farbigen Kugeln
am Wahrscheinlichsten beschaffen seyn?

Wir beantworten diese Frage auf folgende allgemeine Art. Die
erste Urne enthalte m, die andere n Kugeln. Die Zahl der weissen
Kugeln, welche nach der x* Ziehung in der ersten Urne enthalten
sind, werde durch A, x; die, welche nach derselben Ziehung in der
zweiten Urne enthalten sind, durch A,, x bezeichnet, so bezeichnen
Ay, x— 4 und A, x— 1 die Zahl der Hugeln von derselben Farbe,
welche durch die vorhergehende Ziehung herbeigefilhrt wurde, Ist

*) Von den in §. 5—8 mitgetheilten Siitzen ist uns nicht bekannt, dass sie schon frii-
her aufgestellt wurden, weswegen keine historische Nachweisung erscheint.

2



220

das Verhaltniss unter den Hugeln der weissen Farbe bekannt, so ist
auch mittelbar das der andern Farbe gegeben; denn die Hugeln von
beiden Farben unterliegen gleichen Verdnderungen in der Mischung,
nicht nur in ihrem Gegensatze zu einander, sondern auch bei dem
Uebergang von jeder Zichung zu der nachfolgenden. Ist nun die
(x — 1) Ziehung geschehen, so fragt sich: Welche Veranderung fithrt
die nachfolgende Ziehung in der Mischung der weissen Kugeln wahr-
scheinlicher Weise herbei?

Wird eine Hugel aus der ersten Urne genommen, so ist die

Wahrscheinlichkeit, dass gerade eine weisse unter den m Hugeln

1

gezogen werde = Ay, x —4 und demnach ist die muthmassliche Zahl

der darin zuriuckgebliebenen weissen

1 n— |
_\1,'.\'—1 S— _I\t,x_i > T t— .-'\1,7(—'.
m n

Diese Zahl vergrossert sich um eine Hugel, die aus der zweiten Urne
in die erste hat iibergehen konnen. Der Werth dieser Moglichkeit

: ; 2 1
ist, da die zweite Urne n Hugeln enthalt, -;]-AQ, Xx—14, und demnach

fur die muthmasliche Anzahl der weissen Hugeln, welche durch die
x Ziehung in die erste Urne geliommen sind

m—1 ‘ i
23. A, x = TAH X—14 -+ ';';Aza > L
Auf dieselbe Weise bestimmt sich die muthmasliche Anzahl der
weissen Kugeln in der zweiten Urne. Diejenige Zahl, welche zu-
riickgeblieben ist, wird seyn

D— 1

A, x—1 — ;A,,x——1 — Aga X—1

die Zahl, welche hat dazu kommen konnen, ist ihrem Werthe nach

1 .
—~ Ay, x— 1, demnach ist
m
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n—1

i
24. Az, x = Ay, x—1 - ;.-lAnx—-'l

Diese zwei Gleichungen sind zuriicklaufend. Daher muss man
die Zahl der vorhergehenden Ziehung kennen, um die der nachfol-
genden zu finden. Heine ist bekannt, als die der ersten oder ur-
spriinglichen Mischung. Daher muis man von dieser ausgehen, und
alle spiatern durchlaufen, um ein unabhédngiges Gesetz zu finden.
Nehmen wir nun an, die erste Urne enthalte a weisse (folglich m — a
schwarze) und die zweite b weisse (folglich n—b schwarze) und
fihren die hieraus resultirenden Werthe fiir die erste, zweite, dritte
u. s. w. Ziehung ein, so ergibt sich fiir die muthmaslichen Anzahlen
der weissen Hugeln in den beiden Urnen, und zwar fiir die erste

Ziehung
m—1 b

m n

le 1 l

. S R

fur die zweite Ziehung

we (Y ERe b
a

m— l) b
m
fir die dritte Ziehung

i = (m;‘l) a+[(m—1) +(m—1)("—-1)+("—|) 1;_
B et
(n_i).(m::” | (m';l-")’] _El

+_l% [2 n-;-‘l m—-l] . a

nm m

1
m n

7, )

(

A3

u. 5. w. Das Gesetz, welches diesen Gleichungen zu Grunde liegt,
ist ziemlich verwickelt, und fithrt bei grosserer Anzahl der Ziehun-

20 *
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gen zu ausserst weitliufigen Formen, weswegen wir es nicht weiter
verfolgen, besonders da wir ber zweckmaissiger Annahme der Hugel-
anzahlen sehr leicht auf allgemeine Gesetze kommen, aus denen wie-
der allgemeinere Schliisse fliessen, die hieraus nur miithsam oder viel-

leicht gar nicht abzuleiten waéren.

Nehmen wir nun die Gesammtzah! der Kugeln in jeder Urne
gleich, also m — n, die weissen und schwarzen aber, wie vorher,
verschieden an, so resultiren fir die vorgelegten Falle folgende Be-

stimmungen fir die erste Ziehung

—1
;\,,1 s A

n—1

.+.
1‘2,1. — +

=|® B

fiur die zweite Ziehung
= (=) :

l) >

n

\2,2_(“""’) b+o" a+...5’,_

n
fir die dritte Ziehung

n—1)° (n—1)2 n—1 b

Ans:(n) o3 b+3 {nﬁ

_(r—=1Y (n—1)*% n——1 a

Hat ) p+s a4 8

u. s. w. woraus sich leicht das allgemeine Gesetz fur die Anzahl der
Kugeln, welche die p“ Ziehung herbeifiihrt, ergibt.

25. Ajp = = ((n——l)P a + ~ (n—1pr=tb 4 Eﬂ’.‘%._). (B==1)P=?
P_(P—1(P"‘_ __1\w~-3 )
== =1 b4 .....

p(p—1)

5 (n—1®?h

Ay p = ﬁ“_ ((n—i)’ b 4 l; (n— 1)1 a +

p(p—1)(p—2) -
+‘l.2 .P3 (n—17%=%a 4= ..... )
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§. 10.

Von drei in einen Hreis gestellten Urnen enthalt
jede n Hugeln; die erste a, die zweite b, die dritte c
weisse, die ibrigen schwarze. Es wird zu gleicher Zeit
aus jeder Urne eine genommen und in die néachstfol-
gende geworfen, und diess p mal fortgesetzt. Es fragt
sich: Wie wird nach p Wiederholungen das Verhéaltniss
der weissen Kugeln muthmaslich beschaffen seyn?

Die Bestimmung der muthmaslichen Anzahl der in jeder Urne
enthaltenen Hugeln beruht darauf, dass man die Zahl der weissen
Hugeln, welche nach einer Ziehung zuriickgebliebenen sind, um die-
jenige, welche moglicher Weise dazu gekommen ist, vergrossert. Fir
die x* Ziehung hat man daher folgende Gleichungen

n—1 1
n—1 1
Ag’x e Ag,x_i + oy A;,X—‘l
n n
n—1 1
Aa, X = ——n A;;,X-—"l + -I-]- f‘g,x—i

Geht man auch hier von dem urspriinglichen Verhaltniss der HKugel-
anzahlen aus und zu dem, welches aus den spateren Ziehungen er-

wachsen wird, iiber, so hat man fur die erste Ziehung
n—1 n—1 a n—1

Kyshie= a—l———; A2,1=.n 2 , S M — c-]--
fir das der zweiten Ziehung

Ky i n—l) a_l_2n—1 +

A,,z_("_’) b e 2 a—l-——-

43,2_(“"1) c-|-2n_lb+
fur das der dritten Ziehung
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(n—1)’l

&8 &

b+_...
= 2 —
:\,,3=(n |) b+3 31) a+3n 1c-{.-._

:\‘,3

(h—1)*
~ b-|-3 a+_

u. s. w. Auch hneraus erkennt man leicht das allgememe Gesetz. Es

A3,3 ———

1st

y(p—1
2. Ap = (@—1rad 2 @ty e 20D o gy

1 — 1
— (=1 b+ L @—1p-1a4 PP (a—ty=t o

J\g, p

Agyp = == ((n-—‘l)' c + (ll----'i)""l b 4 P(I)-;-‘l) (n—1)P~? a

Die Schliisse bleiben unverandert, wenn man vier und mehr Urnen
auf die genannte Art mit einander in Verbindung bringt. Sind daher
m Urnen in einen Hreis gestellt, wovon jede n Hugeln enthalt und
zwar der Reihe nach ry, rp, rs..... r, weisse, die ubrigen schwarze,
zieht man dann aus jeder eine Hugel und wirft sie in die folgende,
und fragt, wie wird nach p Ziehung die Mischung am Wahrschein-
lichsten beschaffen seyn, so geben folgende Gleichungen die Antwort:

1 \ —1
27. Aypp = '-l-;[(n—n"r, - -'-;- (n—1)"~'r, - E(p s ) (n—1)"2%r._,
o |
| =
Aup = 5;[(:1—-1)%. + T a—1p-tn P2 (n—ty-ri,
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1 —1
As,p =;‘;[(n—1)"l‘a -+ f—:— (b—1)"'r, 4 I;(p 24-) (n—1)P=*r,

1 —1
Ap = | (= 1pre + 2 =t BP0 amayn,

Zugleich erkennt man leicht, dass die Gleichungen 23 —26 nicht
allein gelten, wenn in jeder Urne Hugeln von zwei verschiedenen
Farben enthalten sind, sondern dass sie auch gelten, wenn Kugeln
von drei und vier verschiedenen Farben darin enthalten sind, denn
die Kugeln jeder Farbe werden sich nach gleichen Gesetzen muth-
maslich vertheilen.

§. 11.

Die in den vorhergehenden §§. aufgefundenen Gleichungen las-
sen sich zweckmassiger nach den begleitenden Grossen a, b, ¢, ord-
nen. Hiernach hat man aus den Gleichungen 25 folgende Darstel-
lungen:

\,p = % [(,, — AP s 111 (p -;- 1) (0 — 19"
e L,
1 11)(?;-1).(1*;-2).(?:3).(1»;4) (0 — =5 .. ... ]
A.,p:-;\b—P-[(n—l)P-}-f(?;”(n—i)"“’-}-. ...... ]

—1 —_—
+ _E.. [..li)_ (n_1)p—l+£_r(p2 ).(pts )(n—‘l)l""-[- ..... ]

ne 5
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Die in den eckigen Hlammern eingeschlossenen Glieder erscheinen als
Glieder des Binomiums. Vervollstindigt man sie und zieht die zur
Vervollstindigung nithigen Glieder wieder ab, so lassen sie sich in
folgende sehr kurze Ausdriicke zuriuckbringen.

28 Aup = 5 [n" + (0 — 2)’] s [..» ~ (n — 2
& n — 2\? b ( n — 2\¢}
_-‘fl_ll( n-)] -‘E[l_( n—)J

— b P { P = P 'l’]

Ags ' = m [n -+ (n — 2)} { - [n — (n — 2,J

= [+ -G

n

die sich sehr gut zur Bestimmung der Griossen A, p, A,, p, beniitzen

lassen. Beriicksichtigen wir_nun, dass, wenn p eine sehr grosse,
D—2

P
oder gar unendlich grosse Zahl bedeutet, ( ) = 0 zu setzen ist,

so hat man
a

I
Ris P = -{::- s -2- und Ag, p = -:- ~}-
Diess fuhrt zu dem merkwirdigen Satze:

29. Sind in jeder von zweil Urnen n Hugeln, zum Theil
weisse zum Theil schwarze, enthalten, und wird aus
jeder gleichzeitig eine Rugel herausgenommen und
in die andere geworfen, und diess lange fortge-
setzt; so niahern sich die verschieden farbigen Hu-
geln immer mehr der Gleichheit, je linger diese
Mischung fortgesetzt wird, oder die wahrschein-
lichste Mischung der Hugeln ist die gleichheil-
liche.

 Ordnen wir die Gleichungen 2b auf dieselbe Weise, so erhal-

ten wir



233

a p—1)(p — 2)

p =
Ay, p = e [(“ — 17 7 1. 2 ST (n — 1)pp—°

p(p-—‘l)...._ﬂ'—-f)) T
T 0 . 8 b B A= T ]

¥ i['fi)“""")"’ + T @y

ne
..... = '
3 E1).2...(”7 o A S ]
— 1 o e
T }%D : g e i 5 - T (i
PR T o P TR ]

Nennen wir nun die in den Hlammern eingeschlossenen Reihen der
Folge nach M;, M;, M;, so erhalten wir folgende Darstellungen

b a c
;\Q’P — E‘; MI + -[-]-p ng + E’; 5]3

c , b a
A, p = "';;,M1+B';Ma+‘l'l;Ma

Letztere sind nur durch die begleitenden Vorzahlen von ersteren ver-
schieden; die Verinderungen, die sich an den eingeklammerten Ho-
rizontalreihen machen lassen, werden auch von letzteren gelten. “ Die
Reihen brechen sammtlich ab, wenn ein Glied in () iibergeht. Auch
hier suchen wir eine elegantere Darstellung. In der ersten Horizon-
talreihe fehlt das zweite und dritte, finfte und sechste u.s. w. Glied
der Binomialdarstellung. Wir nehmen sie vollstindig an und eine
Grosse @x zu Hilfe und fragen: Wie muss diese Hilfsgrosse beschaf-
fen seyn, dass sie die genannten Glieder in der Reihe

—1
(n—14gxr = (n—1P(gx’+>@—y-tgx4+ 122

: —_1 — 2
pRO=DC=D, ey

verschwinden macht? Sie muss die Eigenschaft haben, dass ¢@x

30

(n '|)9_2(¢ x)?
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= (@x)? = (@x)* = ¢x5 = .... = (0 und (¢x)? — {, oder was
dasselbe ist, (@x)° = (¢x)9 = .... = 1 wird. Die Auflésung der
cubischen Gleichung @ x3—4 = ( gibt die Bedingungen an. Ihre
1—v—3 i Ly/=3

)

Wurzeln sind bekanntlich 1, , und die 0“,

3% 6" .... Potenz jeder dieser Wurzeln erzeugt die Einheit, wih-
rend die ubrigen durch ihre Vereinigung, auch in Verbindung mit
andern Grossen, ( erzeugen oder verschwinden. Fihrt man nun
diese Werthe der Reihe nach statt ¢x ein, so gewinnt man drei
Reihen, die durch Vereinigung die fraglichen Glieder verschwinden
machen, zugleich aber die Eigenschaft haben, dass das 0, 3“, 6%,
0 ) Glied dreimal statt einmal erscheint. Benutzen wir diese
Bemerkung, so entsteht hieraus die Darstellung

a 1—V —3Y\ 14-v —3Y

3 nF "p+(n_1_ B '"'("_"l +2 _)]
Soll die zweite Horizontalreihe nach derselben Weise behandelt wer-
den, 80 muss in ihr das 2°, 5%, 8° .... Glied erscheinen, die ftibri-
gen verschwinden. Diess geschieht, wenn wir der vollstindigen Reihe
folgende Form geben

(@xF (0 — 1 4 @xF = (0 — 1)F (gx) + = (8 — 1P~ (px);

) — 1 |
+:(f’ > D — 1Pt (gx) e

und so fort fir @x die entsprechenden Werthe einfithren. Dadurch
wird

1-—\/-—3) [n e 1-—;/:'5']9

+ (Y [ - - =T

Acehnliche Schliisse fithren fiir die dritte Horizontalreihe zu folgender
Darstellung
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== s e e =k
3n? 2

2 2
ek o 20

Die Summe dieser drei Ausdriicke gibt die muthmasliche Anzahl der
weissen Hugeln, welche durch p Ziehungen in die erste Urne gekom-

men ist; sie ist

30. ~\,,p-—_[1+(2"——3+t/—3) +(2n—-3_ )]
_'33_[1 1—1/-3(2n_32_£.,/_3

1+\/—3(2n_3—V—3)]

L0 [1+(1—V—3) (2n—3+ __)v
+(1+|/—3) (2n—‘3——|/-—'$)’]

und die fir die beiden andern Urnen, wenn wir der Reihe nach
diese Ausdriicke durch N,, N,, N; bezeichnen

b c g <&
AgyP ‘é’Nl+'§'Ns+‘§‘Ns

AwP:"N +“"N2+_N

Kommen vier Urnen in Frage, worin beziehlich a;, a;, a;, a; weisse
Kugeln enthalten sind, so hat man bei Ausfihrung ahnhcher Geschafte

tolgende Zusammenstellung:

50%
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. Ane=2[1 4+ (=2) + (A=t V 1Yy
& (Aot = Y=Y
- (5 (=Y =
_("—1-;-;/_1)9‘/_____7
b T (sl fes b it Y
R i i
VST
+("_1:‘/_')';/:"T

fur die ubrigen, wenn N;, N;, Nj, N; der Hiirze wegen die ein-
geschlossenen Ausdriicke bezeichnen

n — 2

4

g . By s Bl s ::1l :
Azyl’:iiz+s\+“\s+ A
By - ety B G Ba i
-‘ssl":_"l\t‘l"i}z"‘-i-\g—l-f:\,;
a B
AP = 2N, + 2N, -2 ;N TN

Man erkennt leicht, dass diese Schliisse ganz allgemein gelten, und
die Auflosung des allgememsten Falles von der Auflosung der Glei-
chung (px)" — 1 = ( abhangt. In diesen allgemeinen Entwicklun-
gen erscheinen imaginire Grossen; sie storen aber die Giltigkeit der



237

Schliisse nicht. Nehmen wir namlich auch hier p als eine sehr
grosse oder unendlich grosse Anzahl iiber, so gehen die Grundgros-
sen von p, die sammtlich achte Briiche sind, ins Verschwindend-Kleine
oder ( itber und dann hat man fur diese Falle aus 3()

:\.,p:tt:l;_‘:c; A,,p:—:b+;+a; ;\”P=,(i';+b

aus 31

A,,p:f.'._'*_f_f_‘!_':a"l‘“*; A“p=_a_g__tgl_—i;gj+a.‘
A,,|;=3L+a4ja'+az; A“p_a,—l—a,-:_m

Hieraus folgt der merkwiirdige allgemeinere Satz:

32. Sind mehrere Urnen in einen Kreis gestellt, davon
jede eine gleiche Anzahl Hugeln, die selbst aus zwei
Farben willkiithrlich gemischt sind, enthalt, und
wird aus jeder gleichzeitig eine Kugel genommen
und in die folgende geworfen, und diess hinlang-
lich lange fortgesetzt; so werden die Kugeln von
einerlei Farbe durchsimmtliche Urnen hindurch am
Wahrscheinlichsten gleich vertheilt seyn.

Nehmen wir in diese Behauptung die Bemerkung auf, dass die
in 23 — 31 gefundenen Gesetze fiir jede Farbenart von Hugeln gel-
ten, so schliessen wir hieraus:

33. Die gleiche Mischung tritt ein, wenn auch in den
verschiedenen Urnen HKugeln von drei und mehr
Farben enthalten sind.
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S 12.

Einfacher werden alle diese Satze, wenn man zu dem besondern
Fall iibergeht, den Dan. Bernoulli ,,Nov. Commentarii Acad. Scient.
Imp. Petrop. pro Anno 1769 Pg. 3 u. f. behandelt hat, welcher
annimmt, dass jede von den aufgestellten Urnen nur HKugeln von
einerlei, aber eigenthiimlicher, Farbe enthdlt. Man sieht, dass die
Gleichungen der vorhergehenden §§. sogleich die Aufgabe Bernoulli’s
16sen, zugleich aber, dass man nicht umgel{ehrt durch die Auflosung
des specielleren Falles die bisher vorgelegten Fragen beantworten
kann; so wie denn auch Bernoulli nur den Fall von drei Urnen be-

trachtet hat.

Die Mischungen der Hugeln in zwei Urnen, wovon jede n Hu-
geln, aber nur von einerlei, jedoch besondern Farbe enthédlt, welche
die p“ Ziehung herbeifiihrt, werden aus 28 erhalten, wenn man dort
a=nund b = ( setzt. Hiedurch wird

7|
bort = 2[1—(“::2"]

Die der schwarzen werden erhalten, wenn man b = n und a = 0

:

] und

34 Agy P

| =

setzt.

Sind drei Urnen vorhanden, so hat man aus 30, wenn a = n,
b = 0, ¢ = ( gesetzt wird

2n—3 |/—3 + ?n—-—3—|/—3)¢|

35. AI)P—"':;“
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Ay p =7 r1+('___l/_:"_§) (2"—-'3-[-‘/_ )

+(.‘__‘*‘__'i::_§) (2“-——3—V—-3)v]

Anv=-g-[ . —1/—-3) (Zn——'l-l-‘/_ )

- by =S (= o vy

Gleiche Formeln gelten, nur in anderer Ordnung, von den Kugeln
der beiden andern Farben in den Urnen.

Sind vier Urnen in Frage, so hat man aus 31, wenn a, — n,
a, = a3 — a; = () gesetzt wird.

36. Aus b = o [1 + (= 2)"+ n — 1 ;;-11/':'1)9

n

2 )
Aup=-;2-{1_(5‘_:t_]'._3)"_("—1—!}]-1/::1')9 =
: +(n-—1:.|/._1 p‘/:__]
A.,p-_-_-,z_{1_‘_("—']-2)9_(.,_1;;:1/:3)» B
_(.'1.:"';']"/:_1)’]
= (S (Y v
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u.s. w. Wird auch hier p sehr gross oder unendlich gross, so wird

aus 34, 35, 36,

n n
n n n
:\,,p'_:—é-; A,,p:::—3—; A,,p=-§-
n N n : 4
A,,p:-:l—; A"’I’ZT; A“p:T; ,»\4,|1:.-_.-T

Hieraus fliesst folgender Satz:

38. Werden mehrere Urnen in einen KHreis gestellt, von
denen eine jede gleiche Anzahl (n) Hugeln von einer
besondern Farbe enthdlt, wird dann aus jeder Urne
gleichzeitig eine Hugel genommen und in die fol-
gende geworfen, und diess hinldnglich lange fort-
gesetzt; so werden die Kugeln jeder Farbe am
Wahrscheinlichsten gleich durch alle Urnen ver-
theilt seyn.

Die Gleichungen 34 und 35 hat Bernoulli nicht angegeben. Da
Bernoulli andere Ableitungen hat, so hat er auch statt der Gleichun-

gen 35 andere, die dem Werth naherungsweise entsprechen, ange-
geben.

S 13.

Stellen wir endlich, unter den in §§. 9 — 11 gegebenen Bedin-
gungen eine Urne allen andern entgegen, so ist es bei hinlanglich
fortgesetzter Anzahl der Ziehungen einerlei, aus welcher von den
iibrigen Urnen eine Hugel genommen und in die bezeichnete gewor-
fen wird. Die Mischung der Farben wird sich immer der Gleichheit
nahern. Es konnen sogar einige Urnen iibergangen, oder neue dazu
genommen werden; die Rechnung fithrt immer auf das gleiche Re-
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sultat. Es zeigt sich hieraus, dass es fiir den Erfolg einerlei ist, ob
die Kugeln einen kurzen oder lingern Hreislauf machen, ob sie sich
durch eine grossere oder kleinere Masse hindurch bewegen. Die
Sache wird deswegen unverandert bleiben, ob sich die Kugeln ge-
trennt, oder in einer einzigen vereinigt, bewegen und so in die
bezeichnete iibergehen. Man hat daher bei hinlinglich fortgesetzter
Zahl der Ziehungen als Verhaltniss fiir die Mischung der HKugeln
gleicher Farbe in der Urne, welche den iibrigen als Gesammtheit

gegeniiber gestellt wird:

--:; (ag,t=ag4-ag—4 ... a,) : (m—1) £-E-'—'-_-'-:--?-3--—T‘:-]-’--f--'---:-—-f-i"l-? = {1:m~—1

Gehen wir von der urspringlichen Bedingung, dass in jeder Urne
gleich viel Kugeln enthalten sind, aus, so sind also in den iibrigen
(m —4) Urnen, auch (m—{)mal so viel von derselben Farbe, als
in der bezeichneten enthalten. Waren die Kugeln aller dieser Urnen
in einer einzigen enthalten, so fande dasselbe statt. Hieraus folgt,
dass sich die endliche, wahrscheinlichste Vertheilung nach den in je-
der Urne enthaltenen Anzahlen richtet, und mit ihnen in gleichem
Verhiltnisse steht. Was von einer Trennung sammtlicher Urnen in
zweli Abtheilungen gilt, gilt auch von einer in drei, vier, u. s. w.
Diess begriindet folgenden Satz, der alle fritheren umfasst :

39. Werden mehrere Urnen in einen Hreis gestellt, in
denen ungleiche Anzahlen von Hugeln, willkiihr-
lich aus verschiedenen Farben gemischt, enthalten
'sind, wird dann gleichzeitig aus jeder Urne eine
Hugelgenommen und in die nachstfolgende Urne ge-
worfen; so wird nach hinlanglicher Zahl der Zie-
hungen diejenige Vertheilung der KHugeln von den
verschiedenen Farben am Wahrscheinlichsten seyn,

al
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-

welche im Verhédltnisse zu den in jeder Urne ent-
haltenen Kugelanzahlen steht.

Merkwirdig ist die Beziehung, worin die drei Satze §, |4 und
39 stehen™),

*) Ausser Dan. Bernoulli hat auch Trembley, der im Wesentlichen Bernoulli folgte,
einige hierher gehorige Fille in Commentat. Soc. Reg. Scient. Goetting. Vol. XIL.
p- 129 betrachtet. Laplace hat in seiner Theorie anal. des probab. p. 302 den
Fall des §. 12 behandelt und Lagrange eine Formel mit Hiilfe der recurrirenden
Reihen in Comment. Acad. Reg. Berol. 1775 p. 270 Probl. VII. mitgetheilt. Wir
haben uns nach Kriften bemiiht, hier einige weitere S#tze nach unserer Ansicht mit-
zutheilen.

\




