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Die positiven und negativen Zahlen sind schon seit Langem zur
Darstellung des Gegensatzes der Grossen gebraucht worden. Wenn
die Gegenstinde dieser Art in eine Reihe geordnet sind, welche
durch

e W P U

vorgestellt werden mag, und angenommen wird, dass die Relation
des W zu P als der Relation des P zu O u. s. w. gleich betrach-
tet werden kann; wenn endlich der Uebergang (die Relation) von
einem Gliede zum andern durch 4+ 1 dargestellt wird; so muss
der Uebergang vom letztern zum erstern durch — 1 vorgestellt
werden. - Zur Darstellung des Uebergangs von einem Gliede der
Reihe zu einem andern derselben sind die beiden Einheiten + 1
und — 1 hinreichend. Wenn daher die Relationen von W zu P,
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von P zu O u s. w. als positiv betrachtet werden, so sind die
Relationen von O zu P, von P zu W u. s. w. als negativ an-
zusehen.

Wenn sich die Gegenstinde nicht mebr in einer einzigen Reihe
anordnen lassen, wenn sie sich in Reihen von Reihen dargestellt
finden, und wenn es sich mit den Relationen dieser Reihen gegen
einander selber wieder so verhialt, wie vorher mit den Gliedern
einer und derselben Reihe, so sind die Zeichen + 1, — 1 zur
Darstellung der Relationen der Glieder von was immer fir einer
dieser Reihen zu den verschiedenen Gliedern jeder der andern
Reihen unzureichend, und es bedarf hierzu noch zweier anderer
Zeichen + i, — i, deren Gegenstinde in ehen demselben Verhalt-
nisse des Gegensatzes sich befinden, in welchem die, durch die
frihern Zeichen + 1, — 1 vorgestellten Gegenstinde zu einander
stehen. Um daher den Uebergang von einem Gliede einer der
Reihen zu einem andern Gliede einer, von dieser verschiedenen,
Reihe vorstellig zu machen, sind die vier Zeichen

+ 13 — 1; +i5 — i

hinreichend. Diese verschiedenen Verhiltnisse, welche unter den
Gliedern gegebener Reihen obwalten, lassen sich durch eine raum-
liche Darstellung anschaulich machen (Kig. I.). Man stelie sich
daher in einer unbegrenzten Ebene zwei Systeme von é&quidistanten
Parallelen vor, die einander rechtwinklicht durchkreuzen, und nehme
ihre Durchschnittspunkte zu Symbolen fiir die verschiedenen, vor-
hin erwihnten Relationen an. Jeder Punkt, wie etwa P, hat vier
benachbarte, durch W, O, N, S bezeichnete Punkte. Wenn man
nun die Relation jenes Punktes P zu einem dieser vier Punkte,
etwa zum Punkte N, durch 4 1 bezeichnet, so ist die durch — 1
zu bezeichnende Relation, namlich die zum Punkte S, von selbst
bestimmt. Ueber die Bezeichnung der Relation des Punktes P zu
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den hbeiden andern benachbarten Punkten O und W ist hierdurch
noch nichts verfiigt, und man kann folglich einen derselben, wel-
chen man will, wihlen, und die Beziehung des Punktes P zu ihm
durch + i bezeichnen. Wird daher die Beziehung des Punktes P
zu dem Punkte O durch + i angedeutet, so ist hierdurch die durch
— i zu bhezeichunende Relation wieder von selbst bestimmt, nimlich
die zum Punkte W. Hieraus wird es klar, dass es bloss von un-
serer Willkithr abhingt, festzusetzen, welche der beiden sich durch-
kreuzenden Reihen man als die erste Hauptreihe, und welche Rich-
tung in ibr man als auf die positiven Zahlen sich beziehend ansehen
wolle; und dass, wenn man hiertiber bereits verfiugt hat, eben hier-
durch schon von seibst die andere der sich durchkreuzenden Rei-
hen als diejenige signalisirt sey, welche sich auf die durch + i
oder — i vorgestellten Zahlbegriffe bezieht. Wenn daher die Be-
ziehung des Punktes P zu O durch + i angedeutet wird, so ist
die des Punktes P zu W durch — i vorzustellen.

Ks ist eine Folge dieser Voraussetzungen, dass, wenn die
Relation des Punktes P zu O, die vorher durch + i bezeich-
net worden ist, nunmehr fir + 1 angenommen wird, man nothwen~
dig die Relation des Punktes P zu S, die vorher durch — 1 be-
zeichnet wurde, jetzt fir + i annehmen misse. In der Spraché
der Mathematik heisst diess aber, + i ist mittlere Proportionale
zwischen + 1 und — 1, oder i entspricht dem Zeichen v/ — 1.
Hieraus lasst sich erkennen, dass sich den sogenannten ‘magindren
Ziahlen, die man bisher immer den reellen entgegenzustellen pflegte,
eben so ein reeller Gegenstand unterstellen lasse, wie diess schon
seit Langem mit den negativen der Fall war. Diese ersten Ideen,
den imaginiren Zahlen ein reelles Substrat unterzulegen, gehoren
dem um die mathematischen und physicalischen Wissenschaften
hochverdienten Herrn Hofrath Gauss in Gottingen an; und sie er-
scheinen um so merkwiirdiger, als jene Grossen, wie schon der
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Referent in den gel. Anz. vom 23. April 1831, bei Gelegenheit
der Bekanntmachung jener Ideen bemerkt hat, in der Mathematik
bisher noch immer weniger eingebiirgert als nur geduldet werden,
und mehr wie ein an sich inhaltsleeres Zeichenspiel erscheinen,
dem man ein denkbares Substrat unbedingt abspricht, ohne doch
den reichen Tribut, den diess Zeichenspiel zuletzt in den Schatz
der Verhiltnisse der reellen Griossen steuert, verschmihen zu wol-
len. Seit jener Zeit ist itber diesen Gegenstand meines Wissens
nichts mehr bekannt geworden. KEine weitere Verfolgung desselben
hat mich auf einige Resultate gefiihrt, welche der Aufmerksamkeit
der Mathematiker vielleicht nicht ganz unwerth seyn dirften, und
welche ich daher in dieser Abhandlung zur offentlichen Kenntniss
zu bringen beabsichtige.

I. Erklirungen.

Man stelle sich in einer Ebene zwei auf einander senkrechte
Linien N S, W O vor, welche sich in dem Punkte W schneiden
(Fig. IL). Durch diese zwei Geraden wird der ganze Raum der
Ebene in vier Partien abgetheilt. Die Richtungen PN, PO, P S,
P'W gehen von demselben Punkte P aus, welchen wir den Pol
nennen. Insofern man nun eine gewisse Linge auf einer dieser
vier Hauptrichtungen vom Pole P aus auftragen, und diess durch
eigene Zeichen auf eine unzweideutige Weise vorstellig machen
will, kann man die vier Zeichen

(v ... +13y +i; —1; —i
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als eben so viele verschiedene lineare Einheiten betrachten, und
diese Bezeichnung der gegebenen Linge beisetzen.

Wird daher mit a irgend eine gegebene absolute Linge einer
geraden Linie bezeichnet; so soll durch die Zeichen:

() ... a.(+1); a.(+i); a.(—=1); a.(—i),
welche auch respective durch die Zeichen:
@) ... +a; +a.i; —a; =—a.i

ersetzt werden konnen, angedeutet werden, dass jene Linge a im
Systeme der beiden auf einander senkrechten Geraden N S, W O
von P aus beziehungsweise auf den Richtungen

)< .. PN; PO PS; PW

aufzutragen sey. HKben diese Richtungen werden wir daher, in
derselben Ordnung genommen, die Richtungen + 1; + i; (— 1);
(— i) nennen; stellt man sich vor, dass sich die Richtungslinie
P N so um P dreht, dass sie successive die Richtungen P O, P S,
P W erhilt, so werden wir sagen, dass sich diese Linie im posi-
tiven Ninne drehe, widrigenfalls aber ém negativen Sinne.

Wenn nun a die absolute Linge einer Geraden bezeichnet, so
werden wir + a die positive, und — a die negative Abscisse schlecht-
hin nennen; hingegen + a.i die positive laterale , und — a.i die
negative laterale Abscisse, nach den Einheiten + 1, — 1, worauf
sie sich beziehen, und welche laterale Einheiten heissen. Ferner
sollen die Einheiten + 1 und — 1, so wie die Einheiten +i, — i
unter sich gleichartige genannt werden, hingegen + 1 oder — 1
in Bezug auf + i, — i wungleichartige. Durch die Einheiten + 1,
— 1 lassen sich die Orte aller auf der Geraden N S, durch die
Einheiten- + i, — i hingegen die Orte aller in O W gelegenen
Punkte bestimmen. Aus dem Gesagten ist es klar, dass Abscissen,

12*
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welche sich auf gleichartige Einheiten beziehen, durch die Addition
und Subtraction verbunden werden konnen; und dass das Resultat
ibhrer algebraischen Summe eine, auf eben diese gleichartige Eio-
heit sich beziehende Linge seyn werde. Es ist daher, wenn a, b
absolute Langen bedeuten,

a.(+1D)+b.(—1)=(a—b).(+1), wenn a > b:
a.(+1D)+b.(—1)=(b—a).(—1), wenn a < b;
a.(+i)4+b. (—i)=((—Db).(+ 1), wenn a > b:
a.(+)+b.(—i)=(b—a).(—1i), wenn a < b;
a.(+)—b.(—D=G+hb).(+ 1)

u S. W.

Im Allgemeinen, wenn j eine der Kinheiten (1) vorstellt,
hat man:

5) ... a.jrb.j=(ath).j;
und man muss bemerken, dass, wenn a < b, die Differenz

() ... a.j—b.j = (b—a).(—j)

seyn werde, worin — j und j die entgegengesetzten gleichartigen
Einheiten bedeuten.

I. Ueber die Bezichungen unter den vier Hauptrichtungen, welche
dureh zwei auf einander senkrechte gerade Linien in einer
und derselben Fbene gebildet werden.

Jede der vier Hauptrichtungen (4), auf welchen die, mittelst
der Zeichen (2) oder (3) vorgestellte Linge a aufgetragen wer-
den soll, steht zu den drei tibrigen in Beziehungen, welche sich
bei jeder Richtung wiederholen. Es ist nitzlich, diese Beziehungen
besonders zu betrachten.
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Wenn PN als eine erste (urspringliche, positive) Richtung
angenommen wird, so erscheint ein Kortschreiten in der Richtung
P S als ein Riickschreiten in Bezug auf die Richtung P N; ferner
ein Fortschreiten in der Richtung P O als eine rechte, und ein
Fortschreiten in der Richtung P W als eine linke Seitenabweichung
von PN. Diese dreifache Beziehung kehrt bei jeder beliebigen
Richtung in derselben Ebene zurick. Diese drei verschiedenen
Richtungszustinde, welche mit der urspringlichen in der Ebene
gleichzeitig bestimmt sind, verdienen durch eigene Benennungen
von einander unterschieden zu werden. Wir wollen in Absicht
auf PN die Richtung P S die entgegengesetzte von P N schlecht-
hin nennen, und P O die positiv laterale, P W die negativ laterale
zu PN. Diesem zu Folge erscheint nun jede der Richtungen (4)
zu den drei ibrigen in dieser dreifachen Beziehung. KEs erscheint
also, beziehungsweise genommen, ein Fortschreiten in der Richtung:

PN:; PS: PO PW;

1° als ein Rickschritt nach:
PS; PN; PW; PO;

2° als die positiv laterale (rechte Seiten-) Abweichung von
PWi PO PN P S;

3° als die negativ laterale (linke Seiten-) Abweichung von
PO; PW..PS; PN,

III. Darstellung des Uebergangs von jeder der vier Hauptrichtun-
gen zu den drei ubrigen.

Wir wollen in Bezug auf was immer fiir eine beliebige Rich-
tung j, die von dem Pole P, dem gemeinschaftlichen Punkte der
vier Hauptrichtungen PN, PO, PS, P W in derselben Ebene ge-




94

zogen werden mag, die Richtung (+ 1) von Jj die Richtung j sel-
ber, die Richtung (— 1) von j aber die der Richtung j entgegen-
gesetzte nennen, und die rechte Seitenabweichung von j durch:
Richtwrg (+ i) von j; endlich die linke Seitenabweichung von j
durch: Richtung (— 1) von j hezeichnen, und durch die Zeichen

. (el L1 (RN (10
oder durch:

B)-... +j; ==Ly —ig
darstellen. Wenn daher in Fig. TIL die beliebige Richtung P A
durch j bezeichnet wird, so soll die ihr entgegengeseizte P C
durch — j; die positiv laterale von P A, niamlich P B durch i s

die negativ laterale von P A, namlich P D, durch —i.j bezeich-
net werden.

Wenn man in den Zeichen (7) oder (8) fir j nach und nach
die Zeichen (1) annimmi, so ergeben sich, in Absicht auf die Iden-
titit der Richtungen nachstehende’ Gleichungen:

HD.G+D=41; Gl —1h) = = 1;
—D.(+D = —1; —1.(—1D =+ 1;
et = i (+D.(—1D = — i
(—D.(+1 = — i (=D.(—=1 = + i

+ 1 DD

i

GD. D

11!

(—1.(+ D — 13 (—D.(— D = + i;
+D.H D =—1; Gl = 1
(iD= 31 (—D.(—1D = — 1.

Diese Gleichungen geben das allgemeine, sehr merkwiirdige
Resultat zu erkennen, dass die wirkliche Multiplication der beiden
Factoren in jedem der Producte, welche in den ersten Theilen der
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vorstehenden Gleichungen erscheinen, eben dieselben Richtungen
bestimmen, als durch die zweiten Theile dieser Gleichungen ange-
zeigt werden. Man kann daher sagen, dass der Uebergang aus
einer der Richtungen (4) in eine andere von denselben durch die
Multiplication der beiden Zeichen bestimmt werden kann, denen sie
in (1) entsprechen.

Hs ist daher, wenn die rechte Seitenabweichung von P O be-
stimmt werden soll, nur (+ i) . (4 i) zu bestimmen, und da man
— 1 erhalt, so ist P S die gesuchte Seitenabweichung von P O.

Eben so ist, wenn die linke Seitenabweichung von P O gefun-
den werden soll, nur das Product (— i) . (+ i) zu bestimmen;
und da man + 1 erhilt, so wird PN die gesuchte linke Seiten-
abweichung von P O seyn. Eben so wird ferner (+i).(—i)=+1
zu ibersetzen seyn: Die rechte Seitenabweichung von P'W ist die
Richtung P N; und endlich (- i).(—i)=— 1 die Bedeutung
haben: P S ist die linke Seitenabweichung von P W,

Es ist aus dem Vorhergehenden klar, dass das Resultat der
Richtungsitberginge, so wie das der Multiplication der Einheiten
(1) nur ein vierfaches seyn konne, das wieder nur mit einer der
Einbeiten (1) coincidirt. Wir koénnen folglich obige Gleichungen
in nachstehende zusammenfassen:

A\(HLD(FD=(=D(—D)=(4+-D)(—D=(~ D(+D)=+1;
V- DL—=D=(—1).(+ D)=(Hi). () =(— i) )—)=—1;
)(—}*1 ) (1) = (= D)= (+1).(40) =(—i).(— 1) = +i;
(D)= (—D-(H)=(FD(—D)= (—i).(+ D=—iL

Diese Gleichungen enthalten nun die Deutung des Productes
(10) ... j.J oder J.j;

(9)

wenn j und J welche immer von den Zeichen (1) vorstellen.
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Mittelst dieser Grundsitze wird es leicht seyn, die Richtung,
auf welche man durch drei und mehrere successive Ueberginge
kommt, durch die Rechnung zu bestimmen, indem man nur nothig
hat, das Product, worin mehr als zwei Factoren zur Concurrenz
kommen, zu hestimmen. So z. B. ist die Richtung, auf welche man
kommt, wenn man urspringlich von der Richtung P S ausgeht, zur
Linken abweicht, und in entgegengesetzter Richtung zu dieser
fortschreitet, offenbar die Richtung (— i), und in der That fin-
det man:

(—1).(—D.(—1D)=—1i

Man kann noch bemerken, dass man immer auf dasselbe Re-
sultat und auf dieselbe Richtung kommt, in welcher Ordnung die
Factoren genommen werden, oder die auf einander folgenden Ab-
weichungen der Richtungen statt finden mogen.

IV. Darstellung des Uebergangs von einer einfachen Abscisse
zur andern.

Wenn a eine absolute Linge bezeichnet, so stellen die Ab-
scissen (2) oder (3) Linien vor, welche auf den Richtungen (4)
aufgetragen sind, und die Linge a haben.

Die Richtungen dieser Linien (3) sind mit den Richtungen der
Einheiten (1), worauf sie sich beziehen, identisch.

Ueberhaupt nun verstehe ich unter dem Ausdrucke: Abscisse
a.j eine Linie von der Linge a, welche auf der Richiung j aui-
getragen ist, und die Richtung der Abscisse aj ist mit der Rich-
tung j identisch.

Wenn j eine der Einheiten (1) bedeutet, folglich a auf einer
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der Richtungen (4) aufzutragen ist, so werden wir eine solche
Abscisse eine einfache nennen; es heisse sodann:

+ a die einfach positive, — a die einfach negative Abscisse; ferner
+a.i die einfach positive, — ai die einfach negative laterale Abscisse.

Wenn nun fir j und J jede der Einheiten (1) gesetzt werden
darf, und wenn a die absolute Linge einer Geraden hezeichnet,
80 ist

an ... @pJ=@ad.j=a.G.J,

d. h. irgend eine einfache Abscisse a.j mit J multipliciren soll
heissen, die Linge a auf der Richtung j.J, welche nach den Glei-
chungen (9) bestimmt werden kann, auftragen. Die Identitit der
Ausdricke (11) in allen moglichen Fillen, wo man fir die Zei-
chen j und J jede der Einheiten (1) unterstellt, ergibt sich aus
den Sitzen des vorhergehenden Artikels. Nach denselben Gese-
tzen der Multiplication, nach welchen der Uebergang aus einer der
vier Hauptrichtungen (4) in eine der tbrigen bestimmt werden kann,
Iisst sich auch der Uebergang von einer einfachen Abscisse (3)
zu einer andern finden. Seo z. B. ist (—2a).(+ 1) = a.(— i), oder
— a mit + i multipliciren heisst, von der Richtung von — a das ist
von der Richtung P S rechis abweichen, und auf dieser letzten
Richtung, das ist auf P'W die Linie a auftragen, wodurch man of-
fenbar die einfache Abscisse — a.i erhalt.

Unter denselben Voraussetzungen, unter welchen die Formel
(11) bestehen soll, statuire man auch die Gleichung:

(B3 .o o6 =n 0D

Wir wollen jetzt annehmen, dass j was immer fir eine Rich-
tung in der Ebene der vier Haupirichtungen (4) bedeute, welche
Abhandlungen der IT. CL d. Ak. d. Wiss, 11T, Bd. Abth. L. 13
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vom Pole P ausgeht, und dass aj eine auf dieser Richiung aufge-
tragene Abscisse sey.

Unter den Producten
€13 ... (a.j).(+1); @.j).(—1); @.j).(+1); @.j).D,

welche respective durch
A4) ... a.(+; a.(—j; aG.j); a(—i.j

vorgestellt werden konnen, verstehe ich nun jene Abscissen, die
man erbalt, wenn man beziehungsweise entweder auf der Richtung
j, oder auf der ihr entgegengesetzten Richtung, oder auf jener,
welche die positiv laterale (rechte Seitenabweichung) zu j, oder
endlich auf jener, welche die negativ laterale (linke Seitenabwei-
chung) zu j ist, die Lange der Linie a auftrigt.

V. Multiplication der Abscissen mit abstracten Ziahiformen.

Wir wollen mit m, n, p, ... was immer fir ganze oder ge-
brochene Zahlen, mit a aber die absolute Linge irgend einer ge-
raden Linie bezeichnen. HKin Product aus einer Linge a und einer
abstracten Zahl, wie z. B. a.m; a.mn; u. s. w. wird in der ge-
wohnlichen Bedeutung genommen. Wenn npun a.j die Abscisse
bedeutet, welche auf der Richtung j aufgeiragen ist, und die Lénge
a hat, so statuire ich die Gleichung

(19 ... (@.)).m = (am).j,

welche die Erklirung enthilt, was es heissen soll, eine Abscisse
a.j mit einer abstracten Zahl m multipliciren, und welche aus-
drickt, dass das Resultat eine Abscisse sey, die man erhilt, wenn
man die Linge am aufl derselben Richtung j auftrigt.
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Wir wollen jetzt die absiracte Ziahl m selber mit den Einhei-
ten (1) verbinder, und die abstracten Zahlformen

(16) ... +m; — m; =+ m.i; — m.i

bilden. Wenn nun eine dieser Formen durch m.J angedeutet wird,
so statuire ich ferner die Gleichung:

17 ... @pP.m.J = (am).G.J)

Diese Gleichung enthilt nun die Erklirung, was es heissen selle,
eine Abscisse aj mit einer abstracten Zahlform m.J multipliciren.
Diese Gleichung driickt aus, dass man auf der Richtung j.J, wel-
che nach Art. IIL bestimmt wird, die Linge am auftrage.

Wenn nun j auch eine der Einheiten (1) bedeutet, folglich a.j
eine einfache Abscisse vorstelli, so stellen die Producte:

(18) ... (+a).m; (—a).m; (+a.i).m; (—a.i).m,
die man auch noch so schreiben kann:

(19) ... (@m).(+1); (am).(—1); (am).(+); (am).(—),
oder:

(20) ... +am; —am; --am.i; -——am.i;

beziehungsweise jene Linien vor, die man erhialt, wenn man auf
den Hauptrichtungen

PN; PS; PO; PW;
die Liinge a.m auftrigt.

Wenn man in den Producten (18) fiir m die abstracien Ziahl-

formen (16) seizt, so ist dis Resuliat eine der Formeln (20).
Man hat z. B.

13 *
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(1) ... a.(4+m); a.(—m); a.(4-m.i); a.(—mi)

respective mit den Formeln (R0) identisch zu nehmen.

Wenn daher in den Gleichungen (15), (17) die Zeichen J
und J jede der Einheiten (1) bedeuten kionnen, so wird das Re-
sultat nur wieder eine einfache Abscisse seyn, welche auf der
Richtung j.J liegt, und die Léinge a.m hat. Diese Grundsitze las-
sen sich leicht auf Producte von mehr als zwei Factoren erstrek-
ken. Wenn dann j was immer fur eine Richtung ist, auf welcher
die Lénge a aufgetragen sey, und wenn J*, J¥, J*, . . . was im-
mer fir eine der Einheiten (1) vorstellen konnen, so ist das Product

(e2r o ) I ) (p. I .
eine Abscisse von der Linge

(23) s BABDD ¢ oy

welche auf der Richiung
(2d) - B
aufgetragen ist. Je nachdem das Product
& g,

mit einer der Einheiten (1) iibereinkommt, wird die Richtung (24)
mit der Richtung j iibereinstinmen, oder die rechte Seitenabwei-
chung von j seyn, oder der Richtung j entgegengesetzt, oder die
linke Seitenabweichung von j seyn. Die Bestimmung der Richiung
(24) ist nach den vorhergehenden Grundsitzen leicht. Wenn J
ebenfalls eine der Hauptrichtungen ist, so wird sich die Richtung
(24) wieder nur auf eine solche, und das Product (22) auf eine
einfache Abscisse reduciren.

Man kann auch bemerken, und es ist leicht darzuthun, dass
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man immer auf eine und dieselbe Linie kommen werde, in welcher
Ordnung man auch die Factoren des Productes (22) nehmen mag.

VI. Von den complexen Abscissen.

Wenn a und b zwei willkiihrliche Langen, und j, J zwei un-
gleichartige Einheiten bedeuten, welche, wegen dieser Ungleichar-
tigkeit, senkrecht auf einander stehen, so verstehe ich unter der
Summe

251 .o 8.3 L b

jene Gerade in der Ebene der Richiungen j, J, welche, auf die
Richtungen j und J projicirt, die Langen a und b hat.. Man findet
die durch die Summe (25) vorgestellte Linie, indem man vom Pole
P aus zuerst in der Richtung j um die Lange a fortschreitet, und
von diesem Endpunkte aus parallel zur Richtung J um die Linge
b abweicht, endlich iber die beiden Katheten a und b dieses so
entstandenen rechtwinklichten Dreieckes die Hypotenuse zieht.

Es ist klar, dass die Formel
(26) ... b.J 4 a.j

auf eben dieselbe Linie fiihren werde. Man kann noch hemerken,
dass diese Gerade auch noch erhalten werde, wenn man die Linge
a auf der Richtung j, und b auf der Richtung J auftrigt, in den
erhaltenen Endpunkten dieser Linien Perpendikel iber die Rich-
tungen j und J errichtet, welche sich in einem bestimmten Punkie
der Ebene schneiden, und diesen Durchschnittspunkt mit dem Pole
durch eine gerade Linie verbindet. Wir wollen diese Gerade,
deren Grésse und Lage durch die Formel (25) bestimmt werden
kann, eine complexe Abscisse nennen, zum Unierschiede von der
einfachen Abscisse, fir welche eine der Grossen a ‘oder b sich
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auf Null reducirt. Die Richtung einer complexen Abscisse, welche
immer zwischen je zwei der Richtungen (1) liegt, wollen wir eine
complexe Richturg nennen.

Weil die Zeichen j und J ungleichartige Einheiten vorstellen,
so wollen wir annehmen, dass j eine der Einheiten + 1, — 1,
und J eine der Einheiten + i und — i bedeute. Sind nun a und
b gegebene Lingen, so werden in der complexen Abscisse (25)
vier, wesentlich von einander verschiedene, Linien enthalten seyn.
Diese sind nun:

27) ... (Fatbid; (—at+bid); (—a—D>bi); (+a—bi.

Um diese Linien in einer Ebene darzustellen, trage man auf
den Richtungen PN, PS, PO, P W (Fig. 1V.), die Lingeu a und
b gehorig auf, so dass man habe

PA=PB = a; PD=PpPU=5
ziehe durch die Punkte A und B die zu W O, und durch die
Punkte C, D die zu NS parallelen Geraden, welche sich in den
Punkten E, F, G, H schoeiden. Da nun:
ED =DF = HC CG a;
und AE = BF = AH BG = b;

i

so ist klar, dass die Geraden
(ot ... PE; PF; PG; PH;

respective die complexen Abscissen (27) vorstellen werden.

Die complexen Abscissen (27), z. B. die Abscisse + a -+ bi
oder P K kounen nun auf doppelte Art construirt werden. Man
trage, nach der einen Construction, auf der Richtung P N die Linge
P A = a, errichte im Punkte B iiber PN auf der rechten Seiten-
abweichung von PN, die Senkrechie AE = b, uud ziehe PE;
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oder trage, nach der andern Construction, auf den Richtungen P N,
PO die Langen PA = a, PD = b auf, errichte in den Punkten
A und D die auf PN, P O Senkrechten, welche sich im Punkte
I schneiden, und verbinde E mit P. Auf eben diese Art kann
man die ubrigen complexen Linien (28) construiren.

VII. Darstellung des Uebergangs von einer complexen Abscisse
zur andern.

Wenn A eine der complexen Abscissen (27) bezeichnet, so

soll durch die Producte

R . A (D At Ad—1) A (1),
welche auch respective durch die Zeichen:

&30 . A A — A; — A.i
ersetzt werden konnen, angedeutet werden, dass man die Liinge
der complexen Geraden A entweder auf ihrer Richtung wunmittelbar,
oder auf der, welche die positiv laterale (rechte Seiten-) Abwei-
chung ist, oder auf der, der Richtung A entgegengesetzten, oder
endlich auf der, welche die negativ laterale (inke Seiten-) Ab-
weichung von A ist, auftragen solle. Hieraus wird nun klar, was
es heisse, eine complexe Abscisse A mit den Hinheiten (1) mul-
tipliciren.

Wenn man nun in den Producten (30) fir A jede der com-
plexen Abscissen (27) setzt; und hierauf die Multiplicationen der
Binome wirklich verrichtet, so erhilt man die nachstehenden Glei-
chungen:

e s




104

(+-a+bd).(+ D =-a+bi; (Fa+bi).(H-i) =—h-1a.i;
(—a-bD).(+ 1) = —a-+thi; (—a4bi.(Fi)=—hb—a.i;

G2 (—a—bi).(+ 1D = —a—hi; (—a—bi).(+D)=+b—a.i;
(+a—bi).(-+ D= +a—hi; (Fa—bD.Hi) =+ b+a.i;
(+a-+bi).(—1) = —a—bi; (+a+bi).(—i) =-+b—ai;

83 (—a+bi).(—1) =-+a—bi; (—a-+bd.(—i) =-+b+ai;

(—a—bi).(—1) = —a L-bi; (—a—Dbhi).(—i) = —b +ai;
(+a-—bD).—1)=-—=a+bi; (H+a—bi).(—i)=—b—ai.

Wendet man auf jeden der beiden Theile von was immer fiir
einer dieser Gleichungen die im Vorhergehenden statuirten Erkli-
rungen an, so findet sich jede derselben verificirt. In Fig.IV. und
V. sind sie simmtlich geometrisch dargestellt. Wenn PE/ = J-a;
PE” = -}-b, so ist PE die complexe Abscisse - a 4 bi. Der
Erklirung 'zufolge ist das Product (- a + bi) . (4 i) die auf der
rechten Seitenabweichung von PE, d. i. auf der Richtung PF auf-
getragene Linge P E. Denn, wegen der Congruenz der Dreiecke
PE'E und PF'F hat man PE/ = PF"; PE"’ = PKF; die Ge-
rade PF ist folglich auch noch durch die complexe Abscisse
—b - a.i vorgestellt, und diese ist in der That die Entwicklung
des Producies (-+a-hi) (4 i).

Auf ehen diese Art lasst sich die Richtigkeit aller iibrigen
Gleichungen einsehen. Die Sitze, welche die Gleichungen {31),
(32) enthalten, lassen sich kurz in folgenden Satz zusammen-
ziehen:

Wenn A eine der complexen Abscissen (27) vorstellt; wenn
ferner j eine der vier Einheiten (1) bedeutet, so ist die complexe
Abscisse

... .. Aj
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jene Gerade, welche man erhilt, wenn man aus der complexen
Richtung A in die Richtung j von ihr abweicht, und auf derselben
die Lange der complexen Abscisse A auftrigt.

VIII. Multiplication der complexen Abscissen mit abstracten
Ziahlformen.

Wenn A eine der complexen Abscissen (27) hedeutet, so
soll durch die Producte

34) ... A.(:tm); A.(+m.i); A.(—m); A.(—mi),

worin m eine ganze oder gehrochene Zahl bedeutet, und welche
auch noch durch die Zieichen:

(35) ... +mA; 4+ m.Ai; —mA; —m.A.i

vorgestellt werden koénnen, angedeutet werden, dass man die mfa-
che Linge der complexen Abscisse A entweder auf ihrer Richtung
unmittelbar, oder auf der, welche die positiv laterale (rechte Sei-
ten-)} Abweichung ist, oder auf der, der Richtung A entgegenge-
setzten, oder endlich auf der, welche die negativ laterale (linke
Seiten-) Abweichung von A ist, auftragen soll. Hieraus wird es
nun eben klar, was es heisse, eine complexe Abscisse A mit den
abstracten Zahlformen (16) multipliciren. KEs kann noch bemerkt
werden, dass die Richtung der Abscisse m.A identisch sey mit
der Richtung der complexen Abscisse A. Wenn daher j und J
zwei ungleichartige Einheiten und a, b, a’, b’ vier absolute Léingen
bedeuten, so werden die durch

aj + bJ und a’j p b'J
vorgestellte complexe Abscissen einerlei Richtung haben, wenn

man hat
a a

—
—_— ~—

b b’

Abhandlungen d. IL. C1. d. Ak, d, Wiss. TIT. Bd, Abth. I. 14

BT




106

Wenn man in den Producten (34) fir A jede der complexen
Abscissen (27) setzt, und hierauf die Multiplication der Binome
wirklich verrichtet, so erhilt man die nachfolgenden Gleichungen:

(++ a-+bi).(4-m)=-+tam+bm.i; (+a+bi).(4-mi)=-—bm}-am.i;

28 (—a-+bi).(+m)=—am+bm.i; (—a-+bi).(+mi)=—bm—am.i;
**" \(=—a—Dbi).(tm)=—am—bm.i; (—a—bi).(+m)=-+bm—am.i;

? (-Fa—bi).(tm)=—+am—bm.i; (Fa—Dbi).(-+mi)=-+bm+am.i;

(+a-tbi).(—m)= - am—bm.i; (Fa-+bi).(—mi)—=4bm—am.i;
(- a+bi).(—m)=t+am—hm.i; (—a- bi).(—mi)= +bm-+am.i;
e - (—a—bi.(—m)=+am+tbm.i; (—a-bi.(—mi =—bm}am.i;
(+a—bil.(—m)=—am-+bm.i; (4+a—bi).(—mi)=—bm—am.i;

Wendet man auf jeden der beiden Theile von was immer fir
einer dieser Gleichungen die im Vorhergehenden statuirten Krkli-
rungen an, so findet sich jede derselben verificirt.

Die Abscisse (+ a -+ bi).m erhilt man, wenn man die Ab-
scisse (a -+ bi). auf ihrer Richtung mmal auftrigt. Die Abscisse
~+am + bm .i hingegen findet man, wenn man die Linge am auf
der Richtung + 1 auftrigt, im erhaltenen Kndpunkie von dieser
Richtung rechts um die Linge b m abweicht, und den letzt erhal-
tenen Punkt mit dem Pole verbindet. Beide complexe Abscissen
(a+>bi).m und am-}- hm.i stellen eine und dieselbe Gerade vor.

Die Abscisse (+a + bi).(+ mi) erhilt man, wenn man im
Pole iiber der Richtung (4-a - bi), in positv lateraler Abwei-
chung, eine Senkrechte errichtet und darauf die mfache Lange der
 Abscisse -+ a -+ bi aufirigt. Die Abscisse — bm -+ am . i hinge-
gen findet man, wemn man die Linge bm auf der Richtung — 1
auftrigt, die Linge am hingegen auf der Richtung -+ i, und iber
beide Katheten die Hypotenuse ziehi. Beide complexe Abscissen
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(+a 4+ b)) .(+mi) und — bm 4 am.i stellen offenbar eine
und dieselbe Gerade vor.

Auf eben diese Art lisst sich die Richtigkeit jeder der Glei-
chungen (36), (37) darthun. Die Sitze, welche die Gleichungen
(36), (37) enthalten, konnen kurz in folgenden zusammengezogen
werden:

‘Wenn man mit A eine der complexen Abscissen (27) bezeich-
net, wenn ferner j eine der vier Einheiten (1) bedeutet, und m
eine abstracte, ganze oder gebrochene Zahl ist, so wird die com-
plexe Abscisse

B8 . .. A . (m))

jene Gerade seyn, die man erhilt, wenn man aus der complexen

Richtung A in die Richtung j von ihr abweicht, und darauf die
=] J 2

mfache Linge der Abscisse A auftragt.

IX. Multiplication der einfachen Abscissen mil complexen
Ziahlen.

Wenn m und n zwei abstracte, ganze oder gebrochene, Zah-
len sind, und j, J zwei ungleichartige Einheiten vorstellen, so
werden wir den Ausdruck

39 ... my-Fud

eine complexe Zahl nennen. Es ist klar, dass es nur vier ver-
schiedene Formen complexer Zahlen geben konne, und diese wer-
den seyn:

(40) ... +m-+ni; —m-+ni; — m-—ni; -+m— i

Wenn nun a eine absolute Linge bedeutet, so statuiren wir
14 %

o

T Ty et 1y i T
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als Definition des Productes aus a in den complexen Zahlausdruck
(39) die Gleichung:

41) ... a.mj+nJ) =am.j+an.J.

Dieses Product ist also eine complexe Linie, welche man fin-
det, indem man die Léinge am auf der Richtung j, an auf der
Richtung J auftrigt, und (weil, wegen der Ungleichartigkeit der
Einheiten j, J, ibre Richtungen auf einander senkrecht stehen) iber
die Katheten am, an die Hypotenuse zieht. Wenn man also im
Producte (41) an die Stelle der complexen Zahl (39) die For-
men (40) setzt, so wird man haben:

s a.(4+m--ni) =-Fam - an.i;
a.(—m+ni) =—am + an.i;
e a.(—m—ni)=—am — an.i;

a.(-+m—ni) =-+am — an.1L

Wenn in der Gleichung (41) an die Stelle von a eine der
einfachen Abscissen (3) gebracht wird, so gibt sie die Definition
des Productes aus einer einfachen Abscisse in eine complexe Zahl
Durch diese Substitution erhilt man:

(4 a).(mj+nJ) = +ma.j+nad;

(+ai)mj+nJ) = mald-ij)+ na.(-+iJ);
(—a).(mj+nJ) ma.(— j) +na.(—J);
(— ai).mj+nd) = ma.(—ij) -} na(—iJ).

(43)

]

Eine einfache Ahscisse, mit einer complexen Zahl multiplicirt,
ist eine complexe Abscisse, welche mittelst dieser Formeln (43)
leicht bestimmt werden kann. Nimmt man, um einen bestimmten
Fall vor Augen zu haben, an der Stelle der complexen Zahl (39)
die erste der Formen (40) an, so hat man an der Stelle der Glei-
chung (43): :
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(4 a).(-Fm +ni) = 4 amJ-an.i; :
(+ai).(4m4ni) = —an-am.i; }
e (-- a)(d-m-ni) = —am—an.is:

{ (—ai).(-+m-+ni) = Jan —am.i.

Um das Product (+a.i).(-m-Fni) zu construiren, wird man
auf der Richtung von (}-a.), dasist auf der Richtung (1) oder PO
die Linge am, und auf der rechten Seitenabweichung von (4 ab),
das ist auf PS die Linge an auftragen, endlich die Hypotenuse iber ;
die beiden Katheten ziehen. KEben so wird man das Product !
(—a.i).(m -1-ni) construiren, indem man auf der Richtung (—ai,
das ist auf P W die Linge am, und hierauf die Linge an auf der
rechten Seitenabweichung von (—ai), das ist auf PN, endlich iiber
beide Katheten die Hypotenuse zieht.

Im Allgemeinen nun, wenn a.J’ irgend eine der einfachen Ab-
scissen (3) bhedeutet, so heisst die einfache Abscisse a.J’ mit der
complexen Zahl mj 4 nJ multipliciren, von der Richtung J' in
die Richtung j von ihr abweichen, und darauf m a, ferner aus die-
ser letztern Richtung in die Richiung J von ihr abweichen, und
darauf na aufiragen, und endlich iber diese beiden Katheten die
Hypotenuse ziehen. Diese leiztere Gerade ist die Darstellung des
Productes

45y I rimy+nd);

oder von dessen Entwicklung
46) ... am.(J’j) + an.(JFJ).

X. Multiplication complexer Abscissen mit complexen Zahlen.

Wenn man in den Gleichungen des vorhergehenden Artikels
fiir die einfachen Abscissen complexe setzt, so ergeben sich dar-
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aus leicht die Constructionen der Producte aus complexen Abscis-
sen und Zahlen.

Wenn daher A was immer fir eine complexe Abscisse (27)
bezeichnet, und wenn dieselbe durch eine complexe Zahl (39)
multiplicirt wird, so bat man

(472) ... A (mj-Fal)) =mA.j+nA.J;
oder wenn man fir die complexe Zahl (39) die Formen (40) setzt:

A.(-t+m-+nd) = +mA -} nA.i;
A.(—m-+4ni) = —mA-+nA.i:
A.(—m—ni) = —mA —nA.i;
A.-m—ni) = +mA —nA.i

I

48)

Die Gleichungen (47), (48) sind insofern mit den Gleichun-
gen (41), (42) identisch, als man in denselben A als eine urspriing-
liche Linie annimmt. Dieselbe Construction, nach welcher wir aus
-+ a die complexe, durch das Product (41) darzustellende Abscisse
hergeleitet haben, wird sich unmittelbar anwenden lassen, um aus
der complexen Abscisse A die andere complexe, durch das Pro-
duct (47) darzustellende, Abscisse zu erhalten. Um einen hestimm-~
ten Fall vor Augen zu haben, mehmen wir die erste der For-
men (40) als jene complexe Zahl an, mit der die complexe Ab-
scisse A multiplicirt werden soll. Um also das Product

19 ... A.Hm-n.d

darzustellen, wird man auf der Richtung A die mfache Linge der
complexen Abscisse A auftragen, von dieser Richtung A rechts
abweichen, und auf dieser neuen Richiung die nfache Linge von
A auftragen. Die iber beide Katheten construirte Hypotenuse ist
die geometrische Darstellung des Productes (49).
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Im Allgemeinen, wenn die complexe Abscisse A mit der com-
plexen Zahl mj --nJ multiplicirt werden soll, so heisst diess, von
der Richtung A in die Richtung j von ihr abweichen, und darauf
die mfache Linge dieser Abscisse A auftragen, ferner aus dieser
letzien Richtung in die Richtung J von ibr abweichen, und auf
derselben die nfache Linge der Abscisse A auftragen, endlich uber
diese beiden Katheten die Hypotenuse ziehen.

Es ist leicht, sich in allen moglichen Fillen, welche man aus
den Gleichungen (48) dadurch ableitet, dass man in jeder von
ihnen fir A die complexen Abscissen (27) setzt, von ihrer
Richtigkeit zu uberzeugen. In der That, wenn man das Pro-
duct (+ a -+ bi) . (m + ni) vernimmt, so giht die Entwicklung
neuerdings eine complexe Linie, man hat niamlich:

50) ... (+a-+bd.Hm+nd=@ma—nb) (mb-na).i,

und nun lisst sich zeigen, dass jeder der hier verglichenen Aus-
dricke, nach den im Vorhergehenden statuirten Grundsiitzen con-
struirt, zu derselben Geraden fihre. Hs stelle P A (Fig. VI.) die
complexe Abscisse (+a 4+ bi) vor, indem man PB = a; BA=1)
hat; das Product im ersten Theile der Gleichung (50) wird nun
erbalten, indem man auf der Richtung P A die Linge PA’ — m.PA
auftragt, in A, auf der rechten Seite von dieser Richtung, eine
Senkrechte errichtet, und auf ihr die Linge A‘'E = n.PA nimmt,
endlich die Hypotenuse PE zieht. Es lisst sich leicht zeigen,
dass diese Linie auch den Ausdruck im zweiten Theile der Glei-
chung (50) darstellt. Denp man ziehe A’‘D, E G senkrecht auf
WO, und EF senkrecht auf A’D, so hat man wegen der Achn-
lichkeit der beiden rechtwinklichten Dreiecke A‘'DP und ACP
die Gleichungen:

PD = m.b; A‘D = m.a.
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Eben so hat man, weil auch die beiden rechtwinklichten Drei-
ecke A’ FE und A CP einander dhnlich sind, die Gleichungen:
EF -+~ DG = n.a; A'F = n.b.
Man hat also:

PG
GE

PD + DG = m.b -+ n.a;
A'D — A'F = m.a — n.h,

I

I

und folglich stellt die Hypotenuse PE die complexe Linie
(m.a — n.h) 4+ (m.b 4 n.a).i

vOr.

Auf dieselbe Weise wird man sich von der Statthaftigkeit al-
ler iibrigen Fille, welche die Gleichungen (48) noch darbieten kon-
nen, iberzeugen. Geht man also von den im Vorhergehenden sta-
tuirten Grundsitzen aus, so wird das Product aus einer complexen
Abscisse in eine complexe Zahl, und dessen Entwicklung nach
den Angaben der Multiplication immer nur durch eine und dieselbe
complexe Abscisse dargestellt seyn.

X1 Division der complexen Abscissen durch complexe Zahlen.

Eie complexe Abscisse A durch eine complexe Zahl mj -} nJ
dividiren heisst eine neue complexe Abscisse X von der Beschaf-
fenheit finden, dass sie mit der gegehenen complexen Zahl mj -+nJ
multiplicirt, die gegebene complexe Abscisse A zum Vorschein
bringe.

Die Gleichung

A
bt .- - =X
31 =
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ist also mit der Gleichung
B2 ... A=X.mj 4+l

identisch, insofern die eine dasselbe ausdriickt, als die andere,

Um von einem hestimmten Falle auszugehen, wollen wir an-
nehmen, dass -a--bi die gegebene complexe Abscisse A, +m-ni
die gegebene complexe Zahl, und 4- x 4+ y.i die gesuchte com-
plexe Abscisse sey, so dass man habe:

5% e -—{—- bi,__. .
q3 e o @ PO o R B e "‘+ F .
o= -+ m + ni = )

folglich:
O . AT hi=(CEx Ty DsC-m3 a0
Da der zweite Theil dieser letzten Gleichung mit '
mx — ny) L ax E my) i
identisch ist, so erhilt man zur Bestimmung von x und y die Be-
dingungen:
(33) ... mX —ny = a; nx - my =h,

woraus fir x und y nachstehende Werthe folgen:

= = Wha - 1b z mb — na
(06) s s e { — —— 3 = —\
H-=nt fi* - n*

Die gesuchte complexe Abscisse ist also:
oY ma -+ nb -2 mb — na i

m? -} n* m? -}- n?

Man wiirde auf eben diesen Ausdruck gekommen seyn, wenn man
den Zahler und Nenner des Bruches
B8 e o B O
-+ m -} ni
mit der complexen Zahl m — ni multiplicirt hitte.
Abhandlungen der IT. Cl. d. Ak. d. Wiss. I1I. Bd. Abth. I. 15
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Im Allgemeinen nun, da

- & mj — nJ — mj — nd
mj + nJ (mj + nJ) mj — nJd) m? + n2’

so hat man

A m . n
8O o e =AY ek e s (G
= mj + nd [1112 -~ n? J m? + n? ¢ J):I'

Durch diese Formel findet sich die Construction des Quotien-
ten (51) unmittelbar auf die eines Productes aus einer complexen
Abscisse und einer complexen Zahl zurickgefihrt, welche nach
der Angabe des vorhergehenden Artikels vollzogen werden kann.

XIl. Von den auf einander folgenden Multiplicationen und Divi-
sionen einer complexen Abscisse mit complexen Zahlen.

Nachdem in den beiden vorhergehenden Artikeln gezeigt wor-
den ist, dass jede complexe Abscisse, mit einer complexen Zahl
multiplicirt oder dividirt, wieder eine complexe Abscisse, im All-
gemeinen gesprochen, sey, und wie sie in jedem Kalle zu con-
struiren sey, so bleibt noch, der Vollstindigkeit wegen, der Kall
zu betrachten ibrig, da eine complexe Linie, welche durch A vor-
gestellt seyn mag, mehrere mal hinter einander mit gegebenen com-
plexen Zahlen, welche durch M, N, P, Q . . vorgestelit seyn mo-~
gen , multiplicirt oder dividirt werden soll.

“Wenn man also hat
60) ... A.MN =X,

so findet man die complexe Abscisse (60), indem man zuerst
A . M = B, und hierauf B . N nach den Grundsitzen des Art. X.
suchi. Es ist leicht darzujhun, dass man dieselbe Linie X wieder-
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finden werde, wenn man zuerst die Linie A . N = B’, und hier-
auf B’.M sucht.

Jeberhaupt wird die successive Construction des Ausdruckes

g M Ny
P .0

immer auf dieselbe complexe Abscisse X fihren, in welcher Ord-
nung auch die Multiplicationen mit den complexen Zahlen M, N...,
und die Divisionen mit den complexen Zahlen P, Q... statt finden
mogen, die erstern nach der Regel des Art. X., die andern nach
der im vorhergehenden Artikel gegebenen Regel ausgefiihrt.

XIII. Von dem Modul wund Arqument einer complexen .Abscisse.
7

Mit jeder complexen Abscisse (27) findet sich zugleich bestimmt:
1) ibre Lidnge;

2) der Winkel, welchen sie mit der Richtung - 1 macht, ihn
selbst in positivem Sinne (Art. 1.) gerechnet.

Jene Linge soll der Modul, dieser Winkel das Argumnent der
complexen Abscisse heissen.

Complexe Abscissen sind durch diese beiden Sticke vollkom-
men hestimmt; zwei solche, durch A und B vorgestellte Abscissen
sind daher identisch, wenn ihre Module und Argumente einander
gleich sind.

Wenn eine complexe Abscisse durch
62y v 8] + b

vorgestellt wird, worin j und J zwei ungleichartige Einheiten he-
157%
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deuten, so liegt die complexe Richtung (62) stets zwischen den
Richtungen

(63) ..~ jund &
In der That fallen die Richtungen der complexen Abscissen
(27) respective zwischen die Richtungen:

(64) ... (FDuD; DD (—D.(—i); G1)..(—i).
Wenn daher ein rechier Winkel mit g bezeichnet wird, so

liegen die Werthe der Argumente eben dieser complexen Abscis-
sen (27), in eben der Ordnung, zwischen den Grenzen:

0= O..g; g..m Rt SR, 2%

Bezeichnet daher h einen spitzigen Winkel, so werden sich
dic Werthe der Argumente der in Rede stehenden Abscissen (27)
in derselben Ordnung unter folgenden Formen darstellen:

66 ... h; = —h;-74+h; 282 — h

Die Grosse des Argumentes h wird bloss durch das Verhilt-
niss der abseluten Lingen a und b bestimmt. Dieser Winkel h ist,
wie die Betrachtung der Fig. V. lehrt, durch die Formel

67) ... h = Atg. ('2)
a
gegeben, d. i. durch den kleinsten, zwischen O und g liegenden

< v == b ;
Bogen, dessen trigonometrische Tangente dem Verhilinisse — gleich
a

ist. Bezeichnet man den Modul, welcher fiir alle complexe Ab-
scissen (27) derselbe ist, mit r, so ist

68) ... r = (a + )k
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Aus diesen Formeln erkennt man leicht, dass das Argument
einer complexen Abscisse aj 4+ bJ, wenn sich a und b in demsel-
ben Verhiltnisse andern, unverindert bleibe, und dass sich bloss
der Modul der neuen complexen Abscisse in eben demselben Ver-
héltnisse dndere, d. i. dass die Multiplication einer complexen Ah-
scisse mit einer ahstracten, ganzen oder gebrochenen, Zahl nur
ihren Modul, nicht aber ihr Argument indere. Da man hat:

69 . .o a=x.co8 I b—=7r sm I
und da
@O ... Cos.h-+i.sin. h = ei-h

werin e die Basis der natirlichen Logarithmen ist, so kann man
die complexen Abscissen (27) mittelst ihres Moduls und Argu-
ments auf folgende Art ausdricken:

<+ a4 b.i=r.eh.i
— a + b.i =r.el@—n.i
" ... ) — a—Dh.i =r.e(r+w.i

G e s

Im Allgemeinen nun, wenn r den Modul, 3 das Argument einer
complexen Abscisse (62) bedeutet, so hat man:

72) ... ajf+bI=r.e?i

worin 3 einer der Winkel (66) seyn wird, nach Beschaffenheit
der Bedeutungen der ungleichartigen Einheiten j und J.

Um eine complexe Abscisse (72) mit
73 ... +i; —1; —i

zu maultipliciren oder zu dividiren, hat man nur nothig, ihr Argu-
ment um die Bogen
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v e

zu vermehren oder zu vermindern; mit andern Worten: diese Ab-
scisse, bei unverinderter Linge im positiven oder negativen Sinne
um die Winkel (74) zu drehen.

Will man eine complexe Abscisse (72) mit einem der Factoren
(75) ® o @ (+ Hli), (”'_ m), ("‘_' Illi),

worin m eine abstracte, ganze oder gebrochene Zahl bedeutet,
multipliciren, so darf man ihre Richtung respective nur um die
Winkel (74) im positiven Sinne drehen, und auf der neuen Rich-
tung das mfache ihres Moduls auftragen.

XIV. Hine andere Auflosung der Aufgabe von der Multiplication
und Division complexer Abscissen mit complexen Zahlen.

Die Aufgabe, eine complexe Abscisse A, vorgestellt durch den
Ausdruck (72), mit einer complexen Zahl zu multipliciren oder zu
dividiren, kann mittelst der Grundsitze des vorigen Artikels jetzt
auch auf eine andere Art aufgelost werden. Es sey M die com-
plexe Zahl, p ihr Modul, & ihr Argument, folglich

e s o pe -y (77 .. M= paerly
wenn M eine der Formen (40) ist, und

@8 ... A. M=X; A:M=Y;
die gesuchte (complexe) Abscisse; so erhialt man

(09 . X =0 el popr-y - pry . e P FE5
80 ... Y=(C.e?-H:p.e"H)=C:p .60—M:1
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Diese letzten Ausdriicke enthalten nun eine sehr einfache Con-
struction der Gréssen X und Y.

Um also eine complexe Abscisse A mit einer complexen Zahl
M zu multipliciren , drehe man die Abscisse A im positiven Sinne
um das Argument u der complexen Zahl M, und trage auf dieser
letzten Richtung die Lénge von A, mit dem Modul p der Zahl M
multiplicirt, auf. Die so erhaltene Linie ist das gesuchte Pro-
dukt X,

Um eine complexe Abssisse A durch eine complexe Zahl M
zu dividiren, drehe man die Abscisse A im negativen Sinne um das
Argument u der complexen Zahl M, und trage auf dieser letzten
Richtung die Linge von A, durch den Modul p der Zabl M divi-
dirt, auf. Die so erhaltene Linie ist der gesuchte Quotient Y.

Eben so leicht kann man eine complexe Abscisse A mit meh-
reren complexen Zahlen M, M‘, M"”, ... nach einander multiplici-
ren oder dividiren. In der That, wenn p p’ p” ... die Module
dieser Ziahlen, ux u/ pu” .., ihre Argumente bedeuten, und wenn
der Ausdruck

A MM X
=

zu consiruiren wire, so hat man offenbar

X = (P_'fi'l'_") G N R B
pfl

Man wird. daher nur nothig haben, die Linie A um die Winkel uf
und #* im positiven Sinne, und hierauf um den Winkel x4/ im ne-
gativen Sinne zu drehen, und endlich auf der letzterhaltenen Rich-

/ o
tung die, durch die Formel f-—‘%,-—l bestimmte Linge aufzutragen.
P q




120

XV. Aufgabe. Wenn A eine gegebene complexe Abscisse, und M
eine gegebene complexe Ziahl ist, die Ausdricke M.A; M?*.4;
M:. 4 u s. w. 3u construiren.

Aufi. Es sey r der Modul, 3 das Argument von A; ferner p
der Modul, # das Argument von M; endlich

(81) ... M\A=A; M2 A=AY; M3.A=A"; u. s. w.

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, wollen wir
M = -+ m + ni

annehmen, so dass

(82) ... p= (m* 4+ n?)i; u = Atg. (ll).

m
Da nun
(83)‘ ie. A=r.e%i; M= p.e #i;
so hat man:
(84) ... A'=(pr).e@®tmi; AY=(p?r).e(+2u0)i; A¥—(p3r).e+34)1;

u. S. W.

Um vorerst die Module
{88) v pry oPiny P
der gesuchien complexen Abscissen
{86 - AG AY AY
zu erhalten (Fig. VIL), trage man auf der Richtung PN eine will-
kiirliche Linie PE = E auf, und nehme PA=m.E; PB=n.E,
so ist PB = pE, und der Winkel APB das Argument » der

. complexen Zahl M. Dieses vorausgesetzt, sey PC = r. Zieht
man nun CE zu EB parallel, so ist PR = PD = p.r. Demn
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man hat, wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke PEB PCR, die
Gleichung:

PE: PB =PC : PR,
das ist
E:(p.E) =r: PR,
woraus offenbar
PR =p.r
folgit.

Um jeizt die ibrigen Linien (85), und hieraus die complexen
Abscissen (86) zu finden, trage man auf der Linie PN die Linge
p.r auf. Ist nun PA die complexe Linie A (Fig. VIIL), so

nehme man PB = PB’, und ziehe BC’ zu A B/ parallel; nehme
ferner PC = PC’, und ziehe CD' zu B parallel; nehme eben
so wieder PD = PD’, und ziche D B zu CD’ parallel; u. s. w.

Die Linien
(57 ... PB: PC4L PH =

stellen nun successive die Ausdricke (85) dar.

Denkt man sich endlich um P einen Kreis beschrieben, und
dreht die Linie PE im positiven Sinne um die gleichen Winkel u,
wobei man successive die FLingen P A’ = PH . PA =P
PA" = PD' u. s. w. auftriigt, so werden die Linien

(88) .« PA. PAE PaAG.
die successiven complexen Abscissen (86) oder (81) darstellen.

Denn man hat
PATPB. — PB: PC' =PC : PV = 5 W.,
das ist
~LIPr =propirepiripr e i oW,
Abhandlungen der IT. CL d. Ak. d. Wiss. TIL Bd. Abth T, 16
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Die Module dieser Abscissen (88) sind folglich die Linien (83).
Die Argumente eben dieser Abscissen sind iberdiess respective

S+ pu; S4+2u; S +3p; ...

Folglich sind die Linien (88) identisch mit den complexen Ab-
scissen (84) oder (81).

XVI Addition zweier oder mehrerer complexer Abscissen.

Nachdem wir in den vorhergehenden Artikeln die Grundsatze
festgestellt haben, um eine complexe Abscisse, wenn sie mit einer
oder mehreren complexen Zahlen n;uliip]icirt oder dividirt wird,
geometrisch darzustellen, wollen wir jetzt zur Betrachtung der
Fille ihergehen, da complexe Abscissen selber durch rationelle
oder selbst irrationelle Operationen in einem Ausdrucke unter ein-
ander verbunden, und da ein solcher Ausdruck construirt wer-
den soll. :

Der einfachste Fall ist der, da zwei oder mehrere complexe
Abscissen addirt werden sollen. Es seyen nun A und B zwei
gegebene complexe Abscissen, und

89) ... A+B=X
su construiren. Um bestimmte Fille zu haben, wollen wir anneh-
men, dass a’ a” b’ b absolute Léngen seyen, und
(9(})...A::+a’+b'.i;B:+a”+b“.i,
so wird man haben
(0l - X g e a gy W e
Setzt man daber a’ + a”’ = a; b’ + b” =b, so ist X = a bi;

das heisst, die Summe zweier complexer Abscissen A und B ist
eine neue complexe Abscisse X; sie ist so beschaffen, dass ihre

-z
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Projectionen auf den Richtungen -~ 1 und + i den respectiven
algebraischen Summen der Projectionen 'der Abscissen A und B
auf ehen diesen Richtungen gleich sind. KEs ligst sich uberdiess
leicht zeigen, dass diese Gerade X die Diagonale des iiber den
Seiten A und B construirten Parallelogramms sey (Iig. IX.). In
der That, wenn PA und PB die graphischen Darstellungen der
complexen Abscissen A, B (90), also
PC =235 PP =% PE =a% PR =}H"
sind; und wenn man iber APB das Parallelogramm PAXB voll-
endet, so ist es leicht, sich zu versichern, dass, nach Herablassung
der Senkrechten XU, XV auf die Richtungen PN, PO, die Glei-
chungen
CU=PE; FV=PD
hestehen werden, und folglich
PU =a' 4 a’; PY =)' | b"
seyn werde. Die Diagonale PX ist daher die Darstellung der Li-

nie (91), das ist der Summe der complexen Apscissen (90).

Fiir die Differenzform
(92)- .« A B =Y

bleibt die Construction dieselbe, wie fiir die Summe (89), indem
man fir jene Differenz schreiben kann:

O .. A 1 =%

Man suche daher zwischen A und — B die Diagonale. Die Linie
— B erhialt man, indem man die Linge der complexen Abscisse
B auf ihrer Verlingerung tuber den Pol P hinaus auftragt.

Wenn A, B gegebene complexe Linien sind, so stellen sich
manchmal die Ausdricke

<

16°
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9T . A S Biacs= X, undA B i=¥%

zur Construction dar. Hs seyen PA und PB die geometrischen
Darstellungen der complexen Abscissen A und B (Fig. X.); man
ziche durch den Pol P die auf PB Senkrechie, und trage auf ihr
die Lange ven B zu beiden Seiten ven P auf, so dass man habe:

e = PR I

Die Diagonale PX iiber PA und PB’ ist die Darstellung der
Summe A + Bi; die Diagonale PY iiber PA und PB” ist die
Darstellung der Differcnz A — Bi.

Es unterliegt nun keiner weitern Schwierigkeit, die algebrai-
sche Summe von mehr als zwei complexen Linien durch geometri-
sche Construction zu hestimmen. In der That, weun A, B, C, D,
was immer fir complexe Linien sind, und

93) ... A+B+C+D 4+ ...=X,

so wird man A und B zu einer ersten Diagonale, diese mit C zu
einer zweiten Diagonale, diese mit D zu einer dritten Diagonale
verbinden, und diese Constructionen so weit fortsetzen, bis alle
Glieder der Summe (95) in dieselben einbezogen sind. Die letzte
Diagonale , auf welche man solchergestalt kommt, ist die geometri-
sche Darstellung der complexen Abscisse X oder der Summe der
gegebenen complexen Abscissen. :

XVII. Analogie der Addition complexer Abscissen mit der Zeu-
sammensetzung der auf einen Punkt wirksamen Krdfte.

Wenn man sich an dem Punkte P in den Richtungen der com-
plexen Abscissen A, B, C, ... Krifte wirkend vorstellt, deren In-
tensititen den Modulen oder Lingen jener Abscissen respective

gen j P

o
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proportional sind, so wird fir diese Krifte eine einzige mittlere
Kraft, welche in ciner bestimmten Richtung auf den Punkt P wirkt,
gesetzt werden Lkonnen. Die Intensitit dieser Mittlern wird dem
Modul der Summe der complexen Abseissen A, B, C, ... gleich
seyn, und ihre Richtung wird mit der Richtung + 1 einen Winkel
bilden, welcher dem Argumente eben dieser Summe gleich ist.
Auf eben diese Art also, auf welche zwei oder mehrere, an dem
Punkte P nach verschiedenen Richtungen, und in verschiedenen
Intensititen wirksame Krifte, mittelst des Princips vom Kriifte-
Parallelogramm, in eine einzige Mittelkraflt zusammengesetzt wer-
den, wird die Summe zweier oder mehrerer complexer Abscissen,
durch welche jene Krifte ihrer Intensitit und Richtung nach dar-
gestellt werden, in eine einzige complexe Abscisse zusammengesetzt

werden konnen.

Die Aufgabe also von der Addition zweier oder mehrerer
complexer Abscissen und ihre Auflésung ist daher mit dem Pro-
bleme der Statik analog, zwei oder mehrere, in einer Ebene an
demselben Punkie P wirksame Krifte in eine einzige Mittelkraft
zasammenzusetzen; wir werden daher die Addition zweier oder
mehrerer complexer Abscissen auch eine Zusammensetzung dieser
Abscissen in eine Mitilere nennen konnen.

Wemn jetzt Ao Ay Az ... An—1 An complexe Abscissen sind,
und mit x eine complexe Zahl bezeichnet wird, so wird jede Wur-
zel der Gleichung

£96) .. AT Arx - Ax®> L ... L Aprxn 1A i
die Beschaffenheit besitzen, dass, wenn man aus ihr nach dem
XV. Art. die complexen Linien

(97) PR X:&i; Xzz&z; Ve X_n’l :&n*i; angn 5

welehe wir respective mit
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(98) ... A’ A% A"; ... AG-D; A®

bezeichnen wollen; und wenn man an dem Punkie P in den Rich-
tungen der complexen Abscissen (98) und A, Krifte wirken lisst,
welche den Lingen dieser Abscissen proportionell sind, siammtliche
Krifte um den Punkt P im Gleichgewichte sind. Da die Gleichung
(96) im Allgemeinen n Wurzeln hat, so wird es n Systeme von
Kriften geben, welche, nach dem Gesetze (97) aus den comple-
xen Abscissen

A1 Az A;s e Aﬁn-—l An

hestimmi, mit Ao am Punkte P Gleichgewicht machen.

XVIII. Aufgabe. Wenn A und B zwei gegebene complexe Linien
bedeuten, H aber eine absolute Linge bezeichnet, welche auf der
Richtung + 1 aufzutragen ist, den Ausdruck
&3 =
E

(99) X

2w construiren.

1. Aufi. Offenbar ist II; eine complexe Zahl. Wir wollen sie

u

= m -+ ni annehmen, so dass man habe
B=mE+ nE.j
so wird das Produkt
(100)' ... A.(m + n.i) = X

nach den im X. oder XIV. Artikel statuirten Grundsitzen construirt
werden konnen.

Wir wollen noch den besondern Fall hetrachten, da
A =a— bi; B=a-+ hi,
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und

s =m.E: b =n.kE

Die Gleichung (99) gibt dann:

(m.E — n.E.i).(m.E + n.E.i) _ X
E =

)

oder:

(101) ... (@a—b).(m+n)=m+nm). E=X :az—]i:bz.

Wenn also PE = HE; PD = m.E =a; DA =n.E =0»)
gesetzt wird (Fig. XI.), und 1 den Modul von A bezeichnet, das
ist PA = 1; wenn ferner P A verlingert, und PC = m.l genom-
men wird; wenn iuberdiess CE senkrecht auf P C steht, und CF
= n.l angenommen wird, so wird PF = X seyn. Die zweite
der Formeln (101) lisst erkennen, dass die Richiung der Ab-
scisse X mit der Hauptrichtung PN zusammenfalle. Da nun das
Dreieck PCF dem Dreiecke PD A ahnlich ist, so folgt

PA:PD =PF:PC
l:m.E = X:m.l,

das ist

woraus noch

12
T
(102) i

Die Verbindung der Ausdricke (101) und (102) fur X gibt
endlich

(103 . .. — 8 b
Diese Gleichung enthdlt den bekannten Satz des Pythagoras,

auf welchen sich die Formeln zur Bestimmung der Moduln der
complexen Apscissen stitzen.

5 |

iz
i
,/
=
] {
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2. Aufi. Eine einfachere Construction des Ausdrucks (99)
ergibt sich, wenn man fir die complexen Abscissen A und B ihre
Module und Argumente einfithri. Es seyen also 1/ v’ die Module,
S 3 die Argumente, so ist

"

(104) ... X = "'EY Leld + 9.1,

Dieser Formel zufolge ist X eine complexe Abscisse, deren Modul
! pll
T

T =

, und Argument 3 = 3/ 4 8. Hieraus ergibt sich fol-

gende Coustxuctxon der complexen Abscisse X, (99).

Es seyen PA und PB (Fig. XIL) die geometrischen Darstel-
lung(,n der complexen Abscissen A und B, folglich PA = r, PB
=1 CAPN =3, BPN =¥, PR — F] Man verbinde A mit
E, nchme Py P,B, ziehe B’L zu K A parallel, und ziehe end-
lich PX = PC so, dass der Winkel NPX = 3 = 3 L 3%,
Denn man hat, wegen der Achnlichkeit der Dreiecke APE, CPB/,

offenbar:
PE:PA — PB':PC,

das ist
Eir=1r"'r
folglich
’ i
wEs
r =
E

Ueberdiess ist das Argument von PX der Winkel § = 3/ |- 3/;
folglich entspricht PX der complexen Abscisse (104) oder (99).

Wenn A = B, so geht die Formel (99) iber in

£
105) ... == X%
(105) =

Um diese Linie zu construiren, hat man also nur noéthig, PB’
= A, und & = 23 zu nehmen.
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Wiederholt man diese Construction nach einander, und nimmt
als Argumente die successiven Winkel

335 4385 u s ow,
so erhialt man die Linien

As A4

E2’ Fp

(106) ... . S. W.
Eben so leicht kann man durch fortgesetzte Anwendung der Con-
struction der Formel (104) nach und nach die durch die Formeln

A8 C ABCD

S TR L s e
2 i DK

(107)

U. S. w.

erhalten.

XIX. Aufgabe. Es seyen A, B » U gegebene complexe Abscissen,
man soll den Ausdruclk :

A.B

C

%

(108) = X

constriiren.

Aufl. Es seyen r' 1 v die Module, 8 S# S gie Argu-
mente der gegebenen complexen Abscissen A, B, C, und 3 Mo-
dul und Argument der gesuchten Abscisse X, so ist

/

e+ 9 — s

(09 . %X L

l.fll
folglich

iy .. . - 5§ 97 3

Aus diesen Formeln erhilt man nun nachstehende Construciion
fur (108): Es seyen PA, PB, PC (Fig. XIIL.) die geometrischen

Abhandlungen d, X1 CL d. Ak, d. Wiss. TIT. Bd, Abth. L. 17
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Darstellungen der complexen Abscissen A, B, C, so ist PA = 1/,
PB =1, PC=r1r"; und NPA=3/, NPB = 3§/, NP(C = 3.
Diess vorausgesetzt, verbinde man C mit A, nehme auf PC die

PB’ = PB und ziehe B’'R zu CA parallel, so ist PR = r'r?

rl/l

— r. Deun man hat, wegen der Aehulichkeit der Dreiecke AP C
und RP B’ die Gleichung

PA:PC = PR:PB/, das ist v’ : ¢ = PR : 1"’

Zieht man nun die Linie PL so, dass der Winkel NPL: = 3 dem
Winkel & -+ 37 — 37 gleich ist, und trigt man auf PL die
Linge PX = PR = r auf, so wird PX die gesuchte complexe
Abscisse X seyn.

Wenn man AB annimmt, so hat man an der Stelle des Aus-
druckes (108) die Formel

iiGimaa ‘i‘cizx,

deren Construction von der vorhergehenden sich nicht unterschei-
det. Die successive Anwendung derselben fiuhrt auf die comple-
xen Abseissen
: A3 A4
(112) R
2 C2
Die zwei- oder mehrmalige Wiederholung der Construction
der Formel (108) fuhrt endlich noch auf die complexen Abscissen,
welche durch die Formeln

, A.B.C_, AB.C.D
i11d) 3 =
( ) D.E ’ EF.G s . 8. W.

oder durch die Formeln:

B~ N p———
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A*B A.B.C. A~B
&— D" " ©»

(114) ; Uo S. W,

bestimmt sind.

XX. Aufgabe. Hs seyen A und B was immer fir gegebene com-
plexe Abscissen; man soll den Ausdruck:

(i% % A B

construiren.

Aufi. Es seyen r/ v die Module, und 3/ 3" die Argumente
der complexen Linien A, B, und r S Modul und Argument der ge-
suchten Abscisse X, so hat man

(116) ... X = (&' r'iiet 300
folglich

11y s x = \2/(1" rl; S = él_:%_s_\g

Aus diesen Formeln ergibt sich nun nachstehende Construction
des Ausdruckes (115):

Es seyen PA und PB die geomeirischen Darstellungen der
Linien A, B (Fig. XIV.); uber der langern derselben, PA, be-
schreibe man einen Halbkreis, nehme PB’ = PB, errichte in B’
eine Senkrechte iiber PA, welche den Halbkreis im Punkte R
schneide, so ist PR = (&' )i = r. Zieht man nun aus P eine

Linie, welche mit PN den Winkel %’.:g,i” = S bildet, und trigt
darauf PX = PR auf, so wird PX die gesuchte complexe Ab-

scisse seyn. Man kann noch bemerken, dass 3 noch durch eine
der Formeln

17>
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II+SI

(118) ... S/ - __2 oder 8/ + u.

?

vorgestellt werden kann.

Wenn daher 3% >'8/, so drehe man PA um den halben
Winkel BP A, um die Richtung von PX zu erhalten. Wenn hin-
gegen 3’ > 8“, so.drehe man PB um den halben Winkel APB,
um die Richiung von PX zu erhalten. In beiden Fillen geschieht
die Drehung der Iinien im positiven Sinne. Die Linie PX hal-
birt also den Bogen B B’

Wenn sich der eine Faktor B in der Kormel (115) auf eine
absolute Linge K bezieht, so dass man habe

(119) ... X = V(E.A);
S0 ist
a0 . = VED: 5=V

Wenn daher PE = E, und PA die complexe Abscisse A
vorstellt (Fig. 15), so nehme man darauf PE' = PE, errichte in
E' iber PA die Senkrechte, welche den iber P A beschriebenen
Halbkreis in R schneidet, halbire den Bogen EE’ in C, und trage
auf der aus P durch C gezogenen Geraden die Linge PR = PX
auf, so ist PX die gesuchte complexe Abscisse (119).

XX1. Aufgabe. Es seyen A und B was immer fir gegebene com-
plexe Abscissen; man soll die Ausdriicke :

2
A21) ... X=y@4B); (122) ... Y=V(A—B)
construzren.

Aufi. Diese beiden Ausdricke lassen sich durch folgende
Formen:
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= 2
X=y(A+B) A —B.i); Y=VALB)@A—B)
ersetzen.
Sucht man also die Diagonalen A’ = A  Bi; B' = A — Bi,

nach (94); und die Diagonalen A +~ B = A”; A — B = B” nach
(89), (92), so ist X die mittlere Proportionale zwischen A’ und B,

2
nimlich V((A’.B), und Y die miitlere Proportionale zwischen A“

und B”, nimlich \2/(A” .B”), welche man nach (115) erhalt.
Es ist nun auch leicht, die zusammengesetztere Formel
(123) ... X=vVA2+ B +C+ D +..)
zu construiren. Man darf nur successive die complexen Abscissen
A= V(A EBY; B = V(AREC); O=y(B2+ DY; et
bestimmen, um in der letzten Geraden die complexe Abscisse X

zu haben.

XXII. Aufgabe. Es seyen A und B was immer fir gegebene com-
plexe Abscissen; man soll die Ausdriicke

(124) ... X = V(A2 &+ B2.j);
(123) ... Y = V(A* — B2.i)

construiren.

Aufi. Diese beiden Ausdricke lassen sich durch folgende
Formen ersetzen:

X =v(A + B.if) (A — B.i¥); Y =/(A+B.i}) (A—B.id).

Nun ist
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21
z

L S 3 e T o
1z = ex7:l; ]z — exT1;

daher erhilt man B.if und B.i}, wenn man B respeciive um die
Winkel 37 und f7 im positiven Sinne dreht. Bezeichnet man
diese complexe Abscissen in iliren neuen Stellungen mit B; und Ba,

so darf man nur die Summen

A 4+ B;; A — B, in die mittlern Diagonalen A’ und B’;
undA 4 B;; A —B: ,, ) 2 A" und B”

nach (89), (92) zusammensetzen, und hierauf die Formeln
X = v(A.B); Y = V(A“.BY

nach (115) construiren, um die complexen Abscissen (124), (125)
zu erhalten.

Es ist nun leicht, die zusammengeseiztere Formel
(A26) ... X = (A2j + A2j" + Co.j# 4 D2 jw +..)

zu construiren, worin j/ j” j*/ j*v ..., welche immer von den Ein-
heiten (1) bezeichnen. Man darf nur successive die complexen
Abscissen

A':\?(Az.j’—i-Bl.j”); B'— ;f/ CA2+C25"); - C’:12/(B0+D2.jW); ete.

bestimmen, um in der letzten Geraden die complexe Abscisse Y
zu haben.

XXIII. Aufgabe. KEs seyen A eine gegebene complexe Abscisse, und
a ein gegebener Winkel; man soll die Formeln

(127) .. X = A.sm & az28) ... X = A.cos a

construiren. =

1. Aufi. Man hat
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sin @ = 1 Z[e—¢i — e*]; cos a = | Z[e— =l L e-i];
daher
X = i[A.e— i — A.ei] = —;—[A.e(g—a) ) + A.el+ o i]
und
Y = i[A.e—=i + A.exi] = j[A.e@r—a.i 4 A eci]

Hieraus ergibt sich nun folgende Construction.

Man drehe die complexe Abscisse A im positiven Sinne um

S 7 . :
die Winkel = — @ und @ -+ @, und setze sie in diesen neuen
2 b 4

Stellungen in eine Diagonale zusammen, so erhdlt man die complexe
Linie 2X.

Man drebe die complexe Abscisse A im positiven Sinne um
die Winkel 27t — a und a, und setze sie in diesen neuen Stel-
lungen in eine Diagonale zusammen, so erhalt man die complexe
Linie 2.

Halbirt man noch in dem einen und andern Falle die erhalte-

nen complexen Linien, so hat man die gesuchten complexen Ah-
scissen X, Y, (127), (128).

Es ist nun leicht, die zusammengesetztere Formel:
2 ., {sin \? .0 [ sin 2 . {810 \?
1 29)...X’—:\/[A2.J‘.(COS) .a+BZ.J”.( cos) B4 31 (ilox;) .y+...]

zu construiren, worin j’, j", j*‘, ... welche immer von den Einhei-

ten (1) bezeichnen; a, 3, y, ... gegebene Winkel sind, und das
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cos
gegehenen nebenstehenden Winkels nehmen konne.

: sin }? >
Zeichen ( ) bedeutet, dass man entweder sin® oder cos? des

Man kann noch bemerken, dass sich bei der Reduction dieser
Formel (129) auf frihere die Gleichungen

(120) ... — 1 =e"%; i ely 1= e’

beniitzen lassen.

2. Aufi. 'Wenn man Modul und Argument von A mit TS be-
zeichnet, so hat.man an der Stelle der heiden Formeln (127),
(128) folgende:

(131 ... X =r.sin a.edi;
(132) ... Y =r.cos a.e?:L

Hieraus ergibt sich folgende einfachere Construction derselben For-
meln (127), (128):

Vom Endpunkte der complexen Abscisse A, der man das Ar-
gument a gegeben hat, Jasse man auf die Hauptrichtungen, die wir
bisher mit NS, WO bezeichnet haben, senkrechte Linien herab,
and drehe die auf NS, WO erhalicnen Projectionen um den Win-
kel 3, welchen urspringlich die Richtung der gegebenen comple-
xen Abscisse A mit der Richtung + 1 oder PN gemacht hat, oder
trage diese Projectionen im positiven oder negativen Sinne auf der
Richtung von A auf, je nach Beschaffenheit des gegebenen Win-
kels a.

=
‘L.
!
|
|
1
!
§
{
{
1
\
a
f
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XXIV. Aufgabe. - Es sey a ein gegebener Winkel, A eine gegebene
complexe Abscisse; man soll die Formeln:

Gzee. . X= . (138 . Y=

sin a cos a

constriciren.

Aufl. Sind rS3 Modul und Argument von A, so hat man aus
(133), (134): :

Ly - = r :
X - e 9. 3 Yoo T e i
sSin a Cos @

Man stelle also die complexe Abscisse A unter dem Winkel
a gegen PN oder gegen die Hauptrichtung -~ 1, errichte so in
ihrem Endpunkte eine Senkrechte, welche von den beiden Haupt-
richtungen, zwischen welchen jene Gerade liegt, in Punkten triffe,

deren Entfernungen von dem Pole P die Lingen der durch X
; sin a
3 o - s s . ot = =
— ausgedrickien Linien sind. Trigt man diese hieranf auf
cos a

der Richtung der gegebenen complexen Linie A , oder auf der ihr
entgegengesetzten (nach Beschaffenheit des Winkels a) auf, so hat
man die beiden complexen Abscissen X, Y.

XXV. Aufgabe. Es seyen A und B zwei gegebene complexe Li-
nien, p, q zwei gegebene abstracle, ganze oder gebrochene, Ziahlen ;
man soll die Formel
aas) .. - Ea b 90

‘ i

construiren.

Aufl. Es seyen PA und PB die geometrischen Darstellungen
der complexen Abscissen A und B. Man verbinde A mitB, theile
Abhandlungen d. I Ol d. Ak. d. Wiss. IIL Bd. Abth.T. 18
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die Lange AB im Punkte X im umgekehrten Verhilinisse der Zab-
len p, q, so dass man habe

(136) ... AX:BX = q:p; oder p.AX = ¢.BX

und ziehe PX; so ist diese die- gesuchte complexe Abscisse.

Denn zieht man von den Punkten A, B, X auf W O die Senk-
rechten A A’, BB/, XX’, so wie von den Punkten B, X auf AA
die Senkrechten BC, XD, und nimmt man, um den Kall der Figur
zu hetrachten

A=14atbi; B=-d a4 bij;
so dass
AA' =a; PA'=Dh; BB =a'; PB =1
setzt man ferner
PX = + x + y.i,

«0 dass XX’ = x; PX’ = y; so hat man, wegen der Aehnlichkeit
der Dreiecke ADX, XEB mit dem Dreiecke ACB, die Glei-
chungen:

(137) ... AD:DX:AX=XE:EB:XB=AC:CB:AB,
und aus den Formeln (136), (137) findet man:
(a—x):(a—2a) =q:(p + q)s
G—b):0—0b)=q:(p + ¢s
woraus sich
[} i
L e L
P+ 4q P4
mithin
St b A q b 4+ b’1)

X £y
P+ 4q
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das Ist

PX = P_!A;j__thi
P+ 9
ergibt.

Auf eben diese Art findet man die Construction des zusam-
mengeseizteren Ausdruckes

X = M A L moAT T MR L
m 4+ m‘ -+ m* - . 2

(138} ...

worin A, AL AY, ... gegebcpe complexe Linien, und m, w’, m, ...
gegebene abstracte (ganze oder gebrochene) Zahlen bedeuten,

Verbindet man die Endpunkte der Linien A, A’ dureh eine
Gerade, die man im umgekehrten Verhiltnisse der Zahlen m, m’ in
einem Punkte C' theilt;- verbindet man hierauf den Punkt C’ mit
dem Endpuncte der dritten Linie A durch eine Gerade, und theilt
sie wieder im umgekehrten Verhilinisse der Zahlen m -+ m’ und
m* in dem Puncte C¥ und setzt auf diese Art die Bestimmung der
Theilungspuncte fort, indem man immer den Endpunct einer neuen
complexen Abscisse mit dem letzterhaltenen Theilpuncte verbindet,
um durch Theilung dieser Verbindungslinie der beiden letzten
Punete einen neuen Theilungspunct zu erhalten, so wird man, nach-
dem der Endpunct der letzten gegehenen complexen Abscisse in
die laufende Construction einbezogen worden ist, einen letzten
Theilpunct erbalten; die Verbindungslinie zwischen diesem letzten
Puncte und dem Pole P gibt die gesuchte complexe Abscisse
(138).




140

XXVL Aufgabe. Es seyen A und B zwei gegebene complexe Ab-
scissen, durch deren Endpuncte eine Gerade gezogen sey; man soll
den Ausdruck fir das vom Pole auf diese Gerade gefilite

Perpendikel bestimmen.

Aufl. (Fig. XVIL) Es seyen PA, PB die geomeirischen Dar-
stellungen der complexen Abscissen A und B, und um einen he-
stimmten Fall zu haben, sey

=.tabbis B= -La - b.i;

so dass, wenn man von A und B auf W O ‘die Senkrechten A A/,
BB’ herablasst,

AA'=a; BB = a's PA'=1h; PB =1

sey. Diess vorausgesetzt, ziehe man durch die Puncte A und B
eine Gerade, welche die Axen in C, D schneidet, und auf diese
Gerade die Linie PX senkrecht, so ist dieses Perpendikel die zu
bestimmende Linie.

Wir wollen die Linien PO, PD zu coordinirten Axen der x
und y annehmen, so ist die Gleichung der Geraden CD bekanntlich

'} ¢ /
G e Bt g ab s 8
i < e

folglich die Gleichung der auf dieser senkrechten Geraden PX:

(140) ... +(b"‘b)

a — a
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Die Coordinaten ihres Durchschnittspunctes X seyen
PX' =v; X'X = u;

und man wird sie finden, wenn man in den Gleichungen (139),
(140) x = v, y = u setzt, und diese Gleichungen nach u, v auf-

lost. Setzt man abkirzend

ih ... ' =@ —3a) + @ — %

so findet man:

(4%, .. u = _(Ej——b).iab'_-all)); v:(a_al)‘<a‘bf____alb)
2 12 °

Hieraus ist nun

(143) ... PX=utv.i=@¥ =210 b+ a—ali]
B ’

oder endlich

(144) .o px=lal FbE b B S0

(a—a)?+(b—h)*

Um diesen Ausdruck fir PX zu transformiren, hemerke man,
dass
(a—a)2+ (h—h)2 = [(a—a)+(b—D).i] [(a—a’) — (b —D)i]
. Da sich dadurch im Zahler und Nenner des Ausdrucks (144) ein
Faktor, namlich (a—a’) 4+ (b—Db’).i hebt, so hat man

(ab!—a’b).i
(a—a)=— =01

\

PX=

oder

(145 4 PX= (ab’—a’b).i

T a—bi)= (@' —hi)
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Die Abscissen a—bi und a’— b’i nennt man die zu a -+ hi
und a' + b’i conjugirten Abscissen. Setzt man :
A’=a—bi; B =a' —Wi,

und bemerkt man, dass
/
bt A B
2
so geht endlich der Ausdruck (145) iiber in folgenden:

A'.B — A.B'

(146) ... PX=312:m— o

Die zu A und B conjugirten Abscissen A’ und B’ findet man
leicht, wenn man jene Abscissen um dieselben spitzigen Winkel,
welche sie mit den Hauptrichtungen - 1, oder — 1 machen, aus
eben diesen Richtungen - 1 oder — 1, nach enigegengesetztem
Sinne drehen Lisst. Wird der Ausdruck (146) nach den, in den
Artikeln XVI. und XIX. statuirten Prinecipien construirt, so findet
man dieselbe complexe Abscisse, welche durch das Perpendikel
PX bestimmt ist.

XXVIL. Constructionen zusammengeseizter Formen.

Die Formeln (893, (923, (94), (99), (105), (108), (111),
(115), (119), (121), 122), (124) und (125), fir welche in den
vorhergehenden Artikeln die ihnen entsprechenden Constructionen
angegehen worden sind, lassen sich als elementdre Ausdriicke be-
trachten, auf welche sich eine grosse Anzahl anderer zusammen-
gesetzter Formeln bringen lisst. Gepau genommen, sind schon die
Formeln (89), (108) und (115)p das ist die Ausdricke:
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(147) ... A + B; AéB; \2/(A.B)

mit ihren Constructionen hinreichend, um die iibrigen, oben ange-
zeigten, und viele andere zusammengesetzte Ausdriicke mittelst der-
selben construiren zu konnen.

So z. B. kann man die Formeln (111) oder (124), das ist
V(A +BY; V(A*+B.i),
wenn man ihnen die Formen
x B 2 ' B.Bi)
vIiA{A+—}|; V]A.{A*X
[2da 2 )l Yfadas =]

ertheilt, auf die elementaren Formen (147) zurickbringen.

Wenn gegebene complexe Abscissen in einem Ausdrucke wie
immer durch die rationalen Operationen wunter einander verbunden
sind, so werden die beiden ersten der Kormeln (147) hinreichend
seyn, um, auf dieselben den gegehenen zusammengesetzten Aus-
druck reducirend, dessen Construction zu finden. Bei diesem Ge-
schafte der Reduction einer zusammengesetzten Formel auf die ele-
mentaren Formeln wird man sich von denselbeu Grundsitzen leiten
lassen, nach welchen die Zerlegung eines rationalen und reellen
algebraischen Ausdrucks zum Behufe ihrer Construction zu gesche-
hen hat. Wenn im gegebenen zusammengesetzten Ausdrucke com-
plexe Abscissen auch unter Quadratwurzelzeichen, oder allgemei-
ner unter Wurzelzeichen erscheinen, deren Wurzel-Exponenten Po-
tenzen von 2 sind, so wird man auch die dritte der Formeln (147)
benothigen. Wenn der zu construirende Ausdruck noch kein li-
nearer ist, so wird man ihn leicht, durch Annahme einer willkihr-
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lichen Linieneinheit E, in einen linedren nach bekannten Regeln
verwandeln konnen.

XXVIIL. _Anwendung der Constructionen imagindrer Korinen zur
Construction der reellen Ausdriicke.

Jede imaginire Zahlform kann auf die allgemeine Form
(148 .. P+ (ni

zuriickgeflihrt werden, worin P und @ reelle Zahlen sind.

Wenn man nun einen, wie immer zusammengesetzten imagini-
ren Ausdruck X nach den, in den vorhergehenden Artikeln sta-
tuirten Grundsitzen construirt hat, so werden seine Projectionen
auf den auf einander senkrechten Hauptrichtungen, die Werthe
von P und Q geben. Mittelst dieses Princips kann man zuweilen
sehr einfache Constructionen fir oft sehr verwickelte Ausdriicke
erhalten. Auf diese Anwendung wollen wir nur in einigen heson-
dern Fillen hinweisen.

In der Formel (105) sey A = a -} bi, so ist durch die Con-
struction derselben, indem man vom HEndpuncte der gefundenen
complexen Abscisse auf die auf einander senkrechten Hauptrich-
tungen Perpendikel herablisst, in den Projectionen zugleich die
Jonstruction der beiden Formeln:

as0 ... a’ ;; b und 2131’




erhalten. Wenn daher

A2 )2 : e
X:_Ezgai‘li_b_ﬂ_;somtpz?.'__ﬁi; Q.':inb,

Auf dhunliche Art lassen sich die reellen Formeln finden, deren
Construction man mit der Construction der complexen Abscissen

der vorigen Art gewonnen hat.

Wenn

ain ... x =2 _ @ + biP,
C a' + b'i .
so hat man
p = @ — b).a' + 2abb!, o _ Raa’h — @* — b)) b’
a'? + p'® e a’s - b’z %

‘Wenn

A.B _ (a+bD @ 4 WD

b

aos)- ... X =

C a’l = bl
S0 ist
P= (aa’—hbbh’).a” - (ab’+a’b).b”, Qx'ﬁ(a’ h'4-a'h)a’—(aa’'—bbh )b
3”2 + buz 7 L a"2+b”2 .
Wemn

(disl .. X -—vAD = v+ b o L 0h;

80 ist
Abhandlungen der Il. CL &. Ak. d. Wiss, 1TI. Bd. Abth. I.
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a2 2 ‘g iz Lt
P:\/[\i@*kb)(a +;) ) + (aa bb’)]

= V@a® +b%) @2 +b%) — @aa’'—bb)
v i = ]

Zuweilen kann ein Ausdruck, der complexe Abscissen enthalt,
in einen andern mit complexen Abscissen transformirt werden, wel-
cher weit zusammengesetzter ist, als der erstere. In diesem Falle
enthialt die Construction des einen zugleich die des andern Aus-
druckes, z. B.

a5y, &(A’iBz.i):[(A”‘];‘Jé‘*‘A*]% i[(AH—B;ﬁwﬁ o

Aus dieser Gleichung findet man nun

V(A4 B2.i) FV(A:—B2i) _ [(A,4+B4)»;+A2]g
b

2 2
(152) (. 2
VA2+ B2 D) — V(A —Bi) _ [(A‘*—I—B**)-%—Az ;Ai
2 2 ] =

Die Constructionen der ersten Theile dieser Gleichungen sind
leicht, indem nur die halben Diagonalen iiber den complexen Ab-
2 &
scissen V(A2 - B2.1) und v(A® — B?1) zu zeichnen sind. Diese
sind zugleich die complexen Abscissen fir die Ausdriicke in den
zweiten Theilen der Gleichung (152).

Wir wollen diese Formeln nicht weiter verfolgen, da es nicht
schwer ist, eine grosse Menge derselben zu produciren, die mit-
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mnter sehr einfache Constructionen gesiatten, obgleich die Aus-
driicke selbst sehr verwickelt sind.

XXIX. Auflosung der Gleichungen des zweiten Grades.

Es sey
(538 . X2 Ax -+ B*=o0
eine vorgelegte Gleichung des zweiten Grades, worin A und B
complexe Abscissen sind, so wird x ebenfalls eine complexe Ab-

scisse seyn, deren Werth dureh Construction gefunden werden
soll. Die beiden Wurzeln dieser Gleichung sind in der Formel

A534) ... b.[E VA2 — 4B) — A]

enthalten, worin von den beiden Z.eichen des obern und untern

successive zu nehmen ist.

Da A2 — 4B = (A + 2B) (A — 2B), so sind die, in
(154) enthaltenen Wurzeln der Gleichung (153):

1A55) ... L.IVA 4 2B (A — 2B) — Al

156) ... —1.IVA + 2B A — 2B) 4 A]

Aus diesen beiden Formeln ergibt sich nun folgende Con-
<iruction der beiden Wurzeln der Gleichung (153):
19%
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Ueber den complexen Linien A und 2B construire man, nach
(89), (92) die Diagonalen

A+2B=D"ud A — 2B = p~,
und suche nach (115) die complexe Abscisse
D = yd'.D";

diese letzte Linie setze man mit A nach denselben Formeln (89),
(92) in die Diagonalen

D—A=X; D+ A=x"
zusammen s 80 stellen die Linien
X4 ey X
die beiden Wurzeln der Gleichung (153) vor.
Der Gleichung des zweiten Grades kann mah noch die Form
x* + Ax + B.E = o geben, worin A, B complexe Abscissen,

E eine absolute Linge ist, die man = 1 setzen kann. Dann sind
die Wurzeln durch die Formel

= »;.[i YE (;ﬁ — B) = A],

ausgedriickt, deren Construction leicht ausgefihrt werden kann.

XXX. duflisung der Gleichungen von hiheren Graden.

Die Wurzeln der Gleichungen, welche den zweiten Grad iber-
steigen, lassen sich bekanndich durch die Gerade und den Kreis
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nicht construiren. Nur in einigen speciellen Fillen ist eine geo-
metrische Construction der Wurzeln moglich, von welchen wir fol-
gende zwei betrachten wollen.

; Die n Wurzeln der Gleichung
157) v XU — An— g,
worin A eine complexe Abscisse ist, sind:

3277.

(1ass . A.e'ﬂ'; A.e na; A.e n l;,..;A.en =

ﬁl‘l\!
a

Man theile also die Peripherie des Kreises in n gleiche Theile
und ricke die complexe Abscisse A successive immer um einen
solchen Winkel im positiven Sinne fort, so wird man ausser der
urspriinglichen Lage von A noch n — 1 andere erhalten, welche,
mit jener urspringlichen vereinigt, die, den n Wurzeln der Glei-

' chung (157) entsprechenden complexen Abscissen geben.

Es sey
(158) ... x20— 2Anxn .cos @ | A?n =go
eine gegebene Gleichung, worin A eine gegebene complexe Ab-
scisse, a einen gegebenen Winkel bedeutet.
Die 2 n Wurzeln ergeben sich aus den Formeln

Pty - %

(159) ... e n g n Aj;

Be

€160y ... o n-e ® &i
in welchen man fir r alle ganze Zahlen:
1.8; 9

zu setzen hat.
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Man theile also den Winkel a in n gleiche Theile, und drehe

die gegehene complexe Abscisse A im positiver und im negativen
% . T a ¥ A
Sinne um diesen Winkel —. Dadurch erhilt man zwei neue Stel-
n
lungen der complexen Abscisse A. Dreht man die ecine wie die
: ! 14 -
andere successive um den Winkel .2_J; so erhilt man 2n Lagen
n

complexer Abscissen, welche die gesuchien Wurzeln der Glei-
chung (158) darstellen,
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