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Vorbemerkung

Bei der Art, wic heute die klassische Physik in Teile zerlegt
gelehrt wird, geht leicht der Blick fiir die innere Geschlossenheit
und Schénheit des Ganzen verloren. Die Zerlegung wird dadurch
begiinstigt, dafl sich die Teile nacheinander und oft fast unabhingig
voneinander entwickelt haben. Man sieht kaum, daff Mechanik,
Elektrodynamik, spezielle und allgemeine Relativititstheorie,
sowie die Eichidee zu ciner allmihlichen Vollendung des von
Newton formulierten wissenschaftstheoretischen Programms ge-
fithrt haben. Man ist sogar zur héheren Ehre des jeweils Neuen
geneigt, das Trennende mehr als das Verbindende zu betonen.

Darum ist eine Synopsis, cine Zusammenschau der Teile
geboten, ohne dafl dadurch die Bedeutung der Einzeldarstellungen
geschmilert wird. Sie ist méglich, wenn man von den wissen-
schaftstheoretischen Grundlagen der Lehre von Newton ausgeht.
Bei thm stehen diese Grundlagen so sehr im Vordergrund, daf} im
Titel seines Hauptwerks nicht vom eigentlichen Gegenstand,
sondern nur von dem iiber diesen hinausweisenden Programm
gesprochen wird, nimlich von der Mathematisierung der Natur-
philosophie. Im Lichte dieses Programms erscheinen die Arbeiten
von Faraday und Maxwell, von Einstein und nicht zuletzt auch von
Weyl als Beitrige auf dem Wege zur Vollendung des Newtonschen
Programms. Tatsichlich bewahrt dieses Programm sogar in der
Quantenphysik seine Giiltigkeit und stellt sicher, dafl Physik bei
allen Wandlungen Physik bleibt. Doch soll letzteres erst spiter
gezeigt werden.

Hier beschrinken wir uns auf eine Synopsis von Mechanik und
Elektrodynamik, sowie von spezieller und allgemeiner Relativitits-
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theorie, wobei wir von vorneherein Weyls Eichprinzip als Schliissel
zur einheitlichen Feldtheorie betrachten. Thermodynamik und
statistische Theorien werden nicht behandelt, weil darin die
Grundgleichungen, um die es hier geht, bereits vorausgesetzt wer-
den.

Die Synopsis zerfillt in vier Teile: (1) Aus Newtons Basisvorstel-
lung ergeben sich in Verbindung mit einem Zeitpostulat die kano-
nischen Gleichungen, welche noch vorrelativistisch die Eigenzeit
umfassender als in der Relativititstheorie zu definieren erlauben. -
(2) Bei Anwendung auf Materiepunkte und andere punktférmige
Teilchen gelangt man bereits zur relativistischen Mechanik. -
(3) Sobald mehrere riumlich getrennte Materiepunkte im Spiele
sind, kénnen Bewegungen nur noch niherungsweise durch kano-
nische Gleichungen beschrieben werden. Wechselwirkungen wer-
den durch Felder vermittelt, die nach Zahl und Art durch
Symmetriceigenschaften der kriftefreien Bewegung bestimmt
sind. Zunichst wird die Eichfeldtheorie der Elektrodynamik ent-
wickelt. - (4) Weyls Eichidee ist aus der allgemeinen Relativitits-
theorie hervorgegangen. Umgekehrt gewinnt man auch diese aus
der Eichidee.

Hier werden alle Entwicklungen nur bis zu Gleichungen ge-
fihrt, von denen aus der Anschlufl an einschligige Vorlesungen
oder Biicher méglich ist. Es geht hier hauptsichlich um die Dar-
legung der grundlegenden Ideen und Erfahrungen und weder um
die Wiirdigung aller Erfahrungen, noch um die volle Entfaltung
der mathematischen Theorie.
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Teil I
Zur kanonischen Mechanik

Die kanonische Mechanik von Hamilton ist enger mit den natur-
philosophischen Prinzipien von Newton verbunden; als man histo-
rischen Wegen folgend meinen konnte. Um das in nétiger Allge-
meinheit zu zeigen, betrachten wir Systeme, deren Lage durch
beliebig, aber endlich viele Koordinaten

9= (91,92 9i--4.)

beschrieben wird. Bewegungen zeigen sich darin, dafl sich die
Lagegroflen gi (z) im Laufe der Zeit 7 dndern. Darin ist der Zeitpa-
rameter zunichst noch nicht genau definiert. Es sei nur festgelegt,
dafl grofiere Werte von 7 auf spitere Zeiten bezogen sind. Danach
ist 7 ein beliebiger Zeitordnungsparameter. Hitte Aristoteles' seine
physikalische Bewegungsdefinition schon quantitativ formulieren
kénnen, so wire er zu der gleichen Darstellung gelangt.

Die Funktionen ¢:(z) beschreiben Lageinderungen. Seit Zenon®
hat man beinahe 2000 Jahre lang an der Vorstellung festgehalten,
Bewegung sei nichts anderes als Lageidnderung. Das spiegelt sich
noch heute darin wieder, dafl man die Gruppe der kongruenten
Verlagerung von Gebieten im Euklidschen Raum Bewegungs-
gruppe nennt. Obwohl schon Platon und Aristoteles geschen
haben, daf} die Fortbewegung eines abgeschnellten Pfeils mit der
Zenonschen Vorstellung schwer vereinbar ist, haben ernsthafte
Zweifel daran erst im dreizehnten Jahrhundert begonnen. Am
Ende des vierzehnten konnte Blasius® von Parma sagen, Bewegung
sei eine von der Lage unabhingige Eigenschaft der Korper, die sich
nicht von selbst, sondern nur durch duflere Eingriffe indere.

Es ist nicht bekannt, ob Newton oder wenigstens Galilei die
Thesen von Blasius gekannt hat. Doch geht Newton’ von den nim-
lichen Vorstellungen wie Blasius aus, formuliert sie aber nicht nur
verbal, sondern von vorneherein mathematisch seinem Programm
folgend, die Naturphilosophie zu mathematisieren. Danach gehore
zu jeder Lagegrofie ¢, () eine Bewegungsgrofle ¢ (7). Die Lage-
grofien q beschreiben erst zusammen mit den Bcwcgungsgrbﬁcn

P= ([)1,])2...1),-,,,})“)
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den momentanen Zustand eines Systems. Dadurch ist Bewegung
mehr als Lageinderung. Die Zenonsche Vorstellung ist endgiiltig
iberwunden.

Es bedarf duflerer Ursachen, den Zustand p,q des Systems zu
andern. Nach Weyl® heiflen Ursachen diejenigen Grofien, welche
die Anderungsraten von Zustandsgrofien bestimmen. Das sind F,
und I; in den Gleichungen

(1) é[’L(_T_)=F“ d“(‘]E:If’ i (12..n).

Hat man erst die Existenz aller Zustandsgrofien p, g akzeptiert, so ist
der verbale Inhalt dieser Gleichungen abermals mit der physikali-
schen Bewegungsdefinition von Aristoteles im Einklang. Was hier
Ursache genannt ist, heifdt bei ihm Rope und in der scholastischen
Philosophie Vis. Entsprechend nennt Newton F; Vis impressa und I,
Vis insita (oder innata oder inertia). Erst Motte® hat in der engli-
schen Ubersetzung von Newtons »Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica® die kurzen Namen force = Kraft bzw. inertia = Trig-
heit cingefiithrt und damit den Bedeutungswandel des Wortes Kraft.
Nur die Anerkennung der Bewegungsgrifien als Zustandsvaria-
blen ist wesentlich, nicht der Bedeutungswandel des Wortes Kraft.

Die obigen Gleichungen sollen fiir beliebige Systeme gelten.
Speziell unter abgeschlossenen Systemen versteht man solche,
deren Verhalten von ihrer Umwelt unabhingig ist. In Strenge kann
nur die Gesamtwelt abgeschlossen sein. Gibe es mehrere davon, so
konnten wir nur eine kennen. Wir kénnten aber von keinen einzel-
nen Dingen reden, gibe es nicht Teilsysteme, die niherungsweise
abgeschlossen sind. Sie verhalten sich innerhalb weiter Grenzen so,
als wiiren sie allein auf der Welt.

Das impliziert einerseits, dafd alle Aussagen iiber abgeschlossenc
Teilsysteme nur niherungsweise richtig sein kénnen. Man muf
stets mit der Maglichkeit von Giiltigkeitsgrenzen rechnen. Ande-
rerseits hat man mit dem Begriff der Abgeschlossenheit immer die
Gesamtwelt im Blick, obwohl Aussagen dariiber unausweichlich
unsichere Extrapolationen enthalten, die korrigiert werden miis-
sen, sobald weitere Bereiche des Kosmos zuginglich werden.

Die Annahme der Existenz ihnlicher Dreiecke beliebiger Grofie
in der Euklidschen Geometrie, die eng mit Euklids Parallelenaxiom
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verbunden ist, liefert ein frithes Beispiel. Das Dreieck ist das Einzel-
ding. Die Annahme der Existenz von ihnlichen Dreiecken ver-
schiedener Grofle ist in begrenzten Bereichen nur mit unmerk-
lichen Fehlern behaftet. Die Extrapolation ins Unendliche kann
fragwiirdig sein und ist, wie wir heute wissen, unzulissig. Dem
Begriff abgeschlossenes System sind also von zwei Seiten her Gren-
zen gesetzt. Das diirfen wir nicht vergessen.

Da wir in abgeschlossenen Teilsystemen von Umwelteinfliissen
absehen dirfen, missen Kraft und Trigheit in den Bewegungsglei-
chungen (1) Funktionale der Zustandsvariablen p (r) und q (z) sein.
Mit der Kausalitit wire es vereinbar, wenn die Werte von F;und I,
zu einer bestimmten Zeit 7, von allen p; (), ¢:(z) in vergangenen
Zeiten T< 7, abhingen wiirden. Das wiirde mathematisch dazu
fithren, daf8 die Differentialgleichungen in (1) solche hoherer und
im allgemeinen sogar unendlich hoher Ordnung wiren, und wire
damit dquivalent, dafl p und ¢ entgegen unserer Voraussetzung
noch nicht alle Zustandsvariablen liefern. Spiter wird das zur Ein-
fithrung von Feldern fijhren.

Newton folgend sehen wir einstweilen davon ab. Wir nehmen
also an, dafl F;und I, zu einer bestimmten Zeit nur von p und ¢ zur
gleichen Zeit abhingen. Somit nehmen die Gleichungen in (1)
folgende Gestalt an:

@) PO -E(p .90, -1 ().q().0).

Betrachten wir ein einziges Paar dieser Gleichungen, so kénnen wir
die Differentiale dr eliminieren und das Gleichungspaar durch

I,‘({p,'_ F;d(];: 0
ersetzen. Die Differentialform auf der linken Seite hat gemif}
1
;\—w (l,‘dp,' - F,({(I,) = dH

stets einen integrierenden Nenner, worin H und N wie I, und F,
Funktionen von p, g und 7 sind. Man sagt, der integrierende Nenner
erzeuge ein vollstindiges Differential. Daraus folgt

H . :
L=+N% p=-N%
ap; dq
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Fiihrt man mittels

dt = Ndt

einen neuen Zeitparameter ein, so erhilt man fir das i-te Glei-
chungspaar in (2) die kanonisch aussehenden Gleichungen

dp; o0H  dg oH
-—= - =4 —,
dr aqi’  dr api

Der neue Zeitparameter ist nicht mehr ganz so willkirlich wie
der urspriingliche. Die Wah! wird allein durch die Gleichungen in
(2), also durch das physikalische System eingeengt. An die Stelle der
beiden unabhingigen Funktionen F; und I tritt eine einzige, nim-
lich die Funktion H. Das entspricht durchaus dem Umstand, daf}
wir Zeiten mittels Uhren, also mittels spezieller physikalischer
Systeme messen.

Doch ist das Ergebnis nicht so wcittragcnd, wie man meinen
kénnte. Denn im allgemeinen liefert jedes der Gleichungspaare in
(2) cinen anderen Zeitparameter. Auch wenn man beriicksichtigt,
daf} jedes Gleichungspaar viele integrierende Nenner hat, ist es im
allgemeinen nicht moglich, einen gemeinsamen zu finden. Da es
jedoch nach aller Erfahrung ecine gemeinsame physikalisch defi-
nierte Zeit gibt, liegt es nahe, nur solche F; und I zuzulassen, die
einen gemeinsamen integrierenden Nenner haben, fiir die also

1<
ist. Damit ist zu den Newtonschen Gleichungen in (2) die Forde-
rung in (3) als Zeitpostulat hinzugetreten. Es ist offensichtlich mit
der Definition der Entropie in der Thermodynamik verwandt, zu-
nichst mathematisch formal, wahrscheinlich auch inhaltlich. Doch
gehen wir darauf hier nicht ein.
Das Zeitpostulat fithrt zum Gesamtsystem der kanonischen Glei-
chungen. Aus (3) folgt dhnlich wie oben
oH oH

Fi=-N21 [ =+NZ

5 5 ie(1,2..n).

Mit dem neuen Zeitparameter

(4) dt = Ndt
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ergeben sie sich durch Substitution in (2):

(5) ‘_1dﬂ"=_a_H’ ‘_{ﬂ=+a__H.

t dqi’ dt api
Zwar ist immer noch die Zeit nicht eindeutig definiert. Denn es
gibt eine grofle Mannigfaltigkeit zeitabhiingiger kanonischer
Transformationen, die zu Gleichungen derselben Art fiihren, in
denen aber die Zeit und die Zustandsvariablen transformiert sind.
Doch ist an die Stelle der 2 n noch unbekannten Funktionen F; und
[ eine einzige getreten, nimlich die Hamiltonfunktion H (p, ¢,¢t).
Man kann H empirisch zu bestimmen suchen oder nach Prinzipien
fragen, die die Willkiir der Wahl von H einengen. Letzteres fiihrt
zu einer Theorie der Hamiltonfunktion.

Damit ist gezeigt, dafl man nur das Zeitpostulat braucht, um von
den allgemeinen Newtonschen Bewegungsgleichungen in (1/2) zu
den kanonischen Gleichungen zu gelangen und insbesondere dazu,
wie sich Trigheit und Kraft aus der Hamiltonfunktion berechnen.
Unter kanonischer Mechanik versteht man die Gesamtheit der
Sitze, die man bei gegeben angenommener Hamiltonfunktion aus
den kanonischen Gleichungen erhilt, die fiir beliebige Hamilton-
funktionen gelten.

Das kann man in allen Lehrbiichern® iiber die kanonische Me-
chanik nachlesen. Hier betrachten wir nur das Hamiltonsche Prin-
zip, weil es sich nun in einer weiterweisenden Form schreiben lifit,
und die kanonische Eigenzeit, die unter diesem Namen kaum be-
kannt ist, und die in Hinblick auf die Einsteinschen Relativitits-
theorien besonderes Interesse verdient.

Das Hamiltonsche Prinzip schreibt sich raum-zeitsymmetrisch,
wenn man g statt ¢ als Zeit eintithrt und po durch

(6) KEpO+H(p,q,q0)=0

definiert. In diesem Fall geniigt es, das Wirkungsintegral durch
B n 2
v dl x

(7) §=1 2 pudga=1 2 palde
Ax=0 Tta=0 T

zu definieren. Darin ist 7 ein willkiirlicher Parameter, der niche
variiert wird. Die Zustandsvariablen p. und g. mit o € (0,1,2...n)
werden im Integrationsintervall 4, B so variiert, daf die Neben-

4 Minchen Ak. Sb. 1983
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bedingung in (6) stets erfiille ist. Ferner soll an den Intervallgrenzen
A und B stets dg. = 0 sein. Unter diesen Voraussetzungen ist das
Wirkungsintegral fiir die wahren Zustandsbahnen stationir. Es gilt
das Hamiltonsche Prinzip

(8) 0S = 0.

Die Nebenbedingung beriicksichtigt man wie gewdhnlich mit-
tels der Lagrangeschen Parametermethode, geht also von folgender
Forderung aus

5 (Zpa‘j{i‘—AK) dr=0.
T\« T

Daraus erhiilt man (6) bei freier Variation nach 4, und die Variatio-
nen nach p. und g, ergeben

dr 99, dr ap.
woraus nach (6)
({]}n oH 8‘10
A= =) i —’[—A
dt aq)’  dr ’
i o dy_ i
dt aq’  dr ap,

oder nach Elimination von 2

(9) dp._ _oH di':+a_H dH _ oH
[{f 8qi’ dT 61)() (11[ ot

hervorgeht. Das ist mit (5) dquivalent, weil sich die letzte Glei-
chung aus den beiden vorderen ableiten lifit.

Damit ist gezeigt, dafl die kanonischen Gleichungen aus der
Forderung folgen, das Wirkungsintegral solle stationir sein.
Natiirlich ist damit das Hamiltonsche Prinzip aus den kanonischen
Gleichungen mathematisch abgeleitet. Doch stellt sich die Frage,
ob man physikalisch verstehen kann, warum gerade das Wirkungs-
integral stationir sein soll. Man wird kaum noch dem finalen
Charakter des Prinzips Bedeutung beimessen wollen. Doch legt dic
Definition des Wirkungsintegrals in (5) eine quantenphysikalische
Interpretation nahe. Denn das Wirkungsintegral in (5) ist wegen
p« =fik. zur Phase von Materiewellen” proportional. Stationires S
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bedeutet also, dafd die Phase stationir ist. Hiernach sind Bahnkur-
ven Linien, lings denen benachbarte Wellenziige giinstig inter-
ferieren. Das Hamiltonsche Prinzip entspricht hiernach der wellen-
theoretischen Definition von Strahlen. Im Rahmen der klassischen
kanonischen Mechanik miissen wir uns mit diesem qualitativen
Hinweis begniigen. Doch macht er deutlich, dafy man die Quanten-
physik braucht, um das Hamiltonsche Prinzip physikalisch zu ver-
stchen, und zeigt, dafl die Quantenphysik tiefer wurzelt als die
klassische Physik.

Aus dem Hamiltonschen Prinzip folgt der Satz: es gibt Flichen-
scharen S (g) = const, derart, daf3 die Gleichungen

_as
(10) pgx hE 5‘%‘
zu Losungen der kanonischen Gleichungen fithren. - Trifft das zu,
so mufl nach (6) fiir die Funktion S (g) die Hamilton-Jacobische
Differentialgleichung

(1) —+H<a‘,1, )=0

gelten. Nur Losungen dieser Gleichung kénnen mit  der
Behauptung im Einklang scin. Durch Substitution in das Wir-
kungsintegral (7) erhilt man

0 s=13 = {ds =5 -5,

a \L \
Wegen der Voraussetzung dqs = 0 und égs = 0 ist auch die Forde-
rung 4S = 0 ertiillt. Die Bedingungen des Hamiltonschen Prinzips
sind also auf eine beinahe triviale Weise gewihrleistet.
Es bleibt nur ibrig, die Lésungen zu konstruicren. Auf jeder
Fliche § = const hat p nach (10) in jedem Punkt einen bestimmten
Wert. Damit erhilt man aus den kanonischen Gleichungen fiir dg/d:

dia _ (8_5

dr ap‘) p =05/04q ’

In simtlichen Punkten auf den Flichen S = const ist nicht nur p.
sondern auch dgq/dt bestimmt. Durch jeden Punkt auf der Fliche
geht also eine Bahnkurve in bestimmter Richtung. Wir erhalten

4
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die ganze Bahnkurve, wenn wir von einem Punkt ausgehen und
von Fliche zu Fliche fortschreiten.

Eine einzelne Bahnkurve schneidet jede der Flichen S = const in
einem Punkt. Der Wert der Konstanten ist also zugleich ein Para-
meter, durch den man die Punkte auf Bahnkurven definieren kann.
Es ist eine durch das System selbst bestimmte Zeit. Wir nennen sie
Janonische Eigenzeit'. Der Name ist aus der speziellen Relativi-
titstheorie tibernommen. Es wird sich zeigen, daf} die Eigenzeit der
speziellen Relativititstheorie® bis auf einen Dimensionsfaktor mit
der kanonischen tibereinstimmt. Das bleibt in der allgemeinen Re-
lativititstheorie und sogar bei Gegenwart elektromagnetischer Fel-
der richtig. Die kanonische Eigenzeit ist jedoch nicht nur fiir Mate-
riepunkte, sondern auch fiir zusammengesectzte Systeme definiert.
Wegen des Zusammenhangs von Wirkungsintegralen mit Wellen-
phasen der Quantenmechanik kann man sagen, die Eigenzeit sei
eine in Wellenphasen gemessene Zeit. Das macht noch einmal
deutlich, dafl sie allein durch das physikalische System bestimmue ist.

Bekanntlich kann man nur Phasendifferenzen messen. Das mufd
sich in der Eigenzeit widerspiegeln. Um das zu schen, ist es zweck-
mifBig, die Lagrangefunktion einzufithren. Nach Substitution von
(6) in (7) erhilt man fiir das Wirkungsintegral

Tt \i=1

Der Integrand

~ d(,‘ N
(13) L=2py~H=Llgqy)

heiflt Lagrangefunktion nach Elimination von p zugunsten von ¢
mittels
_oH

<14) qi o,

Dabei geht das Hamiltonsche Prinzip in

T2

(15) 61 L{4q6)dt=0

Tt

iiber und liefert in herkdmmlicher Weise® die Lagrangeschen Glei-
chungen
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(16) L ok

Lagrangefunktionen sind durch die Bahnkurven noch nicht ein-
deutig bestimmt. Ersetzt man nimlich

’ 9 di 3
LoL'= L+ZW; )
i=1 qi g t

worin y (g, t) eine willkiirliche Funktion ist, so indert sich zwar das
Wirkungsintegral gemaf}

S—8 =S+x(q(t2),t2) —x (g (ts),15).

Doch ist der Zusatz ohne Einflufl auf die Bewegung, weil ¢ (¢) an
den Enden t; und ¢ nicht variiert wird.

Daraus folgt, da} die Eigenzeit nicht eindeutig definiert ist. Sie ist
also nicht ohne weiteres eine beobachtbare Grofle. Betrachten wir
jedoch zwei verschiedene Raum-Zeitbahnen, die von einem
Punkte A ausgehen, und die sich in einem anderen Punkte B wieder
begegnen, so heben sich die Zusatzterme heraus. Es ist also

S'=4S 0.

Die Differenzen stimmen tberein und sind im allgemeinen von 0
verschieden.

Letzteres besagt, dal die kanonische Eigenzeit wie die speziell
relativistische nicht integrabel ist. Fiir Wellenphasen ist das von
vorneherein klar, beruhen doch gerade darauf die Interferenzen.

Die Invarianz von 4S bedeutet, dall der Messung von Unter-
schieden der in Eigenzeiten definierten Alterung zwischen zwei
Punkten der Begegnung keine grundsitzlichen Schwierigkeiten im
Wege stehen. Ob und wie weit diese Unterschiede wirklich beob-
achtbar sind, bedarf der experimentellen Priifung. Wenigstens in-
nerhalb der beiden Relativititstheorien ist experimentell gezeigt,
dafl die Unterschiede beobachtbar und mit der Erwartung im Ein-
klang sind. Darauf kann man jedoch erst nach Ableitung der Hamil-
tonfunktion fiir spezielle Systeme und insbesondere fiir Marerie-
punkte eingehen.

Hier halten wir fest, dall Wirkungsintegrale eng mit quanten-
mechanischen Wellenphasen verkniipft sind, und dafl diese eine
systemeigene Zeit, die kanonische Eigenzeit definieren.
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Anmerkungen und Literaturhinweise

! Der Bewegungsbegriff von Aristoteles ist vielschichtig. Wir kniipfen hieran
seine physikalische Bewegungsdefinition an. Danach zeigen sich Bewegungen in
Andcrungen der Intensititen von Eigenschaften wie Lage, Schwiirze, Wiirme u.dgl.
Eigenschaften sind durch Intensiciten gekennzeichnee, welche sich scetig indern
konnen. Das geschicht aber nur durch duflere Eingriffe, welche Rope heifien.

2 W. Capelle: Die Vorsokratiker; Kréners Taschenbuchausgabe, Band 119; Al-
fred Kroner Verlag, Stuttgare, vierte Auflage, 1953, - Hier: Zenon (um 450 v.Chr), ab
S.169, insbesondere Ziff. 14, S.177 (Fragment 4).

* Anncliese Maier: Zwischen Philosophic und Mechanik; Studien zur Philoso-
phie der Spitscholastik; Ed. di Storia ¢ leteeratura 1953; hier: S.140/143. Verf. hat
zwei Nachschriften einer Disputation von Blasius aus dem Jahre 1397 wicderent-
decke.

1. Newron: Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, Streater, London
1687. — F. Cajori: Sir Isaac Newrton’s mathematicle principles of natural philosophy
and his system of the world, translated into English by Andrew Motte in 1729
University of California Press 1962; - Hier inshesondere: Definitionen TH und 1V,

S.

w B

> H. Weyl: Raum-Zeit-Materie, fiinfte umgearbeitete Auflage, Springer, Berlin
1923: hier: S.212.
®A. Sommerfeld: Varlesungen iiber Theoretische Physik, Band 1, Mechantk;
Akademische Verlagsgesellschatt, Leipzig 1943; hier: Kapitel VIIL sowie §§33/34.
T lst (g, 0) = u g, 6) S0 M die Wellenfunktion in geometrisch optischer Nihe-
rung, d. h. fiir langsam verinderliche Amplituden u (g,1), so gile
1
%
# Fir kriftefreie relativistische Materiepunkte in r = (x, p, 2) ist das Wirkungsinte-
gral gemifl (15) gleich

— 0y /94, = (dS/a‘/;‘) =k = 71[/1@//.

S =mc’ \1/7— i c2dr,

und die Eigenzeit stimmt mit s = = S/mc ? iiberein,
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Teil 1I
Kanonische Gleichungen fiir Materiepunkte

Die kanonischen Gleichungen

I s ~ AT (0

dt 94 dt api
folgen wie in Teil T gezeigt' allein aus den Annahmen, daf§
jedes physikalische System durch seine Zustandsvariablen p =
(p1,pzepi)s 4 = {q1,42.-qu), durch das Zeitpostulat und durch die
Hamiltonfunktion bestimmt sei. Speziell in der Newtonschen
Mechanik kann die Anzahl # der Freiheitsgrade beliebig grofd sein,
weil mit den Gleichungen auch die mannigfachen inneren Bewe-
gungen von Korpern erfafit werden kénnen. Das hat allerdings zur
Folge, dafl es Felder geben muf, die wie das Newtonsche Gravita-
tionsfeld, momentan in die Ferne wirken.

Schon vorrelativistisch ist das unwahrscheinlich. Wegen der end-
lichen Laufzeiten von Wirkungen ist das vollends ausgeschlossen.
Darum kénnen kanonische Gleichungen fiir Makrosysteme mit
endlich vielen Freiheitsgraden nur niherungsweise und nur so
lange gelten, als man von Laufzeiten abschen darf. Auch wenn das
in weiten Bereichen méglich ist, gelten kanonische Gleichungen
nur fiir Materiepunkte in Strenge. Da solche Gleichungen aufler-
dem auf abgeschlossene Systeme bezogen sind, erfaflt man mit
ihnen nur den Grenzfall freier Materiepunkte, bei denen Wechsel-
wirkungen mit der Umwelt vernachlissigbar sind. Nur von diesen
wollen wir hier sprechen. Am Ende werden sich Poincaréinva-
riante Bewegungsgleichungen ergeben. Doch diirfen wir hier diese
Invarianz nicht a priori voraussetzen. Nach dem Grundsatz, es sei
die Physik, die sich ihren Raum schafft, miissen wir fragen, welche
Erfahrungen bei der Bestimmung der Struktur von Raum und Zeit
zur Voraussetzung der Existenz kanonischer Gleichungen hinzu-
kommen. Selbst die Struktur des Euklidschen Raumes ist an physi-
kalische Annahmen gebunden, nimlich an die der Existenz starrer
Korper™ Hier haben wir es aber nicht mehr mit starren Kérpern,
sondern mit kanonischen Gleichungen zu tun.
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Auch ohne Euklidsche Geometrie kénnen wir die Dreidimen-
sionalitit des Raumes als empirisch gesichertes Axiom betrachten,
den Begriff Axiom im Sinne von Newton verstanden®. Das schliefit
nicht aus, dafl man durch Definitionen zu héher dimensionalen
Mannigfaltigkeiten iibergeht, z.B. zur vierdimensionalen Raum-
Zeit oder wie in Teil I zum 2n-dimensionalen Raum der Zustands-
variablen. Doch bewahrt das Dimensionsaxiom auch in solchen
Fillen seine Bedeutung.

Nach dem Dimensionsaxiom ist die Lage eines Punktes im
Raum durch drei Koordinaten bestimmt. Ein Materiepunkt hat
darum mindestens drei Freiheitsgrade. Denkt man dabei an den
Spin von Elektronen und Photonen oder an den Isospin von
Nukleonen u.dgl., so kann die Anzahl der Freiheitsgrade grofler
sein. Darauf kommen wir am Ende zuriick. Zunichst betrachten
wir Materiepunkte mit drei Freiheitsgraden. Danach ist die Hamil-
tonfunktion

20 H=H(pgt), p=(pupzps). 9=1q29)

Seien p(t), q(¢) irgendwelche Lésungen der zugehérigen
kanonischen Gleichungen, so kénnen wir nach Funktionen dieser
Groflen fragen, die lings der Zustandsbahnen gemifl

F(p(t),q(t), 1) = const
konstant sind. Dafiir gilt
) GELOF b OF oy OF o of on oF oF_
dt ap dt dq dt ot dp dq a9 dp o
Bei gegebenem H ist das eine linear homogene Differentialglei-
chung fiir F.

An dieser Stelle ist es zweckmifig, Poisson-Kommutatoren
einzufithren’. Sie sind fiir beliebige Funktionen 4 und B von p, ¢

durch

0A oB 0A 0B
“ [ B1= 5 5 o o
r o¢ 91 °p

definiert und geniigen den algebraischen Relationen
(5) [A4B]=-[BA], [AIBC]]+[B[CA]]+[C[4,B]]=0

Letztere heifdt Jacobische Identitit. Damit lautet (3)
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dF oF
— + —_——
(6) = HF]+==0,

und es gelten die fundamentalen Kommutatoren

(7) popd =0, lpoq] =64 lg59:]=0.

Beweise sind in einschligigen Lehrbiichern zu finden. Die Poisson-
Kommutatoren sind nicht nur Kiirzel. Sie erlauben, viele Rechnun-
gen algebraisch durchzufiihren, ohne daf man stets von Neuem auf
den analytischen Hintergrund einzugehen braucht.

Sind Fy, F;... spezielle Lésungen von (3), so sind auch beliebige
differenzierbare Funktionen von F;, F;... Lésungen. Die Integrale
sind darum im allgemeinen nicht unabhingig voneinander. Doch
kann man zeigen®, dafl es bei sieben Ableitungen sechs unabhin-
gige Integrale gibt, von denen mindestens eines explizit von der
Zeit abhingt. Seien # = (51,72,..75) unabhingige Integrale, in
denen die Zeit nicht explizit vorkommt, so liefern beliebige Funk-
tionen ¢ (n7) ebensolche Integrale. Das gleiche gilt fiir die Kommu-
tatoren

[ mi] = ma ()

Im allgemeinen ist i # 0. Doch gibt es auf vielfiltige Weisen dre,
aber nicht mehr als drei unabhingige Integrale

Pi(n), i€(1,23),
die gemifd
(8) [Pf,pk] = 0

vertauschbar sind.
Sei nimlich P; = 51 und P> = P (1), so folgt aus (8)

ar, oP,
P 1)7 == Sl =4+ — =U.
[n~][mmJ%2 Mnmbm 0
Es gibt also drei unabhingige Integrale fiir P2, etwa & = (&1, &2, &5).
Mit P, = &;, P; = P; (¢) erhilt man entsprechend

op;
¢

opr;
+[613§3]4_:0-

[Pg, pﬁ]=[§1’§3] 9¢;

Danach gibt es fiir Py nur noch ein unabhingiges Integral, da die
Kommutatoren nur von ¢ abhingen. Somit ist bewiesen, dafd es
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nicht mehr als drei untereinander und von der Zeit unabhiingige
Integrale gibt. Aus der Zeitunabhingigkeit folgt ferner

() [H,P]=0.

Die Kommutatorgleichungen (8/9) liefern die Lie-Algebra einer
vierparametrigen Abelschen Gruppe, - der Translationsgruppe in
der Raum-Zeit, wic wir noch sehen werden.

Aus dem Satz, daB} es nur drei zeitunabhingige und Poissonsch
vertauschbare Integrale gibt, folgt ferner die Existenz von Integra-
len Q1 (p, q), die mit P, und P, aber nicht mit P, kommutieren. Da
dann auch [P;, Q"] mit P, und P, kommutiert, muf} dieser Kom-
mutator gcmﬁﬁ

[Py, Q1] = f(Q) D)

eine Funktion von Q'y und P sein. Danach gibt es eine Funktion Q)
= ¢(Q', P), fiir dic [P}, Q4] = 1ist. Denn die Differentialgleichung

%
P, C = _= =1
PaQl- 2y
ist integrierbar. Man kann sogar von zeitabhingigen Integralen
Q' (p, ¢, t) ausgehen. Das ist unerlifilich, wenn man auf dieselbe
Weise Q, und Q; bestimmt, derart dafy

(10) [P, Qi) = 6u

ist, weil die sechs Integrale P und Q nicht alle zeitunabhingig sein
konnen.

Danach sind die Kommutatoren {Q;, Q] mit allen Komponen-
ten von P vertauschbare Integrale der Bewegung. Sie kénnen also
gemifd

[Qu Qi =1 (P) = i (P)

nur von P abhingen. Aus der Jacobischen Identitit folgt mit 9, =
a9/9 P

Oific + Oufi+ 0ifu=0, fi=208:q.(P)-0uq:(P).

Ersetzt man schliefllich Q.- Q, +f, so bleiben die Kommutatoren
in (8/10) unverindert, und fiir Q gile

(11) [Qn Q] =0.
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Es gibt also eine Transformation (p,¢)— (P, Q), nach der P und
Q denselben Vertauschungsrelationen gentigen wie p, ¢. Darum ist
diese Transformation eine kanonische. Stellt man H als Funktion
von P, Q, ¢ dar, so gelten auch nach der Transformation die kanoni-
schen Gleichungen

(12) t{£=_611(ggi)1 dQ _ +a}1(' V)_
dr a9Q dt aP

Da die Komponenten von P Integrale der Bewegung sind, folgt
"_0, H=H(PY).

(13) 50

Die Hamiltonfunktion ist also gegen die Translationen Q— Q +4,
= const, invariant. Der Raum entpuppt sich also nach ciner pas-
suld gewihlten kanonischen Transformation als ein homogener.
Die zugehdorigen Bewegungsgrofien sind die nach dem Noether-
schen Satz® zur Homogenitit gehérigen Erhaltungsgrofien und
heiflen als solche Impulse.
Die zweiten kanonischen Gleichungen in (12) liefern

dQ oH
dQ'

M)+

Hier kommt Newtons Definition II ins Spiel, nach der Geschwin-
digkeit und Impuls proportional scin sollen. Seit den Versuchen von
Kaufmann” ist bekannt, daff der Faktor von der Energie abhingt.
Drei Jahre spiter hat Einstein aus der speziellen Relativititstheorie
die Gleichung
(14) P= '1;H d—Q

- [ dt
abgeleitet, die an Stelle von Newtons Definition 1I getreten ist.
Diese Gleichung ist bis zu extremen Energien unabhingig von der
speziellen Relativititstheorie bestens bestitigt. Wir konnen sie
darum als empirische Basis der relativistischen Mechanik anschen.
Darin ist 1/¢? wie m in Newtons Definition II eine Dimensions-
konstante, aber eine universelle, die fiir alle Materiepunkte den
gleichen Wert hat. Dabei stimmt ¢ mit der Vakuum-Lichtge-
schwindigkeit iiberein.
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Mit (14) erhilt man aus dem zweiten Satz der kanonischen Glei-
chungen
dQ 100

B“ﬁ i HHE’

woraus durch Integration die Hamiltonfunktion

(15) H=c/P*+m?*c?, m?c?=const,

hervorgeht. Darin ist m?c’ zuniichst nur eine Integrationskon-
stante. Doch ist m mit Newtons Masse vergleichbar.

Daraus folgen alle weiteren Symmetrien, zunichst die Homoge-
nitit der Zeit, denn

(16) 881[1 =0, H=H(P)= const.
Die zugehérige Erhaltungsgrofie, - erst jetzt ist sie eine solche, -
heiflt Energie.
Die Hamiltonfunktion wird auch mit
(17) M=QxP

vertauschbar sein. Denn datiir gilt, wenn die Indizes ik/ durch
zyklische Vertauschung aus 12 3 hervorgehen,

[M,-,PL]Z_P[, [ML,P] +p1, [A/[/,P/]=0,
(18) [M,Q]=-Q), [M,Q]=+Q), [M,Q]=0

[M;,Mk] = —M/.
Danach definiert M infinitesimale Transformationen, die gemify
(19) [M,PY =0, [MQ?Y=0, [MM?]=0

die Quadrate P* Q?und M? invaraint lassen. Sie beschreiben also
Drehungen, und £,0 und M M verhalten sich wie Vektoren.
Danach folgt aus (15)

(20) [mM]=0, -0, M= const.
H ist also drehinvariant. Alle Rlchtungcn im Raum sind gleichbe-
rechtigt. Der Raum ist isotrop. die zur Isotropie gehorigen Erhal-
tungsgrofien M heiflen Drehimpuls.

Damit ist gezeigt, dafl der Raum die Symmetrien der Euklid-
schen Geometrie hat. Denn Homogenitit und Isotropie bestim-



Uber die Einheit der klassischen Physik 61

men die geometrischen Kongruenzen. Sie bilden die Gruppe der
Kongruenzen, die man gewdhnlich Bewegungsgruppe nennt, und
die in Hinblick auf das Folgende auch Euklid-Gruppe heiflen
konnte. Die Lie-Algebra der Bewegungsgruppe lautet

(21) [pi)PL']=01 [MilMi]:-_M/)
(M, P]=0, [M,P]=-M,.

Hiernach ist der Euklidsche Raum nicht mehr durch die Eigen-
schaften starrer Kérper bestimmt. Er folgt aus den kanonischen
Gleichungen, also aus den kanonischen Gleichungen in Verbin-
dung mit der Impuls-Geschwindigkeitsrelation.

Die Symmetrien der aus (15) folgenden kanonischen Gleichun-
gen sind noch nicht erschépft. Denn neben den drei Integralen P
gibt es noch drei weitere Integrale der Bewegung, nimlich

(22)  K=N-Pt =const, N=]—2HQ=1QVBZ+I}12(2.
[4 — 6.~
In der Tat ist

IK d

== H <_p-Tpo_p_y
dt dt — dP =

Die Funktionen N liefern folgende infinitesimalen Transformatio-

nen

[NH]=P, [N,P.]="1Hs,,
(23) [

[IN,M]=+N; [N,;M,]=-N, [N,M]=0.
Nach (9), (21) und (23) ist die quadratische Form

(24) Qo= ;‘HZ_PZ

mit allen Gréflen H, P, M, N Poissonsch vertauschbar. Sie ist also
gegen alle daraus hervorgehenden Transformationen invariant.
Alle durch eine Invarianz definierten Transformationen bilden eine
Gruppe. Durch die Invarianz von Q wird die zehnparametrige
Poincaré-Gruppe definiert, deren Lie-Algebra durch (9), (21) und
(23) bestimmt ist. Die Euklid-Gruppe ist nach (21) eine Unter-
gruppe. H und P liefern die (iibrigens invariante) Abelsche Unter-
gruppe der Translationen, M und N die der Lorentz-Transforma-
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tionen und M allein die der Drehungen. Auf ein genaueres Studium
der Gruppeneigenschaften gehen wir hier nicht ein’.

Das Wirkungsintegral liefert den Anschlufl an herkdmmliche
Darstellungen der speziellen Relativititstheorie. Aus (14/15) folgt

me? dQ

__mv = it = =
(26) P Ny H T b="-5 B=1v/c|.
Danach ist die Lagrangefunktion gleich
L=P-Q-H="2 - 2~ _pyey1-57,

und das Wirkungsintegral lautet
(27) S= —mc*’h/f—?dt —mc ﬁ dt~—dQ =—mclds.

Darin ist ds nach Teil I die kanonische Eigenzeit. Sie stimmt fir
freie Materiepunkte mit der relativistischen tiberein.
Die Definitionsgleichung

(28) ds?=c*dt? —dQ’= — ¢ dx"dx"
mit

xl=ctx'=Q,ie (1,2 3)

und
1000

(29) @) ={ 2199, wve(0123),
ag001

ist mit dem durch
(30) d1?=dr?=gudx'dx" g, = 6,

definierten Linienelement d/ der Euklidschen Geometrie ver-
gleichbar. Wie durch (31) die Euklidsche Geometrie mit ihrer
pythagoriischen Metrik bestimme ist, so liefert (28) eine Metrik in
der Raum-Zeit und bestimmt deren Geometrie. Nach ihrem
Entdecker spricht man von der Minkowskischen Raum-Zeit, der
Minkowskischen Metrik und vom Minkowski-Tensor in (29).

Das Linienelement in (28) ist klarerweise gegen alle Raum-
Zeittranslationen x”— x*+a* a* = const, invariant. Auflerdem ist
es Lorentzinvariant, weil die Lorentzinvariante quadratische Form
in (24) von gleicher Struktur ist.
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»Von Stund an®, so hat Minkowski® einst ausgerufen, verschmel-
zen Raum und Zeit zu einer neuen, untrennbaren Einheit, zur
vierdimensionalen Raum-Zeit (von ihm noch ,Welt“ genannt).
Doch darf man nicht iibersehen, daff die Zeit durch die Vorzeichen-
folge —+++, durch die Signatur der Metrik ihre Sonderstellung
bewahrt. Seit dem wird die Minkowskische Metrik als axiomati-
sche Basis der speziellen Relativititstheorie betrachtet. Hier haben
wir gezeigt, dafl diese Metrik nicht postuliert werden mufi. Sie
ergibt sich aus der Voraussetzung kanonischer Gleichungen und
dem Axiom der Dreidimensionalitit in Verbindung mit der durch
Erfahrungen gesicherten Impuls-Geschwindigkeitsrelation, einer
Modifikation von Newtons Definition II.

Es kann hier nicht unsere Aufgabe sein, die Konsequenzen der
relativistischen Mechanik im einzelnen darzulegen”. Doch wollen
wir noch in Anlehnung an Teil I die relativistische Eigenzeit mit
der kanonischen vergleichen. Im Einklang mit dieser ist die relativi-
stische Eigenzeit freier Materiepunkte gleich

(31) dty==-1dS = 1ds =y 1= fdr.

2
me

Das ist zunichst nur eine formale Definition, die keine Real-
bedeutung zu haben braucht. Nur wenn man fordert, dafl sich
ungestort faufende Uhren nach der Eigenzeit richten, hat man mit
experimentell priitbaren Konsequenzen zu rechnen.

Zunichst besagt (31), dafl die Eigenzeit bei Materiepunkten, die
im Koordinatensystem ruhen, mit der Koordinatenzeit iiberein-
stimmt, woran der Index 0 in dt, erinnern soll. Bei unterschied-
lichen Geschwindigkeiten gilt fiir endliche Zeitdifferenzen

v

Vi-5"

Bewegt sich in cinem Kanalstrahl™ ein angeregtes Ion relativ zum
Beobachter mit der Geschwindigkeit v = f¢ und strahlt es im
cigenen Ruhsystem mit der Frequenz vo = [/to(ty = Zeitdauer
ciner Schwingung), so findet man im Ruhsystem des Beobachters
(wegen des begleitenden Doppler-Effekts nur senkrecht zum
Strahl) die Frequenz

At=

1 ¥
V:;,':Vul/f“ﬁ“;
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also eine Rotverschiebung. Experimente bestitigen das Ergebnis
und damit die Erwartung, daf} es Uhren gibt, die sich nach der
Eigenzeit richten. Eine Reihe vergleichbarer Versuche hat zum
gleichen Ergebnis gefiihrt.

Einstein hat nebenstehend skizziertes Gedan-
kenexperiment betrachtet. Ein im Koordinaten-
system (x, t) ruhender Materiepunkt gelangt in
der Zeit von 0 bis t; lings der Ordinate von A
nach B. Ein anderer Materiepunkt bewege sich
zunichst zur gleichen Zeit t = 0 vom gleichen
Punkt A ausgehend mit der Geschwindigkeit
v = B ¢ nach rechts bis zum Punkt C und treffe
mit umgekehrter Geschwindigkeit zur Koordi-
natenzeit ¢; in B wieder mit dem ersten Mate-
riepunkt zusammen. Seine Borduhr zeige die
Zeit 2. Nach obiger Gleichung ist

t

—

X t,=ty1-5°.

Der Materiepunkt auf Reisen altert also nach seiner Eigenzeit lang-
samer als der ruhende. Denkt man statt an Massenpunkte an Zwil-
lingsbriider, und nimmt man an, daf} sich biologische Uhren wic
atomare verhalten, so ist der reisende Bruder bei der Wiederbegeg-
nung jiinger als der ruhende, bei extremen Verhiltnissen vielleicht
noch ein junger Mann, wihrend der ruhende aus Altersgriinden
lingst gestorben ist. Man spricht daher mehr gefiihlsmifig als sach-
lich begriindet vom Zwillingsparadoxon.

Man kann kritisch einwenden, daff man nicht wisse, welchen
Einflufl die Beschleunigung in C auf die Bordzeit habe. Einstein hat
entgegnet, selbst bei kleiner Beschleunigung kénne man die Zeiten
gleichférmiger Bewegung so grof} gegen die Zeitspanne der Be-
schleunigung machen, dafl diese nicht ins Gewicht falle. Ist das
auch von vorneherein plausibel, so fehlt doch jede Grundlage, die
Erwartung zu beweisen, solange die Eigenzeit nicht auch in Kraft-
teldern definiert ist. Sein Argument zwingt zu einer Verallgemeine-
rung des Eigenzeitbegriffs, z. B. zur Einfithrung der kanonischen
Eigenzeit.

In der Tat kann man Einsteins Argument bestitigen, wenn man
von der kanonischen Eigenzeit ausgeht, die auch im nichtrelativi-
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stischen Grenzfall definiert ist. Ist V' (x) die zur Umkehr zwingende
potenticlle Energie, so lautet das Wirkungsintegral
t2 ‘2
=1 (me?4 v =V (<) de =W (1= 1) - 2 [ V(x) dr.
[ &
Der erste Summand entspricht dem Beitrag bei freier Bewegung.
Der zweite liefert asymptotisch

2o
AS=-2 | V(x)d,
2
der bei begrenzten Beschleunigungszeiten endlich ist, wihrend
W (t; —t;) asymptotisch iiber alle Grenzen wichst.

Das schénste Experiment zur Bestitigung der Abhingigkeit des
Alterns vom Bewegungszustand, das in I schon erwihnte Genfer
Miionenexperiment, kann erst behandelt werden, wenn die
Lagrangefunktion fiir elektrisch geladene Materiepunkte in elek-
tromagnetischen Feldern bekannt ist.

Auch in der klassischen Physik kann man Gleichungen fiir Mate-
riepunkte mit inneren Freiheitsgraden formulieren, wie sie aus der
Quantenphysik bekannt sind. Dazu braucht man neben P und Q
weitere kanonischen Variablenpaare p, ¢, die man auch wie folgt
schreiben kann.

ex PG U N PP B
& /2 ¢ 72 [iexe]=1.
Ein verfithrerisches Beispiel liefert die Hamiltonfunkrtion
H=¢H o P+pm)E.

Darin sind « und f 4 x 4-Dirac-Matrizen, & ist eine einspaltige
Matrix, mit vier Komponenten und &7 ist die Hermitesch konju-
gierte einzeilige Matrix. Daraus erhilt man als kanonische Glei-
chungen

. JH & JH
= B = S =fta
p 5Q 0, Q +dP_ ftad,
zéf=—ilz=q’f(q~P+/)’m),
E= IZF—I:=—1(0(P+[?111)<§
P og

Die beiden letzten dquivalenten Gleichungen stimmen mit der
Diracgleichung iiberein. Sic sind auch Poincaréinvariant. Doch

5 Miinchen Ak. Sh. 1983
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zeigt die zugehorige Lie-Algebra, dafl obiges H kein klassisches
Modell fiir Spinelektronen liefert. Insbesondere gibt es keinen
inneren Drehimpuls.

Auch andere Ansitze, z.B. auch SU3-symmetrische sind még-
lich. Doch gibt es keine Anzeichen dafiir, dafl solche ad hoc einge-
fiihrten Modifikationen geeignet sind, innere Freiheitsgrade von
Materiepunkten klassisch physikalisch zu erfassen.

Wir haben gezeigt, wie tief die relativistische Mechanik in der
von Newton verankert ist. Nur die Dreidimensionalitit des Rau-
mes und eine Modifikation von Newtons Definition II mufiten als
empirisch gegeben vorausgesetzt werden, um nicht nur die relativi-
stischen kanonischen Bewegungsgleichungen, sondern auch die
Struktureigenschaften der Minkowskischen Raum-Zeit abzuleiten.
Das ist selbst fiir die Newtonsche Mechanik nicht ohne Bedeutung.
Kehrt man nimlich zu Newtons Definition II zuriick, so erhilt
man aus den nimlichen Prinzipien die Euklidsche Geometrie und
die sogenannte Galileische Raum-Zeitstruktur, wiederum ohne
diese Struktureigenschaften zu postulieren.

Wir meinen darum, sowohl die Newtonsche als auch die Ein-
steinsche Mechanik tiefer verankert zu haben.
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Teil 111
Die Elektrodynamik als Eichfeldtheorie

Wie bereits in Teil IT erwihnt' lassen sich die Bewegungen von
Materiepunkten bei endlichen Abstinden wegen der Laufzeit-
cffekte nur niherungsweise durch kanonische Gleichungen be-
schreiben. Mittler der Wechselwirkung sind Felder, und diese brau-
chen zur Ausbreitung Zeit.

Einem speziellen Feld begegnet man bereits im Newtonschen
Gravitationsgesetz. Zwar gibt es den Begritt des Feldes noch nicht.
Auch fehlen dem Newtonschen Gravitationsfeld Eigenschaften,
die sich erst aus voll entwickelten Feldtheorien ergeben. Doch sind
schon ecinige fundamentale Eigenschaften von Feldern zu erken-
nen. Das zeigt bereits das einfachste Beispiel.

Seien M die Masse der ruhend gedachten Sonne und m die der
Erde, sei ferner r der Vektor von der Sonne zur Erde, so ist die Kraft
der Sonne auf die Erde nach dem Newtonschen Gesetz
(1) Ij=—%zz, n=r/r.

Formal handelt es sich um cin Fernwirkungsgesetz, um eine
momentane Wirkung iiber beliebig grofie Abstinde hinweg.

Die Fernwirkung ist von Huygens und anderen abgelehnt wor-
den, die an der Fortentwicklung der kartesischen Atherwirbeltheo-
rie beteiligt gewesen sind. Leibniz hat in einem Brief an Huygens
befiirchtet, Newton kehre zu iibersinnlichen Kriften zuriick, ob-
wohl es eine ,mechanische Erklirung des Gravitationsfelds gebe?,
gemeint ist eine auf Stéfle zuriickfithrbare. Die Kartesianer der
nichsten Generation haben dann unbefangen die Fernwirkung als
axiomatische Primisse hingenommen und auf diese Weise die ana-
lytische Mechanik entwickelt. Seit dieser Zeit hat man bis heute
von Newtons Fernwirkungstheorie gesprochen.

Newton hat dem entgegengehalten’, kein zu philosophischem
Urteil Befugter kénne an Fernwirkungen glauben. Man diirfe aber
auch nicht Unbeobachtbares zur Erklirung heranzichen. Denn das
nenne er Hypothese und sei unzulissig. Zwar wisse er nicht, was
Gravitation sei. Doch geniige es, diese mit dem Gesetz so weit im
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Griff zu haben, dafl man damit die Planetenbahnen und die Meeres-
flut erfassen konne.

Nicht ein materielles Modell, sondern ein in der Erfahrung sich
bewihrendes mathematisches Gesetz wird als Garant dafiir be-
trachtet, dafy man Wirklichkeitsordnung im Griff hat. Wie Kepler
denkt Newton platonisch und nicht materiell. Wir sollen aus den
Erscheinungen (auf dem Bildschirm in der Héhle des Gleichnisses
von Platon) auf die Ordnung schliefen, welche zwar die Erschei-
nungen bestimmt, welche aber nicht mit diesen identisch ist. Die
platonische Einfirbung der modernen Physik ist also eher eine
Riickkehr zu Newtons Naturphilosophie als eine Wende. Man hat
sich nur von der philosophisch reichlich unkritischen nachnewton-
schen Zeit abgekehre.

In Newtons vorsichtig abwigender Zuriickhaltung steckt eine
Vorahnung des Feldbegriffs. Spaltet man nimlich (1) gemif}

~

(2) F=mg, g¢=- My,

2
r? =

die Erdmasse ab, so ist ¢ eine im ganzen Raum definierte Vektor-
funktion, welche allein durch die Sonne bestimmt ist oder von ihr
erzeugt wird, wie man auch sagen kann. Sie ist in Hinblick auf das
Gravitatonsgesetz mathematischer Ausdruck jener Realidit, die
wir heute Gravitationsfeld nennen. Das Feld ist hiernach Inbegriff
moglicher Kraftwirkungen. Es ist tiberfliissig und tiberschreitet im
Sinne von Newton die Grenzen des Erfahrbaren, von einem Ather
und dgl. als Triger des Feldes zu reden.

Zwei zentrale Eigenschaften aller Felder sind schon hier erkenn-
bar. Erstens gibt es Quellen des Feldes, die in der Materie verankert
sind. Bei der Gravitation ist es die Masse, bei elektromagnetischen
Feldern die Ladung. Zweitens erfahren die Quellen, wo immer die
zugehorigen Felder vorhanden sind, zu deren Stirke proportionale
Krifte. Daran indert sich bei aller Unvollkommenheit der New-
tonschen Gravitationstheorie nichts mehr Der Mangel dieser
Theorie zeigt sich allein darin, daf} das Newtonsche Gravitations-
feld im ganzen Raum der Bewegung der Kérper augenblicklich
folgt. Erst in der Elektrodynamik hat man gelernt, dafl die Ausbrei-
tung der Feldwirkungen Zeit braucht und mit Lichtgeschwindig-
keit vorsichgeht.
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Urspriinglich hat man die Gesetze fiir Felder aus spezifischen
Erfahrungen abgeleitet. Wir werden darauf noch zurtickkommen.
Allein schon die oben erwihnte gemeinsame Struktur aller Feld-
theorien liflt iibergeordnete Prinzipien erwarten, welche von
vorneherein die groffe Mannigfaltigkeit denkbarer Felder begrenzt.
Nachdem man gelernt hatte, wie eng das Gravitationsfeld mit
Eigenschaften der Geometrie verkniipft ist, hatte man vermutet,
die Geometrisierung aller Physik miisse zu einer cinheitlichen
Feldtheorie fithren. Doch ist das Warenhaus der denkbaren Geo-
metrien nicht weniger gut assortiert als das der denkbaren Feld-
theorien. Letztlich kann man jede Feldtheorie geometrisch formu-
lieren, was in mannigfacher Hinsicht wichtig sein kann. Doch
ergeben sich daraus keine Prinzipien zur Unterscheidung realisti-
scher Felder von spekulativen und zur Bestimmung ihrer Gesetze.
Tatsichlich hat man die allgemeine Relativititstheorie nicht aus
einem Geometrisierungsprogramm gewonnen. Am Anfang stcht,
wie wir noch sehen werden, der Erfahrungssatz der Aquivalenz
von Trigheit und Schwere, aus dem sich ergeben hat, daf Gravita-
tionsfelder zu einer Riemann-Minkowskischen Raum-Zeit fithren.

Ein Feldtheorien fundierendes Prinzip ist aus der Eichidee von
Weyl hervorgegangen. Er hat sich dabei von der allgemeinen Rela-
tivititstheorie leiten lassen und zunichst kaum vom Geometrisie-
rungsprogramm entfernt. Die Weyl-Geometrie“ist an die Stelle der
Riemannschen getreten. Doch hat sein Versuch aus dem Jahre 1917
zu physikalisch unhaltbaren Ergebnissen gefiihrt. Erst rund zehn
Jahre spiter hat er sich vom Geometrisierungsprogramm gelost
und die Eichidee als Basisprinzip fiir Feldgesetze erkannt”. Nach
einem Jahrzehnte langen Dornréschenschlaf ist man sich der fun-
damentalen Bedeutung des Eichprinzips erst vor wenigen Jahren
allgemein bewufdt geworden.

Man kann die Notwendigkeit des Eichkonzepts wie folgt verste-
hen: Die kanonischen Gleichungen fiir freie Materiepunkte sind
Poincaréinvariant. Ein einzelner Materiepunke sicht als abgeschlos-
senes System nur die hochsymmetrische Minkowskische Raum-
Zeit und vielleicht noch andere globale Symmetrien. Sobald minde-
stens ein zweiter Materiepunkt ins Spiel kommt, ist die Umwelt
jedes einzelnen nicht mehr hochsymmetrisch. Wechselwirkungen
brechen die Symmetric. Das zeigen schon einfachste Systeme. Fiir
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die Erde im Felde der Sonne gilt z. B.
_ 1 2 GMm
ZmI1 ro
7. B. ist die Translationsinvarianz verletzt und wird erst wieder
hergestellt, wenn wir das Gesamtsystem Sonne-Erde betrachten
mit der Hamiltonfunktion

1,1 5, GMm
2mp’-+-2MI12

a [ri=rg|

In Eichfeldtheorien hat man es zunichst nicht mit zwei Materie-
punkten zu tun, sondern mit einem einzelnen Materiepunkt in
einem vorgegebenen dufleren Feld. Dies wird im allgemeinen Sym-
metrien storen. Die negative Feststellung, eine Symmetrie sei ge-
brochen, éffnet zunichst der Willkiir Tir und Tor,

Wenn man jedoch jede Symmetriegruppe einzeln betrachtet,
wird die Willkiir durch die Forderung begrenzt, daf§ die Symmetrie
von Materiepunkt und Feld zusammen erhalten bleibt. Danach
gehort zu jeder Symmetriegruppe der Gleichungen fiir freie Mate-
ricpunkte ein gerade zu ihr gehoriges Feld samt gewissen Feldglei-
chungen. Maximal gibt es nur so viele Felder wie verschiedene
Symmetriegruppen. Das Prinzip liefert unmittelbar die von den
Feldern herrithrenden Krifte, aber erst nach weiteren, ebenfalls
universell geltenden Annahmen Quellengleichungen, welche die
Felderzeugung beschreiben.

Weyl hat die Elektrodynamik aus einer in der Quantenmechanik
wohlbekannten Symmetrie abgeleitet, nimlich aus der Phaseninva-
rianz von Schrodinger- oder Diracgleichung. Diese Symmetrie be-
steht auch in der klassischen Mechanik, ist aber in thr wenig beach-
tet. In Rahmen der Physik gehen wir von dieser Symmetrie aus.
Aus der Hamiltonfunktion

H= q/P2+ mZc?
folgt die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung
5 | o fgrad S)F =0,
die man gemif}

(3) 0,50“S+m?c?=0, 0,=3/0x", 0,=q,,0"
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raum-zeitsymmetrisch schreiben kann. Sie ist offensichtlich gegen
die Transformation

(4) S—-8 =8+y,y = const,

invariant. Die Poincaré-Invarianz bleibt zunichst aufler Betracht.

Da y nach (4) in der ganzen Raum-Zeit den gleichen Wert hat,
handelt es sich um eine globale Symmetrie. Ersetzt man die Kon-
stante y in (4) durch eine Funktion y (x), so folgt aus der fir &
geltenden Gleichung in (3)

0, S(x) +9,x (x)) (0S (x) + 0"y (x)) +m?c?=0
als Gleichung fiir S. Klarerweise ist die Differentialgleichung dage-
gen nicht mehr invariant. Die S-Symmetrie ist gebrochen.

Doch kann man die Symmetrie durch Einfithrung der Eichpo-
tentiale A, (x) retten. Die Gleichung

(5) 0,S(x) = 2A,(x)) (0%S (x) = AA*(x)) + m?c?=0

ist wieder invariant, wenn sich 9, S (x) und 24, (x) gegenliufig
transformieren, d. h. wenn S (x) und A, (x) simultan der Eichtrans-
formation

o (9= (9 =5 1 (1),

LA (x) = A (x) = A A, (x) + 0,1 (v)
unterworfen werden. Darin ist der Faktor 4 ein zunichst willkiir-
lich wihlbarer konstanter Faktor. Er wird spiter die Anpassung an
herkémmliche Dimensionen erleichtern.

Gl (5) ist wiederum eine Hamilton-Jacobische Differentialglei-
chung. Ersetzt man dementsprechend 8, S durch p, und fithrt man
auflerdem die Bezeichnungen

(7)  Ao(x)=-1o@), (A,(x).A4:(x). 4, (x) =4 (x)
ein, so gelangt man mit p, = — H zur Hamiltonfunktion

(8) H=/I<D(ﬁ,t)+cl/(]7_—_/{1{_(;)3:+:_/112(—3

und zu den kanonischen Gleichungen

dr c(p-24)
p= = "

= ;1'1 B ﬂp_—)/—‘l:r: r-n’f:"

;9 3, :
T la[—klgrad(g A).

(9)



Uber die Einheic der klassischen Physik 73

Aus der ersten folgt

mo B
(10) prid=r=5 B=|uv/d,
und durch Substitution in die zweite erhilt man die Bewegungs-
gleichungen fiir Materiepunkte mit der Ladung 4 im elektromag-
netischen Feld

d v
(1) ) =2(E+oxB)
mit
(12) E=-grad®—-A, B=rotA.

Hieraus folgen fiir E und B die homogenen Maxwellschen Glei-
chungen

(13) rotE+B=0, divB=0.

Hierbei ist zu beachten, daff die Eichprozedur bei jeder cin-
parametrigen Symmetriegruppe zu den nimlichen Gleichungen
fihrt. Dem ist der Teilerfolg von Weyls erstem Vorstof! zu verdan-
ken. Stets gelangt man zu den relativistischen Bewegungsgleichun-
gen mit Lorentzkraft, zur elektrischen Feldstirke E und zur
magnetischen Induktion B, die beide nach (12) bei den Eich-
transformationen in (6) invariant sind, wie es fiir Gréfien sein muf},
die durch Messungen bestimmt sind. Dabei entpuppt sich der zu-
nichst willkiirlich abgespaltene Faktor 4 als elektrische Ladung,
welche man (z.B. elektrolytisch) unabhingig von Kriften messen
kann. Der entscheidend neue und weiterfithrende Gedanke in
Weyls zweiter Arbeit besteht darin, dal man nicht von neu einge-
fihrten Symmetrien ausgchen darf. Man muf} sich vielmehr auf
Symmetrien stiitzen, die in den kriftefreien Gleichungen vorhan-
den sind. Erst hierdurch wird die Eichprozedur zu einem Prinzip,
welches Felder und Krifte abzuleiten gestattet.

Es fehlen noch die Quellengleichungen und die Prinzipien, wel-
che zu solchen Gleichungen fithren. Ehe wir darauf eingehen,
betrachten wir die Lagrangefunktion. Aus der Hamiltonfunktion
in (8) und den folgenden Gleichungen erhilt man

(14) L=-mc- ]/_1— -l (@-v-A).
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Sie ist nicht eichinvariant. Der letzte Term erfihrt bei Umeichun-
gen die Transformation

(@ -0 A)—» (@ -v-A)- (4 +v-Vyx).

Das ist gerade diejenige Transformation, deren Einflufl auf die
kanonische Eigenzeit am Ende von Teil I (l.c.1) betrachtet worden
ist. Die kanonische Eigenzeit ist also nicht eichinvariant. Doch ist
gezeigt, dafl dies ohne Einflu8 auf den Unterschied der Alterung
von Reisenden zwischen zwei Wiederbegegnungen ist. Da man
% (x) stets so bestimmen kann, dafl lings Raum-Zeitbahnen

400 -2)

dt Bahn B

ist, kann man Alterungsunterschiede aus der durch
to=y1-p2dt
definierten Eigenzeit, also so berechnen, als wire kein Feld vor-

handen.
Das zeigt das bereits mehrfach

v erwihnte Genfer Miionenexperi-
ment®, das in nebenstehender Fi-
5 gur schematisch dargestellt ist.

Miionen sind Elementarteilchen

mit einer mittleren Lebensdauer

von etwa 19 = 2,210 °s. Das ist

zugleich die Lebensdauer eines im

® A Laboratorium ruhenden Miions A.

Das in B befindliche Miion habe die Geschwindigkeit v und wird
durch ein Magnetfeld auf einer Kreisbahn gefihrt. Im konkret
durchgefihrten Versuch ist 1/¢/1—- 7 = 13,5, und Messungen ha-
ben im Einklang damit eine 13,5mal gréflere Lebensdauer ergeben.
Das bestitigt erstens mit betrichtlicher Genauigkeit, die verschie-
dene Alterung des ruhenden und des bewegten Teilchens und
zweitens die Unabhingigkeit vom Magnetfeld. Damit ist erwiesen,
dafd die Eigenzeit auch in der Elektrodynamik mit der kanonischen
tibereinstimmt. Erinnern wir uns, dafl die kanonische Eigenzeit
gleich der in Wellenphasen gemessenen Zeit ist, so braucht uns das
Ergebnis nicht zu wundern. Doch ist es neu, dall man Eigenzeit-
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differenzen und damit Phasendifferenzen durch den Gang unge-
storter Uhren bestimmen kann.

Wir kehren zur Frage nach den Quellengleichungen zuriick.
thre Formulierung erfordert Erfahrungen, welche iiber das
eigentliche Eichprinzip hinausgehen, die aber in allen bisher be-
kannten Eichfeldtheorien von gleicher Art sind. Das Eichprinzip
hat zur Lorentzkraft gefithre. Man weif! also, wie elektromagneti-
sche Felder auf elektrische Ladungen wirken. Nach dem Newton-
schen Gravitationsgesetz bestimmen die Massen nicht nur die
Grofie der Krifte. Sie sind zugleich die Quellen des Feldes. Gilt das
auch fiir die Elektrodynamik, so miissen die elektrischen Ladungen
zugleich die Quellen elektromagnetischer Felder sein. Die Identi-
tit der Quellen von Feldern mit den Empfingern von Kriften ist
das zweite Prinzip der Eichfeldtheorien.

Wegen der Ladungserhaltung gile fiir Ladungsdichten ¢ (1 1)
und Stromdichten j (r, t) die Kontinuititsgleichung

o(nt)+ divj_(rz t) = 0.
Sie lifit sich auch auf Punktladungen anwenden, fiir die
o(nt) =26 (r=ro(1)), i{nt)=2ro(t)d (r=ro(r),
ro(t) = Bahn,

ist. Mit J”=co, [ = (J',J%] ) = i erhilt man die raum-zeitsymme-
trisch geschriebene Kontinuititsgleichung

(15) 9,1"(x) = 0.

Beliebige Integrale dieser Differentialgleichung lassen sich in der
Form

(16) JH) = 8 HM (x), HP(x) - - H™(x)

darstellen, und beliebige Schieftensoren H*' (x) liefern nach (16)
Integrale. Darin sind H** Ladungs-Strompotentiale. Mit

(Hl()J Hl‘()} H,‘O;II;_')} H‘lr HI.Z) - ((27 w

erhilt man daraus formal die inhomogenen Maxwellschen Glei-
chungen

(17) divD - P.rot H-D = |.
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Sie sind aber inhaltlich noch von diesen verschieden, weil die Po-
tentiale H** durch die Viererstromdichte J# noch nicht eindeutig
bestimmt sind. Denn

H* HI n H;l\'+ al_F/lvi F;n'/'. = F/U'.v
| )

HVA

liefern bei beliebigen Tensoren F
Viererstromdichte.

Wir haben noch nicht beriicksichtige, dafl die Viererstromdichte
J* Quelle des elektromagnetischen Feldes

(18) B, =8,4,-0.4,

mit

obiger Symmetrie diesclbe

(A();AI; A A,\) —<_ :(D,A) s

(Bm; By, Byo; B2y, By, BIZ) = (: _E E)

sein soll. Die Gleichungen in (18) liefern (12) in raum-zeit-
symmetrischer Darstellung, nimlich

(19) 9,B,,+9,B,,+3,B,, = 0.

Aus der Quelleneigenschaft folgt, dafl B, durch J* bestimmt und
somit ein Funktional von J* sein muf3. Nach (16) ist-dann B, auch
ein Funktional von H,.. Selbst in der allgemeinen Relativititstheo-
rie, in der sich am Ende nichtlineare Gleichungen ergeben, wird das
entsprechende Funktional linear sein. Auflerdem st der Zusam-
menhang lokal, d.h. B, (x) hingt nur von H,. (x) im gleichen
Raum-Zeitpunkt ab. Wire es anders, gibe es sozusagen eine Fern-
wirkung, so miifiten wir auf die Existenz intermediirer Felder
schlieflen, wozu kein konkreter Anlafl besteht. Nach threr Defini-
tion sind B*" und H"" kontravariante Schieftensoren in der Min-
kowskischen Raum-Zeit. Die Symmetrie des Gesamt-Systems soll
durch das Eichkonzept nicht gestért werden. Man konnte Glei-
chungen von der Form

B~ efy (x) H”

erwarten. Beispielsweise hat man in der geometrischen Optik inho-
mogener und anisotroper Systeme mit ihnlichen Gleichungen zu
tun. Doch sind Inhomogenitit und Anisotropie durch das Medium
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bestimmt. Das Vakuum ist kein solches Medium. Darum folgt
schliefilich

B/zv= #OHyvaW'li: ,UOEJ

(20) B - S
D =¢e,E, uo=const, eguec-=1.

Superponierbarkeit, Lokalitit und Kovarianz bestimmen also die
letzte Gleichung, durch die (17) nicht nur formal, sondern inhalt-
lich mit den inhomogenen Maxwellschen Gleichungen iiberein-
stimimt.

Zu demselben Ergebnis wie die Eichprozedur fihrt der Erfah-
rungssatz, dafl elektromagnetische Krifte unabhingig von der
Beschleunigung sind. Denn daraus folgt unmittelbar die Lagrange-
funktion in (14), und dic weiteren Betrachtungen bleiben unver-
indert. Ein beinahe unscheinbarer Erfahrungssatz, einer iiber die
Ladungserhaltung und eine die Symmetrie nicht stérende Ver-
kniipfung von Feld- und Ladungsgréfien bilden eine Grundlage der
Elektrodynamik, der gegeniiber die Eichprozedur als reichlich for-
malistisch erscheinen konnte. Man wird nicht auf die Einsichten
verzichten wollen, die solche Erfahrungssitze vermitteln.

Aber die Feststellung von der wir ausgegangen sind, ist keines-
wegs formalistisch. Ein in seine Umwelt eingebetteter Materie-
punkt sicht nichts von der Symmetrie, die die Gleichungen fiir freie
Teilchen bestimmt. Allenfalls kann man beim Gesamtsystem hof-
fen, -~ z. B. beim obigen Materiepunkt in einem gegebenen dufleren
Feld, - dafl die volle Symmetrie wieder in Erscheinung tritt. Auf
ihrer Allgemeingiiltigkeit beruht die Bedeutung der Weylschen
Idee. Sie macht die Berufung auf speziclle Erfahrungen entbehr-
lich, welche von Fall zu Fall wechseln, und welche innerhalb der
Eichfeldtheorien als Folgesitze erscheinen. Dartiber hinaus ist es
ein anders kaum erreichbarer Gewinn, daff das Eichkonzept Aus-
kunft dariiber gibt, welche Felder méglich sind. Sollte es mehr
Felder geben, als man hiernach erwarten kann, so weifl man ferner,
dafl die Gleichungen fiir freie Materiepunkte zu modifizieren sind.

Von dem System, das aus einem Teilchen und einem dufleren
Feld besteht, gelangt man fast ohne besondere Annahmen zu Glei-
chungen fiir Mehrteilchensysteme. Seien r (¢),i€(1,2..n), die
Bahnkurven von # Punktladungen mit den Ladungen 4, so lauten
Ladungs- und Stromdichte
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- Sho(-n0)
i(rt)= ;ift;(f)é (r=ri(1).

Die Quellengleichungen liefern in Verbindung mit den homoge-
nen Maxwellgleichungen (13) und den Verkniipfungsgleichungen
(20) die Felder E und B, sowie die Potentiale @ und A4, durch die
Lagrangefunktion des Mehrteilchensystems

_2”Zi(2‘[1——_fliz—/—cé-2:’li( rut) _()4(_() )

bestimmt ist.

Solche Gleichungen schlieflen Selbstwechselwirkungen ein.
Denkt man dabei an ausgedehnte Teilchen, so ist die Selbstwechsel-
wirkung nichts anderes als die Wechselwirkung von Teilen des
Teilchens. Das paflt aber nicht zu der Voraussetzung, dafy Hamil-
tonsche Gleichungen in Strenge nur fiir Matericpunkte gelten.
Hiernach liegt es nahe anzunehmen, dafl Materiepunkee nur unter
dem Einflu8 der von threr Umwelt erzeugten Felder stchcn.]edcs
Teilchen lebt sozusagen im Feld der anderen. F. Rohrlich” hat
gezeigt, dall diese Annahme innerhalb der klassisch physikalischen
Elektrodynamik méglich ist. Die von der Selbstwechselwirkung
punktférmiger Teilchen herrithrende Singularititen sollen also
Scheinprobleme sein. Vielleicht ist iiber Rohrlichs Prinzip der Aus-
schliefung von Selbstwechselwirkungen das letzte Wort noch
nicht gesprochen. Doch bringt die Idee, Felder seien allein durch
die Umwelt bestimmt, das klassisch physikalische Konzept zu
einem mdglichen und durchaus harmonischen Abschlufi.

Beziiglich der Konsequenzen sei wiederum auf Lehrbiicher ver-
wiesen, insbesondere auch auf Rohrlichs Buch. Nur eine Bemer-
kung gehort noch hier her. Vor cinem beschleunigt bewegten
Ladungspunkt gehen elektromagnetische Wellen aus. Darum ver-
liert der Ladungspunkt Energie. Es gibt also eine Strahlungsdimp-
fung. Sie beruht auf ciner Selbstwechselwirkung, allerdings auf
einer, die selbst bei punktformigen Teilchen endlich und darum
ganz unproblematisch ist. Hierdurch wird das Prinzip von Rohrlich
eingeschrinkt. Vielleicht ist das ein Hinweis darauf, dafy man das
Selbstwechselwirkungsproblem nur quantenphysikalisch behan-
deln kann.

(21)
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Teil IV
Die Gravitation als Eichfeld

Die Eichidee von H. Weyl' ist aus der allgemeinen Relativitits-
theorie hervorgegangen. Diese macht deutlich, daf} Symmetrien
nur lokal definiert sind, und dafy durch sie definierte Orientierun-
gen nicht ohne weiteres tiber endliche Distanzen vergleichbar sind.
Es gibt also keine globalen Symmetrien. Darum ist zu erwarten, dafl
sich umgekehrt die allgemeine Relativititstheorie dem Eichkon-
zept unterordnet.

Um das zu sehen, ist es bequem, vom Hamiltonschen Prinzip fiir
freie Materiepunkte

(1) 68S=0, S=-mc?lds=~- mc\ -g e dxtdx”

Hdmiar g

. .. AM . . .
auszugehen. Darin ist g, der Minkowskitensor, und 7 ist wegen der

Parameterinvarianz des Integrals ein willkirlicher Parameter, der
von der Variation unberiihrt bleiben soll. Es empfichlt sich, dz erst
nach der Variation mit dem Linienclement ds zu identifizieren, weil
die Variation von ds zu iiberfliissigen Komplikationen fiihrt.

Mit der allgemeinen Relativititstheorie hat es noch nichts zu
tun, wenn wir das Wirkungsintegral in (1) durch beliebige Koordi-
naten darstellen, obwohl sich dabei Ausdriicke ergeben, die dem
Physiker erst durch die allgemeine Relativititstheorie vertraut
geworden sind. Durch die Transformation

(2)  xtoar=fr(x), dx'r=fl(x)dxy, fi(x) =0,/4(x)
geht die metrische Fundamentalform ds? aus (1) wieder mit x* statt
M in

mit x

) d?m =g () derd’, g () =g ()f7 (),
iiber und liefert die Lagrangefunktion

(4) L=—mey/—g,x"x"", x'#=dx*/dr.

Danach lauten die Lagrangeschen Gleichungen

d 7% . 1 X X80,
me — | =Lt = Sme =8

de \Y = guox ' V=g X"
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oder nach dem Ubergang von dr zu ds
di (guvu v) = éu ‘U°0,800 U°= dx¢/ds,
N

mit u* als Vierergeschwindigkei, fiir die

(5) gantu'=uru,=—1
ist. Zieht man g,, aus der Ableitung heraus, so folgt
(6) ({{;—4;+Fé‘gu"tt"=0
mit
1 1

(7) r(‘;‘a = X” riaa 3 F).Qa - 5 (aagal—*_ aagal. - a/'.g(w) .
Der Ausdruck

Ff=—mcl j,uu’

ist die Trigheitskraft in beliebig bewegten, krummlinigen Koordi-
natensystemen.

Auch bei weiteren Koordinatentransformationen erfahren die
infinitesimalen Verriickungen dx* wie in (2) lokal lineare Transfor-
mationen, die sich im allgemeinen von Punkt zu Punkt indern. Die
Verriickungen spannen daher wenigstens lokal lineare Vektor-
riume auf®. Es handelt sich um kontravariante Vektoren im Sinne
der linearen Algebra. Alle Grofien a” die sich lokal wie dx* trans-
formieren (in Zeichen: a* ~ dx*), heifen kontravariante Vektoren.

Ist ¢ (x) eine skalare Funktion, also eine, die unabhingig vom
Koordinatensystem in jedem Punkt stets den gleichen Wert hat, so
ist auch

do(x)=dx"0,p (x)
skalar, so da} sich 9, ¢ (x) gegenliufig zu dx* transtormiert. Alle
Groflen a,, die sich lokal wie 9, ¢ (x) transformieren (in Zeichen:

a,~0,), heiflen kovariante Vektoren. Die Transformationsgesetze
lauten explizit

Py fH oy ' [y Fufo _ g0
(8) at __/ e ‘, [’ u _f;z b vy _f(_)_/,u - 50 .
Entsprechend sind Tensoren durch ihr Transformationsgesetz defi-

niert, z. B. heiflt ¢; ~ a, b" explizit

6 Miinchen Ak. Sb. 1983
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tv _. fafv. .o
¢a=lTats

Alle diese Begriffe sind zunichst nur lokal definiert. Eine Fern-
vergleichung von Vektoren ist nicht unmittelbar moglich. Zwar ist
in unserem speziellen Fall eine Fernvergleichung durch Riickkehr
zum Minkowskitensor definiert. Doch wird das im weiteren ge-
wohnlich nicht moglich sein. Wir werden spiter sehen, dafl die
Fernvergleichung nur lings Wegen definiert ist, und dafl man auf
verschiedenen Wegen zwischen zwei Punkeen im allgemeinen zu
verschiedenen Vektoren gelangt.

Ui dem Begriff infinitesimal zu entgehen, pflegt man die loka-
len Vektoren in Tangentialriumen darzustellen. Doch geniigt es zu
wissen, wie man den Schwierigkeiten des Infinitesimalen entgehen
kann. Darum braucht man auf dessen Anschaulichkeit nicht zu
verzichten. Sommerfeld hat einmal gesagt, man habe dic Epsilontik
nicht gelernt, um stindig mit Bleigewichten an den Fiiflen herum-
zulaufen, sondern um sich mic gréflerer Freiheit bewegen zu
kénnen’. Dazu kommt, dafl neuere Entwicklungen der Analysis
dem Infinitesimalen wieder Lebensrecht verschatft haben.

Bisher haben wir nur kriftefreie Bewegungen betrachtet. Sym-
metricbrechung im Sinne der Eichidee besteht darin, dafl auch
metrische Tensoren g,.. (x) zugelassen werden, die nicht mehr
durch eine globale Transformation aus dem Minkowskitensor her-
vorgehen. Es ist nur noch zu fordern, dafy man lokal zu g, zuriick-
kehren kann. Die Transformation ¢! — ¢, (x) in (3) muf8 nach wie
vor gelten. Doch brauchen die von Ort zu Ort variierenden Trans-
formation f{(x) nicht mehr integrabel zu sein. Es brauchen keine
globalen Transformationen x*— f*(x) zu existieren, so daf} im all-
gemeinen

(9) 0uf) (x) +0, u (x)

ist. Das ist fast uneingeschrinkt méglich. Denn durch die lineare
Transformation kann man zur Normalform tibergehen

(10) g/lv = E/ldﬂv; 8;1 E (+ 1, - 1, 0) .

Die Raum-Zeit ist wie gefordert lokal Minkowskisch, wenn die
Signatur gleich (—=+-++) oder wenn

(11) g=—det(g,) >0, ¢.<0
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ist. Da sich bei dieser Verallgemeinerung des Tensors g, (x) die
Form der Lagrangefunktion nicht indert, bleiben die Bewegungs-
gleichungen in (6) samt den Definitionsgleichungen fiir /°),, in (7)

unverindert. An die Stelle der Trigheitskraft tritt der formal eben-
falls unverinderte Ausdruck

(12) Ft=—mcl" ueuy’,

0o

Er enthilt aber neben dem Beitrag der Trigheit noch einen weite-
ren, namlich, wie wir noch sehen werden, den der Gravitation.

Doch sind wir mit dieser Verallgemeinerung iiber das vom Eich-
konzept vorgezeichnete Ziel hinausgegangen. Bei globalen
Lorentztransformationen bleibt der Tensor ¢} invariant. Dem
Eichkonzept wiirde entsprechen, dafl wir die globalen Lorentz-
transformationen durch ebensolche ersetzen, die von Punkt zu
Punkt variieren. Tatsichlich gibt es keinen Zweifel, daf} wir belie-
bige lineare Transformationen zulassen miissen, weil es allein um
Trigheitsbewegungen und nicht um das Koordinatensystem geht.

Das fithrt zu einer Erweiterung des Eichkonzepts. Eichfelder, die
aus linearen Transformationen hervorgehen, implizieren eine Sym-
metrie bei global linearen Transformationen. Doch sind die Bewe-
gungsgleichungen aufler bei Translationen nur bei Lorentztrans-
formationen invariant. Allerdings gilt der Trigheitssatz auch nach
beliebigen linearen Transformationen. Darum fithren globale
lincare Transformationen zwar zu anderen, aber zu physikalisch
iquivalenten Bewegungsgleichungen. Danach ist die Klasse dqui-
valenter Bcwcgungsglcichungcn nicht nur Lorentzinvariant, son-
dern linear invariant, so dafy die allgemeine Relativititstheorie das
auf die Symmetrie der Klasse bezogene Eichfeld liefert.

Das konnte eine Erweiterung des Eichkonzepts sein, welche von
weitreichenden Folgen ist. Darum sei eine Abschweifung gestattet.
Die Klasse dquivalenter Diracgleichungen ist unitir invariant, weil
die Diracmatrizen nur durch ihre Vertauschungsrelationen defi-
niert sind. Spaltet man die zur Elektrodynamik fithrenden Phasen-
transtormationen ab, so bleibt die 15parametrige Gruppe SU4
als Basissymmetrie fiir neue Eichfelder iibrig. Da fiir Elementar-
teilchen eine Symmetriegruppe gleicher Parameterzahl erwartet
wird®, und da die sechs Untergruppen SU2 der SU4 einiger-
maflen zu den zweimal drei Paaren von Quarks und Leptonen

6
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passen, konnten die Gluonenfelder Eichfelder zu obiger Klas-
sensymmetric sein. Das zu untersuchen, ist Sache der Quanten-
physik. Hier geniige der Hinweis, dafi die heutige Teilcheninflation
durch die Einbezichung der Klassensymmetrie beendet werden
konnte®,

Wir kehren zu den Gleichungen in (6/7) zuriick, in denen wir
mit Riicksicht auf die Klassensymmetrie belicbige Tensoren g, (x)
vom Typus (9) zulassen. Kann man global zur Minkowskimetrik
zuriickkehren, so ist die Viererkraft in (12) gleich 0. Trigheitskrifte
lassen sich global wegtransformieren. Wenn Ungleichung (9) gilt,
existiert eine solche Transformation nicht. In jedem Koordinaten-
system bleibt eine von 0 verschiedene Kraft iibrig. Die Eichproze-
dur fithrt erwartungsgemifl zu einem neuen Typ von Kriften.
Dieser ist auch von der Lorentzkraft verschieden, weil F* nicht
mehr linear, sondern quadratisch in #* ist.

Doch dndern sich die 77}, und damit auch die Krifte bei Koordi-
natentransformation. In allen Lehrbiichern® wird gezeigt, dafl man
stets Koordinatensysteme finden kann, in denen F* an einer belie-
big vorgegebenen Stelle gleich 0 ist. Kann man auch die neuen
Krifte nicht mehr lokal wegtransformieren, so ist das immer noch
in einem beliebig vorgebbaren Raum-Zeitpunke méglich. Die
neuen Krifte sind also lokal mit den Trigheitskriften dquivalent.
Einstein hat als Erster bemerkt, dafl dies wegen der Gleichheit von
triger und schwerer Masse fiir die Gravitation gilt. Davon ausge-
hend hat er die Gleichungen in (6/7) abgeleitet. Hier miissen wir
umgekehrt schlieflen: Wegen der aus der Eichprozedur folgenden
lokalen Aquivalenz mit der Trigheit diirfen wir die neuen Krifte
mit der Gravitation identifizieren.

Einsteins Weg, die Gleichungen (6/7) aus der empirisch
gesicherten Aquivalenz von Trigheit und Schwere abzuleiten, ent-
spricht, die Lorentzkraft aus ihrer Beschleunigungsunabhingigkeit
zu gewinnen. In Hinblick auf unser Thema, Einheit der klassischen
Physik, ist zu beachten, daf} beide Voraussetzungen einerseits eine
Liicke schlieflen und andererseits mit Newtons Programm im
Einklang sind, von einem empirisch gesicherten mathematischen
Gesetz ausgehend in vorher unbeackertes Land vorzustofen. Beide
Theorien liegen also auf dem Wege zur Vollendung der klassischen
Physik. Durch Weyls Eichpostulat” ist diese Entwicklung zum
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Abschlufl gelangt. Sie erlaubt es, alle mdglichen Feldtheorien aus
einem einheitlichen Prinzip abzuleiten.

Es fehlen noch die Quellengleichungen. Wir wissen seit New-
ton, dafl Massen Gravitationsfelder erzeugen. Aus der speziellen
Relativititstheorie und auch aus Erfahrungen der Elementarteil-
chenphysik folgt, dafl Massen untrennbare Bestandteile der Ener-
gie sind. Alle Energiebeitrige wirken darum gravitierend. Durch
Lorentztransformationen werden Energie und Impuls vermischt.
Somit gehdrt auch der Impuls zu den Quellen des Gravitations-
felds.

Fiir Energie und Impuls gelten Erhaltungssitze. In der speziellen
Relativititstheorie werden sie bei Minkowskikoordinaten durch
vier Kontinuititsgleichungen

8, T*=20

beschrieben. Darin ist T*" der Energie-Impulstensor. Wie insbeson-
dere aus den Dimensionen hervorgeht, sind die

-dichte ! -stromdichte
(14)  Enecrgie- T>[kgm s 7] | T [kgs ™
- i
Impuls- %T”[/eg m s : T*[kgm ~'s ]

In der Tat sind die Dimensionen von T und T gleich Energie/m’
bzw. Kraft/m?® Die negativen Komponenten T liefern den Span-
nunNgstensor.

Schon bei beliebigen Koordinaten in der Minkowskischen
Raum-Zeit und erst recht in der Riemann-Minkowskischen® mufd
man die Ableitungen 9, durch die kovarianten Ableitungen V,
ersetzen, mit denen man bei Produktdifferentiationen wie mit der
differentiellen rechnen kann. Danach lautet der Energie-Impuls-
satz in der speziellen Relativititstheorie bei beliebigen Koordina-
ten und auch in der allgemeinen Relativititstheorie

(15) V,T" =0,

Insbesondere bei zweifach kontravarianten Tensoren lauten die
kovarianten Ableitungen, wic wir noch zeigen werden,

(16) VT =8, T+ Il T+ I'},T",

A
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so dafl die Energie-Impulsgleichungen

VVT“"= avT’“’-!- FHTe s ["“"QTH(’z 0

ve
wegen der nichtdifferentiellen Glieder nicht mehr unmittelbar
Erhaltungssitze liefern. Was das bedeutet, werden wir am Ende
sehen.

Die Zusatzterme rithren daher, daf§ sich beim Ubergang x#— x*
+ dx* zu Nachbarpunkten die Orientierung der lokalen Koordina-
tensysteme indert. Sei beispielsweise &#(x) in jedem Punkt x ein
lokaler kontravarianter Vektor, und sei ¢ eine infinitesimale Ver-
riickung, so liefert

EM(x) = EX(x) +a"V,EM(x)
denjenigen Vektor in x* + a* den man mit den lokalen Vektoren in
x“+a” vergleichen kann. Man sagt deshalb, der transformierte
Vektor gehe durch Parallelverschiebung in Richtung a* aus ¢”(x)
hervor. Entsprechende Gleichungen gelten fiir Skalare, kovariante
Vektoren, Tensoren usw.

Damit gelangt man zu derjenigen Grofle, die die Krimmung der
Raum-Zeit beschreibt, zum Kriimmungstensor. Seien a* und b*
zwel infinitesimale Verriickungen und verschieben wir den Vektor
&#(x) von A nach B zuerst {iber C mit AC = a”und CB = b* und
dann iiber D mit AD = b* und DB = a* so erhilt man auf dem

ersten Weg
(1+bev)(1+a’V,)Er=(1+bV,+a’V,+baV,V,)E"
und auf dem zweiten
(1+a°V,) (1 +bev)ér=(1+a™V,+b°V,+a"heV,V,)Ex

Die Differenz ist im allgemeinen, nimlich bei Kriimmung, von 0
verschieden. Es ergibt sich

(17) dgr=(V,¥, = V,¥) " 2(ashe=ach?).

0o

Darin ist der letzte Faktor die Komponente dg ¢” des von a® und b*
aufgespannten Flichenelementes, und der erste ist ein linearer Aus-

druck in &# so dafl wir fiir (17) auch

(18) dé“=RU Evdg
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schreiben kénnen. Wegen der Kovarianz der Ableitungen ist R4,
ein Tensor vierter Stufe. Er heifdt Riemannscher Kriitmmungstensor.

In der Minkowskischen Raum-Zeit und bei Minkowskischen
Koordinaten folgt aus (17/18) wegen V, = 9,

(19) Rf,=0.

Da cin Tensor in allen Koordinatensystemen gleich 0ist, wenn erin
cinem verschwindet, gilt (19) in der Minkowskischen Raum-Zeit
bei beliebigen Koordinaten. Wenn (19) gilt, kann man durch
Koordinatentransformation zum Minkowskitensor zuriickkehren.
Wenn dagegen

(20) R, 40

ist, ist das ebensowenig moglich wie beim Linienelement d/ auf
einer Kugelfliche, das durch

dl?=R*(d9?+ sin’0dp?)

definiert ist, und das nicht in das Euklidsche dI°=dx?+dy? tiber-
gefithrt werden kann. Das rechtfertigt, von Kriimmung zu spre-
chen, sobald die Ungleichung in (20) gilt.

Beziiglich der Definition von kovarianten Ableitungen sei auf die
Lehrbiicher verwiesen”. Es sei nur an den Weg erinnert, wie man
dazu gelangt. Eine skalare Funktion ¢ (x) verhilt sich in jedem loka-
len Vektorraum wie ein Skalar. Darum ist auch lings Bahnkurven

-dLl(x—)= 1", (x)
as

ein Skalar. Da u* lokal ein kontravarianter Vektor ist, muf} 9, ¢ (x)
ein kovarianter Vektor sein. Gemifd

(21) Vup ()= 0,0 (v)

ist also die kovariante Ableitung einer skalaren Funktion gleich der

differentiellen. Es gibt keinen Unterschied zwischen beiden Typen.
Ist ¢, (x) ein kovarianter Vektor, so sind u* ¢, (x) und die Ablei-

tungen lings Bahnkurven

d

ds

skalar. Der letzte Ausdruck ist gleich

Uty v(a,‘(ﬂv . rﬁ\'(oa) :

(” “¢ll) =ty "aﬂ(ﬂ\'_ r!‘l‘a(ﬂv“/z”a
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Folglich ist
(22) pranu(pv_rﬁv(pg

ein Tensor zweiter Stufe, und V, ¢, sind die kovarianten Ableitun-
gen von ¢, . Daraus folgt iibrigens

(23) Bu=V,A,~V,A,=8,A,-8,A,.

Die I'-Glieder heben sich wegen I'f;, = I'#, heraus. Die kovariante
raum-zeitliche Rotation ist gleich der differentiellen. Die Berech-
nung des elektromagnetischen Feldes aus den Potentialen ist also
auch allgemein relativistisch korrekt. Ebenso sind es die homo-
genen Maxwellschen Gleichungen

(24) d;,B,,+9,B,,+09,B;,=0.
Letzteres folgt aus den kovarianten Tensorableitungen
V.B,,=0,B,,—T'§,B,,—T'§B,,
welche sich aus dem Transformationsgesetz B,,, ~ &, 7, und aus
Vi (f;z”v) =&, Van, + 1., Vi,

ergeben.
Da das Produkt x " (x) ¢, (x) einer kontra- und einer kovarianten
Vektorfunktion skalar ist, folgt aus (21)
Vilx"0.) =0, (x"9.) = 20,0, + 9.0, .
Nach (22) kann man dafiir
XVt 0 Bux "+ Iie )

schreiben. Da der erste Summand und der Faktor ¢, im zweiten
kovariante Vektoren sind, ist

(25) Vo '=0,"+1T,x"

ein ko-kontravarianter Tensor, so daf8 (25) die kovarianten Ablei-
tungen von y * liefern. Daraus folgt

V(&) = 0.+ T 0N " +E@un” + )
=0, (&n) + Iy no+ &
Wegen T ~ &%t und 'Y, = 'Y, folgt daraus die kovariante Ablei-

tung des Encrgie-Impulstensors in (16). Auf diese Weise kann man
alle kovarianten Ableitungen ausrechnen und nunmehr meistens
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schon erraten, z. B. ist
(26) Vi&i=0:8 T &+ TLE:, V.6,=0.
Fiir den metrischen Tensor g, (x) erhilt man auf dieselbe Weise

V/lg;w = a).guv . rvu}. - wa’.)
woraus nach (7)

(27) Vigu =0
hervorgeht. Der metrische Tensor ist sozusagen kovariant kon-
stant. Die gemifd ‘

4 g, =0}
zu g, reziproke Matrix ist ein kontravarianter Tensor. Daraus folgt
nach (27)

g).vvag#/: + g#lvg(qlv = g).vvgg/-d . 0

Multiplikation mit g ergibt
(28) Vg4 =0.
Auch die reziproken metrischen Tensoren sind kovariant konstant.
Das hat eine praktisch wichtige Konsequenz. Aus g, f* = f, und

8w Vif' = Vi(guwf") = Vil

folgt, dal man Indizes unter kovarianten Ableitungen beliebig
hoch oder tief stellen kann.

Sei g = —det(g,»), so sind — ¢ ¢*" die Unterdeterminanten von g
zu den Elementen g,,. Damit erhilt man aus einem bekannten
Determinantensatz und nach (7)

0,4=28"0:8w=g8" (Dt Ts),
und es folgt

(29) Oe=T!Ye, Vae=0e—-Tlyg=0.
Das hat eine wichtige Konsequenz z.B. fiir die elekerische Vierer-

stromdichte. Die zu 9, J* = 0 gehorige allgemein kovariante Glei-
chung lautet nach (25) und (29)

VJr=a,J +Thje=0, ﬂ+"—;/ﬁ “=0.

e,
£
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Der Erhaltungssatz scheint verletzt zu sein. Doch erhilt man durch
Multiplikation mit ﬁ

30 3,8"=0, D=y "
! £4

Ladungserhaltung gilt also niche fiir J*, sondern fiir die durch (30)
detinierte Vektordichte, nach der

31 A={3dr =1 3% dr = const
£

ist. In der Tat ist schon bei lincaren Transformationen nur dieses
Integral nvariant.

Das fiihrt uns unmittelbar zur allgemein relativistischen Formu-
lierung der elektrodynamischen Quellengleichungen. Sei H
= — H'" ein beliebiger Schieftensor, so ist

T GEH) = 0, (H) + g (4 Her+ T TS
Daraus folgt wegen H* = ~-H"und I}, = I}

L
V.(feH") =9, (/g H").
Dementsprechend gilt fiir die Tensordichten $*" = Ve H"
(32) V\' ":)/“,E ar H = I‘sﬂ, d_u 73“ =0,

uv

Das sind die allgemein relativistischen inhomogenen Maxwell-
schen Gleichungen. Die kovarianten Verkniipfungsgleichungen
lauten

(33) l/,ggﬂ@(i’wBW _ 3/“’=ﬂ” vD/u’.

Danach liefern (23/24) und (32/33) die Elektrodynamik in allge-
mein relativistischer Form. Es ist nur nétig, die bekannten Glei-
chungen kovariant zu schreiben. Insbesondere sind keine neuen
Voraussetzungen erforderlich.

Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zur Frage nach den
Quellengleichungen zuriick. Die Quellen T*" geniigen den Glei-
chungen in (15). Sie miissen das metrische Feld g,, bestimmen, aus
dem I"), und R}, hervorgehen. Da I, keine kovariante Grofle ist,
kann sie in den Quellengleichungen nicht vorkommen. Auch g,,
scheidet aus. Man kénnte einen solchen Beitrag zu den Quellen
zihlen, zumal vergleichbare Beitrige vorkommen werden.

Danach miissen die Quellengleichungen eine Relation zwischen
R}, und T* herstellen. Nach dem Vorbild der Elektrodynamik
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verlangen wir einen linearen Zusammenhang. Wegen der Lokalitit
sind beide Grofen an der nimlichen Stelle zu vergleichen. Aus
Kovarianzgriinden kénnen nur Tensoren gleicher Stufe vorkom-
men, also neben T nur der verjiingte Tensor

(34> R - R;}m = Rr/v

Andere Verjingungen ergeben 0 oder bis auf das Vorzeichen den

nimlichen Tensor. R, ist also eindeutig bestimmt. Daneben kén-
nen Beitrige des Kritmmungsskalars

(35) R=¢"R, =R}

ins Spiel kommen. Damit erhilt man als eine mégliche lincare
Gleichung"”

(36) GU=0— 00N = %3

Da auf beiden Seiten die kovariante Divergenz verschwinden muf3,
ist der zweite Summand auf der linken durch die Bianchischen
Identitite eindeutig bestimmt. Das sind die Binsteinschen Quel-
lengleichungen. Die Tensordichten % und X/ sind nach Einstein
bzw. Ricci benannt. Man beachte, daf die Gleichungen (36) eich-
theoretisch eindeutig bestimmt sind.

Allerdings hort anders als in der Elektrodynamik die Linearitit
auf, sobald g,,, ins Spiel kommt. Das gilt schon fiir die Gleichung

() GreRm= Ry = T

und erst recht, wenn man R, aus g, berechnet. Elementare, wenn
auch mithsame Rechnungen ergeben

(38) R,=0, -0, +T;T, —T:T,

uv ou ett uv T

Danach ist die Dimension von R, gleich m 2 Nach (14) hat die
Kopplungskonstante » die Dimension kg 'm 's ~ Sie ist durch die
Newtonsche Gravitationskonstante G = 6,6710 ""kg "m”’s 7 be-
sammt. Durch Vergleichung mit dem Newtonschen Gravitations-

gesetz erhilt man

8n G
(39) x=-7:4 -
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Auf den Gleichungen (6/7) und (37/38), sowie auf den Max-
wellschen Gleichungen in (23/24) und (32/33) beruhen alle allge-
mein relativistischen Folgerungen. Wir greifen hier nur eine Frage
auf, die zwar vielfiltig, aber vielleicht noch nicht abschlieflend
behandelt ist, nimlich die nach der Energie-Impulserhaltung. Der
hier einzuschlagende Weg liegt abseits des anerkannten. Doch sind
die Bedenken gegen diesen Weg nur bedingt einsichtig.

Nach Einschiebung des Faktors g gemifl (29) erhilt man
aus (16)

40 V,E0=9,3+ 130 =0.
Qo

Anders als beim Viererstrom 3% und beim Feldtensor ®*' ver-
schwindet hier der I"-Term nicht, weil " nach (37) symmetrisch
ist. Relativ zu beliebigen Koordinaten gelten schon in der speziel-
len Relativititstheorie keine Erhaltungssitze.

Speziell relativistisch kann man jedoch sagen, dafl es spezielle
Flichen gibt, relativ zu denen Erhaltungssitze gelten, z.B. die
Koordinatenflichen eines Minkowskischen Koordinatensystems.
Dafl es nicht fiir alle Flichen Erhaltungssitze geben kann, sicht
man schon daraus, dafl sich Flichen, die sich beschleunigt durch
einen konstanten Energiestrom bewegen, verinderliche Energie-
durchsitze haben. Scheinbare Nichterhaltung ist also eine plausible
Konsequenz.

Wir fragen darum, ob es allgemein relativistisch ebenfalls spe-
ziclle Flichen gibt, relativ zu denen Erhaltungssitze gelten. Ist S(x)
eine beliebige skalare Funktion, so ist¥%'9, S (x) eine Vektordichte.
Deren kovariante Divergenz ist gleich der differentiellen. Gibt es
spezielle Funktionen § (x), fiir die die Divergenz gemifl

(41) v,(379,5)=9,(3"3,5) =0

verschwindet, so liefern diese Erhaltungsgrofien. Die Integrale
lauten

(42) D= fl‘"”c’)uS dt = const.

Dagegen striubt sich der Glaube, dafl es in der allgemeinen
Relativititstheorie  keine ausgezeichneten Koordinatensysteme
geben dirfe. Dem ist jedoch entgegenzuhalten, dafl die Flichen
S (x) = const durch (41) kovariant, also unabhingig von der speziel-
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len Koordinatenwahl definiert sind. Es sind keine in einem abstrak-
ten Raum fixierten Flichen, sondern solche, die durch den welt-
weiten Energie-Impulstensor bestimmt sind. Sobald es Integrale
von Gleichung (41) gibt, ist die Existenz von kovariant definierten
Erhaltungsflichen bewiesen. Dabel ist es nicht abwegig, Erhal-
tungsflichen zu erwarten. Denn die formal analoge Gleichung

9, (l/g_glwavs) =0

ist die allgemein relativistische Gleichung fiir skalare Wellen, bei
der man kaum an der Existenz von Ldsungen zweifeln kann.

Wendet man Gleichung (41) auf fast abgeschlossene Systeme an,
so sind die Lésungen im allgemeinen nur in begrenzten Bereichen
regulir. Abgesehen davon, dafd in den Regularititsbereichen Erhal-
tungssitze gelten und dafd die Bereiche von den Punkten abhingen,
von denen aus man die Integration beginnt, kann man aus solchen
Singularititen keinen Einwand ableiten. Sie zeigen nur an, dafl es in
der allgemeinen Relativititstheorie problematisch sein kann, von
abgeschlossenen Teilsystemen zu sprechen.

Bei der Frage nach der Integrabilitit von (41) mufl man von
globalen Systemen ausgehen, also von kosmologischen Modellen.
Erst wenn man dafiir Losungen in der Hand hat, wird man zu
abgeschlossenen Teilsystemen zuriickkehren und genauer definie-
ren kénnen, was darunter zu verstchen ist.

Die Frage nach Erhaltungsflichen hingt eng mit Machschen
Ideen zusammen, die anfangs Einstein auf seinem Weg zur allge-
meinen Relativititstheorie geleitet haben. Mach ist (wie iibrigens
auch Newton) davon ausgegangen, dafl man unmittelbar nur Rela-
tivbewegungen beobachten kann. Wihrend Newton die Relativi-
tit wegen der Wolbung der Wasseroberfliche in einem rotieren-
den Eimer' auf die Trigheitsbewegung beschrinkt und trotz
seinem Glauben an den absoluten Raum nicht eliminiert hat, ist
Mach von der Vorstellung ausgegangen, die Wolbung sei eine
Folge der Bewegung relativ zum Fixsternhimmel”, man kénnte
auch sagen, relativ zur gesamten Massenverteilung der Welt und
damit - modern gesprochen - relativ zur Energie-Impulsver-
teilung. Das ist klarerweise unsere Situation bei der Frage nach
Erhaltungstlichen. Der einzige Unterschied zu Mach besteht
darin, dafd wir nicht mehr erwarten konnen, der durch den Kosmos
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bestimmte Raum sei Euklidisch und die Raum-Zeit Minkowskisch.
Tatsichlich ist er Riemann-Minkowskisch.

Das fiihrt zu ciner Relativierung der Relativitit. Sobald die Ge-
samtwelt wie heute allgemein anerkannt endlich ist, verliert die
Relativitit an Bedeutung. Sie ist nach wie vor fiir alle (fast) abge-
schlossene Teilsysteme wichtig. Einschlieflich der Grundgleichun-
gen dndert sich nichts an der relativistischen Physik. Auch Fragen
nach Bewegungen relativ zur Gesamtwelt bleiben sinnvoll. Doch
gibt es keine andere Welt, relativ zu der sich die unsere bewegen
konnte. Darum ist durch die Gesamtwelt ein ausgezeichnetes Ko-
ordinatensystem definiert. In dem Mafle, in dem wir die Gesame-
welt im Griff haben, in dem wir sinnvoll von kosmologischen
Modellen sprechen konnen, was stets nur extrapolatorisch moglich
ist, in dem Mafle trite die Gesamtwelt an die Stelle des absoluten
Raumes von Newton. Der mathematisch geschulte, mit den Relati-
vititstheorien vertraute und sie auch anerkennende Naturphilos-
oph Alois Wenzel' hat einmal gefragt, ob nicht Gott trotz aller
Relativitit den absoluten Raum erkennen kénne. Wenn es auch
fragwﬁrdig sein mag, in solcher Weise mit Gott zu argumentieren,
so ist seine Frage mit ja zu beantworten, sobald man unterstellt, es
habe einen Sinn, von der Gesamtwelt zu sprechen.

In Hinblick darauf ist die Frage nach Erhaltungstlichen ver-
gleichsweise harmlos. Hat man nimlich ein spezielles Koordinaten-
system aus Erhaltungsflichen, so gibt es unendlich viele, z.B. alle,
die durch Poincarétransformationen aus dem ecinen hervorgehen.
Dabei sind nur diejenigen wirklich von Interesse, in denen der
Ursprung im Zentrum und der Drehimpuls gleich 0O ist.

Am Beispiel der Friedmanwelt soll gezeigt werden, dafl es Erhal-
tungsflichen gibt. Das geschicht in Anlehnung an die Darstellung
von Schmutzer'™ Fiir den Lichtkosmos ist der Energic-
Impulstensor gleich

w o, 0 , 0 , 0
(T‘) . 0o ,—w/3, 0 , 0
H 0o , 0 —w/3, 0

0 0o, 0 ,—-w/s

Das Linienelement mit ¢ = 1ist durch

ds?=—g,dx"dx" =dt? = K?(dy *+ sin% (d0 *+ sin? ddp?))
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definiert. Danach ist

Jg = K ’sin% sin 0 .

1734

Somit lauten die Diagonalelemente von ¥

-

—w (3 K’sin% sin ¢, K sin% sind, K sin ¢,

sin

Aus der Glcichung fiir Erhaltungsflichen

1
--9,(349,8) =0
720 )

folgt, da w riumlich konstant ist
1
}\:ao(lll K fa()S) +

+ K-s:lxlr'){ 9, (sin’ya,S) + Sili 500 (sin#a,S) + =9 ‘St=0.
Diese Differentialgleichung ist durch Separation lésbar. Bereits
die cinfachsten Lésungen liefern die gesuchten Erhaltungsflichen,
z.B. die Flichen § = ¢ = const, welche zum Drehimpuls fithren.
Wir sind insbesondere am Energiesatz interessiert. Darum betrach-
ten wir Lésungen, fiir die S = S (¢) und

wK 0,8 = C = const
ist. Die Integrale der Einsteingleichung lauten nach Schmutzer

3t/
K= 1/t ‘[—t w=—rlx

(2t -0)7
Daraus folgt

C

= ‘}f]/ —-—
wK* 377 f(ZT f).

d,S
Die Integration Crgibt mit S =0fiirt =0

. Cx .
t=2tsin‘u, S=""(u-sinucosu).
)

Das ist keineswegs singulir und liefert die konstante Energie

W ={wad,S K sinZy sin 0 dy do dp = 27°C.
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Die Integrationskonstante C als Faktor von S ist unvermeidlich.
Sie bestimmt die Zeitskale. Um an die herkémmliche Skala anzu-
kniipfen, mufl man von Punkten ausgehen, in denen sich die
Metrik der Minkowskischen anschmiegt. In diesen Punkten muf}
S =t + const sein oder 3,8 = 1. Hier ist das in den infinitesimalen
Umgebungen von t =7,y = ¢ = 7/2 und ¢ beliebig der Fall.
Daraus folgt

3t
el O

so dafi die Energie konstant und gleich

P's 4 G

ist. Der letzte Ausdruck liefert die Energie in herkémmlichen Ein-
heiten und enthilt die Newtonsche Konstante an Stelle von %. Ein
clementares Modell auf Newtonscher Basis liefert den Faktor 5/3
statt 3m/4. Das Verhiltnis 97/20 ~1/2 liegt so nahe bei 7, dafl man
solchen qualitativen Betrachtungen einiges Vertrauen schenken
darf.

Damit ist gezeigt, dafl es in der Friedmanwelt Erhaltungsflichen
gibt. Man kann nicht mehr daran zweifeln, dafl das Verhilenis des
allgemein kovarianten Energie-Impulssatzes zu den Erhaltungssit-
zen das nimliche ist wie in der Minkowskischen Raum-Zeit. Doch
bleibt die Frage offen, welche Konsequenzen das fiir fast abge-
schlossene Systeme hat. Wahrscheinlich erfordert die Antwort, daf}
man solche Systeme nicht isoliert betrachtet, sondern als eingebet-
tet in die Gesamtwelt. Man mufl also nach globalen Lésungen der
Einsteinschen Gleichungen suchen, die sozusagen Knéllchen im
homogenen Materiebrei der Friedmanwelt enthalten.

Eine Frage der klassischen Physik ist noch offen, nimlich die
nach dem Verhiltnis der Kopplungskonstanten in Elektrodynamik
und Gravitationstheorie. Das Verhiltnis von Coulomb- und
Newtonkraft etwa zwischen Proton und Elektron ist gleich

2
— [ Gm,m.=228-10".

47{&()

Dirac hat die Frage gestellt, wie man eine so grofie dimensionslose

Naturkonstante verstehen konne, und vermutet', sie hinge mit
b
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dem Weltalter zusammen, weil das Verhilenis des Weltalters zu
elementaren nuklearen Zeiten von gleicher Gréflenordnung ist.
Diese groflartige Idee hat zu Versuchen gefiihrt, die vermutete
Relation aus zielstrebig verinderten Grundgleichungen abzuleiten.
Die Bedeutung der Diracschen Idee trict bei unverinderten Ein-
steingleichungen mit groflerer Klarheit hervor.

Setzt man nimlich Linienelemente voraus, die nicht von
vorneherein eine mit dem Weltradius vergleichbare Konstante ent-
halten, betrachtet man Linienelemente von der Form

ds?=dt? = g (r/t) dx'dx’,

so mufd die Gesamtmasse des Systems aus Dimensionsgriinden zum
Weltalter proportional, und zwar gleich y ¢/x¢ sein. An anderer
Stelle wird gezeigt, dafl es Integrale der Einsteingleichung von
dieser Art gibt".

Voll Bewunderung blicken wir zuriick auf die Einheit der von
Newton programmierten und von Einstein und Weyl vollendeten
klassischen Physik. Die vielfiltigen Leistungen auf dem Wege von
Newton zu Einstein und Weyl sollen dabet nicht vergessen wer-
den, vor allem nicht die von Faraday und Maxwell und am Ende die
von Mach. Gewil gibt es noch offene Fragen vor allem in der
allgemeinen Relativititstheorie. Doch sind in dieser Synopsis m. E.
alle dunkelen Ecken ausgeriumt worden. Jeder Begriff und jedes
Gesetz hat seinen ithm angemessenen Platz.

Die Quantenphysik ist ausgeklammert. Sie ordnet sich zwar
ebentalls dem naturphilosophischen Programm von Newton unter,
lifit sich aber nicht auf die klassische Physik zuriickfithren. Véllig
neue Basisvorstellungen stchen am Anfang. Doch sollte es gelin-
gen, mittels des Newtonschen Wechselspiels von Erfahrung und
Induktion cine cigenstindige Quantenphysik zu entwickeln, die
nicht mehr der Kriicken der Quantisierung bedarf, die zwar ganz
verschieden von der klassischen Physik sein wird, die aber am Ende
genau so anschaulich ist wie diese, und die natiirlich die klassische
Physik als Niherung umschlieflen muf,

Minchen Ak, Sb. 1983
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