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1. Einleitung

Simultane Approximation zweier meromorpher Funktionen inder kom-
plexen Ebene gestattet das Fusionslemma von Alice Roth [8]. Es sagt sinn-
gemilf folgendes aus: Sind Kj, K, kompakte und disjunkte Teile von € und
sy, my auf € meromorph erklirte Funktionen, die auf einer kompakten
Menge K wertemiBig dicht beicinander liegen, so 1iBt sich eine dritte mero-
morphe Funktion finden, die auf K;\w K dicht bei m; und auf K, K
dicht bei m, liegt; wie dicht, hingt (erstaunlicherweise) nicht von den
Funktionen 1y, m, oder von K, sondern allein von K, K, und dem Maxi-
mum von |n; — m,| auf K ab.

Dieser Sachverhalt hat in der komplexen Approximationstheorie eine
zentrale Position eingenommen (s. [2]).

P. M. Gauthier zeigte auf, dal der Beweis von A. Roth auch auf niche
ko mpakte Riemannsche Flichen iibertragen werden kann ([4], S. 143F.).

In dieser Arbeit soll ein Beweis fiir eine stirkere Version des Fusionslem-
mas auf Riemannschen Flichen gegeben werden. Es erweist sich, daBl man
dazu sogar mit schwiicheren Voraussetzungen als in [4] auskommt.

Grundlage aber bleibt dic Beweisidee von A. Roth fiir den ebenen Fall.

Der Frage, wie gut die durch das Fusionslemma gelieferte Funktion m
auf K, dic Funktion m, bzw. auf K, die Funktion i, tatsichlich approximiert
(oder approximieren kann), wurde bisher nicht nachgegangen. Eine exem-
plarische (und fiir den ebenen Fall charakteristische) Betrachtung wird dar-
tiber im 4. Abschnitt durchgefiihrt.

In der Tat wird oftmals, wenn auf K etwa |ni; — my | << o gilt, die fusio-
nicrende Funktion m auf K; dic Ungleichungen [m; — m| < (1 + d)o er-
fiillen (j = 1,2) mit cinem 0, das schr dicht an 0 liegen kann; im cbenen Fall
nimmt [, — m| auf K, fiir groBe |z | belicbig kleine Werte an. In den bis-
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herigen Darstellungen wird stets die gleichmiBige Abschitzung |m; — m|
< aoauf Ky K mit a > 2 hergeleitet.

Eine weitere Frage in diesem Zusammenhang ist, ob man die Vorausset-
zung K; ~ K, = 0 fallenlassen kann, statt dessen fordert, dall m, und m,
auf K; ~ K, dicht beicinander licgen und dafiir auf K verzichtet. Dies ist
im allgemeinen nicht méglich, sogar dann nicht, wenn K;, K, Rechtecke
sind, wie D. Gaier [3] gezeigt hat. Daraus liBt sich unschwer ersehen, daf3
zu den Zahlen a = a(K;, K,) mit obiger Eigenschaft keine, fiir alle disjunk-

ten K, K, giiltige, gemeinsame Schranke existicren kann.

2. Vorbereitungen

Fiir cine abgeschlossene Teilmenge T einer Riemannschen Fliche R be-
zeichne M(T) bzw. H(T) dic Menge der auf je ciner Umgebung von T
meromorphen bzw. holomorphen Funktionen. M(T) sei die Klasse der-
jenigen Funktionen f: T— C, zu denen es cine Folge f, & M(R) gibt der-
art, daB alle £, in T dieselbe Polstellenmenge Py besitzen, und | f, — f| auf
T — P; gleichmiBig gegen 0 konvergiert.

Es sci nun cine nicht kompakte Riemannsche Fliche R gegeben. Nach
Behnke und Stein [1] existiert auf R ¢in Cauchy-Kern o cin solcher sei fest
gewihlt.

Hilfssatz (Pompeiu-Formel) : Ist o: R — C cine C'-Funktion mit

kompaktem Triger 50 gilt (Q) - % {{I o(P,Q) A 00

- _ .= .o oo
fir alle Q& R, wobei 9¢ dic in lokalen Parametern durch — gegebenc
aC
1-Form und A das duBere Produkt bezeichnet.

Dies folgt aus cinem allgemeineren Sachverhalt, den S. Scheinberg ([9],

Proposition 7.1) fiir Riemannsche Flichen gezeigt hat.

3. Formulierung und Beweis des Fusionslemmas

Fusionslemma : Es scien K, K kompakte Teile und K cine abgeschlos-
senc Tellmenge der nicht kompakten Riemannschen Fliche R mit Ky ~ K,
=@, und es gelte M(K,w Ky K)C M(K,w K, K). Dann existicrt
eine stetige Funktion C: R — R so, daB fiir jedes Paar iy, my & M(R) mit
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111, — my | < & gilt: Es gibt eine Funktion m & M(R), die den Unglei-
chungen {m(P)—m;(P)| << C(P)-& (P& K, K, j =1,2) geniigt.
Die Funktion C hingt nur von K; und K, ab.

Bemerkung 1: Ist auch K, kompakt, so gilt stets M(K;\w K;\w K)
C M(K,\w Ky, K) nach [1], Satz 13; dic dort geforderte Holomorphie
auf einer Umgcebung von K« K,\w Kift sich umgehen, indem man zu-
nichst cine Funktion mit passenden Polstellen einschlieflich Hauptteilen
subtrahiert und nach der Approximation wieder hinzuaddicrt. Ersetzt man
bei kompaktem K die Funktion C(P) durch die Zahl ¢ = ||C| ¢ k.«
so erhilt man die bekannte Form des Fusionslemmas (vgl. [2], [4], [8]).

Bemerkung2 : M(X) C M(X)giltfiir jedeabgeschlossene Menge X C C;
dies folgt aus dem Approximationssatz von Roth (s. [2], S. 120) unter Be-
achtung der Bemerkung 1.

Zum Beweis des Fusionslemmas wihle man auf R stiickweise glatt be-
randete offene Umgebungen Uy, U, von K, K, mit U; ~ U, = 6, und
auBerdem sei U, so grofl gewihlt, dall R — U, kompake ist. Weiter sei
C:=R— (U Uy) und %: R— [0, 1] cine C'~Funktion mit x| U, =1,
#|Uy =0 (s. z. B. [7], S.66, Cor.2.2.15). Fiir R sci ein Cauchy-Kern o
gewihlt ([1], Satz 12). Die Funktion

(1) BQ): = 55 T o(P,Q) a 2(P)
ist auf R erklirt und stetig, wie die Umschrcibung auflokale Parameter £, 2
und Ubergang zu Polarkoordinaten ¢ {—z =gpe" zcigt.

Nun sei g: = m;— m, gesctzt. Nach Voraussetzung gibt es eine Um-
gebung U, von K mit || 5, << e. Die Funktion ¢, wird nun wie folgt er-
klirt: auf U, U, Uy sei g, = q, und diese sei (bzgl. der Relativtopo-
logie von €) auf ¢ — Uj stetig fortgesetzt so, dabB gilt |lq,] s << & (¢, muB
keine auf R stetige Funktion sein). Die Moglichkeit dazu gibt der Tietze-
sche Fortsetzungssatz (s. z. B. [6], S. 242).

Durch

2(Q: =— 50 I (P (P, Q) ()

wird eine Funktion auf R vermittelt, die auf R — € holomorph ist, wie
der Ubergang zu lokalen Parametern zeigt.
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Die Funktion f: = x g, + g ist nach Wahl von » auf U, holomorph und
auf U; meromorph mit denselben Polstellen wie g. Aus der Pompeiu-For-

mel ergibt sich
- 1
JQ =57 T (@(Q — . (P) o (P, Q) A 5(P)
firalle Q & R mit ¢,{Q) == co.
Aus den Eigenschaften des Cauchy-Kerns (s. [1]) folgt daraus die Holo-
morphie von fauf Us. fist also meromorph auf U, w U, U,
Nun sei X: = K\ K, Kund h & H(X) auf X beschrinkt (h darf
konstant sein). Wegen der Voraussetzung M(X) C M(X) existiert cine
Funktion my & M(R) mit

(2 [mg—f| < e|h|auf X.
Wegen |q;| << e auf € gilt [¢(Q)| < & B(Q) fiiralle Q& R.

Mit 1 : = my, -+ my ergeben sich die folgenden Abschitzungen:

Auf K; gilt:

[ — g | < | f (= mg) [+ |y — f| = f—gq| + |z — f]
<le—1llgl + gl + lmy—f| <& B4 [h] = (B+ [h]) =

Auf K, gilt:

[ — g | < [y —f| -+ | f| < g — f| + || [q] + |g]
<e-|h|+e B—(B+[h])-e

Auf K ergibt sich unter Beachtung von 0 << % < 1:

fm—mjll <lq|+ gl +|my—fl<e+e- B+e-|h] firj=12
Esseinun C: R— R irgendeine stetige Funktion mit

C(P)> B(P)+ |h(P)| firP& K K,

©) CP) > B +1-+ [h(P)| fir P K— (K, w K)).

Diese erfiillt dic Behauptung des Fusionslemmas.
Ist Y(P, Q) eine auf R x R meromorphe Funktion und stellt £ =
Y(P, Q) dP mit Ausnahme ciner Menge der Form
M L
P=w {P} xR v Rx{Q},
j=1 i1
mit endlich vielen Punkten Py, .., Py, Qy, ..., Q, & R, cinen Cauchy-
Kern dar, so werde £2 als Pscudo-Cauchy-Kern bezeichnet.
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Bemerkung 3: Ist £ cin Pscudo-Cauchy-Kern mit der Ausnahme-
menge P wic oben und Py, ..., Py, Qy, ..., Q& Kjw Ky K, so gile
der obige Beweis auch mit £2 an Stelle w; die Funktion f kann dann zu-
sitzliche Polstellen haben, diese aber nur auBlerhalb K« K, K. Da £
sich auf die Funktion C(P) auswirkt, kann cine solche Wahl vorteilhaft sein.

4. Das Newtonsche Potential eines Kreisrings

Es soll nun gezeigt werden, dafl die Funktion C(P) im Fusionslemma auf
K, K, nahc 1 und kleiner sein kann, speziell dann, wenn R = C ist und
¢ = C— (U, U,) als Kreisring gewihlt werden kann.

Das Newtonsche (Flichen-)Potential der Kreisscheibe [¢]<r ist die
Funktion

&) =F(n2) =[] sy dédy (¢ =&+in)

[Sl=r

Unter Verwendung der tiblichen Setzungen

=0
2

1 .
(1 — k%sin?r) dt, E(k)= [ (1—Kk2sin?)* dt
)

(

K(k) =

{

- ’vc!u

erhilt man durch eine clementare Rechnung unter Benutzung von [3]
(2235¢)

4rE (u) fir |z|<r

4|z | (lf(ﬁ)¥(1 — ’—) 1\(]%[)) fiir |2 > r.

Nun sei Uy = {[{|<<r}, Uy,={|{|>r+ Ar}, so daBl €
= {r<|{| <r+ Ar}ist. Fiir o sci der iibliche Cauchy-Kern gewihle.
Zu jedem o >0 existiert eine C-Funktion o: R_,—[0,1] mit

(4) F(r,z) =

mit o/{0,r] =1, o|[r+ Ar,co[=0 und |¢'| < ﬁ + o auf R_,.

#(C) 1= o(|£]) besitzt die im Beweis des Fusionslemmas verlangten Eigen-
schaften und man errechnet fiir B(z) (s. (1)):
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6)  BER <5 +o) F+ an2)—F(,2) (z€ ©).

27w \ Ar

271“ - (F(r + Ar, 2) — F(r, 2)) liBt sich dic Abschit-

Fir B(r, 4r,2): =

zung B(r, Ar, 2) < ﬁ 1 herleiten - fiir [z <r -+ Ar folgt dies aus

(4), und sonst clementargeometrisch nach Umschreibung von F mittels
Polarkoordinaten.

Die Zahl o > 0 war belicbig gewihlt; aus dem Fusionslemma in Ver-
bindung mit Bemerkung 2 ergibt sich damit die

Folgerung : Ist K, cin kompakter Teil des Kreises || << r, K ein abge-
schlossener Teil von |&] > ¢+ Ar (r, Ar>0), 6> 0 und K cine kom-
pakte Menge, dann gilt:

Sind my, my & M(C) mit |m — myjlx < e, so gibt es cine Funktion
m & M(C) mit

[ — ], < (»i? % e ,5) -

r

[ — e < (— +2 4 r)) & (j=1,2).

/.r

Dic Abbildung zcigt fiir verschicdene Wahlen von r, Ar die Funktion
B(r, Ar,|z|) unter Benutzung von (4). Es ist zu erschen, daB eine feinere
Abschitzung der elliptischen Integrale die vorstchenden Ungleichungen
nicht entscheidend verbessern kann, da auf K, K gleichmiBig abgeschitzt
wird. AuBerdem ist zu erschen, wie die I—unl\tlon C(z) nach (3) gewiblt
werden kann.

Fiir n = 1 sind die Bereiche angedeutet, in denen K| bzw. K, liegen (un-
ter Beachtung der Rotationssymmetrie zur B-Achsc).
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