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Ein Ordinalzahlensystem fuir die beweis-
theoretische Abgrenzung der IT}-Separation und
Bar-Induktion

Von Wilfried Buchholz und Kurt Schiitte in Miinchen

In der vorliegenden Arbeit wird ein Bezeichnungssystem ftir Ordi-
nalzahlen entwickelt, das in ciner spiteren Arbeit fiir die beweistheo-
retische Abgrenzung eines Teilsystems der klassischen Analysis mit
I1}-Scparation und Bar-Induktion gebraucht wird. Anstelle der
B-Funktionen, auf denen das in [1] behandelte Ordinalzahl-Bezeich-
nungssystem beruht, wurden in [2] y-Funktionen cingefithre, mit
denen sich in cinfacherer Weise ebenso starke Ordinalzahlsysteme
wice mit den O-Funktionen definicren lassen. Die vorlicgende Arbeit
liefert cine Erweiterung und Verschirfung des in [2] behandelten
Bezeichnungssystems und der dort definierten Kollabierungsfunk-
tionen.

Wir gehen aus von der klassischen Ordinalzahlentheorie, wic sie
ctwa im Axiomensystem ZF-C von Zermelo und Fraenkel mit Aus-
wahlaxiom fixiert ist, wobei wir zusitzlich die Existenz ciner klein-
sten schwach unerreichbaren Ordinalzahl I voraussetzen. Tatsiichhich
kann I allerdings auch als dic kleinste konstrukeiv unerreichbare Or-
dinalzahl aufgefaic werden, deren Existenz in ZF-C beweisbar ist.

Im Rahmen der klassischen Ordinalzahlentheorie, deren hier ge-
brauchte Grundbegritte in § 1 angegeben sind, werden in den §§ 2
und 3 dic y-Funktonen definiere und ihre Grundeigenschaften be-
wicsen. Auf der Grundlage dieser y-Funktionen wird in § 4 cin kon-
struktives Ordinalzahl-Bezeichnungssystem T'(I) definiert. Dic §§ 5
und 6 lictern konstruktive Berechnungsverfahren fiir die Ordinalzah-
len des System T(I). Dic fir beweistheoretische Untersuchungen
bendtigten Kollabierungsfunktionen und die hicrauf beruhenden
Ordnungsrelationen <, werden in den §§ 7 bis 9 entwickelt. Die
cbenfalls in der Beweistheorie gebrauchten Herleitungsfunktionen
werden in § 10 bereitgestellt.

T
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§ 1. Grundbegriffe

Die kleinen griechischen Buchstaben a, f3, v, 0, 1, & (auch mit
Indizes) bezeichnen im folgenden immer Ordinalzahlen, Dic Addi-
tion von Ordinalzahlen sci in Giblicher Weise definiert.

P sei die Klasse der additiven Hauptzahlen, d.h. ¢s sci a € P genau
dann, wenn a+ 0 ist und 1+ a = « fir alle < a gilt.

a+ w“sci dic Ordnungsfunktion von P. Dann gilt:

Lemma 1.1.

Q) w“e P
b) Zu ff € P gibt ¢s cindeutig o mit o = f5.
O a< B ‘<ol
d) a < w"
e)w'=1, 0 =w.
f) Ist a cine Limeszahl, so ist = sup {w": n < a}.
Eine Ordinalzahl « heilt eine e-Zahl, wenn o“= « ist. E sei die
Klasse der e-Zahlen, a -+ g, dic Ordnungsfunktion vom [
y=prnr0“+ B (v hat dic Normalform w“+ ff) bedeute, daf
y=w"+ fmit < yund f< yist. Dann gilt:

Lemma 1.2.
a) Gilt y= nro“+ B, so sind ¢ und f cindeutig durch v bestimmt.
b) Zu v gibt ¢s « und B mit y= o+ f genau dann, wenn
0<véEist.
Induktive Definition des Endgliedes e(y) von vy,
1. Firye {0} u Pscie(y):= 7.
2. Flir y=rnr@“+ Bmit S+ 0scie(y) := e (ff).
Folgerungen:
Zuygibtes yymity =y, 4+ ¢(y).
Ist y=£ 0, so st e(y) € .
Lemma 1.3.

Na<y, ey >a+f<y
bya<fit+y,vy<cla)>asf
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Beweis. a) Man hat y>0, also y= vyy+ e(y) mit e(y) € P. Ist
a=y, so folgt a+ =y, + < yy+ e(y) = y. Andernfalls hat man
a=y,+ ¢ mit a,<e(y). Da auch f<e(y) und e(y) € P ist, folgt
a+p<ayF+ely)y=cy),alsoa+ P=y+a+p<y+e(y)=y.

b) Wire f < a, so wirde mit y < e(a) nach a) § + v < « folgen im
Widerspruch zur Voraussctzung.

R sei die Klasse der reguliren Ordinalzahlen > . R sei der Abschlu3
von R beziiglich Limesbildung.

Folgerung: RCRCEcCP

Definitionen.

a:=sup{neR: < a}
Sa:=sup{neR:n=a}
a :=min{neR: a<n}
I:=min{neR:n =n}
Dann gilt folgendes:

Lemma 1.4.
a) a ,Sae {0} UR
b) Susa<a" =(Sa)*eR
o) Sa=a&sae {0} UR
d)ae{0}URD (¢ =a
l>ae R () =«
HI>ae{0}UR>(ce R&a™ < a)

Induktive Definition von ¢y und ry.

Firy<lIscigy:=0undry:=y.
CFir =y = o Bscgy:= 0+ gfundry: =rf.
.Hiri=syeEscigy:=yundry: =0.

W o -

Folgerungen:
y=qy+rymitry <<l
Isty= 1 soiste(gy) =1
Lemmals. a<y, <l ry=0>a+ f<y

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt < 1= e(y). Nach Lem-
ma 1.3 a) folgt dic Behauptung.
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Eine Ordinalzahl « heiBe cine Anfangszahl, wenn a = 0 oder « € R
ist. a+ Q, sci die Ordnungsfunktion der Klasse {0} U R der An-
fangszahlen. Dann gilt:

Lemma 1.6.

a) 2,€ {0} UR, also S(Q,) = Q,.
b) Zu f e {0} U R gibt es eindeutig @ mit Q, = f.
a<f 0, <y
) l = Q{l
Q) Q,=0, Q=1
Ha<le Q<1
g) Flir a < T'ist £, € R genau dann, wenn es o, mit « = o, + 1 gibt.
h) Ist « cine Limeszahl, so ist 2, = sup {2, : n < a}.

o

§ 2. Die Ordinalzahlen Ya

Induktive Definition der Ordinalzahlenmengen C'(a) (n < @) und
C{(a) und der Ordinalzahl ¥a (durch Hauptinduktion nach « und
Ncbeninduktion nach n).

1) 0, 1eC'(a)

(C2)  y=wo+ny EneC(a)=>ye C ' a)
(C3) Sy<y<l; Sye (]“(a):?ye()"“(u)
(C4)  f<a PeC(a)=> Whe "' a)

(C3)  Cla):=u{C(a):n<wy}

(C0) Yo =min {n: ¢(,‘ (a)}

Folgerung: m <n < w = C"(a) c C'(«q)

Lemma2.l. a< = Cla)c Cf), Ya=< ¥f

Dies tolgt unmittelbar aus den Definitionsregeln.

Lemma2.2. 0 < W< ]

Beweis. Aus (C1), (C5) und (€ 6) folgt O < Wa. Durch Induktion
nach n crgibt sich, daff C"(a) cine Macheigkeit < hat. Dann hat
aufgrund der Regularitic von [ auch Ca) cine Michtigkeic < 1. Nach
(C6) folgt Wa< I,
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Lemma 2.3. Wae R

Beweis. Wire Wa¢ R, so hitte man nach Lemma 2.2
S(Wa) < Wa< . Dann wire nach (C6) S(Wa) e Ca) und nach
(C3) Wa e Cayim Widerspruch zu (C6).

Lemma 2.4. ye C'(u), vy< I y< ¥a

Bewets durch Induktion nach n.

1. ve C"(a) gelte nach (C1). Dannist y= 0 < Ya.

2. ye C'(a) gelte nach (C2) oder (C€3). Dann folgt dic Behaup-
tung aus der LV, (Induktions-Voraussctzung), da nach Lemma 2.3
WaeReEist

3. ye C'a) gelte nach (C4). Dann hat man y= ¥ mit f< «.
Nach Lemma 2.1 folgt v =< Wa. Da Wa ¢ C(a) ist, folgt y< Wa,

Corollar 2.4. Dic Menge derjenigen Elemente von C(a), die <
sind, ist gleich dem Abschniet aller Ordinalzahlen < Ya.

Beweis. Dies folge aus (C6) und Lemma 2.4,

Lemma 2.5.
g p<y<I, ye Cla) > fe Cla)
b) y=nrw+ ne Cla) > E,ne C(a)

Beweis. a) tolgt aus Corollar 2.4.

b) folgt im Fall y<[ aus a). Andernfalls kann y= \; @+
n e C(a) nur nach (C2) gelten, also nur mit §,17 € C(a).

Lemma 2.6.

Ha<f.oae Cf)> Ya< ¥h
b)a.fe Clayu CB), YVa=¥>a=p

Beweis. a) Aus a< ff und a € C(f) folgt nach (C4) Yae C(ff).
Nach den Lemmata 2.2 und 2.4 folgt Wa < WB.

b) Wire ¢ < f, so wirde aus ¢ € C(a) v C(ff) nach Lemma 2.1
a € C(B) und nach a) Wa < Wp folgen. Ebenso fithre diec Annahme
B < azum Widerspruch zur Voraussetzung Pa = Wp.

Lemma 2.7. Ist a < fund gibt ¢s kein 0 € Cla) mit a <0< f3, so
gil: ye C'(B) > y e C(a).

Beweis durch Indukaon nach n.
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1. y e C"(B) gelte nach (C1). Dann gilt auch y € C(a).

2. y e C*(P) gelte nach (C2) oder (C3). Dann folgt dic Behauptung
aus der L.V

3. ye C"(B) gelte nach (C4). Dann hat man y= Yo mit 0 < Sund
nach L.V. 6 € Ca). Daher kann nach Voraussctzung nicht a <6< f8
sein. Da 0 < fist, folgt 6 < a. Nach (C4) folgt y= Wd e C(a).

Lemma 2.8. Ist f=min{n:a<ne C(a)}, so ist C(a) = C(p),
also Wa = Whund fe C(f).

Beweis.  Aus  der  Voraussetzung  folgt nach Lemma 2.1
C(a) c C{f) und nach Lemma 2.7 C(B) c C(a).

Lemma 2.9. [st ye C"(d), so gibt es 0=min {n:y=<ne C(B)}
mit & € C"(a).

Bewets durch Induktion nach .

1. Es sei y=1I Ist ye C(f), so gilt dic Bchauptung fiir 6 =y.
Andernfalls gilt sic aufgrund von Corollar 2.4 fiir 6 = I.

2. Es sei I < y. Dann kann y € C"(«¢) nur nach (C2) gelten.

Man hat also >0 und y= 0" + 7, mit 7,7, € C"" Ya). Fiir
i=1,2 gibt "es nach LV. o =min{n:y=neC(f)} mit
oeC N, Ist y,eC(f), so gilt dic Behauptung fiir
0= o'+ 8. Andernfalls gilt sie fiir &= »”.

Lemma 2.10. Gilt y € C(a) nach (C4), so gibt ¢s genau ein f< a
mit y= ¥Yhund fe Cf).

Beweis. Aufgrund der Voraussctzung hat man y= ¥, mit
fy<a und fye C(a). Dann gibt ¢s nach Lemma 29
p=min{n:f,=ne C(B)}. Nach Lemma 2.8 folgt C(f5)) = C(f3),
v= W und e C(f). Nach Lemma 2.6 b) ist f cindeutig durch y
bestimme. Ist ff,= f3, so hat man << a. Andernfalls ist f3, ¢ C(f3),
also iy ¢ C(P). Da e C(a) ist, folgt auch in diesem Fall f < a.

Lemma2.11. Be C(f), y< WP+ >+ ve Cf+ 7y

Beweis. Aus y<W(f + 1) folgt I > ve C(f+ I). Angenommen,
es sei y¢ C(f+ 7). Dann ist C(f+ y) = C(f+I). Folglich gibt es
nach Lemma 2.7 6e C(f+7y) mit f+y=o<f+ 1 Es folgt
O=p+ 6, mit y=<6,<] und &, e C+ ) Nach Lemma 2.5 a)
folgtye C(B+y). Mit fe C(Hyc CB+ plolagt p+ve CH+ ).
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Lemma2.12. ae C{a), f<ra>qa+ fe Clga+ ff)

Bewels. Aus ae Cla) folgt qae C(a). Angenommen, es sci
qa ¢ C{qga). Dann ist C(qa) #+ C(a). Folglich gibt ¢s nach Lemma
2.7 0e C{go) mit gqa=90< . Es folgt ¢6€ C{gar) und gu = go.
Man hat also
(1) qae Clqa)

Aus ae C(a) folgt auch ra € Ca). Nach Lemma 2.4 folgt
ra< ¥a. Daf<raund a<qa+ Iist, folgt

2 B<Wga+).

Aus (1) und (2) folgt dic Behauptung qa+ e Clga+ f3) nach
Lemma 2011,

Lemma213. a< ¥ > e Cla), | + a< Wa= Q,,,

Beweis. Aus o< WI folgt nach Lemma 2.11 (fur f=0 und
v=ua) a€ C(a). Durch Indukton nach a folgt Wa= Q,,,. Aus
I>wae Cla) folgt nach Lemma 2.4 a< Wa. Dann ist auch
1+ a< Wa.

Lemma2.14. Wi=ae Cla) 2 1= a, Va= Q44

Beweis. Wire a < I, so wiirde aus « € C(«) nach den Lemmata 2.4
und 2.1 a < Wa < Y] folgen. Im vorliegenden Fall ist also I =< a.
Dann ist ga cine Limeszahl. Da W(ga) € R ist, gibt es n mit
W(ga) = £,. Angenommen, es sei n<,. Dann hat man
Sn<W(qa), folghch Sne C(ga). Dies kann nur nach (C1) oder
(C4) gelten. Man hat also entweder S =0 oder nach Lemma 2.10
Sn=¥d mit 0<qa und de C(d). Im ersten Fall sei f=0, im
zweiten Fall f=0+ 1. Dann ist in jedem Fall n<n = lI/[)7 mit
pe C(f). Da ga cine Limeszahl ist, ist auch < gqa. Fiir alle y < Wf
hat man y< ¥(f+ 1) und nach Lemma 2.11 B+ ve (‘([3+ 7).
Durch Induktion nach y folgt 2, = W(+ y) fur alle y= WS, also
msbesondere Q5 < ¥(S + ¥h). Aus P<qga, Yp<Tundr(ga) =10
folgt nach Lemma 1.5 f + ¥ < ga. Hiermit ergibt sich

QusVP+ VB <Wqa)=Q,
mm Widerspruch zu n < Wp. Somit ist = . Es folgt
(1 Plga) = Ly
Aus a € C(a) folgt nach Lemma 2.12
2 qoa+ e Clqa+ p) firalle f<ra.



106 Wilfried Buchholz/Kurt Schiitte

Aus (1) und (2) folgt durch Induktion nach
Wiga+ f) = Quuup firalle f=ra,
also insbesondere Wa= Wqa+ ra) = Q0+ 1a-

Lemma 2.15. Ist [=fe C(B) mit rf=0 und a= ¥+ y<
W+ 1), soist Q, =W+ v).

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt nach Lemma 2011
P+yeCB+y). Man hat g(f+y)=B=1 und r(f+7y) =7
Nach Lemma 2.14 folgt W(f+ 7) = Q,p,, = £

o-

§ 3. Die Ordinalzahlen yoa

Im folgenden bezeichnen 7z, o, Timmer Anfangszahlen < [,
Induktive Definition der Ordinalzahlenmenngen C)(a) (n < o)
und C,(a) und der Ordinalzahl yoa (durch Hauptinduktion nach «
und Nebeninduktion nach ).
) Isty=ogoder y=1 sosciye C)(a).
) ovy=npr+m EneClla) > ve Crt Y a)
(C,3) PeClla)>WheCl ' a)
) B<a . BeCllaz yapeCl N a)
) Cula):=u{CHa) n<wm)
(C,6) yoa:=min{n:n¢C,la)}

Folgerung: m < n < w= C'(a) € C)(«a)
Lemma3.l. 0= 7, a=< = C,la)c C.p), you= yap

Dies folgt unmittelbar aus den Definitionsregeln.

Lemma 3.2. 0 < yoa < ¢*, also S(yoa) = o.

Beweis. Aus (C,1), (C,5) und (C,6) folgt o< yoa. Durch Induk-
tion nach n crgibe sich, dall C} (&) cine Machtigkeit < ¢* hat. Dann
hat aufgrund der Regularitit von ¢% auch C,(a) cine Michtigkeit
< 0", Nach (C,06) folgt you < 0",

Lemma 3.3. yoa € E

Beweis. Nach Lemma 3.2 ist yoa 0. Wire yoa ¢ £, so hitte
man daher yoa = 0+ 1, folglich nach (C,6) &ne C,(d) und
nach (C,2) woa € C,(a) im Widerspruch zu (C,0).

0
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Lemma3.4. y € Ci(a). y< ¢" =y < you.

Beweis durch Induktion nach n.
. v € Cha) gelte nach (C,1). Dann ist y < o< you.
. v e Cla) gelte nach (C,2). Dann folgt die Behauptung aus der
. danach Lemma 3.3 yoa € E st
.y e ClHa) gelte nach (C,3). Dann ist nach Lemma 2.3 ye R.
Aus ¥ < ¢ folgt daher y = o< yoa.

4. ye CHa) gelte nach (Cy4). Dann hat man y= yaff mit f < «.
Aus y< 0" folgt nach Lemma 3.2 7= 0. Nach Lemma 3.1 folgt
v = ypoa. Daypoa ¢ C,(a) ist, folgt y < yoa.

W < o=

Corollar 3.4. Dic Menge derjenigen Elemente von C,(a), dic < o
sind, ist gleich dem Abschnitt aller Ordinalzahlen < yoa.

Beweis. Dies folgt aus (C,0) und Lemma 3.4.

Lemma 3.5.

) p<y<ot, ye Cla)=> fe Cyla)
b) y=nrwi+ ne Cyla) > Ene Cyla)

Beweis. a) folgt aus Corollar 3.4,

b) folgt  im  Fall  y<o® aus a). Andernfalls  kann
y=rnw + neCya) nur nach (C,2) gelten, also nur mit
EneCla. ‘

Lemma 3.6.

), ae CUp), a< = yoa<yof
b) o', a, pe Clayu CUp), yoa=yof=>a=f

Beweis. a) Aus ¢, a eC () und @ < f folgt nach (C,4) youa €
Co(f). Nach den Lemmata 3.2 und 3.4 folgt youa < yap.

b) Wire a < f5, so wiirde aus 07, a € Cy(a) v C, () nach Lemma
3.1 07 ae Cyf) und nach a) yoa < yofi folgen. Ebenso fihre die
Annahme f§ < @ zum Widerspruch zur Voraussetzung yoa = yof.

Lemma 3.7. Ist ye Cl (@), so gibt cs O=min{n:y=n € C(p)}
mit 0 e C{a).

‘g

Beweis durch Induktion nach n entsprechend wie fiir Lemima 2.9,
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Lemma 3.8.Gilt y € C*'(@) nach (C,3), so gibt ¢s genau ein €
Cl(a) mit y= ¥Bund fe C(p).

Beweis. Aufgrund der Voraussctzung hat man y = ¥f, mit fi, e
CH{d). Dann gibt ¢s nach Lemma 3.7 f=min {n: 5, = ne C(H)}
mit € CJ{a). Nach Lemma 2.8 folgt y= ¥ und e C(ff). Nach
Lemma 2.6 b) ist f cindeutig durch y bestimmt.

Lemma3.9.y e C"(f)) > ve Cyp(a)

Beweis durch Induktion nach n.

1. Es set y<I. Dann folgt aus y € C(f) nach Lemma 2.4 y < Y3,
Nach (Cygl) folgt v € Cyp(a).

2. Esset y = I Dann gilt y € C,4(a).

3. Es sci I<y. Dann kann ye C(f) nur nach (C2) gelten. In
diesem Fall folgt dic Behauptung aus der 1LV.

Lemma 3.10. B € C(B), B e C,(d) > B € C,(c).

Beweis. Aus fBe C(f) folgt nach Lemma 3.9 fie Cp(a). Ist
YB = o,sofolgtff € Cya). Esscinun o< Yf. Dannkann ¥ e C,(q)
nur nach (C,3) geleen. In diesem Fall hat man nach Lemma 2.8
Yh=Wwg, mit fye C(f) und f, € C,(a). Nach Lemma 2.6 b) folgt
p =P, also fe C,(a).

Lemma 3.11. Ist ¢ < fund gibtes kein 0 € Cy(@) mit a= 0 < f3, so
gilt 7€ C1(B) > 7€ Cla)

Beweis durch Induktion nach n entsprechend wie tiir Lemma 2.7,

Lemma 3.12. Ist f=min{n:a=ne C,a)}, so ist C,(a)=
Co(P), also yoa = yof und e C,(f).

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt nach Lemma 3.1 C () C
C,{p) und nach Lemma 3.11 C,(f8) ¢ C,{(a).

Lemma 3.13. Ist ye Cl(a), o=a und f<a, so gibt cs
O=min{n:y<ne C(f)} mit de Ci{a).

Beweis durch Induktion nach n.

1. ye Cyla) gelte nach (C,1). Da o = mist, folgt ye C(ff). Dic
Behauptung gilt daher fiir 6 = 7.

2. ve Ci{a) gelte nach (C,2). Dann hat man #>0 und

]

y=nr0'+ ymut y,y, € CF7 («). Fiir i =1,2 gibt ¢s nach LV.
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S=min{n:y, = ne CP)} mit 6,€ CI~(a). Ist 1 € C,(), so gilt
diec Behauptung fiir 6 = g + 0, Andernfalls gilt sie fiir 6 = w.

3. ye Ci(a) gelte nach (C;3). Dann hat man n>0 und y= ¥y,
mit y,€ Ci7'(a). Nach LV. gibt es dy=min{n: = ne C,(f)}
mit &y € C~'(a). Die Behauptung folgt fiir & = ¥o,.

4 v e Cl{a) gelte nach (C,4). Dann hat man # > Ound y =y, 7, mit
vi e Clm N a). Nach LV. gibt es 6 =min {n:y{ = ne C,(B)}
und & =min {n: 1, < ne C,(f)} mit 8;,,€ Cl~Ha).

4.1. Es sci ¥ € CL(f) und 0, < f3, also auch 0, < a. Dann gilt die
Behauptung fiir 6 = yy,6,.

4.2, Es sci ¥ € C,(f) und = 6,. Dann gilt dic Behauptung fiir
o= 7.

4.3. Es sei i ¢ C.(f). Dann gilt dic Behauptung fiir 6 = 6.

Lemma 3.14. Ist 0< y und gilt y € C2*' (&) nach (C,4), so gibt ¢s
gcnau ein 72 o und genau cin f< a mit y=yxafi, fe C,(f) und
7 e Clla).

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung hat man y = yaf, mit
B, <aund 7*, B, € Ci(a). Aus o<y folgt nach Lemma 3.2, daBl
72 0 und 7 cindeutig durch y bestimmt ist. Dann gibt ¢s nach
Lemma 3.13 B=min{n:f=ne C,(f)} mit Be C;(a). Nach
Lemma 3.12 folgt C.(f) = C.(f), vy=yap und pe C,(B). Nach
Lemma 3.6 b) ist f cindeutig durch y bestimme. Ist f= f,, so hat
man f§ < a. Andernfalls ist 5, ¢ C.(f), also f,¢ C.(B). Dax= 0oist,
folgt B¢ C,(B). Da fi,e C,(a) ist, folgt auch in diesem Fall B < a.

§ 4. Die Ordinalzahlenmenge T(I)

Induktive Definition der Ordinalzahlenmenge T'(I) und des Grades
gr(y) ciner Ordinalzahl y e T(I).
(r1y 0,IeT(), gr(0)=gr(l):=
(12)  y=no'+BafeT)=>yeT(),
gr(y) = max {gr(d), gr(f)} +1
(13)  waeClay,ae TI)=> ¥Yae T'(), gr(Wa) : =gr(a) + |
(T4  aeCla); 0,ae T(I)=> yoae T(I),
gr(yoda) : =max {gr(o), gr(a)} + 1
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Lemma4.1.0€e T(I) > 0" € C (@)

Beweis. Fir o e T(I) kommen folgende zwei Fille in Betracht.

1. o= 0. Dann folgt nach (C,1) und (C,3) 0" = W0 € C (a).

2. 0= YB mit e C(f). Dann hat man nach (C,1) ¥he C,(a)
und nach Lemma 3.10 feC,(a). Es folgt B+ 1€ C,(«) und nach
(Cy3) 0" =W (B+1) e C,la).

Lemma 4.2.
A aeCla), fe CH), YVa=¥>a=0
by oe T), ae Cya), pe Cyp), yoa=yoi=> a=4

Beweis. a) folgt aus Lemma 2.6 b).
b) folgt aus den Lemmata 3.6 b) und 4.1.

Anmerkung. Jede Ordinalzahl aus T'(I) hat cine Normalform, dic
gemill den Definitionsregeln (7'1) bis (T'4) aus den Symbolen 0, 1,
@, +, Y und y zusammengesetzt ist. Diese Normalformen nennen
wir Ordinalterme. Aus den Lemmata 2.2, 2.3, 3.2, 3.3 und 4.2 folgr,
daB je zwet verschiedene Ordinalterme verschiedene Ordinalzahlen
bezeichnen. Daher st der Grad gr(y) einer jeden Ordinalzahl
v e T(I) eimdeitig bestimmt.

Lemmad43.me T(I) & a5 e T'(I)

Beweis. 1. Esscime T'(I). Ist =0, so hat man 77 = Yo e T'(]).
Andernfalls st 7= ¥f mit fe C(f) n T'(I). Es folgt f+1 €
CB+1n T(I) und 7 = W(B+1) € T(I).

2.Es sei e T(I). Ist 77 =10, so hat man 7=0¢€ T'(I).
Andernfalls ist ¥ =+ 1) mit f+1eC(B+1)nT(I). Es
folgt fe C(B+1). Ist C(B) = C(P+1), so hat man fe C(f). Ist
C(B) = C(P+1), so folgt f e C{B) nach Lemma 2.7. Man hat also
injedem Fall Be C(f) n T(I) und 1= Whe T(I).

Lemma 4.4. Fiir me T'(I) gilt:
ae Cylay & at e Cyla)

Beweis mit Hilfe der Lemmata 3.10 und 4.3.

Lemmad4.5.v€ T(I) = v < g,

Beweis durch Induktion nach gr(y).
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Lemma 4.6. vy € T'(I) = ye C,(g1)

Beweis durch Induktion nach gr(y) mit Hilfe der Lemmata 4.3 bis
4.5.

Lemma4.7. ye Cl{a) > ye 1T(I)

Beweis durch Induktion nach n mit Hilfe der Lemmata 3.8, 3.14 und
4.3

Lemma 4.8. v ist genau dann cine Ordinalzahl < W0 aus T(1).
wenn Y < YOg, ist.

Beweis. Nach Corollar 3.4 ist v genau dann eine Ordinalzahl
<0 = W0 aus Cyg+y), wenn y< yOg,; ist. Nach den Lemmata
4.6und 4.7 1st T(I) = Cy(g41). Hiermit ergibt sich die Behauptung.

Anmerkung. Nach Lemma 4.8 bilden digjenigen Ordinalzahlen aus
T(I), die < Y0 sind, cinen Ordinalzahlenabschnitt.

Lemma 4.9.v€ T(I) = Sye T(I)

Beweis durch Induktion nach gr(y).

Lemma 4.10. Flir a < [ gilt: ae T(I) & Q, e T(I)

Beweis. Fir a < W] tolgt die Behauptung aus Lemma 2,13, Im
tolgenden scinun Wi a <.

1. Essci e T(I). Dann hat man nach Lemma 4.9 Sa = YHe T(I)
mit [=f/ie C(f) n T(). Es folgt I=qf e T(I) und nach Lemma
2.12¢f e C(gP). Man hat

Yap)=Sa<a<a =WYp+1)
Daher gibt es ye T(I) mit a = ¥Y(qp) + y< W(qf+I). Nach Lem-
ma 2.15 folgt £, = W(qf+y) e T().

2. Es sei Q,e T(I). Dann hat man Q,=Y¥Yfhe T(I) mit |
=PeC(B) n T(I). Nach Lemma 2.14 folgt Q,=yfi = Q.5+ 5.
also a=y(gp)+rpe T).

Im folgenden bezeichnen die kleinen griechischen Buchstaben a, f,
¥, 0, 1, & (auch mit Indizes) immer Ordinalzahlen aus T(I). 7, 0. 7
bezeichnen im folgenden immer Anfangszahlen < aus T(I).

Bezeichnet M eine Menge von Ordinalzahlen, so bedeute M <
(oder M= f), dall @< f§ (oder = f) fur alle ae M gilt. a< M
bedeute, daB es f € M mit a < f gibt.
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§ 5. Die Koeffizientenmengen Gy und Ky

Induktive Definition der Koeffizientenmenge Gy.
GO und GI scien leer.

CFiry= o+ nsci Gy: = (}Eu

CFir fe CP) sei G(WP): =GB~ U {/3}

Fir f € C.(p) sei G(yaf):= G

Lo =

+

Folgerungen:
Gy st cme endliche Menge von Ordinalzahlen aus T(I). G C
Gla+pcGau Gp

Lemma5.1l.ye Cla) & Gy< a

Beweis durch Induktion nach gr(y) unter Benutzung der Lemmata
2.5b), 2.10 und 3.2.

Corollar 5.1. Y ist genau dann cin Ordinalterm aus T'(1), wenn o ¢in
Ordinalterm aus T'(I) ist und Ga < a gilt.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 5.1, weil ein Ordinalterm ¥« aus
T'(I) der Bedingung a € C(a) zu genligen hat.

Definition. G(Gy): = v {Ga:a e Gy}
Lemma 5.2. G(GY) € GY)

Beweis durch Induktion nach gr(y)

Definitionen.

ga:=max (Ga u {0})
ha:=ga+ w"

Lemma5.3. ha € C(ha)

Bewets. Aus dem Lemma 5.2 folgt
Glha)y = Ggat o) = Ga< ga+ o= ha
Nach Lemma 5.1 folgt ha € C(ha).
Induktive Definition der Koeffizientenmenge K.
1. KO und KT scien leer.,
2. Fiir y= ;o +nsci Ky:= KEuU K.
3. Fir I > ye Esci Ky:= {y).



Ein Ordinalzahlensystem 113

Folgerungen:

Ky ist cine unendliche Menge von Ordinalzahlen < Iaus E 1 T(I).
Kfc K(a+fp)c Kau Kp

Lemma5.4. y € C(a) & Kyc C(a)

Beweis durch Induktion nach gr(y).

Lemma 5.5. ¢ € C{a) > Ka< Yu

Beweis. Aus a € C(a) folgt nach Lemma 5.4 Ka ¢ C(a). Nach
Lemma 2.4 folgt Ka < Wa, da Ka < ]ist.

Definition der Kollabierungsfunktion d.

da: = { a, wenn o < [ ist
' Yiha), wenn I < aist.
(Nach Lemma 5.3 st ha € C(ha).)

Folgerung: do < |

Lemma 5.6.
) a<l> Kae=da
byI=a=> Ka<da
Beweis. a) gilt, weil in diesem Fall da = aist.
b) Fir I = o« hat man nach den Lemmata 5.3 und 5.5
Kac Kha) < W(ha) = da

Lemma5.7. a < f3, Ku<df=> da<df

Beweis. Ist f < [, so hatmanda=a< f=dB. Ista<I= f5,s0
istdff € E. Aus Ka < df folgt dann da = a < df. Es sci schlieBlich
I=a. Aus Ka<df=W(hp) folgt dann Ka < C(hfl) und nach
Lemma 5.4 a e C(h ). Nach Lemma 5.1 folgt
(1) ga<hpf
Aus a < B folgt 0“< o= e(h ). Mit (1) folgt nach Lemma 1.3 a)
(2) ha=ga+ o“<hf
Aus (2) folgt nach den Lemmata 2.6 a) und 5.3

da=Yhay<Whp) =dp

8 Miinchen Ak. Sb. 1983
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§ 6. Die Koeffizientenmengen G,y und K,y

Induktive Definition der Koeffizientenmenge G,y.

1. G,0und G,I scien leer.

2. Fiir y= w0+ nsei Goy:= G,EU G,
3. Fiir e C(ff) sei G,Wp: = G,p.

4. Fir p e C,(P) sci

0, wenn T < o ist,
Gytu Gou {B}, wenn 0= mist.

Goynaf:= {

Folgerungen:
Gyy st cine endliche Menge von  Ordmalzahlen aus  1T°(J).
GBE Golat B) € G G

Lemma6.1. ye C,(a) & G,v< «

Beweis durch Induktion nach gr(y) unter Benutzung der Lemmata
3.5b), 3.10, 3.14 und 4.4.

Corollar 6.1. oo 1st genau dann cin Ordinalcerm aus T°(I), wenn o
und « Ordinalterme aus 7T(I) sind und G o < « gilt

Beweis. Dies folgt aus Lemma 6.1, weil ¢in Ordinalterm oo aus
T(I) der Bedingung a € C,(a) zu geniigen hat,

Anmerkung. Mit Hilfe der Corollare 5.1 und 6.1 crgibt sich:

1. Es ist entscheidbar, ob eine Zeichenreihe einen Ordinalterm des
Systems T'(I) bezeichnet.

2. Fiir je zwei Ordinalterme o und f$aus T(I) ist entscheidbar, ob
a<f.a=foder f<agil

Lemma 6.2. Ist Y < g oder y= g, so ist G,y leer.

Beweis. In diesen Fillen gilt nach (C, 1) und Lemma 4.1 vy € C(0).
Nach Lemma 6.1 folgt G,y < 0. Dann ist G,y leer.

Lemma63. 1< o> G,y C G,y

Beweis durch Induktion nach gr(y).

Induktive Definition der Ordinalzahlenmenge Uy,
1. U0 und Ul seien leer.
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. Fiir y=nr 0+ nsei Uy:= UEU Un.
. Fiir fe C(B) sei U(WP) : = UB.
. Fiir fe C (p) scit U(yap):={x*} v Uz u UB.

RS ]

Folgerungen:

Uy ist cine endliche Menge von Ordinalzahlen <1 aus R n T(I).
UpcU(a+f)ycUav U

Lemma 6.4. Ist Uy = g, so ist Gy leer.

Beweis durch Induktion nach gr(y).

Lemma 6.5. [st 6 < 7und gibt es kein € Uy mit 0<< n =1, s0 ist
Gy = Gy,

Beweis durch Induktion nach gr(y). Dic Behauptung gile trivialer-
weise oder folgt unmittelbar aus der LV., wenn y niche die Gestalt
yaf hat. Es scinun y= yafmit fe C (). Dannist Uy= {17} U
Us v UP, folglich nach Voraussctzung cntweder 7% < ¢ oder
T<a’.

1. Es sci 75 < 0. Dann ist 1 < 0. In diesem Fall sind G,y und G,y
leer.

2. Es sei v<<a®. Dann ist 7= 7. In dicsem Fall ist Gy = G 1 U
Gpu{plund Gy = G u Gfu {p). Nach LV. ist Gur= G,
und G, = .. Es folgt G,y = G,v.

Lemma 6.6. Zu y gibt cs t=min {7: G,y <y} € {0} U Uy.

Beweis. Die Existenz der Ordinalzahl 7= min {7: G,y < y} folgt
aus Lemma 6.4, Ist 7 0, so folgt aus der Minimalitic von 7, dall
Goy ¥ Gy fiir alle o < tgilt. Dann gibt ¢s nach Lemima 6.5 zu jedem
o<teinne Uymit o< n=r1 Esfolgt e Uy.

Induktive Definition dcr Koceffizientensmenge K,y.
1. K,0und Kl scien leer.
2. Fiir y= po 4 nsei Kyy: = K,Eu K.
3. Fir fe C(p) sci
K,2Wp: = { {}I’{f}, wenn W< (Tist,
K,p, wenn o< W ist,

Q¥
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4. Fiir ff e C,(p) sci

K pmf:= {yap}, wenn T < g st
WP K,mtu K,f, wenn 0 < 7T ist.
Folgerungen:

K,y ist cine endliche Menge von Ordinalzahlen < o% aus En T'(1).
K.,pc K (a+p) c K,au K,p
Lemma 6.7. y€ C,{a) > K,y < C,(a)

Beweis durch Induktion nach gr(y).

Lemma 6.8. « € C,(a) > K,a<youa
Beweis. Aus a e Cy(a) folgt nach Lemma 6.7 K,a c C,(d). Nach
Lemma 3.4 folgt K,a < yoa, da K,a< o ist.
Lemma 6.9. 1< 0> K,0= K,0"
Beweis. Man hat 0 = Yo und 6" = Y(a+ 1) mit
Kyo=Ka=K,(a+1)=K,0
Lemma5.10. 1< Sy = K, SYC K.y

Beweis durch Induktion nach gr(y).

Definitionen. Fiir cinc Menge M von Ordinalzahlen aus T°(f) sci
GM:=u{Goa:ae M}, KM:= U{Ka:ae M} und UM:=
uilUa:ae M}

Lemma 6.11.

) r=0=> G,G,yC Gy
b) 1<0o= K,G,vE Ky
o 1= 0> KKy = Kyy
d) U(G,y) € Uy
e) UUy c Uy

Beweis durch Induktion nach gr(y). Fir ¢) ist zu beachten, dab
Ulx™) = Umist.

Lemma 6.12. 0" = 1> G, v=G,yu G, K7

Beweis durch Induktion nach gr(y).
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Lemma6.13. 0" =1, G,y *+ Gy, 1< 0> K,0C K,y

Beweis. Aus G,y ¥ G,y folgt nach Lemma 6.12, dall G, K,y nicht
leer ist. Es gibt also a € K.y, so dall G,a nicht leer ist. Dann ist
Sa = ¢. Nach den Lemmata 6.10 und 6.11 ¢) folgt firm < g

Ky € Ky © KoKy = Kyy

§ 7. Hilfsfunktionen fiir die Kollabierung

Definition. g,y : = max (G,y U {0})

Induktive Definition von S,a und H,« fiir o < und n < w.
. Spa:=min{Te R:Sa=x}
. Fir o= (Sya)” st Hya = g,a+ o
Sppia:=min {x: G, H,a < H,a}
st Sypia= 0" = 1,50 sel Hypa: = g,H,a+ 1 (H,q).
Ist S,o ¢ R, soset H,. o= H,a. (Im crsten Fall ist G H,a < H,«,
also nach Lemma 6.1 H,a e C.(H,).)
Nach dieser Definition ist
Sa= { (Sa)™, wenn Sa ¢ R ist,
Sa, wenn Sa e R st

+ o =

Lemma 7.1. Ist a<[und S,,;a#* 0, so hat man S, ;&= ¢ mit
H,a= G H,a< H,. .

Beweis. Ist S, % 0, so folgt aus der Definition von S, @ nach
Lemma 6.6, dall 1> S, ;€ R ist. Man hat also S, ,a= 0" = 1. Es
folgt nach der Definition von S, .«

H,a< G,H,a
und nach der Definition von H,4 a
G,Ha<g,H,a+ yr(H,c) = H,, a

Lemma 7.2. Ist a<[] und S,a=0, so hat man S,a= 0" mit
G,H,a<H,aund S,.,a< S,a.

Beweis. 1. n=0. Man hat definitionsgemi S,a=o¢" und
Hya= g,a+ w“ Nach Lemma 6.11 3) folgt
G, Hya= G,a<g,a+ o= Hya
2. #> 0. Dann hat man nach Lemma 7.1 S,a = ¢ = tund
H,_ a=sGH,ya<H,a= g,H,_a+ yr(H,_;a)
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Nach den Lemmata 6.2 und 6.11 a) folgt

GaHua baY ﬂ(JHrl--l a< H,,(X
Man hat also in jedem Fall G, H, o < H,a. Nach der Definition von
Sprratfolgt S, a=0< S, a.

Lemma 7.3. Fiir a < [ gilt:

1) UHya) = Ua.

b) Ist S,y a0, soist S,y € Uaund
UH, o= Uau {(S;a)", ..., (S, )t}

Beweis von a). Man hat Sja= 0" und Hyu = g,a+ o Nach
Lemma 6.11 d) folgt U(H,a) = Ua.

Beweis von b) durch Induktion nach 1. M sei im Fall n = 0 leer und
im Fall > 0 dic Menge {(S;a)*, ... (S,&)*}. Dann ist nach a) und
der LV. UH,a) = Uaw M. Ist S, a#+ 0, so tolgt aus der Defini-
tion von S, @ nach Lemma 6.6

S,piae UH,a) = Uau M
Da S, o kleiner als jedes Element von M ist, folgt S, ¢ € Ua und
nach Lemma 6.11 ¢) U(S, ;&) € Ua. Man hat nun S, ;¢ = o' und
H,a=g¢,H,a+ (S, a) (H, a
Nach Lemma 6.11 a) folgt
U(H 1 0) = {(S, )} U U(S, 1 0) u U(H,a)
Autgrund von U(S,;10) € Uaund U(H,a) = Ua U M folgt
U(H, o) = Uaw {(Sya)", o (S}

Anmerkung. Nach Lemma 7.3 b) sind fiir jeden Ordinalterm o < /
alle S, und somit auch alle H, « berechenbar.

Lemma 7.4. Flir « <[ gilc.
a) e(Hya) = Su
b) ¢(H,.ya) = S,. ¢

Beweis. a) Man hat e(Hya) = 0“= Sa.

b) Ist S,.;a=0, so gilt dic Behauptung. Andernfalls st
e(H o) = P(S,1a) (H,a) > S, 4

Lemma 7.5. «< [, 1" < S, = K, H,a = K,«

Beweis durch Induktion nach n.
1. n = 0. Man hat Sy = 0%, 7 < o und nach Lemma 6.11 b)
K Hya= K (¢,a+ &%) = K,u
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2. 1>0. Aufgrund von 7" < S,a hat man S,a=0"=1, 1< o0,

Gy,H,—1a+ G.H,_jaund

H,a=g¢,H,ya+ yt(H,.q)
Nach den Lemmata 6.9 und 6.11 b) folgt

K. H,a=K,ou K, H,_,a
Aus G H,ja+ G.H,_ja und 7< 0o folgt nach Lemma 6.13
K,0C K.H, ja, und nach LV. folgt K,H,_,a= K,a. Hiermit cr-
gibt sich K;H,a = K, a.

Lemma7.6. « <[, 1< S,a> K,ac K,H,«

Beweis. 1. n=0. Man hat Spa= 0" und Hyu=g,a+ 0" folg-
lich K;ac K. H,a.
2. 1> 0. Aufgrund von 1< S, hat man S,a = ¢" = 1, 7 < Tund
Haoa=g¢,H, ja+ yr(H,_«)
Es folgt K,H, 1o € K, H,a. Nach Lemma 7.5 1st K, H,_ = K, «.
Es folgt K, ¢ K, H,a.

Definition von /i, fiir a <[,

a; wcenn S(l < (fiSt,
/1 = IOl (’)“. wenn o = S(l == S(.a iSt.
a xk”
l’[,,(l. wcenn S, 1 a =o0<S,a1st.
1+ 1 n

Hierdurch ist hi;o nach Lemma 7.2 vollstindig und cindeutig defi-
niert. Nach Lemma 7.3 b) sind ftiir jeden Ordinalterm a < [ alle h,a
berechenbar.

Lemma 7.7. Fiir « < [ gilt:
a) Gohya < hya
by a< o= hya<h,a
c)lIstO<o¢ R, so gibtes 1< omit h,a=h,a.
d)y o< Su=> e(h,a) = o"
¢) A< 0> Kh,a=K,u
) Kyo ¢ K;h,a

Beweis mit den Lemmata 7.1 bis 7.6.
Lemma 7.8.

) a<t, ga<y>a<yry
byo<y=gp=>yry<f



120 Wilfried Buchholz/Kurt Schiitte

Beweis. a) Aus a< 7" und g,a <y folgt nach den Lemmata 6.1
und 3.4 Ga<vy, ae CJly), a< yty.
b) Aus 0 <y=gf8 folgt nach Lemma 6.1 und (C,6) y=G.p,

BeC(y), yry=p.

Lemma 7.9. Fiir a < 1* gilt:

) ga<gf=>a<p
b) gra+ < g f+ o> a<p

Beweis. a) Aus a < 7" und g,a < ¢, f folgt nach Lemma 7.8 a) und
b) a< y1(g.p) = p.

b) Wire f=<a, so hittc man nach a) ¢/ =<g¢.a, folglich auch
B+ 0P < g.a+ o*im Widerspruch zur Voraussetzung.

Lemma 7.10. Ist a <[, 6" = 7 und h,a# h,a, so licgt ciner der
folgenden drei Fille vor:
a) o= Sa, h,a=g,a+ o ha=a,
b) 1= Sa, hya=g,a+ of ha=ga+ o
o) 1< Sa, hya=g,ha+ yriha), ha< Gh.a.

Beweis aufgrund der Detinition von h,a.

Corollar 7.10. Fir alle drei Fille von Lemma 7.10 ist h,a =
gha+ e(h,q).

Beweis. Dices gilt unmictelbar fiir die Fille a) und ¢) und folgt fiir
den Fall b) aus Lemma 6.11 a).

Lemma 7.11. Ist a<lI, fp<I, o =1, ha<hf und
K,a < ya(h,p), so folgt:
a) hya < h,p,
by h,a < h,f3, wenn a < f5ist.

Beweis. Ist h,a = h.a, so folgt aus der Voraussctzung o< hi,f

und Lemma 7.7 b)
heao = h,a<h.p=h,p

Dann gilt also die Bchauptung hy,a <h,f3. Im folgenden sei nun
hya # hoa. Dann hat man nach Corollar 7.10
(1 hya= g h.a+ e(h,a)
Aus der Vorausscetzung K,a < yo(h,f3) folgt nach Lemma 7.7 ¢)
K hya<yoh,p). Es folgt K,hi,a c C,(h,) und nach Lemma 6.1
(2) GoK o< h,fi
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Aus Lemma 7.7 a) und b) und der Voraussctzung h,a < h,f folgt
(3) Glhya<hya<h,fp<h,p
Aus (2) und (3) folgt nach Lemma 6.12
4 gha<hp
Ist e(h,a) <e(h,B), so folgt aus (1) und (4) nach Lemma 1.3 a)
I, < hyf. Man hat also
(5) e(hya) < elh,ff) > hya<,p
Fiir hya # h,a kommen nach Lemma 7.10 folgende drei Fille in
Betracht.

1. o=Sa, hyo=g,a+ 0% o= «a.
Aus hya < hf folgt dann 0= Sp.

1.1 Es sci o= SB. Dann ist b, = g, + o’ und I, = f. also nach
Voraussctzung « < B. Es folgt e(h,a) = 0" < o’ = ¢(h,B). Nach (5)
folgt h,a < h,f.

1.2. Es sci o<Sf. Dann hat man nach Lemma 7.7 d)
e(hyp) = 0" > w“= e(h,a). Nach (3) folgt h,a < h,p.

2. 1= Sa, hya=g,a+ o ha=gat+ o’
Aus h,a < h,f folgt dann < Sf.

2.1. Es sei 7= Sf. Dann ist h,f= g, + o’ und h,f=gfp+ o
Aus h,a < h,f3 folgt in diesem Fall nach Lemma 7.9 b) a < 8. Es folgt
elhydy = o< wf = ¢(h,B). Nach (5) folgt hya < h,p.

2.2, Essei 1< S und h,f = I ff. Dann hat man nach Lemma 7.7
d) e(hyf) = el ) = " > w“ = e(h,a). Nach (5) folgt hya < h,f.

2.3. Essci < SBund h,ff # h 5. Dann ist h,fp = g,h p+ yr(h.f).
Aus g.a<h.a<hf folgt in dicsem Fall nach Lemma 7.8 a)
a<yr(h.f). Es folgt e(hya) = o*<yr(hp) = e(h,p). Nach (5)
folgt hya < h,f.

3. 1< Sa, hya=gha+ pr(ha), ha=Ga. Aus hoa<hfp
folgt dann =< Sf.

3.1. Es sei 7= SB. Dann ist b, = g, + o und .= g+ o’
In diesem Fall ist 5 < «, so daB nur h,a =< h,f zu beweisen ist. Nach
Lemma 7.7 d) hat man e(h,a) = 1" > 0 = e(h,). Aus hya<h,f
tolgt daher nach Lemma 1.3 b) h,a < ¢, f8. Nach Lemma 7.8 b) folgt
Yr(ha) < B. Ist Yr(hya) < B, so hat man e(h,a) = Y1(h,a) < o=
e(h,f3). Nach (5) folgt dann h,a < h,f3. Es sei nun y1(h,a) = . Dann
ist ”=f und nach Lemma 6.2 G,= Gyhyau {ha}. Da ha<
Gelizaist, folge g, = ¢ hya. Hicrmit ergibt sich hya = I, f.
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3.2, Essci t< SPund li,ff = h.f. Dann hat man nach Lemma 7.7 d)
e(hop) = e(h, ) = 8 > Yr(h,a) = e(h,a). Nach (5) folgt hya < I,p.

3.3. Essci t<SBund h,f =+ h.f. Dann ist h,f = g, h. 5 + pr(h,f).
Aus hya < hpffolgt e(h,a) = Yr(h,a) < yr(h,p) = e(h,p). Nach (5)
folgt h,o < I, p.

Lemma 7.12. Ist a<[, <1, 0" =1 und lhba = If, so folgt
hya = h,p.

Beweis. Es kommen folgende drei Fille in Betrache.

1. Sa= 0. Dann hat man « = h,a=h,ff= f. Es folgt Sf = g und
h.p =P, also a = fund somit auch hy,a = h,f3.

2. Sa=r1. Dann ist ya = goa+ o also e(h,ff) = c(ha) =
0*< 1. Nach Lemma 7.7 d) folgt S < 7. Hicraus und aus « < h,a =
I folgt S = 1. Dann ist h,8 = g, + o, Aus hya = hp folgt nun
a = f3, also auch h,a = h,p.

3. 1< Sa. Dann hat man nach Lemma 7.7 d) e(I,f3) = e(h,a) = ©*.
Hicraus folgt 7< Sf.

3.1, Es sci Gohpa < h.a. Dann ist auch G h < I, B. In dicsem Fall
ist hya = hya = h,p = h,f.

3.2 Esscih,a< G h,a. Dannistauch i, f < G I, . In diesem Fall ist
hya = goha+ yriha) und h,p = g, h.f+ pr(h,p). Aus hya=hfp
folgt auch in dicsem Fall h,a = h,p.

§ 8. Die Kollabierungsfunktion d,

Definition von d,a tur a < I.
4o = { a, wenn Sa < ¢gist
’ Yo(h,a), wenn o< Saist.
(Man hat nach Lemma 7.7 a) G, h,a < h,a, folglich nach Lemma 6.1
h,ae C,(h,a).)

Folgerung. « <[> d,a< "

Lemma 8.1. Flir a < [ gilt:
) Sa=o0=> K,a=d,q
b) o< Sa=> K,a<d,u



Ein Ordinalzahlensystem 123

Beweis. a) gilt, weil in diesem Fall d,a = aist.
b) Fir o< Sa hat man nach Lemmata 7.7 und 6.8
K,ac Kh,a<yolh,a) = d,a

Definition. a <, mit < Ibedeute, daB ¢ < fund K,a < d,f fir
alle 0= 7 gilt.

Lemma8.2. ¢ < <[> a<yff
Beweis. Fir 0= Sfhat man Kya< a< fi=d,f.

Lemma8.3. Aus ¢ < fimitf < [folgt K,a < yo(h,p) fiiralleo= 1.

Bewets. Man hat
K,pc Kh,p<ypolh,p)
Ist Sf= 0, so folgt f< yo(h,fB). Aus a < ff folgt dann
Kya=a< p<yolh,f)
Ist 7= 0 <SP, so gilt dic Behauptung aufgrund der Definition von
a <. f3, weil dann d,f3 = Yolh,p) ist.

Lemma 8.4. Aus « <€, ff mit <[ folgt h,a < h,f fir alle 0= 1.

Beweis. Fiir Sf< ¢ hat man h,a < 3= l,f. Es gibt daher cine
kleinste Zahlr = 1, sodaB h,a < I, Bfiir alle 0 = 7w gilt. Angenommen,
es sei 1> 7. Dann hat man nach Lemma 7.7 o) w = ¢ mith,a < l,f
und 0= 7, folglich nach Lemma 8.3 K,a < yo(h,). Nach Lemma
7.11 b) tolgt hya < h, fim Widerspruch zur Minimalitic von 7. Somit
1st 7= 7, womit die Behauptung bewiesen ist.

Lemma 8.5. Aus « <€, ff mit § < [ folgt d,a < d,f fiir allc 02 1.

Beweis. Ist SB= g, sohatmand,a = a< f=d,f. st Su= o< Sf
und T=0, so hat man K,a <d,ff = po(h,p), woraus d,a = a<d,f
folgt. Ist schlieBlich 7= 0 < Sa, so hat man

dya = yolh,a) < ypolh,p)=d,p,
weil hierfiir nach Lemma 8.4 h,a < i ff ist.

Lemma 8.6. Aus ¢ <<, fmit f<Tund 1< 7 <, ff folgt d,a <, .

Beweis. Ist Sa =< 7, so gilt die Behauptung trivialerweise, weil dann
d;a= a ist. Es sei nun 7< a2< Sa. Dann ist da= ya(h,a). Aus
a< fifolgt
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(1) da<a<f
Aus a <€, fund 7 <, f folgt
(2) T=o0<a> Kyd,a=K,mu K;h,a=K,au K,a<d,f§

Aus a <, f3 folgt nach Lemma 8.5
(3) r=0=> K,d,a={d,a} <d,f=d,p
Aus (1) bis (3) folgt die Behauptung d,a <, .

Lemma 8.7. Fir < Sp<lund y=d,ff = ya( p) gilt:
ay ho <,y
b) o< 7> K,p<yaolh,y)
cgo<a>h,B=l,y

Beweis. a) Aus Lemma 6.2 folgt
Gy = Gahe o {h )
NachLemma7.7 a)ist G h.p < h,p. Esfolgtg.v = h. . Man hat Sy=
7, folglich I,y = g, v + @”. Hicrmit ergibe sich i, f < h,v.
b) Flr ¢ < & hat man
K,f = K,h,p cK,y c Kb,y < wo(h,y)
¢) Aus a) folgt, dal ¢s cine kleinste Zahl 7= m gibt, so dabB h, < h,y
flir alle omit 7= 0 < s gilt. Angenommen, es sei 7> (). Dann hat man
nach Lemma 7.7 ¢) 1= ¢ mit i, < I,y und o< 7, folglich nach b)
K, B<yo(hyy). Isth p<l,y,sofolgtnach Lemma7.11 a) h, 5 < h,y.
Isth.3= Iy, so folgtnach Lemma7.12 i, = h,y. In jedem Fall ergibt
sich ein Widerspruch zur Minimalitit von 7. Somitist T = 0, womit dic
Behauptung ¢) bewiesen ist.

Lemma 8.8. Aus a <, mit f< [ folgt d,a <, d f fiirallc 7= 7.

Beweis. Ist S < 7, so giltdic Behauptung nach Voraussetzung, weil
dann dya=a und d,§ = B ist. Es sei nun 7<SPund y=4,f =
ya(h.B). Da w= tist, hat man nach Lemma 8.5
() da<df=vy
Essei r=so<a Ist Sa=m, so ist dya = «. Andernfalls ist d,a =
Ya(h,a) und

K d,a=K,mu K o= K,7U K,
Man hat also m jedem Fall
(2) K,d,ac K,mu K,a
Aufgrund von o <, 3 hat man
K,a<d,p=vyo(h,pB)
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Nach Lemma 8.7 ¢) folgt
3) Kya<yollsy) = dyy

AuBerdem hat man

) Ky ¢ Koy SRKohoy < Yo(hyy) = dyy

Aus (2) bis (4) folgt

(5) T=o0<a=> Kyd,a<d,y

Aus a <, pfolgt auch nach Lemma 8.5

(6) 1=0> Kydo=d,a<d,f=v=4d,y

Aus (1), (5) und (6) folgt dic Behauptung da <, v=d .

§9. Die allgemeine <,-Relation

Definition. Fiir belicbige Ordinalzahlen a und f aus T'(I) bedeute

« <, f3, dab folgendes gilt:

(.l) a<p

(1.2) Ka<dp

(1.3) Kyu<ddpfiralleo=r1.

Im Fall < Iist dic Bedingung (7.2) tiberfliissig, weil sie dann aus
(7.1) folgt. Dic Dcfinition stimmt daher fiir f<I mit der vorher
angegebenen Definition von a <, ff iiberein.

Wir beweisen zunichse, dall da <€,df aus a <, f folgt.

Definitionen fir Ordinalzahlenmengen M und N. M = N bedeute,
dafl es zu jedem « € M cin f € N mit a = ff gibt. M ~ N bedeute, dall
M=Nund N =M gilt.

Lemma9.1. K,y = Ky

Beweits durch Induktion nach gr(y).

Lemma 9.2,

9 BeC(p)> Kp=K,Wp
b) Be Colf) > Ko = K, P

Bewets. a) Ist W= ¢, so ist nach den Lemmata 9.1 und 5.5
K,B=Kp<{¥p =K, Wp. Andernfalls ist K,f3 = K, ¥p.

b) Ist 1= 0, so ist Kygs=a<{yaf} = K,pxfi. Andernfalls ist
K1 C K,mu K ff = K, yap.
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Lemma 9.3. K,Gy=< K,y

Beweis durch Induktion nach gr(y).

1. Fir y= 0 und fiir y = I gilt dic Behauptung,.

2. Fiir y =\ ©° + 1 folgt sic aus der LV.

3.Fir y=%¥g mit fe C(P) ist K,Gy=K,Gpu K,f, folglich
nach LV. K,Gy = K,f. Nach Lemma 9.2 a) folgt K,Gy= K, 7.

4. Fir y=yaf mit fe C,(p) ist K,Gy= K,Gx, folglich nach
LV. K,Gy =< K,m. Nach Lemma 9.2 b) folgt K,Gy = K,7y.

Lemma 9.4. K o ~ K,

Beweis. Man hat ha = ga + o folglich
K,ac Kjhac K,Gau K,a
Nach Lemma 9.3. folgt K,ha~ K, a.

Lemma 9.5. Aus a <, f3 folgt da <,df.

Beweis. Man hat ¢ < fund Ka < df3. Nach Lemma 5.7 folgt
(N da<df

Wir haben noch zu beweisen:

(2) 1= 0> Kda<d,df
Als Voraussctzung (7.3) haben wir
(3) 1= 0> K,a<d,dp

Ist a<I, soist da = a, so dal (2) aufgrund von (3) gilt. Es sei nun
I=a Danmmistda= ¥Y(hayund dp = Wi p).
1. Ist df = 0, so hat man nach (1)
Kyda={da} <df=d,dp
2. Istda=< o< dp, so hat man
K da={da} = o< yoh,dp) =d,dp
3. Ist o< da, soist Kyda = K, ia, so daB (2) nach Lemma 9.4 aus
(3) folgt.
Hiermit ist (2) allgemein bewiesen. Mit (1) folge die Behauptung
da <.dpf.

Lemma 9.6. Aus « <, f tolgt da<dff und d,da<d,df fiar alle
o=

Beweis. Dies tolgt aus den Lemmata 9.5 und 8.5,

Lemma 9.7. Aus ¢ <, fund <€ v folgt « < v.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 9.6.
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Lemma9.8. [ < u> K,a<d,da

Beweis. Man hat doo = Y(ha) mit K,a € K,ha. Fir 0 < da folgt
K,aC K,ha=K,dac K h,da < yo(h,da) =d,da
Fiir da =< o hat man
Kyac Kjha=Kha) < Wha) =da =d,da

Definition. « <€ f3 (at ist wesentlich kleiner als 3) bedeute, dall a <,f8
gilt.

Lemma 9.9. 0 <€ ¢*

Beweis. Man hat
o< g
1< o> K,0=K,0" ¢ K08 <yzalh,o) =d,o
Ko< o< yo(h,0") =d,o"
o<a> K,0=0<0 =d,o"
Hicrmit ergibt sich 0 <€ ¢™.

oE

Lemma 9.10. Ist [ =7, 71<dn und K,7<d,dn fir alle o< 7, so
folgt T <€ n.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzungen hat man
T<n
Kr={x} <dn
r=o<dn=> K,ag=o<ypolh,dn) = d,dn
dn=oc=> K,a={n} <dn=d,dy
Hicrmit und mit den Voraussetzungen ergibt sich <€ 1.

Lemma9.1l. a<[=n a<<n=> Q,<y

Bewets, 1. o= 0. Dann hat man £, =0 <.
2. 0<a< ¥ Dann hat man ¢« =1+ 6 und nach Lemma 2.13

(1) Q.=

Aus O < I = hnfolgt

(2) Wo<Whn =dn

Aus a <€ 7 folgt

(3) o< Yo K,Wo=K,0=K,a<d,dn

Aus (1) bis (3) folgt £, < i nach Lemma 9.10.
3. W= a<] Dann hat man Sa= ¥ mit [ =€ C(f) und
nach Lemma 2.15

) Q.= Wup+y) mit a=Wp)+7y
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Aus a < 7 folgt
Y(gp)=Ka<dn= Whn)
Es folgt ¢ < hn. Da y<I= w"= ¢(hn) ist, folgt nach Lemma 1.3 a)
qp + v < hn. Hieraus folgt
G)  WB+n < Whn=dy
Aus a < 1 tolgt nach Lemma 6.10
(6) o< YE=> Ky K,f=K,Sac K,a<d,dn
Aus fe C(B) folgt nach Lemma 3.9 e C,4(0). Fiir W< o folgt
pe CH0), K,fc Cy(0) und K, < yo0. Hicrmit ergibt sich

(7) Y<o<dn=> Kygfc K,f< o <yolh,n) = d,dn
Aus a < n folgt auch

(8) K,y c K,a<d,dn

Aus (6) bis (8) folgt

(9) o< WP+ y) > K,W(qB+y) = KyqBu K,y <dydn

Aus (4), (5) und (9) folgt £, < nnach Lemma 9.10.

Induktive Definition der natiirlichen Sumnie a # f.

1. a%0:=a.
2. Flir a= >0 sci
W+ (n# B), wenn a = w+ 7ist,
aHFp=Nr ==l
= { w“+ f, wenn o € I ist.

3. Fira<fscia#f:=fi#a

Folgerungen:

a#B=PB#a (akf)Fy=a¥ (fH#7),

K{a# f)=Kau Kp, K,(a% p) = K,au K,p
Definition. « <€ f§ bedeute, dall « < ff oder a = f gilt.

Lemma 9.12.
) afa¥kf
b) ¢ <€ w*
Beweis mit Hilfe der Lemmata 5.6, 8.1 und 9.8

Lemma 9.13.

) aZ, y, B, v, a¥ < y>a# <Ly
b) a <.y, 0'<y=> <y
Bewets trivial.
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Lemma 9.14.

Nag f>aFy< Py
b) a <, f> <, 0l
Beweis mit Hilfe der Lemmata 9.12 und 9.13.

§ 10. Herleitungsfunktionen

Induktive Definition der Herleitungsfunktionen und des Defini-
tionsbereiches D (f) einer Herleitungsfunktion f.

1. Die identische Funktion id ist eine Herleitungsfunktion mit
D(id):= T(I)und id(a) : = afiralle a e T(I).

2. Ist f eine Herleitungsfunktion und 0 <ye T(I), so ist y# [
cine Herleitungsfunktion mit D(y# f) := D(f) und (y# /) («) : =
y# f(a) fir alle a e D(f).

3. Ist f eine Herleitungstunktion, so ist @' eine Herleitungsfunktion
mit D (') : = D(f) und (0') (@) : = /" fiir alle « € D(f).

4. Ist feme Herlertungstunktion, so ist df cine Herleitungsfunktion
mit D(df) := {ae D(f) : a<I} und df)(a) := d(f(@) fiir alle
a e D(df).

5. Ist feine Herlettungstunktion, so ist d,, f cine Herleitungsfunktion
mit D(d,f) := {ae D(f): Su=< o0, fla) <1} und (d,f)(a) : = d,f(a)
fir alle « € D (d,f).

Folgerung. Fur jede Herleitungsfunktion fgile:

aeD(f) = a,fla)e T(I)

Definition. « <€ f} bedeute nur, dall a < fist.

Lemma 10.1. Fiir jede Herleitungsfunktion f gile
a.feD(f). a<p= fla) <uf(f)

Beweis durch Induktion nach der induktiven Definiton von f. Ist
f=1id, so gilt dic Bechauptung im Fall < I nach Lemma 8.2, andern-
falls trivialerweise. Ist f= y# ¢ oder f= o, so folgt dic Behauptung
nach Lemma 9.14 aus der L V. Ist f = dg, so folgt aus f e D(f), daBB
< Tist. Dann folgt dic Behauptung nach Lemma 9.5 aus der 1.V, Ist
f=d,g. so folgt aus fe D(f), dab SB=< o0 und ¢(B) <1 ist. Dann
folgt dic Behauptung nach Lemma 8.8 aus der 1L V.

9 Munchen Ak Sh. 1983
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Lemma 10.2. Fiir jede Herlettungsfunktion f gile:

a<feD(f)=> aeD(f)

Beweis durch Induktion nach der induktiven Definition von funter
Benutzung von Lemma 10.1.

Lemma 10.3. Fiir jede Herleitungstunktion fmic I e D(f) gilt:
a<l, B<I= fla)# < f(I)

Beweis. Durch Induktion nach y ergibt sich:
a<l,y<I= fla)+v=flat+ vy <f(I)
Hicraus folgt dic Behauptung, da f(a) # < f(a) + o' ist.

Lemma 10.4. Fiir jede Herleitungstunktion f gile:
aeD(f) 2 aZ fla)

Beweis durch Induktion nach der induktiven Definition von f. Fiir
f=id gilt diec Behauptung. Fir f= y# ¢ und fur f= o folgt sic mit
Lemma 9.12 aus der LV. Ist f=dg, so folgt aus a e D(f), dall a < I
1st. Dann folgt a = da € d(g(a)) = f(a) nach Lemma 9.5 aus der L V.
Ist f=d,g, so folgt aus a € D(f), dabl Sa = ound g(a) < Iist. Dann
folgt « = d,a € d,¢ () = f(ar) nach Lemma 8.8 aus der . V.

Mit T bezeichnen wir im folgenden cine endliche (eventuell leere)
Menge von Anfangszahlen < aus T(I). Ist T leer, so sei dya: = a.
Iset={r, ..., 5} mit<... <7,soscida:=d, ... d a.

Lemma 10.5.
N did{aHk p)Ly=>ddf <y
b) dd () < v = ddp <y

Beweis. Man hat <€ a# f. Es folge d dff € dd (a# f3). Hiermit
erhilt man a). Entsprechend ergibt sich b).

Lemma 10.6.
A ddla¥ Py Ly, n<pdidn <y > didla$n <y
by did(0f)y € y. n< B ddn < y=>dd(o") <y

Beweis. ¢n sci d.d(a 3 1) oder d.d(w™). Aus den Voraussetzungen
folgt K,¢n < d,dy fir alls 0. Hiermit crgeben sich die Behauptungen.

Lemma 10.7. Ist f cine Herlettungsfunktion mita < e D(f), p<1
und SB= 1, tir alle 1, € 7, so gilt:
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a <y, dd(f(B)) L v= dd(f(0) <y

Beweis durch Induktion nach der induktiven Definition von f.

1. Es sei f=id. Dann hat man d.d(f(a)) = d;do= a < .

2. fsei 6% ¢ oder w?. Dann folgt aus dzd (f(f)) € y nach Lemma
10.5 dzd(g(B)<< y. Nach LV. folgt dzd (g («)) < v. Da g(a) < g(f) ist,
folgt nach Lemma 10.6 d.d (f(a)) < y.

3. fseidg oder d,g. Dann folgt dic Bechauptung aus der 1.V,

Lemma 10.8. [iir jede Herleitungsfunktion fmit a < f§ € D(f) gilt:
a<y. f(f)Ly=>fla) <y
Beweis durch Induktion nach der induktiven Definition von f. Im
Fall f=id gilt dic Behauptung trivialerweise. Ist f(f3) < I, so ist auch
p < I. Dann folgt die Behauptung aus Lemma 10.7. Es sei schlieBlich
f=#id und I=f(f). Dann ist entweder f= 64 ¢ oder f= w? In
betden Fillen folgt die Behauptung aus der LV

Corollar 10.8. Fiir jede Herleitungsfunktion fmit a < f € D(f) gilt:
a) fla) < f(P) # «a
b) a < f(p) = f(a) < f(B)

Beweis. a) folgt aus Lemma 10.8 aufgrund von « < f(f) # « und
f(B) < f(B) + .

b) gilt nach Lemma 10.8 fiir y = f(f3).

Lemma 10.9. Ist f cine Herleitungsfunkdon mit 0" € D(f) und
F(0) < 1, 5o gilt f(daf(0)) < f(0").
Beweis. Man hat nach Corollar 10.8 a)

(1) f0) <f(0")

und nach den Lemmata 9.9 und 10.4

) o< f(a")
Aus (1) und (2) folgt nach Lemma 8.6
d.f(0) < f(0")

Da d,f(0) < 0" ist, folgt nach Corollar 10.8 b)
Sldof(0)) < f(0).

gx
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